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1 Introducao

Os grafos sao uma forma conveniente de representar um fluxo de um certo bem. Imagine uma empresa
transportadora que tem a seu cargo o fornecimento de um certo bem a varias localidades (ou filiais,
deixo a sua imaginacao). Obviamente que a empresa tem como alvo efectuar o servigo de forma
competente, reduzindo os custos. Intuitivamente, associa-se cada filial a um vértice, desenhando uma
aresta entre dois vértices (aka filiais) se estes estiverem ligados de alguma forma conveniente — por
auto-estrada, por exemplo. Claro que a cada aresta podemos associar um peso, relativo ao custo de
tomar essa estrada (combustivel, portagens, horas a serem pagas ao motorista, por exemplo). Podemos
também assumir que existem estradas de ”sentido tinico”, obtendo assim um digrafo ou grafo dirigido,
ou que existem varios caminhos possiveis, e neste caso temos um multigrafo. Os grafos tornam-se
entao numa representacao grafica de possiveis fluxos de bens, o que nao significa que constituam um
mapa. De facto, nao existe obrigatoriedade qualquer em relacao a orientacao, posicao nem distancia

relativa.

2 Conceitos iniciais

Definicao 2.1. Um digrafo D é um par ordenado (V,A), onde V € um conjunto nao vazio finito e A
¢ um subconjunto de {(U,V) : U,V € V}.



Os elementos de V chamam-se vértices de D e os elementos de A as arestas de D.

Note-se que acima nao esta contemplado o caso dos multigrafos. Esta classe de objectos pode ser
definida indexando cada aresta a um conjunto de indices. Ou seja, para I # () conjunto de indices, o
conjunto das arestas é um subconjunto do produto cartesiano V' x V x I.

Iremos autorizar a existéncia de lacetes, ou loops, isto é, (U,U) € A, mas nao iremos considerar
multigrafos.

Para se representar graficamente um grafo (com um ndmero finito de vértices e de arestas),
tomamos pontos do plano, correspondendo ao vértices do digrafo, Vi, ...V,, e desenhamos um arco
(dirigido) entre V; e Vj se (V;,V;) € A.

Dada uma aresta (U,V) € A, o vértice U diz-se extremidade inicial e o vértice V' extremidade
final.

Dizemos que os vértices U e V sao adjacentes, U < V,se (U, V) € Aou (V,U) € A. Em qualquer
um destes casos, diz-se que o vértice U é vizinho do vértice V. Esta aresta diz-se incidente em cada um
desses vértices. O conjunto dos vizinhos de U denota-se por I'(U). Duas arestas {1, {3 sao adjacentes
se existir X € V tal que f1, {5 incidem em X.

Os antecessores [resp. sucessores| de um vértice V sdo os elementos do conjunto I'" (V) =
{UeV:(UV)e A} [resp. TT(V)={U eV : (V,U) € A}].

O grau (ou waléncia) de um vértice V', denotado por deg(V') ou por 9(V'), é o ntimero de arestas
préprias (ou seja, que nio sejam lacetes) incidentes em V adicionado ao dobro do nimero! de lagos
em V . O grau interior de V., 0~ (V'), é o nimero de arestas da forma (x, V'), e o grau exterior de V,
0% (V), é o nimero de arestas da forma (V,*). Ou seja, 0~ (V) = #I' (V) e 0T (V) = #IT (V).

A titulo de exemplo, considere a representacao grafica do digrafo seguinte

U :(V)H W
Temos, entao, V = {U,V,W}, A= {(U,V),(V,U),(V,V),(V,W)}. Neste digrafo, 9~ (U) = 0T (U) =
O~(W)=1,0"7(W)=0,0"(V)=9"(V) =2.

Um digrafo (V, A) é

1. um n-digrafo se #V =n

2. um (p, q)-digrafo se #V = p, #A =¢q

3. simples se Vyep(V,V) ¢ A

4. reflexivo se Vyep(V, V) € A

5. completo se todas as possiveis arestas estao presentes (inclusivé os lacetes)
6. simétrico se (U,V)e A= (V,U)e A

7. transitivo se (U, V) e A, (VW) e A= (UW)ec A

8. de torneio se Yy ey se tem (U, V) € Axor (V,U) € A

Note-se que, dado um digrafo simétrico, se (U,V) € A entao {(U,V),(V,U)} C A. Podemos,
portanto, identificar este par de arestas com {U, V'}. Esta aresta é representada simplesmente por um

segmento de recta que une os dois vértices em que incide.
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Figura 1: Tente classificar cada um destes digrafos.
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Figura 2: Digrafo simétrico e correspondente grafo

Esta identificacao leva-nos a definicao de grafo nao dirigido, ou simplesmente grafo.

Defini¢ao 2.2. Um grafo (nao dirigido) G é um par ordenado (V,A), onde V é um conjunto nao
vazio finito e A € um subconjunto de {{U,V}:U,V € V}.

3 Representacao com matrizes

A um (p, q)-grafo G podemos associar, de forma tunica, uma matriz p x p, Ag = A(G), denominada
matriz de adjacéncia de G, cujas linhas e colunas estdo indexadas da mesma forma a uma ordenacao

dos elementos de V), definida por

A nimero de arestas entre u e v se u £ v
u,v 7
] numero de lacetes em u se u =wv

onde u,v € V.
Claro que ao apenas considerarmos grafos ao invés de multigrafos, entao as entradas da matriz de
adjacéncia podem apenas tomar os valores 0 e 1.

Considere os grafos —~ (\
¥

N

U
w c

b
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d

Ordenando os vértices do primeiro grafo da forma (u,v,w,x), a matriz de adjacéncia é

== =
O = O =
= O R
S = O =

L que no nosso caso pode ser 0 ou 1.



Como exercicio, calcule a matriz de adjacéncia do segundo grafo, ordenando os vértices como (a, b, ¢, d).

Como é 6bvio, a matriz de adjacéncia de um grafo (nao dirigido) é simétrica.

Vejamos agora o caso dos digrafos.
Nas mesmas condigoes da defini¢ao para grafos, a matriz de adjacéncia de um digrafo D = (V, A)

é a matriz Ap definida por

nimero de arestas entre u e v se u £ v
Ap [u7 U] = .
nimero de lacetes em u seu=uv
onde u,v € V.
11 11
1 01 0], . P .
Como exemplo, 00 1 0 ¢ a matriz de adjacéncia do digrafo
0010

considerando a ordenacao dos vértices como (u, v, w, ).
Repare que a linha correspondente ao vértice v diz-nos que de u é extremidade inicial de todas
as arestas, e que a coluna correspondente ao vértice w diz-nos que w é extremidade final de todas as

arestas. Voltaremos mais tarde a esta nocao de alcance.

A um grafo G podemos associar uma matriz, a matriz de incidéncia, para uma certa ordenacao dos
vértices (a que se farao corresponder as linhas) e das arestas (a que se farao corresponder as colunas)

fixa previamente, da seguinte forma:

0 se e nao incide em v
Ig[v,e] =< 1 se e incide em v e e nao é lacete em v

2 se e élacete em v

ondeveVeec A
Calculemos a matriz de incidéncia do grafo ja visto anteriormente, ordenando os vértices como

(u,v,w,x) e as arestas como (a,b,c,d, e, f):

a 21 0101
M
(), 011000
u v Igi
. 001110
f c
00 0011
X w

Como é facil de verificar, uma outra ordenagao dos vértices leva a troca de linhas da matriz de

incidéncia, e uma outra ordenacao das arestas a troca de colunas da matriz de incidéncia.

Proposicao 3.1. A soma das entradas de uma qualquer linha da matriz de incidéncia € igual ao grau

do vértice respectivo.



Demonstracao. Considere um vértice v do grafo de forma arbitraria, bem como as arestas das quais
v é extremidade, mas que nao sao lacete em v Estas sdo em nimero igual 9(v), que iguala o niimero
de 1’s na linha correspondente ao vértive v na matrix de incidéncia. Ora um lacete f (caso exista)
contribui com 2 unidades no célculo de d(v), e 2 é a entrada na linha correspondente ao vértice v e

na coluna correspondente a aresta f. O
Proposicao 3.2. A soma das entradas de uma qualquer coluna da matriz de incidéncia € igual a 2.

Demonstragdo. Se a aresta e incide em dois vértices distintos, digamos u e v, entdao as entradas
correspondentes a u,e e v,e sao iguais a 1. Uma aresta incide no maximo em dois vértices, pelo
que as outras entradas dessa coluna valem 0. Se e é lacete, entao incide num sé vértice e a entrada

correspondente é 2, sendo as restantes nulas. O

A matriz de incidéncia de um digrafo é definida de forma andloga. Dado o digrafo D = (V, A), e
para uma ordenacao dos elementos de V e dos elementos de A fixa previamente, a matriz de incidéncia
Ip de D é dada por

0 se e nao incide em v
—1 se v é extremidade inicial de e e e nao é lacete em v
se v é extremidade final de e e e nao é lacete em v

2 seeélacete em v

ondeveVeecA

Por exemplo, no digrafo seguinte, ordenando os vértices como (u,v,w,z) e as arestas como

(a7b7cvd7 €, f7gvh)7

a 21 -1 0 0 -1 0 -1
(\ 0 -1 -1 0 O 0 0
u (% ID:
lii 0 0 O 2 1 0
h d

f 0 O 0 o 0 0 -1
Ika\e

Proposigao 3.3. Num digrafo sem lacetes, a soma das entradas de uma coluna da matriz de incidéncia

é zero.

Demonstragcdo. Exercicio. ]

4 Familias de grafos

Nesta seccao, consideramos apenas grafos. Recorde que um grafo G é um par ordenado (V,.A), onde

V é um conjunto nao vazio finito e A é um subconjunto de {{U,V'}: U,V € V}.

Os grafos G e 'H sao isomorfos, G = H se exitir uma bijecgao f : Vg — Vi tal que u — v & f(u) <
f(v). Ou seja, existe uma bijecgao entre o conjunto dos vértices dos dois grafos de tal forma que a
incidéncia é preservada. Na pratica, significa que se toma outra indexacao para os vértices. Se ¢ for

o isomorfismo, entao escrever-se-a G =, 'H.

Proposicao 4.1. Se G =, 'H entao

1. #Vg = #Vn



2. #Ag = #An
3. para v € Vg, deg(v) = deg(¢(v)).

Dados dois grafos, uma forma possivel de se testar o isomorfismo é percorrer todas as bijeccoes
entre os dois conjuntos de vértices (repare que por (1) da proposicao estes sdo necessariamente equipo-
tentes) até se encontrar uma que preserva a vizinhanga. Suponha que #Vg = #Vy = n. Entao existem
n! bijeccoes possiveis, o que se para grafos com poucos vértices é realizdvel, torna-se num algoritmo
pouco pratico para outros grafos. Tal suscita o chamado Problema do Isomorfismo de Grafos, que

pode ser exposto, de uma forma ingénua assim:

e apresentar um algoritmo que, de forma “pratica”, encontra o isomorfismo ou mostra que tao

isomorfismo nao existe;
e em alternativa ao ponto anterior, mostrar que tal algoritmo “pratico” nao existe.

Existem formas imediatas de teste de ndo isomorfismo, nomeadamente fazendo uso da proposicao
anterior. Em primeiro lugar, existe a condi¢do de equipoténcia tratada nos pontos (1) e (2) da

proposicao. Por exemplo, nao sao isomorfos

O facto de (1) e (2) da proposigao serem satisfeitos nao implica que os grafos sejam isomorfos. Mostre

por que nao sao isomorfos, usando (3) da proposicao,

Vejamos como se relacionam as matrizes de adjacéncia de dois grafos isomorfos. Para tal, dizemos
que duas matrizes A, B, quadradas com a mesma ordem, sao permutacionalmente semelhantes, A ~pe,
B, se existir uma matriz permutagao P (ou seja, é obtida da matriz identidade fazendo trocas de linhas)
tal que A = PBPT.

Proposicao 4.2. Sejam Ag e Ay matrizes de adjacéncia dos grafos G e ‘H, respectivamente. Entdo

G=H e Ag ~per Ay

Um grafo G estd contido num grafo H, G C H, se Vg C Vi e Ag C Ay. G' é subgrafo de G se
g cg.

Um subgrafo G’ de G é gerador se Vg = Vg. Ou seja, tem exactamente o mesmo conjunto de
vértices.

Para S C Vg, o subgrafo induzido por S, (S), é o subgrafo maximal G’ de G com Vg = S. Este
subgrafo é denotado por Gg.

A proposigao seguinte dd-nos outra forma de mostrar o nao isomorfismo entre grafos (ou seja,

fornece mais uma condigao necesséria do isomorfismo de grafos).

Proposigao 4.3. Se G =, H ¢ S C Vg entdo

Us = Hey(s)-



Demonstracdo. Exercicio. ]

Mostremos o nao isomorfismo entre os grafos seguintes, denotados respectivamente por G e H:

1 2 a b

5—6
§——7

/ VAN

('b

f
|

Suponha, por absurdo, que tal isomorfismo ¢ existe. Os vértices de grau 3 sao 2,4,6 e 8 do primeiro
grafo e ¢,d, g e h do segundo. Portanto, e como os graus sao preservados, ¢ aplica {2, 4, 6,8} de alguma
forma em {c,d, g, h}; ou seja, ¢ ({2,4,6,8}) = {c,d, g, h}. Fazendo uso da proposi¢ao anterior, segue
que

G12.4.6.8 Z¢ Hicdgh}

Mas tal nao é verdade, ja que se representam, respectivamente, por

4——8 6 —2 —J9

h
d

Um problema que se coloca é, de alguma forma, o reciproco da proposicao. Por outras palavras,

Cc

se certo tipo de subgrafos induzidos sao isomorfos entao serao os grafos isomorfos? Vejamos que tipo
de subgrafos induzidos nos interessam.

Para v; € Vg, G — v; é o subgrafo de G induzido por Vg \ {v;}. Ou seja, G — v; denota Gy,\ (4,}-
A lista de subgrafos de vértice eliminado é a representacao dos subgrafos G — v;, onde v; percorre o

conjunto dos vértices. Por exemplo, o grafo

u

AN

Yy v

r————mmWw

a que voltaremos um pouco mais adiante, tem a seguinte lista de subgrafos de vértice eliminado:

N IXE O IN O INE X

Gg—u Gg—v Gg—w g—x g—vy

O Problema da Reconstru¢do do Grafo consiste em decidir se dois grafos nao isomorfos com 3 ou

mais vértices podem ter a mesma lista de subgrafos de vértice eliminado.



Conjectura 4.4 (P.J. Kelly & S.M. Ulam (1941)). Sejam G, H grafos com
Vg ={v1,...,on}, Vi ={u1,...,un},n > 3.

Sejam ainda
Gi=G—vi,H; =H — u,.

Se, parai=1,...,n,

gi th

entao

G=H.

Acrescente-se que, de forma independente, em 1977 foi mostrado por B. McKay e por A. Nijenhuis,
recorrendo a computadores, que um possivel contra-exemplo da conjectura teria que ter, pelo menos,

10 vértices.

Recorde a definigao de digrafo completo. Ao se considerarem grafos (ou seja, digrafos simétricos),
a nocao de grafo completo é a induzida pelo digrafo, com a nuance de se assumir que o digrafo é
simples. Ou seja, um grafo simples (isto é, sem lacetes), diz-se completo de quaisquer dois vértices sao

vizinhos um do outro. Um n-grafo completo é denotado por .

VAR

Um bigrafo ou grafo bipartido G = (V, A) é tal que Vg = V3 U Vy, com Vi, Vo # () mas Vi NVe =0,
e Veesagr C V3 U Vo Ou seja, toda a aresta é incidente com um vértice de Vi e um vértice de
V5. Portanto, existe uma particdo do conjunto dos vértices de tal forma que dois vértices na mesma

componente da particdo nao sao vizinhos.
Proposigao 4.5. Todo o grafo bipartido € simples.

Um bigrafo é completo se tiver todas as arestas possiveis incidentes com um vértice de V; e um de
V5. De outra forma,

((Ul eViNvy € VQ) \/(’Ul eVoANvy € V1)> = {Ul,vg} € Aq.

Ou ainda, quaisquer dois vértices v; € V; e vg € V5 sao vizinhos.
Se #V1 = m,#V, = n entao com grafo bipartido completo com V; U V5 como vértices denota-se

por Ky, . Por exemplo,

O [ O [ ] (e) [ ] (o)
(@] [ ] (@] [ ] [ ] o (o] [ ] ]
O [ [ ) (o)

K33 K23 K22 K14

)



O grafo bipartido completo Ky, chama-se, por razoes ébvias, estrela.

Note-se que #Ag,, ,, = mn.

Teorema 4.6 (Teorema de Euler). Seja G um (p, q)-grafo. Entao

Z deg(v;) = 2q.
v, €EVa
Demonstragdo. A demonstracao é feita por inducdo sobre o nimero de arestas.

Prove-se o resultado para grafos (p,1). Ou seja, o grafo tem p vértices e 1 aresta (p > 2). Tem-se
entdo que existem apenas 2 vértices v;, v; incidentes. Ou seja, deg(v;) = deg(vj) = 1 e deg(vi) = 0,
para k #i,j. A igualdade do teorema de Euler é satisfeita de forma imediata.

Suponhamos agora que a igualdade é valida para grafos (p, q). Pretende-se que tal é suficiente para
a validade da igualdade em grafos (p,q + 1). Seja, entdo, G um grafo com p vértices e g + 1 arestas.
Sejam x; uma aresta de G fixa arbitrariamente e G' = (Vg, Ag \ {z;}). Ora G’ é um grafo (p, q), pelo

que a hipétese de indugao mostra que

Z deg(v;) = 2q.
UiEVG/
Ao incluirmos a aresta x;, esta contribui com 2 unidades na soma total dos graus dos vértives de

G. Logo, e recordando que Vg = Vi,

Z deg(vi) =2¢+2=2(¢+1).
Uz‘GVG

Corolario 4.7. O numero de vértices de um grafo com grau impar € par.

Dado G um grafo simples (p, ¢), entao
Voevy, 0 < deg(v) < p—1.

Denota-se por
mindeg G = §(G) = min deg(v),

veVg

max deg G = A(G) = max deg(v).

veEVg
Se 6(G) = A(G) = r, entéo deg(v) = r,Vyey,. Neste caso, diz-se que o grafo é regular com grau
r, ou que o grafo é k-regular.
Um grafo G regular com deg(G) = 3 chama-se um grafo ctbico.
Os grafos platénicos sdo os correspondentes? aos cinco sélidos platénicos®. Saliente-se, no entanto,

que um grafo ciibico nao é necessariamente o cubo. Como exemplo, repare no grafo de Petersen:

’Da forma natural, os vértices [resp. arestas] do grafo sdo os vértices [resp. arestas] do sélido.
3A saber: o tetraedro, o cubo, o octaedro, o dodecaedro e o icosaedro.



Corolario 4.8. Todo o grafo cubico tem um nidmero par de vértices.

5 Caminhos e conexidade

Um caminho? num grafo G é uma sucessao de vértices e arestas
Vo, L1,V1y..-Un—1,Ln, Un,

com v; € Vg, tais que x; = {v;_1,v;}. Ou seja, v;—; < v;. Num digrafo, as arestas sdo tais que
x; = (vi—1,v;), ou seja, a extremidade inicial de x; é v;_; e a final é v;.

Visto nao considerarmos multigrafos, esse caminho é denotado por (vg,v1,v2,...,v,), Ou mais
simplesmente

VULV . . . Un,

e dizemos que existe um caminho vy —v,,. Neste caso, v, é alcancavel de vg. Um caminho diz-se trivial
se sO tiver um vértice, sem lacete.
Definigoes anédlogas podem ser dadas para digrafos.

Um caminho é

e fechado se vy = vy, e aberto caso contrario;

e simples® se x; # xj, para i # j;

o clementar® se v; # vj, para i # j, excepto possivelmente o inicial e o final.

Note-se com um caminho elementar é simples, mas que o contrario é falso.
Um ciclo” é um caminho fechado elementar nio trivial. Um circuito® é um caminho fechado simples
nao trivial.

Recuperamos um grafo que apresentamos atras:

AN

4walk, em inglés.
Strail, em inglés.
Spath, em inglés.
" eycle, em inglés.
8 circuit, em inglés.

10



Um caminho v — v é, por exemplo, uwxyuv. Repare que este caminho repete um vértice mas nao
repete nenhuma aresta. Portanto, ¢ um caminho simples que nao ¢é elementar. J4 zvux é um ciclo e

rvurywz ¢ um circuito.

Um grafo que é um ciclo com n vértices denota-se por Cp,, e um grafo que é um caminho elementar

com n vértices denota-se por P,. C3 é usualmente denominado triangulo.

° ° ° ° °
° / ° °
C 1 Cg C4
° ° ° ° ° °
° ° °
Py P3 Py

Um grafo é conexo se, para quaisquer vértices v;, v; distintos, existe um caminho v; —v;. Portanto,
um grafo é conexo se quaisquer dois vértices forem alcancdveis um do outro.

Dado um grafo G, podemos definir a seguinte relagao em Vg, que é de equivaléncia:
v;pv; se existe um caminho v; — v;.
As componentes conexas (ou simplesmente componentes) sao os subgrafos induzidos pelas classes

de equivaléncia. Ou seja, uma componente conexa é um subgrafo maximal conexo de G.

O comprimento #(y) de um caminho v é o nimero de arestas desse caminho. Denota-se por I‘fi ;0
conjunto de todos os caminhos de comprimento k do vértice V; para o vértice V}, e por I'y, o conjunto
de todos os caminhos u—v. Se v = (vg,v1,...,vy) contiver um caminho fechado w = (v, ..., v), uma
reducao ¢ do caminho v, v — w, é o caminho obtido de v a que se retirou todas as arestas e vértices
de w a excepgao de v. De forma reciproca, a concatenagao de dois caminhos v = (vg, v1,...,v;),w =

(Vk, Vkt1,---,Vp) é 0 caminho v o w = (vg, V1, ..., Vk, Vky Vkt1s -+ -, Un)-

Proposicao 5.1. Todo o caminho ndo fechado v contém um caminho elementar.

Demonstragao. Se v é caminho elementar, entdo ndo hd nada a provar. Suponhamos entao que v nao

é um caminho elementar. Ou seja, existe um vértice vy repetido em -,

Y = VUL Vi 1VEVi41 " Vj—1VkVj41 * - UN.

Sejam w = vRV41 - - - Vj—1V; €Y =y—w. Sey é um camminho elementar, entdo a prova estd concluida;

caso contrario, repete-se o processo até se obter um caminho elementar. O

A distancia d(u,v) entre os vértices u e v distintos é o comprimento do menor caminho elementar

que 0s une; caso ndo exista um tal caminho, d(u,v) = co. Assume-se que d(u,u) = 0. Note-se que:
1. d(u,v) > 0ed(u,v) =0 u=muv;
2. d(u,v) = d(v,u);

3. d(u,w) < d(u,v)+ d(v,w).

11



Uma geodésica entre u e v é um caminho elementar minimal v —v. O didmetro d(G) de um grafo

conexo G é o comprimento da maior geodésica.

Proposicao 5.2. Um n-grafo G, com n > 2, € bipartido se e sé se nao tiver ciclos de comprimento

impar.

Demonstragao. Suponhamos que no grafo bipartido G (sendo {Vi,V2} a particdo do conjunto dos
vértices de G na definicao de grafo bipartido) existe um ciclo v = wvg---v,v9 tal que ¢(v) é impar,
ou seja, que tem um numero impar de arestas. Ou seja, o ciclo tem um nimero impar de vértices,
ja que é um caminho fechado e nenhum vértice surge repetido. Entao vg,v, € V7 ou em alternativa
vo, Uy, € Vo. Se v, € V1 e como {v,,v9} é aresta de v, segue que vy € Vo e portanto vg € V3 NV, = (.
O caso v, € Vo é andlogo.

Suponhamos agora que G é um n-grafo, com n > 2, sem ciclos de comprimento impar. Sem perda
de generalidade, assume-se com G é conexo. Fixemos u € Vg e definamos os conjuntos Vi = {v €
Vg : d(u,v) é par} e Vo = {v € Vg : d(u,v) é impar}. Como é 6bvio, {V1,V2} é uma particao de
Vg. Resta-nos mostrar que vértices no mesmo elemento da particao nao sao vizinhos. Por absurdo,
vamos supor que existe e = {w,v} com w,v € V} (o caso de ambos pertencerem a V2 é andlogo).
Sendo o grafo conexo, entao u — v e u — w. Sejam 7y, Y as geodésicas entre u e v e entre u e w,
respectivamente. Entao existe o vértice P, comum aos dois caminhos e que torna a seccao u--- P de
comprimento maximo. Ou seja, P é o dltimo vértice comum as duas geodésicas, e portanto as seccoes
u---Pde~y eu--- P de vy tém o mesmo comprimento. Como w,v € V; entao tem igual paridade o
comprimento das secgdes P---v e P---w. Se forem pares, entao a concatenacao dos caminhos v, e, 72
define um ciclo de comprimento impar. O mesmo se conclui se os comprimentos forem impares, o que

contradiz a hipotese do grafo nao ter ciclos impares. O

O grafo seguinte nao contém ciclos de comprimento impar

VAN
NV

pelo que é bipartido. Como exercicio, descreva os ciclos e encontre a particao do conjunto dos vértices.

Proposigao 5.3. Todo o circuito contém um ciclo.
Demonstragdo. Seja w um circuito num grafo G. Se w é ciclo entdo nao ha nada a provar. Se nao
é, entao existem dois vértices vy, vi repetidos. Ou seja, existe uma secgao ¢ do circuito w que é um

caminho fechado. Como w nao tem arestas repetidas, entao ¢ é um circuito. Se ¢ é ciclo, entao a

prova estd terminada. Se nao, entao repete-se o processo até se obter um ciclo. O

Vejamos agora como se pode mostrar o nao isomorfismo de grafos a custa da nocao de conexidade

que temos estudado nesta seccao.

Teorema 5.4. Supondo G =, H,

1. sey =wvgvy -+ - v € um caminho de comprimento r de G entao o(v) = @(vo)p(vy) - - p(vK) € um

caminho de comprimento r de H.
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2. a imagem por ¢ de um caminho simples [resp. caminho elementar, ciclo] € um caminho simples

[resp. caminho elementar, ciclo] com o mesmo comprimento.
3. G e H tém o mesmo niumero de componentes conexas.

Demonstrag¢do. Exercicio. ]

Como aplicagao do resultado anterior, os grafos seguintes nao sao isomorfos:
[ ]

NN TN
NNV

g H

De facto, H contém um ciclo C'3 o que nao sucede com G.

No resultado seguinte, faz-se uso da nocao de matriz de adjacéncia definida atras para se estudar

nao sé a alcancabilidade mas também o comprimento dos caminhos possiveis entre dois vértices.

Proposigao 5.5. Seja A a matriz de adjacéncia do grafo G, para uma ordenagdo fiza previamente

dos vértices. A entrada A’[”u o] indica o numero de caminhos u — v de comprimento .
b

Um grafo simples diz-se aciclico se nao tiver ciclos.

9

Uma drvore’ é um grafo aciclico conexo.

Um grafo aciclico chama-se floresta'’. Logo, as componentes conexas de uma floresta sio arvores.

Lema 5.6. Numa drvore com pelo menos uma aresta existem pelo menos dois vértices com grau 1.

Demonstracao. Seja N o diametro do grafo e seja v = vguivs - - - vy uma geodésica cujo comprimento
é N, e suponhamos que vy tem grau maior que 1. Entao vy é vizinho nao sé de v; mas também de
outro vértice w. Se w é vértice de v entao vy teria um ciclo. Se w nao é vértice de v entdo v = wvgory
seria um caminho elementar de comprimento N 4 1, o que contraria a nogao de diametro. O mesmo

raciocicnio se aplica a vy. O
Teorema 5.7. Para G um grafo (p,q), as afirmagoes sequintes sao equivalentes:

1. G € uma drvore;

2. Todos os vértices de G sdo ligados por um unico caminho elementar;

3. G € conexo ep=q+1;

4. G € aciclicoep =q+ 1.

Demonstragdo. (1) < (2). Se G é uma arvore, entdao é um grafo aciclo conexo. Existe um caminho
v; — v}, e esse caminho contém um caminho elementar. A concatenagao de dois caminhos elementares

distintos daria origem a um ciclo, o que mostra a unicidade. Reciprocamente, a existéncia de um

9 Tree, em inglés.
10 Forest, em inglés.
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caminho elementar garante a conexidade do grafo. A unicidade impede a existéncia de ciclos (verifique
a razao).

(1) = (3). A conexidade ¢é imediata. Considere a propriedade P(n) : uma arvore G com n vértices
tem n — 1 arestas, onde n > 2. P(2) é valida. Mostre-se que P(n) é suficiente para P(n + 1). Seja G
uma arvore com n + 1 vértices, e seja v,+1 um vértice escolhido de tal forma que deg(v,41) = 1. Seja
ainda G’ = G — v, 1. Temos que G’ tem n vértices, e que é uma arvore (verifique!), e portanto tem
n — 1 arestas. Logo G tem n arestas.

(1) = (4) é andlogo.

(4) = (3). Se G é aciclico, entao é uma floretsa com k componetes conexas Gi, G, ..., Gk que sao
arvores. Logo, aplicando (1) = (3) a cada uma destas componentes, obtemos p — k arestas em G, pelo
que, e sabendo que G tem g arestas e p — 1 = ¢, se conclui que k = 1, ou seja G é conexo.

(4) = (2). Suponha que (4) é vélida, mas que (2) é falsa. Ou seja, ou que existem dois caminhos
elemenatares entre dois vértices, ou que nao existe caminho elementar algum. O primeiro caso implica

a existéncia de um ciclo, o segundo a nao conexidade do grafo. O

Finalmente, dizemos que uma aresta de G é uma ponte se a eliminagao dessa aresta aumenta o
numero de componentes do grafo. & imediato verificar-se que todas as arestas de uma &arvore sao
pontes. De facto, se G é uma arvore e v, w sdo vértices tais que {v,w} nao é ponte, entao existe y
caminho v — w que néo contenha a aresta {v,w}. Ora a inclusao da aresta {v,w} cria um caminho

fechado, e portanto a existéncia de um ciclo.

6 Grafos planares

Um grafo diz-se planar se for possivel desenhé-lo de tal forma que duas arestas nao se intersectem a
excepgao nos vértices inicial e final. Por exemplo, o cubo é um grafo planar ja que pode ser desenhado
como

1 2

NS
|
/TN

Outro exemplo de grafo planar é Ky (verifique!), e o objectivo desta secgao é caracterizar tais grafos.

3

Um resultado relevante no estudo da planaridade de grafos é o Teorema de Kuratowski, que passamos
a enunciar:

Um grafo é planar se e s6 se nao tem nenhum subgrafo homeomorfo a K5 ou K3 3.

Antes de compreendermos o enunciado, é importante apresentar mais definigoes e alguns resultados.

Um grafo planar divide o plano em regioes, a custa das suas arestas. Cada uma destas divisoes
é denominada por face do grafo. Dois pontos do plano estao na mesma face se existir uma curva do

plano que os une sem intersectar nenhuma das arestas do grafo. No grafo apresentado atras, existem

6 faces (a face “exterior” é contabilizada! — esta é denominada por face infinita, ou face exterior). A
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fronteira de uma face, fr(F'), é o conjunto das arestas que delimitam a face F', ou que estao contidas

em F.

Teorema 6.1 (Férmula de Euler). Dado um grafo planar conexo (p,q) com f faces,
pt+f=q+2

Demonstragdo. Se f =1 entao o grafo é aciclico, e sendo conexo segue que é uma arvore. Como foi
provado na seccao anterior, g = p — 1 e a férmula é vélida.

Suponhamos agora que f > 1; a igualdade é provada por inducao sobre o niimero de arestas.
Segq=1entaop=2e f =1, ouentao p=1, e portanto f = 2. Uma representacao destes dois casos
é, respectivamente, Q

Em qualquer um dos casos, a formula é valida quando ¢ = 1.

Suponhamos agora que f — g + p = 2 para grafos com mais que 1 face com ¢ arestas. Seja G um
grafo conexo com ¢ + 1 arestas e mais que uma face. Seja F a face infinita. Existe entdo um ciclo
contido na fronteira de F. Defina-se G’ como o grafo obtido de G a que se retirou uma aresta e de ~.
Tem-se que, como e é aresta de um ciclo, o grafo G’ é conexo, planar e com q arestas. Sejam f’, ¢, p/
o numero de faces, arestas e vértices, respectivamente, de G’. As igualdade seguintes sao vélidas:
p=p,.q=¢+1,f=f +1. Se f > 1, entao pela hipdtese de inducao f' — ¢ +p' = 2, e logo
f—q+p=2. Se f =1entao f' — ¢ + p = 2 pelo que foi visto no inicio da demonstracao, o que

implica que f —q+p = 2. O

Vejamos um exemplo:

F:
[ ] 2 F3

V

O grafo planar acima apresentado tem 3 faces, mas apenas uma delas tem um ciclo como fronteira.

Vejamos algumas consequéncias da formula de Euler:

Corolario 6.2. Dado um (p, q)-grafo planar conexo com f faces tal que cada uma tem como fronteira

, . - -2
um ciclo de comprimento n, entdo q = %.

Demonstracao. Visto cada face ter n arestas e cada aresta estd em fronteiras de 2 faces distintas,
segue que nf = 2q. Sendo p —q+ f = 2, entao np — ng + nf = 2n. Como nf = 2q segue que
q(2 —n) =2n —np. O

Um grafo planar diz-se maximal se nao for possivel acrescentar uma aresta (que nao seja lacete)

de forma a nao se perder a planaridade do grafo.

Corolério 6.3. Se G é um grafo (p,q) planar mazimal entao a fronteira de cada face é Cs e ¢ = 3p—6.

Se G é um grafo (p,q) planar tal que a fronteira de cada face é Cy entdo g = 2p — 4.

Demonstragao. Basta substituir n por 3 e 4, respectivamente. 0
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Visto o ntimero méaximo de arestas ocorrer quando a fronteira de cada face é C3, sao validos os

resultados seguintes:

Corolério 6.4. Dado G um grafo (p,q) planar, com p > 3, entio ¢ < 3p—6. Se G nao tem subgrafos
do tipo C3 entao q < 2p — 4.

Corolario 6.5. Os grafos K5 e K33 nao sao planares.
Demonstragao. Para K5, ¢ =10>9 = 3p —6, e para K33,¢=9> 8 =2p — 4. ]
Definic¢ao 6.6. Seja G = (Vg, Ag) um grafo.

1. Se e = {u,v} € Ag, com u # v, uma subdivisio de e consiste na inser¢cao de w em Vg e na

substituicao de e por ¢’ = {u,w},e” = {w,v}.

2. Se e = {u,w}, ¢ ={w,v} e deg(w) =2, uma contrac¢ao de w consiste na remogdo de w de Vg

e na substituicao de e, e’ por e’ = {u,v}.
3. Uma subdivisao de G € um grafo obtido de G por subdivisao de arestas e/ou contrac¢ao de arestas.

Um exemplo de cada um destes conceitos é, respectivamente,

Definicao 6.7. Dois grafos G,'H sdo homeomorfos se uma subdivisdo de G for isomorfa a uma sub-
divisao de H.

Os grafos seguintes sao homeomorfos mas nao sao isomorfos:

NN
L L

Recordamos, entao, o enunciado do Teorema de Kuratowski:

Teorema 6.8 (Teorema de Kuratowski). Um grafo € planar se e sé se nao tem nenhum subgrafo

homeomorfo a K5 ou K3 3.

Uma contracgao elementar do grafo G consiste na substituicao de dois vérticesu, v adjacentes por
um novo vértice w, acrescentando-se arestas de tal forma que w seja vizinho de todos os vizinhos de
U, V.

Por exemplo, considere o grafo
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Vamos remover os vértices u e v, assim como as arestas adjacentes a eles, acrescentando um vértice ¢

bem como arestas de forma a que t seja vizinho dos vértices que o eram de w ou de v:
>< t
w

Um grafo G diz-se contractivel num grafo H se H puder ser obtido de G por contraccoes elementares.

Y

X

Por exemplo, o grafo apresentado atras é contractivel em Kjy.

O resultado seguinte da-nos outra forma de caracterizar os grafos planares:

Teorema 6.9 (Teorema de Wagner-Harary-Tutte). Um grafo € planar se e sé se nao tiver um

subgrafo contractivel em Ks ou K3 3.

7 Grafos eulerianos e grafos hamiltonianos

Um caminho euleriano num grafo é um caminho simples que contém todas as arestas do grafo. Um
circuito euleriano é um caminho euleriano fechado. Um grafo diz-se grafo euleriano se contém um
circuito euleriano.

Historicamente, os caminhos eulerianos estdo associados a génese da teoria de grafos, essencial-
mente & custa das pontes de Konigsberg (actual Kalingrado, no enclave russo entre a Polénia e a
Lituania). A questao era saber se seria possivel passar exactamente uma vez em cada ponte, voltando
ao ponto de partida.

P L B B A,

Em 1736, Leonhard Euler mostrou que tal nao é possivel. O multi-grafo associado ao problema ¢

VAN
N4

Teorema 7.1. Seja G = (Vg, Ag) um (multi-)grafo. Sao equivalentes:
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1. G € euleriano.
2. deg(v) € par, para todo o v € Vg.
3. Ag € a unido de ciclos disjuntos.

Demonstragdo. (1) = (2). Seja v um circuito euleriano. Como passa por todas as arestas, entdo
passa por todos os vértices. Para qualquer vértice v, v passa por v, e como nao repete arestas, entao
o numero de arestas que incidem em v é par.

(2) = (3). Suponhamos agora que deg(v) é par. Como o grafo é conexo, entdo o grau de qualquer
vértice é um par nao nulo. Portanto, o grafo nao é uma &arvore, e portanto existe um ciclo v em G.
Defina-se o grafo G’ como o grafo obtido de G removendo as arestas de . Note-se que os graus dos
vértices de G’ continuam a sere niimeros pares. Se G’ nao tem arestas (o que correponde ao caso em
que «y contém todas as arestas de G) entao (3) estd provado. Caso contrario, repete-se o algoritmo de
remocao de arestas.

(3) = (1). Seja v um ciclo da partigdo do conjunto das arestas. Se v é o tnico ciclo, entdao G é
euleriano. Caso contrério, existe um outro ciclo 4/ com um vértice v comum com ~ (recorde que o
grafo é conexo). Considere a concatenacao v o 4'. Este caminho, iniciado (e terminado) em v é um
circuito. Repetindo o algoritmo, obtemos um circuito que contém todas as arestas, e logo o grafo é

euleriano. n

Como aplicacado, o teorema anterior mostra que um grafo ciibico (e em particular o cubo e o grafo

de Petersen) nao é euleriano. O grafo

r———mmmWw

também nao é euleriano, ja que o grau do vértice y (e de v) nao é par.
A demonstracao do teorema anterior, por outro lado, fornece-nos uma construgdao de um circuito

euleriano, no caso de grafo dado ter os vértices de grau par. Considere, como exemplo, o grafo Ks:

r——mmmmWw

Os ciclos disjuntos (nas arestas) que formam o grafo sao

y/ \ o

€T w

Y = uTYU Yo = UWVY V3 = ywrovy
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Atentando, em primeiro lugar, nos ciclos 71 e 79, estes tém o vértice u em comum. Seja 4 = 1072,

que é um circuito:

Este circuito tem, por exemplo, o vértice y em comum com 3. Facamos entao a concatenacao,
esgotando, portanto, as arestas disponiveis. Um circuito euleriano é, por exemplo, o que se inicia (e
termina) em u, percorre 4 até encontrar y, faz um ”desvio” percorrendo 3, para depois continuar o

percurso em -4 regressando a v . Ou seja, urywrvyuwvu.

Um caminho hamiltoniano num grafo é um caminho elementar que contém todos os vértices do
grafo. Um ciclo hamiltoniano ¢é um ciclo que contém todos os vértices do grafo. Um grafos diz-se
grafo hamiltoniano se contém um ciclo hamiltoniano.

E importante salientar que o problema de se saber se certo grafo hamiltoniano é NP-completo.
Ou seja, e simplicando, é simples testar que um ciclo é hamiltoniano, mas o problema reciproco de
se encontrar um ciclo hamiltoniano ¢é dificil. Ou seja, nao se encontrou, até a data, um algoritmo
que resolva tal problema em tempo razodvel (no tamanho do input). Existem, no entanto, condigoes
necessarias e outras suficientes que permitem, em alguns casos, testar se o grafo é (ou nao) hamiltoniano
de uma forma facil.

Se o grafo G é hamiltoniano entao
# 1. se deg(v) = 2 entdo as arestas incidentes em v estdo em qualquer ciclo hamiltoniano;

# 2. na construcao de um ciclo hamiltoniano, nenhum ciclo se pode formar até se percorrerem os

vértices todos;

# 3. se na construcao de um ciclo hamiltoniano 2 arestas que incidem em v nao podem ser eliminadas,

entao as restantes que incidem em v podem-no.

Com base nestas regras, vamos mostrar que o seguinte grafo nao é hamiltoniano:

a

b

N

Suponha que o grafo é hamiltoniano. Como os vértices a, ¢, €, g tém grau dois, as arestas

C

ab, ah,cb, cd, ed, eq, gf, gh

estao em qualquer ciclo hamiltoniano, pela regra 1. Aplicando a regra 3 aos vértices d e h, as arestas
hb, hi, hf,db, di,df podem ser eliminadas. Mas ficamos entao com o ciclo abedefgha que nao passa

por i, o que viola a regra 2.

Teorema 7.2 (Ore, 1960). Se um n—grafo simples com 8 ou mais vértices satisfaz deg(v)+deg(w) >

n para quaisquer vértices ndo vizinhos um do outro, entdo o grafo € hamiltoniano.
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Corolario 7.3 (Dirac, 1952). Seja G um grafo simples com 3 ou mais vértices, vértices esses que

tém grau mao inferior a metade do numero de vértices. Entao G € hamiltoniano.

Com base nestes resultados, segue que Ky, K5, K33 sao hamiltonianos. O grafo Wjs, apresentado
em baixo, é também hamiltoniano:

e

/

\\

e

8 Coloragoes

Seja G = (Vg, Ag) um grafo. Uma coloracao de G é uma aplicagao f : Vg — C tal que f(v) # f(w) se
v+ w, onde C' é um conjunto cujos elementos se chamam cores. Uma k—coloragao é uma coloragao
f tal que #f(Vg) = k. O numero cromatico de G, denotado por x(G), é o menor k tal que existe
uma k—coloragao de G. Por outras palavras, o nimero cromatico de um grafo é o menor niimero de
cores necessarias de forma a que dois vértices vizinhos tenham cores distintas. Por exemplo, um grafo
bipartido com pelo menos uma aresta tem nimero cromético 2. Ja o grafo completo K, tem nimero

cromatico n.

Teorema 8.1 (Teorema das 5 cores, P.J.Heawood, 1890). Seja G um grafo simples planar.
Entao x(G) <5.

Conjectura 8.2 (Conjectura das 4 cores, F.Guthrie, 1852). O ndmero cromdtico de qualquer

grafo planar é nao superior a 4.
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