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1 Corpo ordenado e completo dos niimeros reais: R

AXIOMAS

Seja R munido das operagoes, adigdo e multiplicagao,

+: RxR — R
(,y) = +(@y) =z+y

respectivamente, verificando:

ClVr,yeR, z+y=y+ux;

C2 Vz,y,zeR, z+ (y+2)=(x+y)+ 2

C3 d0eR,VzeR, z+0=u;

C4aVzeR,I(—2)eR, 2+ (—z)=0;

C5Vr,yeR, z-y=y-x;

C6 Vz,y,z€R, z-(y-2)=(x-y) -z

C7 31 eR\{0},Vz R, z-1=u;

C8 Vz e R\ {0},3z 1 eR, z-271 =1;

CO Vr,y,2€R, z-(y+2)=x-y+x-z;

O Existe RT C R, conjunto dos nimeros positivos tal que
Ol Vz,y cRY, z4+ycRT, e z-ycRF;
02 Vz € R, acontece uma e uma s6 das situagoes:

r=0 xcR",

S Todo o subconjunto majorado de R tem supremo.

(comutatividade da +)

(associatividade da +)

(existéncia de elemento neutro da +)

(existéncia de elemento neutro da -

(distributividade da + em relacao & -

—xz eRT;

(existéncia de simétrico)
(comutatividade da -
(associatividade da -

(existéncia de inverso

)
)
)
)
)
)

(Axioma de ordem

(Axioma do supremo)



Propriedades do corpo dos nimeros reais

Proposigao 1.1. Sejam z, y, z, w € R. Entdo:

1.

)

o > =R

10.
11.
12.
13.
1.
15.
16.
17.

O elemento neutro da adigdo € Unico;

2. O elemento neutro da multiplicagao € tinico;
3. O simétrico de x € Unico;

4.
5

xtz=ytz=r=y;)

Se x # 0, entdo o inverso de x é unico;

(r-z=y -2z, 2z#£0)=>z=y;

z-y=0=(x=0 ouy=0);
(r<yey<z)=z<z
(z<yez>0)=z-2<y-z
(t<yez<0)=>x-z2>y-z;
r#0=2%>0;
(r<yez<w)=zr+z<y+w;

(r<yel<z<w)=z-z<y-w.

Principio de inducdo Matematica
O conjunto dos numeros naturais, denotado por N, é o subconjunto dos nimeros reais definido
recursivamente por

Proposicao 1.2 (Principio de inducdo matemética).
Seja P(n) uma condigdo dependente de n € N. Se

(lei do corte na soma)

(lei do corte no produto)

(zero elemento absorvente na multiplicagdo)
(lei do anulamento do produto)

(a ordem nos nimeros reais € transitiva)

l1eN
neN=(n+1)eN

P(1) € verdadeira
Pn)=Pn+1) ’

entdo P € verdadeira para todo n € N, isto €,

{neN:P(n)} =N.



Conjuntos
Definem-se o conjunto dos nimeros inteiros

Z=NU{0}U{—n:neN}
e o conjunto dos nimeros racionais
Q:{m.nfl :meZ,néN}.
Proposicao 1.3 (Dencidade). Sejam x,y € R tais que x < y. Entdo:

i) existe r € Q tal que x < r < y;

i) existe i €e R\ Q tal que v < i < y.

Notacao:(Intervalos) Sejam a,b € R tais que a < b:

e [a,b)={reR:a<x<b} o [a,+0[={z€R:a<z}
o Ja,b[={reR:a<x<b} o Ja,+o[={z €R:a < z};
o Ja,bj={zeR:a<z<b} o |—oo0,al={zeR:z<a};
e [a,b[={zeR:a<z<b}; o |—o0,al={reR:z<a}.

Definigao 1.1. Sejam a € R ¢ X C R tal que X # 0. Diz-se que:

e « € majorante de X se:
Ve e X, x < a

e « ¢ minorante de X se:
Ve e X, a<u;

e o é mdximo de X se a € majorante de X e o € X;

e o ¢ minimo de X se a € minorante de X e o € X;

o « ¢ supremo de X se o € menor dos majorantes de X ;

e « éinfimo de X se a é maior dos minorantes de X.
Definigao 1.2. Seja X C R ndo vazio.

1. O conjunto X diz-se majorado se possui majorantes;

2. O conjunto X diz-se minorado se possui minorantes;

3. O conjunto X diz-se limitado se for majorado e minorado.

Por convengdo, considera-se que o conjunto ) é um conjunto limitado.

Valor Absoluto

T se x >0,
Para todo = € R, define-se |z| :=
—x se x < 0.



Proposigao 1.4. Sejam z, y € R. Entao:
1. || >0 e (x| =0< z=0);

|z -yl =[] - yl;

|z +yl < |x| + [yl;

] = Tyl < |z —yl;

Para todor >0, x| <r& —r<z<r;

S

Para todor >0, |[z| >r< (z < —rouzx>r)
Poténcias e raizes

Definicao 1.3. Sejama € R en € N.

e Sen € par e a € [0,+00[, entdo chama-se raiz indice n de a ao Unico nimero real x € [0, +00]
que € solucao da sequinte equagdo
z" = a.

e Sen € impar, entdo chama-se raiz indice n de a ao unico numero real x € R que € solugdo da
sequinte equacao

T = a.

A raiz indice n de a € R, nas situagoes em que existe, representa-se por /a.



Exercicios

1. Para cada um dos conjuntos que se segue, identifique, caso exista, o conjunto dos majorantes, o
conjunto dos minorantes, o supremo, o infimo, 0 méaximo e o minimo:

(a) A =[3,+oo]; () E= {1 neN}

(b) B=[2,5[; (f) F={zeN:z <5}

(c) C =] —00,2[U{3}; (g) G={zeR:|z+2| <3}
(d) D={z€Z:z<n}; (h) H={zxeR:|z+2| >3}

2. Sejam z,y € Ren, meN.
Para cada uma das afirmacoes que se segue, identifique e justifique as falsas apresentando um

contra-exemplo:

() (zy)" = a"y"; (&) VT Ty=T+7
(b) (z+y)" =a" +y™ () vZy = Va/5;

(c) (a™)™ = (8) Va?=u;
<®@mm—ﬂwl (h) (vz)’=u

3. Sejam z, y € R tais que =z < y.
Para cada uma das afirmagoes que se segue, justifique as verdadeiras e apresente um contra-

exemplo nas falsas:

(a) 1€ R (@ §<y;
(b) 2o < 24; © 3<k
(c) 2° <y (f) 2z <a+y

4. Use indugao matemadtica para demonstrar as seguintes propriedades:

1
(a) 1+2+...+n:%paratodon€N;

(b) 134+23+.-+n3=(14+2+---+n)? para todo n € N;
(¢) dado a € R\ {1}, tem-se
1_ n+1
1+a+a2+a3+...+a”:$7
l1-a
para todo n € N.
5. Sejam n € N e A(n) a seguinte afirmagio: A(n) :==1+2+---+n=$(2n+1)%

(a) Prove que
An) = An+1), Vnel;

(b) Mostre que a seguinte afirmagao é falsa:

A(n) Verdadeira, Vn € N.



Bindmio de Newton

Dados n, k € NU {0} tais que k < n, define-se:
n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1 sen € N,

n! = e (
1

sen=2~0

> 3

a) Mostre que, para quaisquer n, k € N tais que k < n se tem

n—1 n n—11\ [(n
k—1 k T\ k)
b) Mostre que a seguinte férmula, conhecida por Bindmio de Newton, é verdadeira:

Vr,y € R, Vn € N, (J:—l—y)”:Z( Z )xn—kyk
k=0



2 Topologia da recta real

Nocoes topoldgicas da recta real

Definicao 2.1. Sejam X CR ey € R. Diz que:

1. o numero y € ponto interior de X se

Je >0, Jy—ecy+elCX;

2. o numero y € ponto aderente de X se

Ve >0, |y—e,y+elnX #0;

3. o numero y € ponto de acumulacao de X se

Ve>0, (ly—ey+el\{yh)nX#0;
4. o numero y € ponto fronteiro de X se

ly—e,y+enNX #0
Ve > 0, ;
ly—e,y+eNR\X) #0

5. 0 numero y € ponto isolado de X se

Je>0,ly—e,y+enX ={y}

Definigao 2.2. Seja X C R. Designa-se por:
1. interior de X, denota-se por )Q(, o conjunto dos pontos interiores de X ;
2. aderéncia de X, denota-se por X, o conjunto dos pontos aderentes de X ;
3. derivado de X, denota-se por X', o conjunto dos pontos de acumulacdo de X ;

4. fronteira de X, denota-se por fr(X), o conjunto dos pontos fronteiros de X .

Definigao 2.3. Seja X C R.
1. Diz-se que X € aberto se X = X.

2. Diz-se que X ¢é fechado se X = X.




Propriedades topoldgicas (algumas)

Proposigao 2.1. Sejam X, Y C R. Entao:
1. XCX;
2. XCX;

frX) =X\ X;

R\ X =R\ X;

o

NASR

X ¢€ fechado & R\ X ¢é aberto;
6. XCY=XCY;

7. XCY=XCY.

Exercicios
1. Demonstre cada uma das propriedades apresentadas na proposicao anterior.

2. Para cada um dos subconjuntos de R que se seguem determine o interior, a aderéncia, o derivado
e a fronteira.

(a) A=]—o00,2];

(b) B = [2,3[U{r};

(c) C=1[0,3\Q;

(d) D:{i neN};

(e) E= (] oo, —1]\ {=3}) U ([0, 1[NQ);
(f) F

3. Para cada um dos conjuntos da alinea anterior, identifique os abertos e os fechados.
4. Apresente um exemplo, caso exista, de:

a) Um subconjunto de R que nao seja aberto nem fechado;

(a)
(b) Um subconjunto de R simultaneamente aberto e fechado;
(¢) Um subconjunto de R com um tinico ponto interior;

)

(d) Um subconjunto de R cuja fronteira seja o intervalo [1, +oo].
5. Mostre que:

(a) a unido e a interseccao de dois conjuntos abertos é um conjunto aberto;

(b) a unido e a intersecgao de dois conjuntos fechados é um conjunto fechado.



3 Nocoes base sobre funcoes reais de variavel real

Definicao 3.1 (Fungdo). Chama-se func¢do real de varidvel real a um terno (D, E, f(x)), onde D e
E sao subconjuntos de R ndo vazios e f(x) € uma regra de correspondéncia que a cada elemento de
D, x € D, faz corresponder um sé elemento de E, f(x) € E. Denota-se por

f: D — FE
v o f@)

Chama-se:
e dominio de [ ao conjunto D;

e conjunto de chegada de f ao conjunto E;

e objecto a cada x € D;

e imagem de x por f, onde x € D, ao elemento f(x) € E;

e contradominio de f ao conjunto das imagens de f, isto é, f(D) = {f(z):x € D};
e grifico de f ao conjunto Gr(f) = {(x,f(z):x € D} C D x ECR xR =R

Sao exemplos de fungoes reais de varavel real:

. f+r R - R . h: [1,400[ — R
r = 2%’ T —~ Jz'’
g: R — [0,400] a: N —- R
* x = 2P ; * n o L

. R - R . P —- R
x = T’ r o 2%’

. R o R LR = [Ltod]
z +— £z’ x = x?

Exemplo: Considere a fungao f acima, isto é

fr R - R
x = a2

Tem-se que o dominio D = R, o conjunto de chegada é E = R, o contradominio é
fR) ={f(x):2 € R} = {2?: 2 € R} = [0, +o0],

e finalmente, o grafico de f é
Gr(f) = {(x,2?) : 2 € R}.

Usualmente utiliza-se um plano cartesiano, plano no qual se encontra fixado um sistema de eixos
ortonormados, para representar o grafico de uma funcao real de varigvel real (ver Figura 1).

Por vezes, refere-se uma funcdo apenas pela sua regra de correspondéncia. Nestas situacoes,
considera-se que o conjunto de chegada é R e que o dominio é o conjunto dos nimeros reais, = € R,
tais que a imagem, f(z), estd bem definida.

10



Figura 1: Esboco do grafico da fungao f

Exemplo: Ao escrever-se “Considere-se a funcao g(z) = \/z 7, estd-se a referir & fungéo

g: [0,400] — R
x = Jx

Caracteristicas gerais das funcdes

Apresentam-se de seguida caracteristicas gerais sobre fungbes. Caracteristicas essas que, sendo
estudadas, contribuem decididamente para se entender o seu comportamento.
Definigao 3.2. Seja f: D — E uma funcdo real de varidvel real. Diz-se que:

e a fungao f € injectiva se, para quaisquer elementos x1,xo de D tais que as imagens f(x1) e
f(z2) sd@o o mesmo elemento em E, entdo x1 e xo sdo o mesmo objecto, ou seja:

Vay,29 € D: (f(x1) = f(x2)) = (1 = x2) .
FEquivalentemente
Vi, xp € D: (21 # 22) = (f(21) # f(22)).
Informalmente, uma funcao € injectiva se a objectos diferentes correspondem imagens diferentes.
e a fungao f € sobrejectiva se, para qualquer elemento y € E, existe pelo menos um objecto x tal

que y = f(x), ou seja:
Vye E,Jx € D:y = f(x).

Informalmente, uma funcgdo € sobrejectiva se todo o elemento do conjunto de chegada € imagem
de algum objecto.

e a funcao f € bijectiva se a fungdo € injectiva e sobrejectiva, ou seja:

Vye B,z e D:y=f(z).

Exemplo:

- R, . .
é bijectiva;
— 3 .] El

e A funcéo g: R
x x

11



FExps: R —

Ly 9m é injectiva mas nao sobrejectiva;
x

e A funcao
sen: R — [-1,1]

é sobrejectiva, mas nao injectiva;
x +— sen(x)

e A funcgao
f+ R - R

5 Thao é injectiva nem sobrejectiva.
T =z

e a funcao
Para definir a paridade de uma funcdo, é necessario introduzir a nocdo de conjunto simétrico
relativamente a zero.

Defini¢ao 3.3 (Conjunto simétrico). Um conjunto X C R diz-se simétrico relativamente a zero se
X =-X, onde
—X={-z:2€ X}

Por outras palavras, um conjunto de niimeros reais simétrico relativamente a zero é um conjunto

que verifica a seguinte propriedade:
reX=>-—-zeclX

Definicao 3.4 (Paridade). Seja f: D — E uma fungdo real de varidvel real em que o dominio, D,
€ um conjunto simétrico relativamente a zero. Diz-se que:

e a fungdo f € par se

Vo e D: f(z) = f(~a);

e a funcao f € impar se

Ve e D: f(zx) =—f(—x).

As nogoes de fungao par e de fungdo impar nao sdo contrarias nem complementares, isto é existem
funcoes pares que nao sao impares, existem funcoes impares que nao sao pares, existem fungoes que nao
sao pares nem impares e existem fungoes que sao pares e sao impares. Atenda ao exemplo que se segue.

Exemplo:
. : R - R | - L.
1. A funcao ! é par, mas nao é impar;
x = |z
- R —- R , -
2. A funcao g é fmpar, mas nao é par;
T = senx
3. A fungao hi Ro— nao é par e ndo é impar;
' & x — x+1 P pa;
l: R - R
4. A funcao é par e é impar.
ung s o 0 par impar

12



Segue a apresentacao dos diferentes tipos de monotonia de uma funcao

Definicao 3.5 (Monotonia). Seja f: D — E uma fun¢ao real de varidvel real. Diz-se que

e a funcao f € crescente se
Ve,ye D, ax<y= f(z)< f(y);

e a funcao f € estritamente crescente se

Ve,ye D, ax<y= f(z) < f(y);
e a funcao f € decrescente se
Ve,ye D, z<y= f(z)=f(y);

e a funcao [ € estritamente decrescente se

Ve,ye D, x<y= f(z)> f(y);

e a funcao [ € mondtona se f € crescente ou decrescente.

Exemplo:
~ - R . .
1. A funcao ¢ estritamente crescente;
— T
~ R —- R , .
2. A fungao é estritamente decrescente;
r — —x+1
- R — ,
3. A fungao é crescente e decrescente;
x — 4
- R - R _ |
4. A funcao v oy g2 DAoé crescente nem decrescente.

Definem-se de seguida os diferentes tipos de extremos de uma funcao.

Definicao 3.6. [Extremos] Seja f : D — E uma funcgdo real de varidvel real.
Um numero xg € D diz-se

e ponto de mdximo local de f se

Je>0,Vx €z —e,xz0+c[ND:  fz) < f(xo),
e a imagem f(xg) chama-se mdzimo local de f;

e ponto de minimo local de f se

Je >0,V €lag —e,x0+c[ND . f(x) > f(xo),
e & imagem f(xo) chama-se minimo local de f;

e ponto de mdximo absoluto de f se

VeeD: f(z) < f(zo),

e & imagem f(xo) chama-se mdzimo absoluto de f;

13



e ponto de minimo absoluto de f se

VeeD:  f(z)> f(xo),

e d imagem f(xg) chama-se minimo absoluto de f;

e ponto de extremo (local ou absoluto) se xy for ponto de mdzimo ou ponto de minimo (local ou
absoluto) de f.

Definigao 3.7. Seja f: D — E uma fungdo real de varidvel real. Diz-se que

e a funcao f € minorada se o contradominio, f(D), for um conjunto minorado, ou seja

ImeRVzeD: m< f(x);

e a funcao f € majorada se o contradominio, f(D), for um conjunto majorado, ou seja

IMeRVzeD: f(z)<M;

e a fungdo f € limitada se o contradominio, f(D), for um conjunto limitado, ou seja

Im,MeRVzeD: m< f(x) <M.

Como consequéncia imediata das defini¢oes 3.6 e 3.7, tem-se a Proposicao que se segue:
Proposicao 3.1. Seja f: D — E uma fungao real de varidvel real.

1. Se f possui um mazimo absoluto, entao f € majorada;

2. Se f possui um minimo absoluto, entdo f € minorada.

O reciproco dos pontos 1. e 2. da proposicao anterior nao é vélido.

Exemplo:
_ Rt — R , . _ .
1. A funcao s o L ¢ minorada, mas nao tem minimo;
xr
- R™ — R , . - .
2. A fungao s o 1 ¢ majorada, mas nao tem maximo;
x
3. A fungao

h: R — R

N —x+1, >0
22 -1, <0

tem um ponto de méximo local em =z = 0 (h(0) = 1 é méximo local de h), mas h ndo tem
maximo absoluto. A funcdo h nao tem minimo local nem absoluto.

14



Construcao de funcdes

As nocgoes apresentadas até aqui sdo relativas a caracteristicas de funcoes. As defini¢does que
se seguem apresentam diversas formas de definir outras fungoes com base em fungoes previamente
conhecidas.

Definicao 3.8. Sejam f: D — E e g: Z — E duas funcdes reais de varidvel real tais que Z C D e
f(z) = g(x) para todo x € Z. Entao

1. a funcao g diz-se uma restrigao de f, denotando-se por f|,;
2. a funcgao f diz-se um prolongamento de g.

Exemplo: Considere a fungao
f: RY - R
r = 2%

Considerando X C R* tal que X # (), a restri¢do f|, é tunica. Por exemplo, tomado X = [1,+ocl,

tem-se
f\[1,+oo[: [1,+OO[ —- R

T =T
O prolongamento de fungoes nao é tnico, pois
I: R — R
h: R - R 9
r — 2’ ¢ r = o v>-1
z+1, =< -1

sao exemplos de prolongamentos da fungao f.

Definigao 3.9 (Aritmética de fungoes).
Sejam f: D — E eg: D — E funcgoes reais de varidvel real. Define-se:

1. soma de f com g como sendo a fun¢do

f+g9g: D — FE '
z = f(x)+g(z)’

2. produto de f com g como sendo a fun¢ao

frg: D = FE )
z = f(z) g(x)’

3. quociente de f com g como sendo a func¢do

Q=
= =

N

€T

(z

D —
T

Q
~

caso g(x) #0,Vz € D.

Definicao 3.10 (Composicao). Sejam f: X =Y eg: Z — W duas fungoes reais de varidvel real
tais que f(X) C Z.

Define-se funcdo composta de g com f, ou equivalentemente g apos f, denotando-se por g o f,
como sendo a fun¢do

gof: X — W
x = g(f(@)

15



: R R : R
Exemplo: Considere as fungoes g - e ! {0} =
x +— sen(x) x —
Tem-se que

g~ =g

SR\{0}) =R\ {0} CR,
e o dominio da fungao g é R, logo é possivel construir a fung¢ao composta g o f, tendo-se
gof: R\{0} — R
T —  sen (%) '

Contudo nao existe a composta de f com g porque o contradominio da fungao g, nao esta contido no
dominio da fungao f, isto é,

g(R) = [-1,1] Z R\ {0}.
Definigao 3.11. Seja f: X — Y wma funcdo real de vardvel real.
Uma fung¢do g : Y — X diz-se fun¢do inversa de f se
Jog=idy e gof=idx.
Duas propriedades surgem imediatamente das defini¢oes 3.11 e 3.2.
Proposigao 3.2. Uma funcao f: X — Y € invertivel se e so se f é uma funcao bijectiva.
Proposigao 3.3. Seja f: X = Y uma funcao que admite inversa.

Entao existe uma unica inversa de f.

Como consequéncia da Proposicao 3.3, uma funcao f : X — Y que admite inversa diz-se invertivel
e a sua inversa representa-se por f1.

Exemplo:
-1

- : — s - . - . : R —- R

e A funcao g 5 € bijectiva, logo admite funcao inversa, sendo esta g o -
— xz — \/E

- R —- R e ~ . - .
e A fungao v o 221 nao é bijectiva, consequentemente nao admite fungao inversa.

~ 0 — 1 PES . .
e A funcao [ ’—;OO[ o £c2 _’_;OO[ é bijectiva, logo admite funcao inversa, sendo esta

h=t: [=1,400] — [0,+00]
T — r+1

16



Exercicio 3.1.

1. Identifique o dominio de cada uma das sequintes funcoes:
(a) f(zx) =

(b) f(z) = Va?-1;
(¢) fz) = Va2 —1;

(d) f(x) =

2. Para cada uma das funcoes que se seque, identifique a sua paridade:

(a) f:R—=R, com f(z) = 3z;

(b) f:[-1,2] = R, com f(x) = 3z;
(¢c) f:R =R, com f(x) = cos(x);
(d) f:R—=R, com f(x) =3z +2;
(e) f:R—=R, com f(x) =3

3. Sejam f,g: X — R duas fungdes reais de varidvel real tais que g(X) C X.
Estude, em funcao das paridades (par ou impar) das funcées f e g, a paridade da funcgdo fog.

4. Para cada uma das fungoes que se seque, identifique os seus estremos (caso existam) e estude a
monotonia.

(a) f:R =R, com f(z)=3x;

(b) f:R—R, com f(x) = |22 +2 —2|;
(c) f:R—=>R, com f(x) =
(d) f:R\{0} = R, com (ac)
(e) f:RT =R, com f(z)=1.

— III

5. Classifique, quanto d injectividade e sobrejectividade, cada uma das segquintes funcgoes:

w RO} o R h: R — 10,2]
x o L (c) x, z€0,2] ;
v {2, z € R\]0,2]
h: R — R
g: R = R (d) z, z€Q
(b) r = 27 r ~ {—x, JZER\Q
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6. Determine, ou justifique que nao existe, as funcoes fog e go f quando:

f+ R - R g: R — R
() T 212 r = 2%’
. g: R\{-2} — R
CRA T
r+2
. g: R\{-2} — R
(c) f: [3’;;00[ : Rx_g e . LT
T+ 2
f: R — R g: R — R
(d) x—1, z>0 e Ve, >0
TN 3 z <0 T4 z<0

7. Para cada uma das fungoes h que se sequem, indique duas funcgdes, f e g (diferentes da identi-
dade) tais que h =go f:

h: R — R
(a) T > cos (x ) 4
|lz| + 1
h: R —- R
3
) r = Vat+2+
2+ 2

8. Considere a f : R — R definida por f(x) = 2%. Esboce o grdfico da cada funcdo g definida por
fl@)+1;

flz+1);

(¢) g(x) = max{f(z),1};

(d) g(x) = min{f(x),1}.

9. Considere a fungdo polinomial p : R — R definida por p(x) = 22 — 3z + 2.

(a) 9(x
(b) g(x
(

—_ — —

(a) Justifique a fung¢dao p nao admite inversa.

(b) Defina intervalos de nimeros reais, I,J C R tais que a fun¢do

pt: I = J
z = px)

€ invertivel.

(c) Determine a fungdo inversa da fun¢ao obtida na alinea anterior.
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4  Funcoes reais de varidvel real: Limites e continuidade

Limites

Definigdo 4.1 (Limite segundo Cauchy). Sejam f: D — R uma fungao real de varidvel real, a € D’
e L eR.
Diz-se que L € limite de f quando x tende para a se

Ve>0,30>0,VzeD: 0<|z—a|<d=|f(x)-L|<e, (1)
denotando-se por
lim f(z) = L.
Tr—a

Figura 2: Limite

De observar que, na definicdo de limite de uma funcdo num ponto a, ndo se exige que esse ponto
pertenca ao dominio da fungao, mas sim que seja ponto de acumulagao do dominio da fungao. Sendo
a ponto de acumulagao do dominio, entao existem objectos arbitrariamente préximos de a.

Interpretando a condigao de limite de uma fungdo num ponto, (1), (observe Figura 2), um ndmero
real L é limite de uma fungdo f num ponto a (pertencente ao derivado do dominio) se objectos
arbitrariamente préximos do ponto a tém imagens arbitrariamente proximas de L.

A condigao (1) é equivalente a

Ve > 0,30 >0,Vz € D : (x €]a5,a+5[\{a}> = <f(as) e]Ls,LJrs[) (2)

Exemplo: Considere a fungao
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Pretende-se mostrar, por definicao, que lir% f(z)=0.
r—r

Seja ¢ > 0.
Escolha~se § = v/ > 0. (escolha feita apds os cdlculos abaixo apresentados)
Seja x € R tal que 0 < |z — 0] < §. Consequentemente,

0<|z—-0<ee0<|z)|<di= (z* <’ ex#0).

Assim,
[f(x) =0 = ]2 — 0] =2* < §* = (Ve)* =,

donde se conclui que lim f(z) = 0.
z—0

Proposigao 4.1. Tem-se

1. lim x = a, para qualquer a € R;
r—a

2. liin c = c, para quaisquer a,c € R.
xr a

Proposicao 4.2 (Unicidade de limite).
O limite de uma fung¢do real de varidvel real num ponto, quando existe, € Unico.

Definigdo 4.2 (Limites laterais). Sejam f: D — R uma fun¢io, a € D' e L € R.
Diz-se que

e o numero L € o limite de f a direita de a se

Ve >0,30 >0,Vz € D: z€la,a+ = |f(z) - L| <¢,

denotando-se por
L= lim f(x);

r—at

e o numero L € o limite de f a esquerda de a se

Ve >0,30 >0,YVz € D: x €la—d,a[=|f(x) — L| <e,

denotando-se por

L= lim f(x).

r—a~

Proposigao 4.3. Sejam f: D — R uma funcao, a € D' e L € R.
Tem-se
(lim f(z) = L) se e s6 se ( lim f(z)=L= lim f(a:))

T—a T—>a— z—a™t

Exemplos:

1. Pretende-se estudar
lim (|z| + 2).
z—0
Tem-se

lim (Jz| 4+ 2) = lim (x4 2) =2

z—0t z—0t
lim (|z]+2) = lim (—z+2) =2.
=0~ =0~

Consequentemente lim (|z| + 2) = 2.
z—0
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2. Pretende-se estudar

Lz
lim u
x—0 T
Tem-se ]
. T .
Im — = lim — =1
z—0t &= r—0t X
) a
. x . —Z
lim — = lim — = —1.
x—0— T z—0— T
. . ]
Consequentemente nao existe lim —.
x—0 I

Limites envolvendo o oo
Definicao 4.3. Sejam f: D — R uma funcdo real de varidvel real e a € D’. Define-se:
e lim f(z) =400 por
r—a

VM >0,30 >0,YVzeD: 0<|z—a|]<d= f(zx)> M;

e lim f(z) = —o0 por
T—a

VM < 0,30 >0,VxeD: 0<|x—a|<d= f(z) <M.
Definigao 4.4. Sejam f: D — R uma fungdo real de varidvel real e L € R.
1. Quando D nao é majorado, define-se
) wgrfoof(x) = L por

Ve >0,IN >0,Vz € D: z> N = |f(z) — L| <¢;

e lim f(z)= 400 por

T—r+o0
VM >0,IN >0,Yz € D: x> N = f(z) > M;
. xgrfoof(x) = —00 por

VM < 0,IN >0,Vz € D: > N = f(z) < M.

2. Quando D ndo € minorado, define-se:
e lim f(z)=1L por
r—r— 00

Ve >0,IN <0,VzeD: z <N = |f(z) — L| <e¢;

e lim f(z)= 400 por

r—r—00
VM >0,IN <0,Yx € D: < N = f(z) > M;
e lim f(z)=—o0 por
r—r—00
VM < 0,IN <0,Vx € D: 2 < N = f(z) < M.
Exemplo:
R e e e - T L
lim ———— = lim —F— = lim T = ==
z—+oo  2x3 + x2 z—+00 2“”% z— 400 2+§ 240 2
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Técnicas para o calculo de limites

Teorema 4.1 (Aritmética de limites). Sejam f,g: X — Y fun¢des reais de varidvel real e a € X'.
Se existem
lim f(z) e lim g(z),

T—ra r—a

entao

1. lim (f + g)(z) = lim f(z) + lim g(z);

T—ra T—ra

2. lim(f-g)(z) = (hm f(x)) : <lim g(x));

T—a T—a T—a
f lim f(x)
3. Se lim g(z) # 0, entdo lim = (x) = *=2% .
T—a z—a (g lim g(:c)
r—ra
Exemplo: Para calcular o limite de
3 —1
im ——,
z—=2 -+ 3

usam-se as propriedades da aritmética de limites, obtendo-se

Coad-1 22-1 7
lim = =—.
z—2 r+3 243 5
Atencao: E importante ter presente que, no geral, a aritmética de limites nao funciona quando se
trabalha com limites infinitos.

Exemplo:
1
lim — =400 e lim |z] =0,
z—0 |;L'| z—0
tendo-se
. 1
lim [ — - |z] ] =1
x—0 |;C|
Mas,
1
lim — =400 e lim x =0,
x—0 |J}| x—0

nao existindo o limite (verifique)

O exemplo prévio ilustra o porqué de se dizer que 0.00 é uma indeterminacao. Outros tipos de
indeterminagao sao:

0
) o0, 0

Teorema 4.2 (Enquadramento).
Sejam f,g9,h: X =Y funcoes reais de varidvel real, a € X' e L € R tais que

I f(z) < gla) <h(z), VreX;
2. il_r}r}l f(z) = ill;[}z h(z) = L.
Entao eziste lim g(x), tendo-se
r—a

lim g(z) = L.

T—ra
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Exemplo: Pretende-se calcular

lim Vz2.

z—0
Para todo = € [—1, 1] tem-se
3
2 <z? <z,
e ja se verificou anteriormente que lim z? = 0 = lim z. Pelo Teorema 4.2, conclui-se que
z—0 x—0
. 3
lim V22 = 0.
z—0

Proposigao 4.4. Sejam f,g: D — Y funcoes reais de varidvel real e a € D'.
Se
1. lim f(z) = 0;

Tr—ra
2. g € limitada,

entao
lim f(z)-g(z) =0.

r—a

Exemplo: Pretende-se calcular
1
lim V22 - cos <> .
z—0 T

Nota: A fungao cosseno nao foi ainda aqui abordada. Contudo, os conhecimentos adquiridos nos
estudos pré-universitarios sao suficientes para o aluno entender os raciocinios desenvolvidos neste
exemplo.

Como —1 < cos (%) < 1, paratodo x € R\{0}, e ilg% VaZz =0 (ver exemplo anterior), a Proposigao
4.4 permite concluir que

: 1
lim V22 - cos () =0.
x—0 x

Funcgoes continuas

* Uma funcdo f: D — R diz-se continua em a € D se:
a nao é ponto de acumulacao de D;
ou

lim f(z) = f(a).

r—a

Equivalentemente, f é continua em a € D se

Ve>0,30 >0,V e D: |z—a|]<d=|f(z)— fla)] <e.

* A fungdo f: D — R diz-se continua a direita de a € D se

lim f(z) = f(a).

r—a™t

* A fungao f: D — R diz-se continua a esquerda de a € D se

lim f(z) = f(a).

r—a~

* Um fungao f: D — R diz-se descontinua em a € D se nao for continua em a.
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Teoremas sobre continuidade
Teorema 4.3. Sejam f: D — R eg: X — R fungdes tais que a € X', g(X) C D, f € continua e
lim g(x) =L, com L € D.
r—a
Entao
lim f(9(x)) = f (lim g(x)) .

r—a r—a

Demonstra¢ao. Como lim g(x) = L, fazendo a mudanga de notacao y = g(x), tem-se que se z — a,
r—ra

entdo y = g(z) — L. Consequentemente, pelo facto de f ser continua, tem-se

lim f(g(x)) = lim f(y) = f(L) = f (1im g(x))

r—a y—L r—a

Exemplo: Pretende-se calcular

2 _ 2 _ _
- Az 12:\/hm Az 12:\/36 12:\/1:2.
r—3 T+ 3 z—=3 T+ 3 3+3

Corolario 4.4 (Composta de fungdes continuas). Sejam f: D — R e g: X — R tais que g(X) C D.
Se g € continua em a € X e f € continua em g(a) € D, entao

fog: X —>R
é continua em a € X.

Teorema 4.5 (Teorema do valor intermédio). Seja f : [a,b] = R continua.
Se f(a) < d < f(b), entdo existe ¢ €]a,b[ tal que f(c) =d

Corolério 4.6. O contradominio de uma funcgdo f : I — R continua (I C R intervalo) é um intervalo.
Se f(a).f(b) <0, entdo existe ¢ €]a,b| tal que f(c) = 0.

Coroldrio 4.7 (Teorema de Bolzano-Cauchy). Seja f : [a,b] — R continua.
Se f(a).f(b) <0, entdo existe ¢ €]a,b| tal que f(c) = 0.

Teorema 4.8 (Weierstrass). Seja f : [a,b] = R continua.
Entao o contradominio f([a,b]) tem mdximo e tem minimo.

Teorema 4.9. Seja f: I — R uma fungdo continua e injectiva (I € um intervalo).
Entdao f € estritamente mondtona.

Teorema 4.10. Seja f : I — R uma fun¢ao mondtona com f(I) um intervalo (I € um intervalo).
Entao f € continua.

Teorema 4.11. Se f: I — J, onde I e J sao intervalos, é uma funcdo continua e bijectiva, entdo
7t J = I éuma funcdo continua.

Exercicio 4.1. 1. Determine, caso exista, o valor de cada um dos sequintes limites:
T ||
1 . 1 .
@ M=t @
2
e —1
b) li :
(b) lim ——-; 1
li : lim —;
(¢) lim |z|; (¢) lim —;
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(1) lim (0) lim, 19(@);

z—0 |J,‘|
x
lim ; 1—v1—2a2
(9) 0Tz —Vi-a2? (a) lim ==
tg (2z)
h) 1 ; 1
(h) 250 sen(4x)’ (r) 11%1 sen—;
) i B3l o
z—+oo 202 + 4x — 7 (s) lim { 2.
v 72 — 16
() lim 7§ M’. cos x
a——oo \| z(z + 1) (t) xk&looeT’
1
: 2 . : .
(k) lim @ sen—; (u) ngoo (2 + xsenz);
senx
(1) lim ; 22, x#4
Sl () tiny 1), quando j) = { T 7

1
(m) lim x?sen—;

(o () e (), s {22 5]

2 2 <
(0) lim rtz+l (xz) lm f(z), quando f(z) = { o zsl
T2 (E2+2l’ ’ r——1

8

r—1, x>1 4

. Apresente um exemplo de uma funcgao tal que:
(a) F(1) =4 ¢ lim f(z) =
() F(1) =3, Tim f()=2 ¢ lim f(r)=
r—17
. Apresente um exemplo de uma funcdo f: R — R tal que:

lim f(z)| =1 e lim f(z) #1

z—0

. Sejam f : R — R e xg € R. Diga, justificando, se sdo verdadeiras ou falsas as sequintes
afirmacoes:

(@) Jim f(2) =2 lm f();

(b) lm f(2r) =2 lim f(a);
(¢) lm 2f(x) =2 lim f();
(d) lim f(z)= lim f(20).

. Determine os valores de a e b para que a funcao definida por

5) sex < —1
fl@y=¢ ax+b se —1<z<1
log = sex >1

seja continua.
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6.

10.

11.

Estude a continuidade, em todos os pontos do dominio, de cada uma das seguintes funcoes:

2 +1 sex <O
(a) f(z)= 1 sex €10,2] ;

senx sex > 2

(b) fx) =

(c) flz

(d) f(z) =log
Estude a continuidade da funcao f : R — R, definida por

3

E
% sex <0
r sex>0

)

flz) =

2

T se x € irracional

{ x se x é racional
b

em todos os pontos do seu dominio.

Estude a continuidade da funcdo g : R — R, definida por

x
Iz sex #0
glay=9 ° :
1 sex =0
em todos os pontos do seu dominio.

Apresente um exemplo, ou justifique que nao existe, de uma func¢do f tal que:

(a) f € continua em 0, mas |f| € descontinua em 0;

(b) |f| € continua em 0, mas f é descontinua em 0;

(c) f tem dominio R, é continua em 1 e descontinua em todos os pontos de R\ {1};
(d) f:]0,1] — [0,1] continua tal que f(x) # = para todo x € [0,1];

(e) f € continua, mas o seu contradominio nao € um intervalo;

(f) f:]0,1] = R € limitada, mas nao possui mdzimo.

Sejam a,b € R coma <b e f eg fungdes continuas em [a,b] tais que f(a) < g(a) e f(b) > g(b

Mostre que existe x €]a, b[ tais que f(x) = g(x).

Dada f : D — R uma funcao, com D C R, diz-se que © € D € uma raiz de f se verificar a

equacao:
f(z) =0.

Mostre que, cada uma das sequintes funcgoes possui pelo menos uma raiz:

flz) = 2 + 322 — 3z + 1; g(z) = sen3(9:) +cos(z);  h(z)=tg(x)+x—1.
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12. Seja f : R — R uma func¢do continua ndo constante tal que:

Ve,y €R, flz+y) = flz) f(y)
(a) Mostre que f(x) # 0 para todo v € R;
(b) Calcule f(0);
(¢) Mostre que f(1) > 0;
(d) Calcule f(n), n € Z, em fungdo de f(1).

13. Para cada uma das sequintes funcoes determine, caso exista, a sua inversa:
a)
f: R\{-1} — R}c{l}

T —

r+1

g: R —- R
H

h: R - R )
= 3z—2'
d)
kE: [1,400[ — R
T — r—1"

14. Seja f: X =Y, com X, Y CR, uma funcgdo estritamente mondtona.

Mostre que se f é sobrejectiva, entdo f admite funcdo inversa, f~1, e f
mondtona.
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5 Fungdes exponencial, hiperbdlicas, trigonométricas e suas inversas

Funcao exponencial e fungao logaritmica

Definicao 5.1. Seja a € RT.
Define-se funcgao exponencial de base a, com sendo a funcdo

erp,: R — RT

z = a® '’
onde
a®, zeQ
a®:=4 lima", r€R\Q -
T—T
(reQ)

Propriedades: Seja a € RT.
e Se a # 1, entdo exp, é continua e bijectiva;
e Se a > 1, entdo exp, é uma funcao estritamente crescente;
e Se a < 1, entao exrp, é uma funcao estritamente decrescente;
e Para quaisquer z,y € R, sao vélidas as seguintes igualdades:

a*tV =a"a¥; @™ = (a*)Y.

Para a € RT\ {1}, a fungdo exp, é uma fungao bijectiva e consequentemente admite fungao inversa,
exp, !, & qual se chama funcio logaritmo de base a e representa-se por log,. Assim, por defini¢do, a
funcao

log,: RY — R

+
r o log,z’ coma € R\ {1},

verifica
log,(a*) =2 e a°%¥=y, VreR, VyecR".

Notagao: Quando a = e, sendo e o numero de Neper, a fungdo log, representa-se apenas por log e
diz-se que ¢ a fun¢ao logaritmo.

Propriedades: Sejam a,b € RT \ {1}.
e Se a > 1, entao log, é uma funcao estritamente crescente;
e Se a < 1, entdo log, é uma funcao estritamente decrescente;
e Para quaisquer =,y € RT, r € R, sdo validas as seguintes igualdades:

log,(zy) = log, » +log,y;  log,a" =rlog,z;  (log,b)(log, z) = log, .

Exercicio 5.1. Prove as igualdades apresentadas no ultimo ponto das propriesdades anteriores.
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Fungoes hiperbdélicas

Definigao 5.2. Definem-se as funcgoes que se sequem (chamadas de fungdes hiperbdlicas):

e Chama-se seno hiperbdlico a funcdo

sh: R — R
}_>

I
e —e
€T

Chama-se cosseno hiperbolico a funcdo

ch: R —- R
>

€x+€7$ .

Chama-se tangente hiperbdlica a fun¢ao

th: R — R

Chama-se cotangente hiperbdlica o fungdo

coth: R\{0} — R

ch(z) _ e®qe—® -
sh(z) = e*—e—?®

xT —

Chama-se secante hiperbolica d funcao

sech: R — R

Chama-se cossecante hiperbdlica a func¢ao

cosech: R\{0} — R

LA 1)
Propriedades: Para qualquer x,y € R tem-se:
e ch?z —sh?z =1;
o th2x +sech?z =1;
e coth? z — cosech 2z = 1, para x # 0;
e chx +shx = e”;
o —z) = —sh(z); (o seno hiperbélico é uma fungao impar)
o —z) = ch(x); (o cosseno hiperbdlico é uma fungao par)

z +y) = sh(x)ch (y) + sh(y)ch (2);

sh (
ch (
sh (
chi (2 +y) = ch (2)eh (y) + sh (y)sh (2);

Exercicio 5.2. Prove cada wma das igualdades anteriores.
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Funcgoes hiperbdlicas inversas

Propriedade: A fungao seno hiperbdlico é uma fungao bijectiva.

Exercicio 5.3. Prove que a fun¢do seno hiperbolico € uma funcgao bijectiva.
Sugestao: Siga as sequintes etapas:

a) Mostre que shx é estritamente crescente (use a defini¢do);

b) Calcule lim shx e lim shzx;
T—r+00 T—r—00

c) Conclua que shx é uma fung¢do bijectiva.

O seno hiperbdlico é uma fungao bijectiva, logo possui fungao inversa. Mais, para quaisquer x,y € R,

tem-se (verifique)
shmzy@leog(er\/szrl).

Definicao 5.3. Chama-se argumento do seno hiperbdlico, & funcdo inversa do seno hiperbdlico, ou
seja a funcao

argsh: R — R
z — log(z+va2+1) "~

A funcao cosseno hiperbdlico nao é bijectiva (verifique que ch néo é injectiva nem sobrejectiva) e
como tal nao tem inversa. Contudo, a fungao

A o

é bijectiva (verifique) e como tal tem inversa.

Definicao 5.4. Define-se argumento do cosseno hiperbdlico como sendo a fungdo inversa da func¢ao
definida em (3), isto é

argch: [1,4+00[ — [0,4+o0]
T — log(a:Jr\/fol)'

A fungao tangente hiperbdlica nao é bijectiva, porque nao é sobrejectiva, (verifique que th é

injectiva e tem contradominio | — 1, 1[), e como tal ndo tem inversa. Contudo, a fungéo
R — ]-1,1]
’ 4
r +— tha (4)

é bijectiva e como tal tem inversa.

Definicao 5.5. Define-se argumento da tangente hiperbdlica como sendo a func¢ao inversa da fun¢do
definida em (4), isto é

argth: |—1,1] —» R
. 11 1+xY) .
v 2 ®\1-2
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A fungéo cotangente hiperbdlica nao é bijectiva, porque nao é sobrejectiva, (verifique que coth é
injectiva e tem contradominio R \ [—1,1]), e como tal néo tem inversa. Contudo, a funcio

R\ {0} — R\[-1,]]
T — cothx (5)

é bijectiva e como tal tem inversa.

Definigao 5.6. Define-se argumento da cotangente hiperbdlica como sendo a funcao inversa da fun¢ao
definida em (5), isto €

argeoth : | — o0, —1[U]l,+00] — R\ {0}
o 110 z+1Y\ .
v 2 #\z -1

A fungéo secante hiperbdlica ndo é bijectiva, porque nao é sobrejectiva nem injectiva, (verifique),
e como tal ndo tem inversa. Contudo, a fungao

ST D ©)

é bijectiva e como tal tem inversa.

Definicao 5.7. Define-se argumento da secante hiperbolica como sendo a func¢ao inversa da fun¢do
definida em (6), isto €

argsech: ]0,1] — [0,4o00]
x — log (7“”1_”2) '
T

A fungédo cossecante hiperbélica ndo é bijectiva, porque nao é sobrejectiva (verifique), e como tal
nao tem inversa. Contudo, a fungao

R\{0} — R\{0}
T — cosechz (7)

é bijectiva e como tal tem inversa.

Definigao 5.8. Define-se argumento da cossecante hiperbdlica como sendo a fungao inversa da fungao
definida em (7), isto €

argcosech : R\ {0} — R\ {0}
x — log (7”';4"”2) )

Exercicio 5.4. Demonstre a regra de correspondéncia de cada uma das funcdes hiperbdlicas inversas.

Exercicio 5.5. Justifique que as fungdes hiperbdlicas e as hiperbdlicas inversas sdo fungdes continuas.
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Fungoes trigonométricas

Considere os triangulos rectangulos, AOA;B; e AOAsB; apresentados no figura 3.

Figura 3: Triangulos rectangulos semelhantes

y By
By
b O
0 Ay Az

Uma vez que os triangulos AOA; By e AOA3 By tém os angulos ZOB1 Ay e Z0Bsy Ay congruentes
(com a mesma medida), o angulo de medida 6 €]0, 5[ e o angulo recto, conclui-se que AOA;B;
e NOAyB; sao triangulos semelhantes. Consequentemente, dngulos correspondentes tém a mesma
medida e lados correspondentes sao proporcionais, donde

A,B, OB, 04,
A,B;, OB, OA;

(®)

onde XY represente o comprimento de um segmento de recta [XY]. Por (8) obtém-se as razoes

o AQBQ - AlBl. N AQBQ - AlBI. o OB2 - OBl .
OB, OB;’ OA, OA;,’ A.By  AB;

, 04 O4; , 04  OA , 0B: 0B
OB, OB;’ AsB, AB; OA, OA;

que, por dependerem apenas do angulo 6 e ndo dos triangulos rectangulos AOA;B; e AOA3B;
considerados, se designam por razoes trigonométricas.

Definig¢ao 5.9. Seja 0 € ]O7 5 [

1. Define-se seno de 0, denotando-se por sen(f), como sendo a razio ‘2)1511 ;
2. Define-se cosseno de 0, denotando-se por cos(8), como sendo a razao ggi ;
3. Define-se tangente de 0, denotando-se por tg(0), como sendo a razdo ‘gfll ;
4. Define-se cotangente de 0, denotando-se por cotg(8), como sendo a razdo 1401?311 ;
5. Define-se secante de 0, denotando-se por sec(d), como sendo a razao %;
0B,

6. Define-se cossecante de 8, denotando-se por cosec(0), como sendo a razdo YT
1D1

Uma vez que as razoes trigonométricas nao dependem do tridangulo rectangulo, mas apenas do
angulo, por simplicidade de calculo, pode-se considerar sempre um tridangulo rectangulo onde a hipo-
tenusa tem comprimentos igual a unidade.
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Exercicio 5.6. Seja 0 € ]0, 5 [
1. Mostre que sen(0) = cos (3 — 0).
2. Existe uma rela¢do andloga para as restantes razdes trigonométricas? Justifique a resposta.

Para 6 ¢ ]0, g[ j& néo é possivel (em geometria euclidiana) construir um tridngulo rectangulo
onde 6 é a medida de um angulo que nao o recto. No entanto é possivel definir fungdes (e ndo razoes)
trigonométricas por forma a estender as propriedades verificadas para 6 € ]O, g[ a outros numeros
reais 6.

Figura 4: Circulos trigonométricos

A 1 [

Definigao 5.10. Define-se:

1. sen(0) =0, sen (¥) =1, cos(0) =1 e cos (5) =0;

sen(m — 6), 0%, —cos(m —0), 0€]3,7]
2. sen(f) = ¢ —sen(d—m), O€]m 3] ;cos(d) =4 —cos(0—7), O¢]m ] ;
—sen(2m —0), 6 € |3, 2n] cos(2r —0), 0 €|, 2m]

3. sen(f) = sen(yp), onde 0 = (p + 2kmw) € R\ [0,27] com ¢ € [0,27] e k € Z;

4. cos(0) = cos(p), onde 0 = (¢ + 2kw) € R\ [0,27] com ¢ € [0,27] e k € Z.
Exercicio 5.7. Seja x € R. Mostre que:

1. sen(x) € [-1,1];

2. cos(z) € [-1,1];

3. (sen(x) + cos(x)) €] — 2,2][.

Da Definicao 5.9 e 5.10 é possivel definir todas as seis fungoes trigonométricas:

Seno
sen: R — R
T — senx
Cosseno
cos: R — R
r — CcosxT
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Tangente

senx
T = tgx =
cosx
Cotangente
cotg: R\{kr:keZ} — R
oS T
T = cotgxr =
enx
Secante
sec : R\{ + km: kzeZ} - R
1
x —  secr =
cosx
Cossecante
cosec : R\{km:keZ} — R
1
x —  cosecx =
senx

Segue-se uma lista com propriedades relevantes verificadas pelas funcoes trigonométricas.
Proposigao 5.1. Para qualquer z,y € R tem-se:
1. sen®z +cos?x = 1;

2. sec’z —tg?x =1, pamxeR\{ + km keZ}

3. cosec’x — cotg?r =1, para x € R\ {km : k € Z};

4. sen(—zx) = —sen(z); (o seno é uma fungdo impar)
5. cos(—x) = cos(z); (0 cosseno é uma fungao par)
6. cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sen(y)sen(x)

7. sen(z + y) = sen(z) cos(y) + sen(y) cos(x)

8. sen(x + 2m) = sen(x) (a fungao seno é periddica de periodo 27 );
9. cos(z + 2m) = cos(x) (a fungdo cosseno é periddica de periodo 27 );
10. cos(z) — cos(y) = —2sen (25¥) sen (£5¥);
11. sen(z) — sen(y) = 2sen (£5%) cos (£3Y)

Demonstragdo. As propriedades de 1. a 5., 8. e 9. sdo de verificacdo elementar (na prova da pro-
priedade 1. faz-se uso do Teorema de Pitdgoras), pelo que sao deixadas ao estudante como exercicio.
Ap06s aprova da propriedade 6., a prova da propriedade 7. faz-se recorrendo a 6., pelo que € igualmente

deixado ao cuidado do estudante.
6. Para x,z € R, das propriedades anteriores tem-se

(cos(z + z) = cos(x) cos(z) — sen (z)sen ()
& (cos(z — (—2)) = cos(x) cos(—z) + sen (—z)sen (z)),

ou seja (fazendo y = —z), é necessério e suficiente provar que

cos(x — y) = cos(z) cos(y) + sen (y)sen (x), Vz,y € R.
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Figura 5: Imagem de auxilio & prova da propriedade 6.

1

]

Aqui apresenta-se apenas a prova de (10) para z,y € [O, g], pois a prova para x € R\ [O, g] ou

yeR\ [0, g] segue directamente da Definigdo 5.10.

Sejam z,y € [0, g] Sem perda de generalidade, assuma-se que x > y. Note que a situagao
x =y corresponde ao ponto 1..

Considere a Figura 5, onde ZBPA e ZBQA sao rectos.

Uma vez que o raio da circunferéncia é igual a 1, da definicdo do seno e do cosseno conclui-se
que
PA=cosy—cosx e PB=senx—seny.

Por aplicagao do Teorema de Pitdgoras ao APAB e ao AQAB obtém-se

AB’=PA’ +PB = (cosy — cosz)? + (senx — seny)?

AB' = QA" + QB = (1 - cos(z — y))? +sen?(z — y)
Consequentemente,
(cosy — cosx)? + (senz — seny)? = (1 — cos(z — y))* + sen?(z — y),

ou seja
cos? y 4 cos? x — 2 cosy cos T + sen ?x + sen 2y — 2sen xseny
= 1+cos?(x —y) —2cos(z —y) +sen?(z —y),

donde
—2cosycosx + 2 — 2senzseny = 2 — 2 cos(z — y)

e finalmente
cos(x — y) = cosxz cosy + senzseny.

10. Pelo ponto 6. tem-se, para todo z,w € R

cos(z + w) = cos z cosw — sen zsen w

b

cos(z — w) = cos z cosw + sen zsen w

donde
cos(z + w) — cos(z — w) = —2sen zsenw.

35



Fazendo r = 2z +w e y = 2z — w, tem-se

T=z+w Tz =y+ 2w w= 54
<~ < _ oty

Yy=z—w z=Yy+w

cos(&) — cos(y) = —2sen (W) sen ("”” . y) .

donde

11. Sejam z,y € R.

Pela completude do conjunto dos nimeros reais, existem ¢1,p2 € [0,27] e k1, ko € Z tais que
T =1 + 2k e y = o + 2kom, donde, pelo ponto 3. da Definicao 5.10 tem-se

sen(x) =sen(p;) e sen(y) = sen(p2). (11)

Consequentemente, pela propriedade apresentada no Exercicio 5.6 e pelo ponto 2. da Definicao
5.10 obtém-se

sen (1) = cos (E - <p1> = cos (g — T+ 2k17r>

2
e sen(y) = cos (g —y+ 2k2ﬂ') . (12)

Das igualdades (11) e (12), e de a fungdo seno ser periédica de perfodo 27 (ponto 8.), conclui-se
que

™ m
sen (z) — sen (y) = cos (5 - x) — cos (5 - y)
Finalmente, pelo ponto 10. e por o seno ser uma fungao fmpar (ponto 4.), obtém-se

T _

sen(z) —sen(y) = cos (3 —xz)—cos (% —vy)

= —2sen 7%_I+%_y)sen gz(gy))
2

I

N

o

@]

)]
7N
N |+

<
~_
w0

o)

B
7N

8
||
<
~_
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Fungoes trigonométricas inversas

Nota As fungoes trigonométricas nao sao bijectivas, como tal nao tém inversas. Contudo, considerando
restrigoes, quer no dominio quer no conjunto de chegada, em cada uma das fungoes trigonométricas é
possivel construir fungoes bijectivas e assim definir as chamadas “fungoes trigonométricas inversas”.

Arco-seno :
Sendo a fungao
-3.5] — [-1,1]
T —  senx

bijectiva, a sua inversa chama-se arco-seno, isto é:

arcsen : [-1,1] — [-3,5]
x — sen lz

Arco-cosseno :
Sendo a fungao
0,7] — [-1,1]
T >  COST

bijectiva, a sua inversa chama-se arco-cosseno, isto é:

arccos : [—1,1] — [0,7]
x — cos la

Arco-tangente :
Sendo a fungao
=55 = R
x —  tgx

bijectiva, a sua inversa chama-se arco-tangente, isto é:

arctg : R — ]—g,%[
z = tg 'z
Arco-cotangente :
Sendo a fungao
10,7/ - R

x — cotgx
bijectiva, a sua inversa chama-se arco-cotangente, isto é:

arccotg : R — 10,7

xr — cotg 'z’

Arco-secante :
Sendo a funcao
0,2 — [1,+00]
T —  secT

bijectiva, a sua inversa chama-se arco-secante, isto é:

arcsec : [1,+o00[ — [0, %]
x — sec 'z’
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Arco-cossecante :
Sendo a funcao
10.5] = [L+oc]
T > cosecT
bijectiva, a sua inversa chama-se arco-cossecante, isto é:
arccosec : [1,4+00[ — ]0,%]
x — cosec 'z

Exercicio 5.8.

1. Determine o dominio e o contradominio das sequintes funcoes:

() f(&) = 1= (d) f(z) = th(sen(x));
b) f(z) = ﬁ’. (e) f(x) = argth(sen(x));
(c) f(z) =argch (z 4+ 1); (f) f(x) = argeoth(cosz);

2. Para cada uma das fungées apresentadas no exercicio anterior, identifique a sua paridade (caso
exista,).

3. Mostre que
21 1+ th(z)

_ T~ — + . p) — 2x R

(a) th(log x) 7x2+1,VxE]R ; (b) = th(o) e’ Vx e R.
4. Resolva cada uma das sequintes equacgoes:

(a) log(x? — 1) + 2log2 = log(4x — 1); (d) log(z) +log(z — 1) = 1;

(b) e =el=%; (e) e —2e7% =0;

. e?* 41 4 4e”

(e) 2% = 6; 1) S <o

5. Calcule: L
lim > (x)
xr——+00 X
6. Sejam a,b € R\ {0}.
Fazendo uso do limite ”
lim <1 + 1> =e,
r—r+o0 x
calcule
a\ bz
lim (1+%).
r—+o0 X
7. Seja f : R — R a funcgao definida por
a — th(z), sex <0
flz) =< 2, sex=0 |,

sh(z) +ch(z)+ 5, sex>0
onde a, 8 € R.
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(a) Determine o e 8 por forma a que | seja uma fungdo continua;

(b) Calcule

lim /(@) e lim f(x)

z—+oo et z——o0 eT

8. Determine o dominio e o contradominio das seguintes funcdes:

(i) f(z) =1+ 2cosx; (it) f(z) = senx — 2; (ii1) f(z) =1+ tgx;

(iv) f(z) = arcsen (S;J:—f) i (v) f(z) = arccos (Iz_zixlz) i (vi) f(z) = argch (x+ 1);
(vii) f(z) = th(senx); (viii) f(x) = argth(senzx) (iz) f(x) = argcoth(cosx).
9. Para cada uma das fungoes apresentadas anteriormente, identifique a sua paridade (caso exista).

10. Calcule:
(i) sen (arccosi); (i) sen(arctgl); (ii) arccos (sen ) ;

(iv) cos (arctgy/3); (v) cos (arccos @) ; (vi) arccos (cos IT) .
11. Resolva cada uma das sequintes equacoes:

(a) sen(z+1)=—1; (e) 2sen(2z) = —/3;
(b) sec(3z) = \/2; (f) shx = chx;

(c) arcsen (2zv/1 — 2?) + arcsen(—2z) = 0; (9) V1 + sh2x = 2¢7;
(d) tg(arccoszx) = tg(arcsenz); (h) \/ch(2z) +1 = cha.
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6 Derivada de uma funcao real de variavel real

Definigao 6.1. Uma fungio f: X — Y, com X,Y C R, diz-se derivdvel em a € X N X' se existe e
€ finito o sequinte limite:

df . flath)— fla)
& (@) = f(0) = Jim DTS, (13)
Observagao: Fazendo x = a + h, o limite (13) pode ser escrito na forma
- f(z) = f(a)
"(a) = lim —+——~, 14
7' = lm 01 (14
Demonstragcdo. Ver aula. O

Teorema 6.1. Se f ¢ uma fung¢do derivavel em a, entao f é continua em a.

Observagoes:

1. O reciproco do teorema anterior é falso. Por exemplo, a fungao f(z) = |z|, x € R, é continua
em x = 0, mas nao é derivavel em xz = 0.

2. Como consequéncia do teorema anterior tem-se que, se f é uma fungao descontinua num ponto
a, entao f nao é derivavel nesse ponto a.

Regras de derivacao

Neste momento, e em virtude dos estudos pré-universitarios que realizou, assume-se que o estudante
jé se encontra familiarizado com as regras de derivagao. Assim, passo a listar essas mesmas regras sem
as respectivas provas. Contudo, constitui trabalho do estudante a procura e compreencao das provas
aqui omitidas.

Algebm das derivadas
Sendo f e g duas fungoes reais derivaveis em x € R e ¢ uma constante real tem-se:
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Funcao potencial, exponencial e logaritmica
Sendo ¢ uma constante real positiva, tem-se:

o (%) =az*"! com a € R\ {0};
e () =c"log, ¢

1
xlog, ¢’

o (log,z)' =

Funcgoes trigonométricas e suas inversas

e (senx) = cosu; o (arcsenz) — 1.
(arcsen )’ = ———:
e (cosz) = —senux; 1

e (arccosz) = —

V1—a2
’_ .
1+ 22’

1 1
- t S = .
e (arccotgx) 522

~ otz o (arctgx)

Exercicio 6.1. Prove as regras de deriva¢do das fungdes trigonométricas e trigonométricas inversas.

Teorema 6.2 (Derivada da fungdo composta).
Sejam f: X 2R eg:Y — R fungdes tais que f(X) CY.
Se f € derivdvel em a € X e g € derivdvel em f(a) €Y, entdo go f € derivavel em a, tendo-se

(g0 f)(a) =g (f(a))f'(a).

Demonstragao. Ver aula O

Teorema 6.3 (Derivada da funcao inversa).

Seja f: X =Y uma fungdo real bijectiva.

Se f ¢é derivdvel em xg € X, f~1 continua em yo = f(xg) € Y e f'(x9) # 0, entdo f~1 € derivdvel
em Yo, tendo-se

(fY (yo) =

f(o)
Demonstragcdo. Ver aula O

Exercicio 6.2. Prove as regras de derivagao das funcoes hiperbdlicas.

1. (shz) = chx; r_ L .
(sha) 5. (argshx) = T
2. (chx)' = shx;

1
6. (argchz) = ;
3. (tha) = s x?—1
1
r_ _ . r—
4. (cothz) = g 7. (argthx) T
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. tha) = —.
8. (argcothz) T

Teoremas de derivabilidade

Teorema (Teorema de Rolle)
Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua em [a, b] e derivdvel em |a, b.
Se f(a) = f(b), entdo existe ¢ €]a, b[ tal que f'(c) = 0.

Demonstragdo Se f é constante, o resultado é imediato.
Se f nao é constante, entdo uma das situagdes acontece:

i) Existe d €]a, b tal que f(d) > f(a);
ii) Existe d €]a, [ tal que f(d) < f(a);

Suponha-se i), o caso ii) é andlogo. Pelo Teorema de Weierstrass, existe ¢ €]a, b tal que
f(z) < f(e), V€ la,b].

Logo, para todo x € [a, b],

Assim,

f-(c) = lim P79 50 e " (¢) = lim L=,

T—c— Tr —cC r—ct T —cC

donde, uma vez que f é derivavel em ¢, f'(c) =0. O

Teorema (Teorema de Lagrange)
Seja f : [a,b] — R uma fungao continua em [a, b] e derivavel em |a, b[.
Entéo existe ¢ €]a, b[ tal que

f(0) = f(a)

7o =1

Demonstragao Seja A = W e defina-se a funcao

g: [a,b] = R
x = f(z)— Az’

Como g(a) = g(b), aplicando o teorema de Rolle & funcdo g, conclui-se que existe ¢ €]a, b| tal que
g'(c) =0. Mas ¢'(z) = f'(x) — ), logo

plo=r= 1010 5

Teorema (Teorema de Cauchy)
Sejam f : [a,b] = R e g : [a,b] — R duas fungdes continuas em [a, b] e derivaveis em ]a, b].
Se ¢'(x) # 0 para todo = €]a, b[, entdo existe ¢ €]a, b[ tal que

@) _ fb) - fla)
7(e) ~ ab) —gla)
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Demonstragdo Observe-se que g(b) — g(a) # 0. Se g(b) = g(a), entéo o teorema de Rolle garante a
existéncia de ¢ €]a, b] tal que ¢’(¢) = 0, o que é absurdo pois contradiz a hipétese.
Seja A = % e defina-se a funcao
h: la,b] — R
r = flo) = Ag(x)

Como h(a) = h(b), do teorema de Rolle conclui-se a existéncia de ¢ €]a, b] tal que
0="1'(c) = f'(c) = Ag'(c)-

Como ¢'(¢) # 0, conclui-se que

Corolario (Regra de L’Hopital)
Sejam f :]a,b[— R e g :]a,b[— R duas fungdes derivdveis em Ja, b[, com g(x) # 0 e ¢'(x) # 0. Seja

e @)
c € {a, b} tal que il_}mc flx)= glcl_>mc g(x) =0 e existe il_>mc )
Entao também existe lim @ e
ve g(z) /
lim —f(x) = lim ()

e g@) e g(@)

Demonstrag¢ao Suponha-se que ¢ = b (o caso ¢ = a prova-se da mesma forma).
Considerem-se as fungoes

F: Ja,b) — R G: Ja,b] — R

f(z) sex €la,b g(x) sex €la,b|
v {() sex=> v {O sex=>

Observe-se que F' e G fungoes continuas em [z, b] e derivdveis em |, b], para qualquer x €la, b[. Pelo
teorema de Cauchy conclui-se que, para cada x €]a, b|, existe ¢, €]z, b[ tal que

_F®)-F@) _ fle) _ f@)
Gler) G~ Gla) * gl

) gx)’
/ !
Como existe lim / (x)’ entdo também existe lim r(ex)
z—b g'(x) b g'(cy)
igualdade anterior, conclui-se que

F/(CI)

e com o mesmo valor. Consequentemente, da

F@) )

) g (x) z=bg(cy) a=bg(z)

Nota: A regra de L’Hopital, também é valida nas seguintes situagoes:
e Em limites com x — 400 ou  — —o0;
¢ Em situagoes

lim f(x) = lim g(z) = oo,

T—C r—c

com ¢ € RU {+00, —o0}.
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Exercicio 6.3. 1. Use a regra de L’Hopital, caso seja possivel, para obter o valor de cada um dos
sequintes limites:

X

(1) lim senx; (1) lim e—, comn € N;
z—0 X z—+4o0 "
* 1
(i) lim (iv) lim B,
r—+o0o I rx—1 loge x IOge X
e’ —1 r2seni
(v) lim ; (vi) lim ———=&.
z—0 z—0 x + senx

2. Obtenha o valor de cada um dos limites anteriores, nos quais nao foi possivel aplicar a Tegra de
L’Hopital.

Propriedades graficas das funcoes reais

Teorema 6.4.
Se f:[a,b] = R € continuas em [a,b] e derivdveis em |a,b[ com f'(x) > 0, para todo x €]a,b[, entdo
f € estritamente crescente em [a,b].

Demonstragio. Seja x,y € [a,b] tais que z < y. Pelo teorema de Lagrange, conclui-se que existe
« €]z, y[ tal que

f'(e) = & fly) = f@) + (y — ) f(a).

Como f’(«) > 0, conclui-se que f(y) > f(z). Consequentemente f é estritamente crescente. O

fly) — f(x)
y—x

De forma andloga se provam os seguintes resultados:

Teorema 6.5. Seja f : [a,b] = R € continuas em [a,b] e derivdveis em ]a,bl.
e Se f'(x) > 0, para todo x €)a,b|, entdo f € crescente em [a,b];
e Se f'(x) <0, para todo = €la, b, entdo f € estritamente decrescente em [a,b];
e Se f'(z) <0, para todo x €]a, b, entdo f € decrescente em [a,b].

Demonstracao. Exercicio O

Teorema 6.6. Se f é uma funcao real derivdvel e f(c) um extremo local de f, entio f'(c) = 0.
Demonstra¢ao. Omitida O

Observagao:
O reciproco do teorema anterior nao é verdadeiro.
Por exemplo, f(x) = 22 verifica f/(0) = 0 e f(0) nio é extremo local de f.

Definigao 6.2. Seja f: X — R uma funcao real.
Um ponto ¢ € X diz-se ponto critico de f se f'(c) =0.

Observagao: Seja f: R — R uma fungao derivéavel.
Os pontos de extremos locais de f ocorrem nos pontos criticos de f, mas pode acontecer que nem
todos os pontos criticos de f sejam pontos de extremos locais de f.
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Derivadas de ordem superior

Seja f: X =Y, com X,Y CR, uma funcao derivavel em todo o seu dominio.

e Chama-se primeira derivada de f a fungao

' X —- Y
z = flx)

e Se a fungéo [’ é derivdvel em todo o seu dominio, entao define-se sequnda derivada de f como
sendo a fungao
: X =Y
roe (@)

e Dadon € N, se a funcao f é n vezes derivavel em todo o seu dominio, entao define-se a derivada
de ordem n de f como sendo a fungao

fm. X 5 v
@ (fOTD) (@)

Uma fungdo f : X — R diz-se de classe C"(X), n € N, se possui e sdo continuas todas as suas
derivadas até 4 ordem n. No caso em que a fungdo f é uma funcio de classe C*(X) para qualquer
k € N diz-se que f é de classe C>(X).

CHX)DC*(X)DC3}X)D---DC™(X).
Por exemplo:
e A funcdo f(z) =senz é de classe C*°(R);
e A funcio f(z) = 25 é de classe C*(R), mas nao é de classe C2(R).

Teorema 6.7. Seja f : [a,b] = R continuas em [a,b] e duas vezes derivdvel em la,b[. Se ¢ €]a,b] é
ponto critico, isto € f'(c) =0, entdo

(1) se f"(c) > 0, f(c) é um minimo local de f;
(i) se f"(c) <0, f(c) € um mdzimo local de f.
Demonstra¢do. Omitida O

Definigao 6.3 (Polinémio de Taylor).
Seja f : I — R, com I intervalo de R, uma fun¢ao n vezes derivdvel no ponto a € I.
Define-se polinomio de Taylor de ordem n da funcdo f no ponto a, como sendo o polinomio

p(z) =ag+ai(z—a)+ay(z—a)?+-+a,(z—a)",

de grau < n, cujas derivadas de ordem < n no ponto r = a coincidem com as deriwadas de mesma
ordem de f no ponto a, isto é:

pD(a) = fD), i=0,12...,n (15)
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Como

p(a) = ao;
p'(a) = ag;
p"(a) = 2a;

p"(a) =1 % 2 X 3as;
p®(a) =1 x 2 x 3 x 4ay;

P (a) = nlay;
da igualdade (15) conclui-se que

9

n!

Q; , Vi=1,2,...,n.

Consequentemente, o polinémio de Taylor de f de ordem n no ponto a é

f"(a) f"(a) f(a)

Pla(@) = fla)+ f'(a)(w —a) + = (z —a)’ + (@ —a)’ + -+ ——(z —a)".

2! 3! n!

Proposigao: Seja f: I — R, I intervalo de R, uma fungao n vezes derivavel em a € I.

Se f(a) = f'(a) = f"(a) = --- = f™(a) = 0, entdo

im 7@)
m1—>a (x — a,)”

=0.

Demonstrac¢do Faz-se por indugao matematica.

e Paran=1

lim = f'(a) =0
r—=al —Q T—a T —a
.. . ~ . Y o _ r(n) - . f(-'L')
e Hipétese de indugdo: | f(a) = f'(a) =---= f"(a) =0 | = lim =0.
r—a (1’ — a)"
Suponha-se que f(a) = f'(a) = --- = f™(a) = f"*+V(a) = 0. Entdo
f'la) = (f")'(a)-- = (f)™(a) =0,
o . @) o
e da hipotese de indugao conclui-se que hin m = 0. Agora, pela regra de L’Hopital,
tem-se , ) ,
T A C) RS VY ) R im0 o

z=a (z —a)tl  zoa(n+1)(z—a)” n+1lzoae(z—a)?
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Teorema (Férmula de Taylor): Seja f : I — R, I intervalo de R, uma funcao n vezes derivével
ema€l.
Entao, para qualquer x € I tem-se

@) = @)+ F@e =)+ L@ —ap o L oo L (o),
em que
fim, ng S)C) = (16)
Demonstracéo
Designando
@) = £(@) + Fla)e—a) + LD (@ —ap oo T g
tem-se

R (@) = f(2) = p(2).

O resultado é consequéncia da proposicao anterior porque

f(a) = pla), f'(a)=p'(a), f"(a)=p"(a), ... ,f"(a) =p"(a).0

Proposigao: Seja f: I — R, I intervalo de R, uma fungao n vezes derivivel em a € I.
Entao o polinémio de Taylor de f de ordem n no ponto a é tnico, isto é:
Se existe um polinémio ¢(x) de grau < n tal que

flz)=q(x)+R(x) e lim _R@)

T—a (aj — a)”

=0,
entdo ¢(z) é o polinémio de Taylor de f de ordem n no ponto a.

Demonstracio Assuma-se que existem g(z) = co +c1(z — a) + ca(x —a)> + - - + ¢, (z — )", polinémio
de grau< n, e R(x) uma fungdo tais que

f(@)=(co+ci(z—a)+ca(z—a)’+ - +cp(z —a)") + R(z). (17)
Pela férmula de Taylor tem-se ainda

f"(a)

n!

f"(a)
2!

f@) = f(a) + f'(a)(z — a) + (—a)’+-+ (z—a)" +R],(2). (18)

Das igualdades (17) e (18) obtém-se

0 = (co— f(a) +(c1— f(@)e—a)+ <C2 - f”(“)) (x—a)P+ -+ (cn _ fw(c”) (z —a)"

2! n!
+ (R@) - RL,(@)) (19)
o R -Rla@) | RG) R0 (2)
il_rg T — a);l B il—lftlz (x—a)” a{'—m (z . a)” =0,
donde Ri) - RI(2)
lim ——"— =0, Vke{0,1,2,...,n}.
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Fazendo  — a na igualdade (19) obtém-se 0 = ¢y — f(a) < co = f(a) e a igualdade (19) assume a
forma

0 = (cl—f/(a))(x—a)+<cz—f"(“))(x—a)2+---+<cn—f(n)(a))(x—a)n

2! n!
+(R(z) = RY (). (20)

Dividindo por (x — a) tem-se

0 = (a—fa)+ (02 - fﬂ(a)) (z—a)' +-+ (cn - f(")(a)> (x—a)"!

2! n!
xTr) — f X
+R( )x —7?’;1777,( ), (21)

e fazendo x — a conclui-se que ¢; — f'(a) =0 < ¢1 = f'(a).
Procedendo da mesma forma mais n — 2 vezes obtém-se

f// a f(n) a
C():f(a)7 Clzf/(a)7 C2 = 2(| )a RN Cn:%a
donde finalmente se conlui que ¢(z) = P}, (z). O
Exercicio 6.4. 1. Calcule a derivada de cada uma das sequintes funcoes:
. _ . .. _ 2 . e _ 3 x.
(i) f(z) = ztga; (ii) f(x) = x®arccosx; (iii) f(x) = 4sen®F;
(iv) flz) =77 Fthe,  (v) f(z) =log,(cha); (vi) th(senz?).
2. Determine o valor de cada um dos sequintes limites:
20 -1 . . z?
! alcl—>mll‘2—1’ (4) wgr-&r-loox—kl’
(iid) i TSsenx (iv) T y 1
222) I ———————] 1w m xtg—;
01 —cosz’ PV ey
.1 sen’x ~ .. shz
(v) il_)nlopi?7 (vi) ig%%;
(vid) Tim (14 3 )%. (vidi) 1 1 1"
vit) lim )2 viti) lim ~
r—1 x2sen L
(iz) lim ¢ ; (z) lim L.
z—0 T z—0 senx

3. Para f(x) = |z|, mostre que f(—1) = f(1), mas f'(x) # 0 para todo ¢ no intervalo | — 1,1].
Estard este facto em contradigdo com o teorema de Rolle? Justifique.

4. Mostre que:

H% <log,(1+z) <z, Va>0.

Sugestdao: Aplique o teorema de Lagrange & func¢do log, (1 + x).
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.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Um projéctil disparado da terra com velocidade vy seque uma trajectoria parabolica cuja altura
h(t), em cada instante t, é dada por h(t) = vot — 9> com t em sequndos e h(t) em metros.

(a) Qual a velocidade inicial vo a imprimir ao projéctil de modo a que regresse & terra ao fim
de 10 seqgundos?
Nas alineas sequintes considere a velocidade inicial aqui obtida.

(b) Quanto tempo demora o projectil a atingir a altura mdzima?

(c) Qual € a altura mdzima que o projéctil atinge?

(d) Qual é a velocidade média durante a viagem?

(e) Hd algum instante de tempo no qual a velocidade instantinea € de 45 m/s?

Seja f : R — R uma func¢ao derivdvel.
Mostre que entre dois zeros consecutivos de f' nao existe mais do que um zero de f.

Seja f : R — R definida por f(z) = 223 + 4z — 1.
Mostre que f tem um unico zero em R.

Seja f : R — R definida por f(x) = x® — 322 — 9z + 2.
Identifique os intervalos de monotonia e os extremos locais da funcgdo f.

Obtenham duas funcoes, f e g, derivdveis tais que a derivada da funcao composta h = fog seja
dada por

(a) W' (z) = 2xem2; (b) B (z) = 4cos z(senx)>.
Mostre que:
(a) tgx >z, Va0, 5];
(b) log,(z + 1) —log,x < 1,  Va €]0,+o0;
(c) |senx| <|z|, VxeR.
Para cada uma das fungdes que se sequem, determine as derivadas de ordem 1, 2, 3 e 4:

(a) f(z)=e";
(b) f(x) = senx;
(c) f(x) =cosz;
(d) f(z) =2°.

Prove que entre todos os rectangulos com a mesma drea, o quadrado € o que tem menor perimetro.

Dado um nimero positivo S, prove que entre todos os pares possiveis de numeros positivos x e

y tais que x +y =S, o produto xy € mdzrimo quando x =y = %

Considere a fun¢do f(z) = x> + %xQ — 6z + 5.

Identifique os intervalos de monotonia de f e, caso existam, os seus mdximos e minimos locais.

Para cada uwma das fungoes que se sequem, determine o polindmio de Taylor de ordem 5 nos
pontos indicados:

(a) f(xz)=e*, no ponto x =0;
(b) f(x) = senx, no ponto x = 0;

(c) f(x) = cosz, no ponto x = 0;
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(d) f(x) =23+ 22, no ponto v = —1;
(e) f(x) =log, x, no ponto x = 1.
16. Usando o resultado do exercicio anterior, obtenha estimativas para o valor de:
(a) e;
(b) senl;
(c) cosl;
(d) log, 2.

17. Seja f : R — R uma funcdo de classe C°(R) cujo seu polindmio de Taylor de ordem 5 no ponto

zero €
73({5(33) = 3z — 42 + 122*.

Determine f(0), f'(0), f"(0), f(0), f*(0) e f©(0).

50



7 Integral indefinido de uma funcao real de variavel real

Definicao

Definicao 7.1. Seja f : X — R, com X C R, uma funcado.
Uma funcao F' : X — R diz-se uma primitiva de f se F € derivavel em todos os

elementos de X e
F'(z) = f(z), VzelX.

Observacao: No célculo de primitivas, nao nos vamos referir ao dominio das fungoes,
assumindo que se estd a trabalhar com os maiores conjuntos (no sentido da inclusao
de conjuntos) nos quais as fungoes fazem sentido.

Exemplo:
F(z) = % e G(x) = % + 3 sdo primitivas da funcao f(z) = x porque

F'(z) =G'(z) = f(z), VxeR.
Observacao: Como consequéncia do exemplo anterior, observa-se que, quando uma
funcao admite uma primitiva, esta nao é unica.

Proposicao 7.1. Se I e F, sdo primitivas de f num intervalo I C R, entdo existe
c € R tal que:
Fi(z) — Fy(x)=¢, VYxel.

Definicao 7.2. Seja f : I — R uma funcdo cujo dominio é um intervalo I C R.
Chama-se integral indefinido de f ao conjunto de todas as primitivas de f, denotando-

se por / f(x)dz.

Consequentemente,

/f(:c)d:c = F(x)+c,
em que c € Re F'(z) = f(x).

Proposicao 7.2. Dadas duas fungoes primitivaveis(ou seja, que tém primitiva), f e
g, e uma constante o € R, tem-se:

. / F(@) + g(x)dr = / @)z + / o(x)dz:
. /af(x)dx:a/f(x)dx.

Demonstracao. Consequéncia das regras de derivacao e da definicao de integral indefi-
nido. ]
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Primitivas imediatas

Primitivas que se obtém directamente das regras de derivacao.

Exemplo:

1 1
/sen(Sx)dx =—3 / —3sen (3x)dx = —3 cos(3x) +¢, ceR.

Exercicio 7.1. Calcule cada um dos integrais indefinidos que se sequem:

(i) / 2we™ dr: (id) / ¢

(iid) / 2® + 3du; (iv) / aV/a? + 1du;

(v) / (z + 4)1°dz; (vi) / tg(z)dz;

(vid) / xffldx; (vidd) / ﬁQLde;
(iz) / ésen(loge(?)x))dx; () / 22(2® + 1)7dz;

(zi) / oh(z)da: (wid) / € ch (%) dar
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Primitivacao por partes

Método de primitivagao baseado na regra de derivacao do produto.

Sendo u e v fungoes derivaveis num intervalo I C R, da regra de derivagao do
produto tem-se

(u(z)v(x))" = u'(z)o(x) + v (z)u(z) = o' (z)v(z) = (u(z)v(r)) = v'(z)u(z),

/ o (2)0(x)dz = / (u(z)v(x)) dz — / o (2)u(z)dz

e consequentemente

Exemplo:

/xcos(x)dx = xsen (1) — / Isen (z)dx = xsen(z) 4+ cos(x) +¢, c€R.

Exercicio 7.2. Use integracao por partes para calcular cada um dos sequintes integrais
indefinidos:

(@) [ 1og, ad (i) [ wsen(a)d
(iii) / o cos(x)dx: (iv) / arcty ()d;
(v) / (322 + 1)log,(z + Ddz;  (vi) / 22 cos(x)dr:
i) [asomtni i) [ e e

(iz) / zaretg(z)dz; () / 2 + 1) dx.
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Primitivacao por substituicao

Método de primitivagao baseado na regra de derivagao da composta de funcoes.

Proposicao 7.3. Sejam I e J dois intervalos de R, ¢ : J — I fungao bijectiva derivdvel
e f: I — R funcao primitivavel, com F : I — R uma primitiva de f. Entao

[ 1@ = [ sewye iy

I
=
5
S
I
3
=
+
o
o
m
=

Demonstragdo. Basta provar que F(p(y)), em que y = ¢~ !(x), 6 uma primitiva de f(z).

[F(w(y))] = F'(e)¢'(y) = [(e)¢'(y) = [(x) {w(so‘l(x))} = f(z)a" = f(=).
0

Exemplo:
Com a mudanga de varidvel x = sen(y) (pense nos dominios), obtém-se a seguinte
primitiva:

[T = [Tty = [ oty = [LE -
1

2

1 1 1
=5 + Zsen(Qy) +c= Sarcsen (x) + 150 (2arcsen(x)) +¢, ceR.

Exercicio 7.3. Utilize as substitui¢oes indicadas para calcular os sequintes integrais

indefinidos:

(4) /(;d% r = tg(y);

1+ 22)2

(17) /Md:ﬂ x = arccos(y);

cos?(x)+1

e2r 4+ 1

(iii) / i, z = log,(y);
(iv) /\/1 + 2%dx, z = sh(y);

(v) /sen(loge(x))dx, r =ev.
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Primitivacao de fraccoes racionais

x
Chama-se fracc¢ao racional a uma fraccao I%, em que p(x) e g(x) s@o polinémios de
q(x

coeficientes reais.

Objectivo: Descrever um método de calculo do integral indefinido de fungoes do tipo:

_ p@)

Y

com p(x) e g(x) polinémios de coeficientes reais.

Caso 1: p(x) = ¢(z).

Neste caso, tem-se:

/de = / q/(x)dx =log, |¢(x)|+¢, ceR.

q(x) q(z)

Exemplos:

1
1. /x+3dleoge|x+3|+c, ceR;

2
2./x2i3dx:loge(x2+3)+c, ceR.

Caso 2: p(z) = @ (z)

g(z)  a(x)? +1

Neste caso, tem-se:

/q(x)d _/[a(x)]2-|-1d tg(a(z)) +¢, ceR.

Exemplos:

2z 2z 9
1. /1+x4dx:/mdx:arctg($)+c, CGR,

2
1 1 2 7 2 2z + 1
2. —dx:/—dx: —/—da:: —=arct <
/1—|—:c+:1:2 (r+1)° 43 V3 (2x+1>2+1 NV

c, c€eR.
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b))
Caso 3 @) ~ Talo)

Neste caso, tem-se:

[M8 0 [ 8- o[- e e - B e cer

q() az)]® l—a

—, com a € N\ {1}

Exemplos:

1 -1
1. dr = R;
/(x+2)3x 2(x+2)2+c, c € K;

2z 2z —1
2. | —————dzr = dr = e R.
/1+2x2+x4 ! /(1+x2)2 TTiye e ¢

Caso Geral: Os trés casos apresentados anteriormente incluem as chamadas fracgoes
simples isto é, fracgoes do tipo

A Bx+C
T Na) ou )
(x —a)~ [(z —a)? + b2~
onde A, B,C,a,b e Re a€R.
No caso geral Z%, é possivel escrever a fracgao como soma de um polinémio com

fracgoes simples procedendo da seguinte forma:

1. se grau p(x) >grau ¢(z), entdo faz-se a divisdo dos polindémios, obtendo-se

x r(x
p():d@)Jr ()7
q(x) q(x)
com grau r(z) <grau ¢(x);
2. obter as raizes reais, c1, o, . .., ¢ € R, e raizes complexas, a; b4, as+boi, ..., a; £

bii € C, e suas multiplicidades, do polinémio ¢(x) para o factorizar na forma:

g(2) = (z—c1) X (2=2)2 X - X (T—cx) ™ X [(x — a1)? + 03] xo - x [(z — a)® + bF] ™
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3. Escrever a frac¢ao racional na forma:

r(z) Ay Ay Ara,
- 7 — —"— J’_ “ e J’_ —J’_
q(z) r—c (v —c)? (x — )™
Ag Az Ada,
r—cy  (x—co)? (x — cg)22
A A Are
4+t k1 + k2 +...+$+
r—cp (v —cp)? (x — c)o*
Bz + Cpy Biox 4 Cho Big,x + Cip,
5 5 + 5 5 e J’_ 61
[(17 - CL1) + bl] [(iL‘ — CL1)2 + bl] [(J} — CL1)2 + b%]
+ P +
Bjx+Ch Bpx + Ciy Bmlm + Cwl
2 2 212 e 2181 °
[(z —a)* + 6] [(z — a)? + b [(z — a)? + bf]

4. obter o integral indefinido recorrendo aos casos descritos anteriormente.

Exemplos:

2
1./ ¢+ 2x + 3 do =7

-2 —z+1

Como z° — 2?2 —x+ 1= (z+1)(z — 1)?, tem-se

2? +2x+3 A N B N C
23— —x+1 r+1 x—-1 (x—1)2

= 22+22+3=Ax -1+ Blx+1)(z—1)+C(x+1)

C=3
_ 1
& Bf?
A:§
Assim,
2 4+ 2r+ 3 1 1 1 1 3
de = = de+ - [ ——d ——d
/:v3—932—$+1x 2/$—1—1 x+2/x—1m+/(x—1)2x
1 1 -1
= —log, |z + 1|+ -log, |x — 1| +3 de+c¢, ceR.
2 2 r—1
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322 + 22 — 2

Comoz®—1=(z—1)(z?+z+1)=(z—1)[(x+3)*+ 2], tem-se

322+ 2z — 2 A Bz +C

x3—1 x—1+x2+x—|—1

= 32?422 —-2=A(2*+2+1)+ (Bx+C)(z —1)

3=A+B

& 2=A+C-B
—-2=A-C
A=1

= B=2
C=3

Assim,

3r2 4 20 — 2 1 2x + 3
—_——dr = d —d
/ x3—1 . /$_1x+/m2+x+1m
20+ 1 2
=1 -1 —d —d
Oge|'x |+/$2+$+1x+/l‘2—|—$—}—1x

= loge|x—1|+loge]a:2+x+1|+/

(x+3)2+3

2
= log, |z — 1| +log, |z + 2z + 1| + — / ‘/52 dx
<2x+1> 11
V3
4 2z +1
= log, |(x — 1)(2* + x4+ 1)| + —=arct ( )+c,
g |(z = 1)( )| Nl
Exercicio 7.4. Calcular os sequintes integrais indefinidos:
0 [t ) [ ) [ e
1 x; 1 x; 11 ——dux;
2 -1 (x+1)(x+2)2 " 2+ 2x+3
, 1 20 — 3 , br — 3
(iv) /xQ — 1dm; (v) / o 1dx; (vi) / o
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Exercicio 7.5. Calcule cada um dos sequintes integrais indefinidos:

1. /v2:c—|—1d:1:; 14. / Vx2+1dx;
T
2. | 2*Vx + ldx; 4+ ar+1
15 [ EET g
z(z?2+1)
T
Y- 1
24 — 12
4. /COS2($)d$; .
17. / dx;
et —1
5. /senS(a:)dx;
18. /msen(xz)da:,
p / cos T d-
© ) sendx .
19. / - dz:
7. /cos(Zx)\/él — sen(2x)dzx; cost + 2senx + 3
g sen\/x + ldx' 20. /marctg(m)dx;
. Va+1 ’
2 21. /xlogg xdx,
9. /952(81'3 +27)3dx;
1
10 senr + cosx di- 29 / e xdx;

) senz — cosx
11. /sen(w) cos(z)dx; 23. /eﬁdx;

1
12. /xsen(:r;) cos(z)dz; 2. /:E_Qsen;dm;

VT e
135. /de, 25. /xe d.f,

Exercicio 7.6. Calcule o integral indefinido
1
—d
/ 2+ cosx o

1. Considere x = 2arctgt e verifique que

sequintes etapas:

2t 1—1
1+ 2 € COSZC:m,

SENT =
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2. Calcule o integral através da mudanca de varidvel x = 2arctgt com x € R e
te]-3.50
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8 Integral definido de uma funcao real de varidvel real

Definigao 8.1. Seja [a, b] um intervalo fechado e limitado de nimeros reais. Chama-se
particao do intervalo [a,b] de dimensao n € N a qualquer conjunto

P = {CL =20, T1,X2y.-+,Tp-1,Tpn = b} g [a'7b]7
onde x;_1 < x; para todo i € {1,...,n}.
Sendo P = {a = xg, 21,22, ...,2Tpn_1, T, = b} uma particdo de [a,b] e f : [a,b] — R

uma funcao limitada, representa-se por:
o Ay =x;— w1 >0
o m; =inf {f(z):x€lr;iy,m]}= inf flz);

T€[wi_1,2)

o My=sup{f(z):z¢€x;i1,z]} = sup f(z).

me[aci_l,xi}
Definicao 8.2. Seja f : [a,b] — R um fun¢ao limitada.

1. Define-se soma inferior de f relativamente a particao P como sendo a soma:
n
S(,P) =) mil,,.
i=1
2. Define-se soma superior de [ relativamente a particio P como sendo a soma:
n
S(f,P)=> M,
i=1

Observe-se que m; = inf  f(z) < sup f(z) = M;, paratodoi € {1,...,n},
TE[wi—1,2i] T€[wi1,2;]
donde se conclui que

s(f,P) < S(f,P).
Se P* é uma outra partigao de [a, b] tal que
P C P,
entao, das defini¢oes de soma superior e de soma inferior, conclui-se que
s(f,P) <s(f,P") < S(f,P") < S(f.P).

Observagao: Note que quanto menores forem os valores de A,,, maiores sao o0s valo-
res de m; e menores sao os valores de M;. Consequentemente, quanto menores forem
os valores de A,,, maiores sao as somas inferiores e menores sGo as SOMAS SUPETIOTES.

Consequentemente,
n n
lim E m;A,, < lim E M;A,..
Ay —01 < Ay, —0t <
(ni«koo) i=1 (n—z>+oo) i=1
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Definicao 8.3. Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada.
Diz-se que f é uma fungao integrdavel em [a,b] se

li A, = i MA,,,

S, D milhe = T ) M
ou seja

li = 1 =1

Jm s(hP) = Hm S(fP) =1,
com I € R.

Ao wvalor do limite, I, chama-se integral definido de f em [a,b] e representa-se por

I / ’ fa)de.

Observagao: Dada f : [a,b] — R uma fun¢do limitada ¢ P = {a,x1,...,2,_1,b} de
[a,b]. Escolhendo €; € [x;,x;—1], comi € {1,...,n}, tem-se

i=1 i=1 i=1

Se f € integravel em |[a,b], entdo conclui-se que

b n
lﬂmmi$%gy@mw

Como consequéncia da definicao de funcao integravel e das propriedades de limites
de funcgoes é possivel estabelecer as seguintes propriedades do integral definido.

Proposicao 8.1. Sejam f,g : [a,b] — R funcgdes integrdaveis em [a,b] e o € R tem-se

1 / F(w)dz = 0;

2 /baf(a:)da: _ —/abf(a:)da:;

3. A fungao «.f € integrdvel em [a,b] e
b b
/ af(x)dx:oz/ f(x)dx;

4. A fungao f+ g € integravel em [a,b] e

l@m+m@wzlﬂww+£2mw;
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5. Para todo c € [a,b], as fungdes f, , :[a,c] = Ree fi_, :[c,b] = R sdo integrdveis

6 /abf(a:)da::/acf(x)dw+/cbf(x)dx

6. Se f(z) < g(x) para todo x € [a,b], entdo

/f da:</ g(x)dz.

Defini¢ao 8.4. Sejam f,g : [a,b] — R funcoes integrdveis tais que f(x) < g(z) para
todo x € [a,b]. Considere-se A C R? definido por

A={(z,y) eR*:a<z<bef(z)<y<g)}

Define-se drea de A, como sendo

drea(.A) :/ g(x) — f(z)dz.

Prova-se que toda a func¢ao continua, definida num intervalo fechado e limitado, é
integravel, mas esta nao é uma condi¢ao necessaria para a integrabilidade. Por exemplo,
a funcao

f: 0,2 — R

N 1, z€][0,1]
2, z€]l,2]

é integravel, mas nao é continua (verifique o porqué).

Teorema 8.1 (Teorema do valor médio do integral).
Seja f : [a,b] = R uma fungdo continua.
Entao existe xo € |a,b] tal que

/ f(@)dz = f(zo)(b - a).

Demonstracao. Sendo f : [a,b] — R continua, o Teorema de Weierstrass garante que
f tem maximo e minimo. Considere-se

m= min f(x) e M = max f(x).

z€[a,b] z€|a,b]

Da definicao de integral definido, tem-se

m(b—a) < / F@)dz < M(b—a)

donde se obtém

Ydx < M.
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Sendo f : [a,b] — R continua, o Teorema de Bolzano-Weierstrass garante que existe
xo € [a,b] tal que

1 b
= | 1@ = ria)

ou seja,

/ f(@)dz = F(zo)(b - a).

Teorema 8.2 (1° Teorema Fundamental do Célculo).
Seja f : [a,b] = R uma fungdo continua.
Entao a fung¢ao @ : [a,b] — R, definida por

o) = [ fa
¢ derivdvel e ®'(z) = f(x) para todo x € [a,b].

Demonstragao. Sejam x € [a,b] e h € R tal que z + h € [a,b]. Pelas propriedades do
integral definido, tem-se

d(z + h}i —0(z) _ % (/;Jrh Ft)dt — /: f(t)dt)
1

- (/j f(t)dt + ;+h f(t)dt — /j f(t)dt)

1 x+h

Pelo Teorema do valor médio do integral, conclui-se que existe z;, € [z, z + h] ( ou
xp, € [z + h,x], para o caso de h < O) tal que

z+h
| = s+ b - a) = s
donde, pelo facto de f ser continua, obtém-se

P(z) = }lg% O(x + hf)L — O(x)

~ lim %f(xh)h = lim f(z2) = f(2).
=

Uma consequéncia imediata do 1° Teorema Fundamental do Célculo é que toda a
funcao real de variavel real, definida num intervalo, possui primitiva.

Teorema 8.3 (2° Teorema Fundamental do Célculo).
Seja f : [a,b] = R uma fungdo continua.
Se F': la,b] = R é uma primitiva de f, entdo

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).
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Demonstracao. Sejam f : [a,b] — R uma func¢do continua e F' : [a,b] — R uma sua
primitiva (F'(z) = f(z),Vz € [a,b]).

Pelo 1° Teorema Fundamental do Célculo, tem-se que ®(x) = / f(t)dt é também

uma primitiva de f. Consequentemente, existe ¢ € R tal que
O(x)— F(x)=c¢, Vax€la,b].
Consequentemente,
/x ft)dt — F(z) =¢, Vz€la,b],
ou seja '

/mf@ﬁﬁ::F@)+c, vz € [a,b].

Para x = a, tem-se
t/f@ﬁ_F@+c®0_F@+c©c_—ﬂ@.

Consequentemente, para r = b tem-se

/U@ﬁ:F@+c:m@—F@.
O

Notagao: Usar-se-d a notagao [F (a:)]z para representa a diferenca F'(b)—F'(a), escrevendo-
se

b
/fwwzwmm

sendo F' uma primitiva da funcao f.

Exemplo: Calcular o integral definido que se segue

2
/ 32% — 22 + 1dx.
1

Aplicando o 2° Teorema Fundamental do Célculo, tem-se

2
/ 322 — 2z 4 ldz = [:ps—mQ—kxﬁ
1
= (2°-2°42)— (P -1*+1)
= 6—1=5.
Como se verificou no exemplo apresentado, o 22 Teorema fundamental do Célculo
fornece um processo para calculo do integral definido sem recorrer, de uma forma

directa, a definicao. Com base nas técnicas de cédlculo de primitivas, descrevem-se as
seguintes situacoes:
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Calculo, por partes, do integral definido
Dadas f,g : [a,b] — R fungoes diferenciaveis, tem-se

[ @@ = s@gls - [ @i

Calculo, por substituicao, do integral definido
Dadas f : [a,b] — R uma fungao continua e ¢ : [o, f] — [a, b] uma fungao bijectiva
e derivdvel tal que p(a) = a e p(f) = b, tem-se

b B
/ f(a)da = / Fo@)¢ (v)dy.

Exemplo: Calcular o integral definido

1
/ relTdz.
0

Na integragao por partes, escolhendo u(x) = z e v/'(z) = !

, tem-se

1 1
1+xd — 1+ 1_/ 1+xd —1. 1+1_0. 140 _ [, l+z 1
/O:Ue e T B R G
= - (?—¢)=e

Exemplo: Calcular o integral definido

1
/ xv1+ zdx.
0

Para calcular o integral definido por substitui¢do, considere-se a fungao ¢ : [1,2] —
[0, 1] definida por ¢(y) =y — 1.
Tem-se

/0$\/1+95d1' = /1(y—l)\/l%—y—l(y—l)’dy:/l(y—l)\/gdy

2 1 Z 1 25 2 5]
= /(y—l)deyz/ y? +yrdy = | zy? + qy2
1 1

5 37 1,
B 23\/§+22\/§ 2 2
5 3 5 3

66



Exercicio 8.1. 1. Calcule o valor dos sequintes integrais definidos:

(i) /1 o (id) /0 T sen(o)|des (i) /0 e de:

(iv) /Oﬂxsen(a:)dx; (v) /0 Va2 + ldz;  (vi) i %dw;

(vid) /0 gsen(ag)cos(gc)dgg; (viid) /1 . dz; (iz) /0 1 LR

2+ 3x 22—z

(x) /0 Sde; (xi) / 2 sh(z)da; (2ii) / 2 ch(z)dz.

2 2

32% —cos(mz), 0<z<1

2. Calcule/ f(z)dz, com f(x) = .
0 log, v/, 1<z<e

3. Calcule a derivada de cada uma das sequintes fungoes:

(a) f:R — R definida por f(z) = /x e dt;
0

(b) g: R — R definida por g(x) = / e’ + tdt;
0

23

(c) h: R — R definida por h(xz) = / e + tdt.
$2
4. Calcule as dreas das figuras limitadas por:

(a) apardbolay:%2 ecasretasr =1, =3 ey =0;
(b) a pardbola y = x> — 4 e o eizo das abcissas;
(c) a pardbola x =2 —y — y? e o eixo das ordenadas;
(d) o grifico y = senz e a pardbola y = z* — .
5. Calcule a drea da regiao(limitada) compreendida entre os grdficos das fungoes f e
g definidas por:
(a) f(z) =2° e g(x) =a;
(b) f(z) =4 —a* e g(z) =0;
(c) f(x) =4—2% e g(x) =8 — 22°%;
(d) f(x) = |z| e g(x) = —2? + 2 + 4.
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6. Calcule a drea de cada uma das regioes:

1
(a) A = {(m,y) eR?: gx2 —1<y< §x2};

(b) B ={(z,y) € R? : 222 — 22 < y < 2?};
(c) C={(z,y) eR?:2? <y < 2w +3};

(d)D={(x,y)eR2:¥zwzy2}-
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9 Equacoes diferenciais

Exercicios:

1. Obtenha a solucao geral de cada uma das equacgoes diferencais lineares que se segue:
(i) y =3y =e" (i) zy — 2y = °; (#11) y' = sen (2x) — ytga;
(iv) y' =loga;  (v) 2y +ay=0; (vi) y' + 2y = 27
(vii) ¥ +y = e®*;  (viid) y'senz +ycosx = 1; (iz) v — 4y = 2e%;

2. Obtenha a solugado para cada um dos problemas de valores iniciais que se segue, indicando o
dominio da solugao:
(a) ¥ =3y +a, com y(0) = 1;
(b) z(z+ 1)y +y=a(z+ e *, comy () =1;
(c) ¥ + ycotgw = 2cosx, com y (%) = 0;

3. Lei de Newton do arrefecimento: “A variagdo de temperatira de um corpo é proporcional a
diferenca entre a temperatura do meio ambiente e a temperatura do corpo.”

(a) Obtenha a equagao diferencial que descreva a Lei de Newton do arrefecimento,

(b) Supondo que a constante de proporcionalidade é 3 e a temperatura ambiente se encontra
constante igual a 10, determine uma funcao que descreva a evolugdo da temperatura de um
corpo que seja colocado nesse ambiente (tempo=0) com uma temperatura de -2.

4. Um tanque contém 100 litros de 4gua com uma concentracao de sal 2 gr por litro. Uma torneira,
da qual sai 4gua (com uma concentragao de sal de 3 gr por litro) a razdo de 2 litros por minuto,
é aberta para o tanque do qual sai igual quantidade de dgua & que entra.(supoe-se que existe
uma mistura uniforme da dgua que entra com a dgua existente no tanque).

Determine o total de sal existente no tanque em cada instante.

5. Resolva cada uma das equagoes diferenciais de varidveis separaveis:
(i) y' = cosx(l —y?); (ii) x —yy' = 0; (i1d) (x + 1)y’ +y? = 0;
(iv) 2y’ +y = o (v) ¥ = y* (vi) y' + tgacotgy cosy = 0;

(vii) y'e 3 = y? —4;  (viii) y +y?cosx =0; (iz) y' — 4y = y>.
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