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CONTEUDO



Capitulo 1

Conjuntos e Funcoes

1.1 Generalidades sobre conjuntos

Entende-se por conjunto como sendo uma lista de objectos de natureza qual-
quer na qual é irrelevante a ordem e o nimero de vezes em que cada objecto
¢é listado. Em lugar de lista, pode ser colocada a palavra colec¢ao, familia,
aglomerado, ou mesmo class. Neste sentido, as palavras lista, colec¢ao, familia,
aglomerado, classe sao aqui nesta sebenta entendidas como sinénimos. Os ob-
jectos que compoém os conjuntos designam-se por elementos. Usam-se letras
maiusculas para denotar conjuntos, A, B,..., e os seus elementos sao denotados
por letras minusculas, a, b,.... A afirmacgdo “o elemento a pertence ao conjunto
A’representa-se por a € A; a afirmacao “o elemento a nao pertence ao conjunto
A”representa-se por a ¢ A.
Os conjuntos podem ser representados por extensao

X ={z1,22...,2,},

em que i, xo,...,T, Sa0 os elementos pertencentes ao conjunto X, ou por com-
preensao

B={a€A:P}ouB=/{a:P},

em que antes de “:”descreve-se a natureza dos elementos do conjunto B e depois
de “”apresenta-se a propriedade P que identifica os elementos quer pertencem
ao conjunto. Por vezes, em lugar de “:”usa-se uma barra vertical, “|”.
Assume-se que existe um conjunto que ndo tem elementos, designado por
conjunto vazio e representado por (), e usa-se a notacao usual para representar os

varios conjuntos de nimeros:
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1. N={1,2,3,...} o conjunto dos niimeros naturais;

2. Ng = {0} UN o conjunto dos niimeros inteiros nao negativos;
3. Z=1{0,1,—-1,2,-2,3,-3,...} o conjunto dos nimeros inteiros;
4. Q= {% :p€EZ,q€ N} o conjunto dos niimeros racionais;

5. R o conjunto dos niimeros reais;

6. C o conjunto dos niimeros complexos.

Um conjunto X com um numero finito de elementos diz-se finito, representando-
se por #X o ntmero de elementos de X. Caso #X = 1, o conjunto X designa-se
por conjunto singular. Um conjunto que nao seja finito diz-se infinito.

Diz-se que A é um subconjunto de B se todo o elemento de A é também
elemento de B, i.e. z € A implica que x € B, denotando-se por A C B. Caso
AC BeBCA, entdao os conjuntos A e B s&o o mesmo, i.e. A= B.

Dado um conjunto X, define-se o conjunto das partes de X como sendo

P(X)={Y:Y C X}

Dados A e B conjuntos, define-se a uniao, representa-se por A U B, como
sendo o conjunto constituido pelos elementos que pertencem a pelo menos um
dos conjuntos A e B, e a interseccao, representada por A N B, como sendo o
conjunto constituido pelos elementos que pertencem simultaneamente aos dois
conjuntos A e B.

Se {Aa} 7 € uma colecgao de conjuntos e / um conjunto de indices, definem-

se a interseccao e a uniao respectivamento por
ﬂAa:{m:xeAa,VaEI} e UAa:{m:EaEI,ajeAa}.
acl acl

A unido anterior diz-se dijunta caso A, N Ag = () para todo «, 3 € I com a # f3.
Caso I = N, usa-se a notagao

ﬁAn:ﬂAn e GAn:UAn.
n=1 neN n=1 neN

Dada uma colec¢ao de conjuntos, (A”)n N’ definem-se:

(a) o limite sup de (A”)neN por

limsup A4,, = ﬂ ( Ak> , (1.1)
" k=n
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isto é
o0
a € limsupA4,, & ac U Ap,Vn € N
n

k=n
< a pertence a uma infinidade de conjuntos Ay;

(b) o limite inf de (An)neN por

liminf A,, = (ﬂ Ak> , (1.2)

isto é

oo
a €liminf A, & dngeN:ae€ ﬂAk
" k=ng
& a pertence a todos os conjuntos A, a partir de certa
ordem, ng.

Por 1ltimo, considerados dois conjuntos A e B, define-se a diferenga do con-
junto A pelo conjunto B por

A\B={r€A:x¢B}

a diferenca simétrica entre os conjuntos A e B por

AAB=(A\B)U(B\A4),

e o produto cartesiano de A por B por

Ax B={(a,b):ac Aebe B}.

Esta ultima nocao pode ser generalizada para uma quantidade maior de conjun-
tos, a saber, paran € N e Aq,..., A, conjuntos, define-se o produto cartesiano
dos n conjuntos por

Ay x Ag x -+ x Ay ={(a1,...,ap) 1 a; € Aj,Vi=1,...,n}

e, caso A; =--- = A, = A, escreve-se apenas A" = A x ... x A (n factores).

1.2 Recta acabada

Na teoria da integracao € inevitavel lidar com o infinito. Consequentemente, é
importante juntar ao conjunto R os simbolos —co e oo de uma maneira relativa-
mente Obvia por forma a nao “alterar significativamente” a relacao de ordem < e
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as operagao soma, +, e produto, -, usualmente definidas no conjunto dos ntimeros
reais.

Define-se recta acabada, denotando-se por R, como sendo o conjunto dos
niimeros reais em unido com os sfmbolos —0o e 0o, R = R U {—o00, 0}, res-
peitando a seguinte ordem

—xo<zr<oco, VreR (1.3)

Desta forma o par (R, <), com a relacio de ordem usual em R mais (1.3), é um
conjunto totalmente ordenado.

Definicao 1.1. Sejam X CR e a € R. Diz-se que:

1. o elemento a € infimo de X se

a<azxz,VerelX
VyeR, (y<azVzeX)=y<a) ’

denotando-se por inf X ;

2. o elemento a ¢ supremo de X se

r<a,VreX
VyGR((mﬁy,V:nGX)éagy) ’

denotando-se por sup X ;

3. o elemento a € minimo de X se a = inf X e a € X, denotando-se por

min X ;

4. o elemento a é¢ mdximo de X se a = supX e a € X, denotando-se por

max X .

No conjunto totalmente ordenado (R, <), todo o conjunto nao vazio X C R

possui infimo e supremo.

Definicao 1.2. Define-se intervalo em R como sendo um subconjunto X de R
para o qual existem a,b € R, com a < b, tais que X assume uma das sequintes

formas:
1. X =[a,b] ={x eR:a <z < b}
2. X =la,bj={x €R:a <z <b};

3. X =la,bj={r €R:a<x<b};
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4. X =la,b)={r eR:a<x<b}.

As usuais operacoes da aritmética, soma e produto, em R sdo de seguida
extendidas aos elementos de R da seguinte forma:

1. Para a,b € R a operacgao soma, a + b, e a operagao produto, a.b definem-se
da forma usual;

2. Para a € R define-se

o0+ a=a+ o0 =00 o a _a — 0
—c04+a=a—00=—00 oo -0
3. Para a > 0 define-se
00.0 = (.00 = 00 _
(—x).a = a.(—00) = —c0
4. Para a < 0 define-se
00.a4 = @.00 = —00 '
(—0).a = a.(—00) =00
5. Define-se
00.0=0.00=0 ]
(—0).0=0.(—0) =0
6. Define-se
00.00 = 00 . 00.(—00) = —o0
(—00).(—0) =0 ’ (—00).00 = —00

~ ~ . - 00 00 .

Nao estao definidas as operagoes oo — oo, —00+00, ——, nem T De referir que
—00 00

as propriedades comutativa e associativa da adigao e do produto sao validade em

R, assim como a propriedade distributiva. Contudo é importante ter em atengao

o facto de as leis de cancelamento nao serem véalidas em R.

1.3 Generalidades sobre funcoes

Nesta sebenta considera-se a usual definicdo de funcao, f, de um conjunto X
para um conjunto Y, nao vazios, em que a cada elemento x € X, designado por
objecto, associa um s6 elemento f(z) € Y, designado por imagem de z. Usa-se a
notacao
fr X — Y
x = f(z)’
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ou simplesmente f : X — Y quando nao ha necessidade de explicitar a regra de
correspondéncia, f(x). Ao conjunto X chama-se dominio de f e ao conjunto Y
chama-se conjunto de chegada de f.

Dados A C X e B C Y, define-se imagem de A por f como sendo o conjunto

flA) ={f(x) :z€ A} CY,

e imagem reciproco de B por f como sendo o conjunto

f'B)={reX:f(x)e B} CX.

Ao conjunto f(X) chama-se contradominio de f.
Para simplificar a notacao, caso F C P(Y) escrever-se-4 f~!(F) para repre-

sentar o conjunto
A ={71(B): Be F} cP(X),
ese T C P(X), entao escrever-se-a f(7) para representar o conjunto
F(T)={f(A): Ae T} CP(Y).
Definicao 1.3. Uma funcao f: X — Y diz-se:
1. injectiva se

Vai,z9 € X : (f(acl) = f(JTQ)) = (xl = x2);

2. sobrejectiva se

3. bijectiva se é injectiva e sobrejectiva.

De uma forma sucinta, descrevem-se de seguida processos para operar fungoes.
Comegando com a composicao, dadas f: X — Y e g:Y — Z funcoes, define-se

a funcao composta de g apés f, como sendo a fungao
gof: X — Z
z = g(f(z)
No caso em que uma funcao f : X — Y é bijectiva, existe a chamada funcao
inversa definida como a unica funcao g : Y — X tal que
fog=idy e gof=idx

dx: X — X o idy: Y — Y
T = T y o=y
identidade em X e a funcao identidade em Y. A notacdo usual para a funcao

onde sdo, respectivamente, a fungao
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inversa de f é f~!. De referir que, apesar de idénticas, nio existe ambiguidade
com a notagao adoptada para conjunto imagem reciproca de uma funcao.

Para funcoes com imagens em R, designadas por fungoes reais, ou com ima-
gens na recta acabada, de uma forma natural define-se a seguinte relacao de
ordem parcial.

Definigao 1.4. Seja X um conjunto ndo vazio.
Em cada um dos conjunto

F(X,R)={f:X = R|f € funcao }

F(X,R)={f: X = R|f € fungdo }
define-se a relagao de ordem parcial “<”por
f<ge (flz) <g(z),Vz € X).

Quer em F(X,R), quer em F(X,R), h4 a possibilidade de se construirem di-
versas operagoes de funcoes. Neste sentido, apresentam-se as seguintes definigoes.

Definicao 1.5. Sejam X #0 e f,g: X — R (ou R) fungées e o € R.
Caso a regra de correspondéncia esteja bem definida para todo o ponto do
dominio, X, define-se:

1. fungao mdzimo de f e g por max{f,g}(z) = max{f(z),g(z)}, para todo

x e X;
2. fung¢ao minimo de f e g por min{f,g}(z) = min{f(z),g(x)}, para todo
x e X;
3. fungao soma de f com g por (f + g)(x) = f(x) + g(x), para todo x € X ;
4. fungao produto de f com g por (f.g)(x) = f(x).g(x), para todo x € X;
i : _ f(=) .
5. fungdo quociente de f por g por (f/g)(z) = ﬁ, para todo x € X;
gquocente 9(z
6. funcao médulo de f por |f|(z) = |f(x)|, para todo x € X;

7. fung¢ao produto escalar de o com f por (af)(z) = a.f(x), para todo x € X;
8. fungdo parte positiva de f por fT(z) = max{f(z),0}, para todo x € X;
9. fungdo parte negativa de f por f~(x) = —min{ f(z),0}, para todo z € X.

Seguem-se algumas propriedades da parte positiva e parte negativa de fungoes

que serao utilizadas posteriormente.
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Teorema 1.1. Sejam X #0 e f,g: X — R (ouR) funcoes.

Entao

1. Se f < g, entao fFr<gteg < f;

2. Tem-se (—f)T =f"eft=(=f)";

3. Tem-se f=ft—f el|fl=f"+f".
Demonstragcao. Prove-se cada item separadamente.

1. Seja x € X.
Se f(x) = 0, entdo g(z) > f(z) = 0, logo g*(z) = g(z) = f(x
Suponha-se que f(z) < 0. Se g(z) > 0, entdo gt (z) =g
Se g(z) < 0, entdao g (x) = 0= fT(x).

Conclui-se assim que fT < g*.

De forma andloga se prova que g~ < f~.

2. Sejax € X.
Se f(x) >0, entdao —f(x) <0, logo f~(z) =0 = (—f)" ().
Se f(z) < 0, entdao —f(x) > 0, logo f~(z) = —f(x) = (—f) " (2).

Conclui-se assim que f~ = (—f)7.

De forma anéloga se prova que f+ = (—f)".

3. Consequéncia imediata das defini¢oes de funcao parte positiva e de funcao
parte negativa.

O

Definigao 1.6. Sejam X # 0 e (fu)nen uma colecgio de fungoes em F(X,R).
Define-se:

1. a fungao infimo de (fn)n por
(i%f fn> (v) = inf{fa(2)} = inf{fa(z) i €N}, Vo€ X;
2. a fungdo supremo de (fn)n por

(sgp fn> () = SLT];p{fn(fL‘)} =sup{fn(z) :n € N}, VzelX;

3. a fungdo limite inferior de (fn)n por

(limn inf fn> (z) = <s%p ( inf fk>> (z), VzeX;
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4. a fungao limite superior de (fn)n por

(i) 0 (st () ) o

A Defini¢ao 1.6 também é aplicdvel quando (fy,)nen s@o fungdes em F(X, R),
desde que os infimos e/ou supremos existam.

Nota 1.1 E importante notar que as funcoes limsup f, e liminf f,, podem
n n

também ser obtidas, respectivamente, por

<limsupfn> (x) = inf{sup{fk(a:) ck>n}:ne N}, Ve e X

n

e por
<liminffn> (z) = sup { inf{fx(z):k>n}:ne N}, Vz € X.
n
Umas fungoes muito usada na teoria de integragdao sao as fungoes carac-
teristicas e as fungoes simples.

Definicao 1.7. Sejam X um conjunto ndo vazio e A C X. Define-se funcdo
caracteristica de A como sendo a func¢ao

X,: X — R

N 1, z€ A
0, z¢ A

Definigao 1.8. Seja X um conjunto ndo vazio.
Uma funcao s : X — R diz-se simples se o seu contradominio for um conjunto
finito.

Sendo S : X — R uma funcao simples, entao, por definicao, o seu contra-
dominio, s(X), é um conjunto finito, logo existem n € N e ay,...,a, € R tais
que o

s(X) =A{a1,...,an}.

Considerando, para cada i € {1,...,n}, a imagem reciproca de {«;}, ou seja

Ai=s1{a}) = {z € X : 5(z) = o4},

n
facilmente se obtém s(z) = Z QX 4, (z), para qualquer z € X, ou seja, qualquer
i=1

funcao simples assume a forma

n
SzzaiXAiv (14)
=1
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com A; = s71({a;}), para cada i € {1,...,n}.

Com base na forma (1.4), facilmente se conlui que quer a soma, quer o produto
de fungoes simples sdo também fungoes simples.

Seguem-se algumas propriedades, facilmente verificaveis, sobre as funcoes ca-
racteristicas.

Teorema 1.2. Sejam X um conjunto ndao vazio e A, B C X.

Entao
1. ACB & x, < Xp/

2. Se ANB =10, entdo x, + X5 = Xuup’

Co

- Xa T Xs = Xaus T Xanss

4o Xa-Xp = Xang’

O X =1 = Xas

6. O =xa-(FF) e (Xuf)” = xa-(f7);
A A A A )

Demonstracdo. Proposta de exercicio. ]

1.4 Sucessoes

Dado um conjunto X, designa-se por sucessao em X uma funcao cujo dominio é
o conjunto N e o conjunto de chegada é X, isto é

u: N — X

Na pratica, uma sucessao num conjunto X define uma sequéncia ordenada de
elementos de X,

formada pelas imagens. A terminomogia usual nas sucessoes é a seguinte: para
cada n € N a imagem de n designa-se por termo de ordem n e denota-se por uy;

a sucessao u denota-se por (u,)nen, ou simplesmente por ().
Definicao 1.9. Seja (an)neny uma sucessio em R, ou em R.

1. Diz-se que (ap)nen € mondtona crescente se

an < apy1, VneN;
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2. Diz-se que (an)neN € mondtona decrescente se

Ant1 < Qp, Vn € N;

3. Diz-se que (an)nen € limitada se existe L > 0 tal que

lan| < L, VneN.

Relembra-se de seguida a nocao de limite de uma sucessao real.

Defini¢ao 1.10. Um sucessao (ap)nen em R diz-se convergente para a € R se
Vo >0,dpeN:n>p=la, —al <9
O wvalor “a”designa-se por limite da sucessao (an)nen € representa-se por

a = lima,,.
n

De forma natural, as definicoes 1.9 e 1.10 sdo estendidas & recta acabada R.
Um dos resultado importante sobre sucessoes é o seguinte.

Teorema 1.3. Seja (ap)nen uma sucessao em R limitada.

1. se (an)nen € mondtona crescente, entao

lim a,, = sup{a, : n € N};
n

2. se (an)nen € mondtona decrescente, entao

lim a,, = inf{a,, : n € N}.

Demonstragao. Consultar prova em [6]. O

Uma vez que qualquer subconjunto de R possui supremo e infimo, entdo
imediatamente se observa que qualquer sucessao mondtona com valores na recta
acabada é convergente.

Nao sendo objectivo deste texto fazer um estudo sobre sucessoes reais, é im-
portante o leitor estar a par dos resultados relevantes sobre limites de sucessoes,
destacando as propriedades da aritmética de limites. A referéncia [6] é certa-
mente uma boa referéncia para consulta. Uma tarefa importante que deixo aqui
ao leitor é de fazer uma anédlise da aritmética de limites quando as sucessoes tém
termos na recta acabada.

No que se segue, apresentam-se diversas nocoes de limite para sucessoes de
funcoes, isto é, de sucessoes em F(X,R) ou em F(X,R).
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Definicao 1.11. Sejam X # 0, (fn)nen uma sucessao em F(X,R) (ou em
F(X,R)) e f: X — R uma fungdo (ou f: X — R).

1. A sucessao de fungoes (fn)nen diz-se pontualmente convergente para a fun¢ao

f se

Veg € X,Ve >0,Ipe N,Vn e N:n > p=|fn(z0) — f(zo)| <&,

ou seja, para qualquer xg € X, tem-se
lim fr(20) = f(o)-

A convergéncia pontual denota-se por fy, AN f.

2. A sucessao de fungéoes (fn)nen diz-se uniformemente convergente para a

funcdo f se
Ve>0,IpeN,Ve e X,VneN:n>p=|fu(zx) — f(z)] <e.
A convergéncia uniforme denota-se por f, — f.

Das defini¢Ges de convergéncia pontual e uniforme de sucesses de fungoes,
imediatamente se observa que a convergéncia uniforme implica a convergéncia
pontual. O reverso ¢ falso. Para um estudo sobre sucessoes de funcoes, aponta-se
a referéncia [6].

Teorema 1.4. Sejam X # 0, (f1)nen uma sucessao em F(X,R) (ou em F(X,R))
e f: X = R uma funcio (ou f: X — R) tais que f == f.
Entao

limsup f,, = liminf f,, = f.

Demonstracdo. Proposta de exercicio. ]



Capitulo 2
Espacos Topoldgicos

Nesta secgao apresentam-se nogoes e resultados sobre espacos topoldgicos essen-
ciais para se entender os fundamentos béasicos dos espacos de medida e a teoria de
integracao que se pretendem expor nestas notas. Desta forma, estes assuntos sao
aqui descritos de uma forma muito leve, devendo o leitor colocar-se a par destes
assunto em referéncias complementares. A titulo exemplificativo sdo deixadas

aqui algumas [7adicionar referéncias?].

2.1 Espacos topoldgicos
A apresentagao inicia-se com a definicao de espaco topolégico.

Definigao 2.1. Sejam X um conjunto e T C P(X).
Diz-se que T ¢ uma topologia em X se:

1. {0, X} C P(X);

2. SeVq,...,V, €T, entao (ﬂ%) eT;

i=1

3. Se {Va}aer € uma colecgio de conjuntos em T, entdo (U Va> eT.
acl

O par (X, T) designa-se por espago topoldgico.

As nocoes topoldgicas presentes nestas notas, sdo aqui descritas.
Definicao 2.2. Considere-se (X,T) um espago topoldgico.
1. Um conjunto A C X diz-se aberto se A € T;

2. Um conjunto F C X diz-se fechado se X \ F € T;

13
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3. Para Y C X, designa-se por aderéncia de Y, denotada por Y, como o
menor fechado em X que contém Y, no sentido da inclusao de conjuntos;

4. Um conjunto A C X diz-se denso se A= X;

5. Um conjunto K C X diz-se compacto se, para qualquer colec¢ao (Vy)aer
em T tal que K C Jyer Vo, existe J C I finito tal que K C Jyey Va-
Dito de uma forma diferente, toda a cobertura aberta de K admite uma
subcobertura finita;

Com o objectivo de definir subespaco topoldgico, apresenta-se em seguida um

resultado de facil verificagao.

Teorema 2.1. Seja (X, T) um espago topoldgico.
SeY C X, entao

T, ={YNvV:vVeT} (2.1)
€ uma topologia em Y .
Demonstrag¢do. Proposta como exercicio. ]

Definigao 2.3. Seja (X,T) um espaco topoldgico.
Define-se subespago topolégico de (X,T) como sendo um espago topoldgico
(Y, T, ) em que Y C X e a topologia T|, estd definida por (2.1).

Com a definigao seguinte classificam-se alguns espacgos topoldgicos:
Definicao 2.4. Considere-se (X,T) um espago topoldgico.

1. O espacgo diz-se de Hausdorff se possui a sequinte propriedade: Se x,y € X
tais que x # vy, entdao existem U,V € T tais que UNV =0, x €U ey € V;

2. O espaco diz-se de localmente compacto se para todo o ponto x € X, existe
VeT tal quex €V eV é compacto.

Segue-se a importante nocao de continuidade de funcgoes entre espacos to-
poldgicos.

Definicao 2.5. Sejam (X,Tx) e (Y,Ty) espagos topoldgicos e f : X — Y uma
fungado.
A funcao f diz-se continua se

VBeTy, [ YB)eTx
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Dois espagos topolégicos sao considerados essencialmente idénticos se a sua
natureza topoldgica for a mesma e diferirem apenas na natureza dos seus elemen-
tos. Formalmente isto ocorre quando estamos perante dois espacos topolégicos
homeomorfos.

Definigao 2.6. Dois espagos topoldgicos, (X, Tx) e (Y, Ty ), dizem-se homeomorfos
se existe um homeomorfismo entre eles, ou seja, um funcao f: X — Y continua,

bijectiva cuja funcgdo inversa € continua.

2.2 Espacgos métricos

Os espacos topoldgicos mais conhecidos sao os espagos métricos.

Definigao 2.7. Chama-se espa¢o métrico a um par (X,d) em que X é um con-
gunto nao vazio e d : X x X — [0,00[ uma fun¢ao, designada de métrica ou
distancia, que verifica as sequinte propriedades: Para quaisquer x,y,z € X,

1. d(z,y) =0 se e sé se x = y;
2. d(z,y) =d(y,x) (simetria);
3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) (desigualdade triangular).

Para a construcao da topologia induzida por uma métrica, sdo fundamentais
as defini¢oes que se seguem.

Definigao 2.8. Chama-se bola de um espago métrico (X,T) a um conjunto da
forma
B(zg,r) ={z € X : d(zo,z) <1},

onder >0 € o raio e xg € X € o centro.

Definigao 2.9. Sejam (X,d) um espago métrico e A C X.
Diz-se que A é aberto em (X, d) se

Va € A,3r >0: B(a,r) C A.

O resultado que se segue é de facil verificagdao, como tal a sua prova é deixada
a cargo do leitor.

Teorema 2.2. Seja (X,d) um espago métrico.
Entao o conjunto

Ta={ACX:A éaberto em (X,d)} (2.2)

€ uma topologia em X.
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Demonstrag¢do. Proposta como exercicio. ]

Dado um espago métrico (X, d), a topologia definida em (2.2) designa-se por
topologia induzida em X pela métrica d, T43. Desta forma (X,7y) é o espaco

topolégico induzido pela métrica d.

Definigao 2.10. Duas métricas, di e do, definidas em X dizem-se equivalentes
se induzem no conjunto X a mesma topologia.

Teorema 2.3. Seja (X, d) um espago métrico.
Entao o espago topoldgico induzido por d, (X, Tq), € um espaco de Hausdorff.

Demonstragcdo. Proposta como exercicio. ]

Nao sendo uma nogao topoldgica, é importante referir que um conjunto A C X
diz-se limitado, num espago métrico (X,d), se existe uma bola B(z,J) tal que
A C B(z,9).

A nocao de continuidade de uma funcao entre dois espagos métricos pode ser
descrita da forma que se segue.

Teorema 2.4. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espago métricos e f : X — Y uma
fungado.
A fungao f € continua se e so se

Vg € X,Ve > 0,30 > 0,Vz € X : dx(z,20) < 0 = dy(f(z), f(x0)) <e.
Demonstracdo. Proposta como exercicio. ]

No conjunto R¥, com k € N, est4 definida a métrica euclidiana d, : R¥ x RF —

[0, oo, definida por

de((z1,...,2K), (Y1, -

que induz em R* uma topologia, conhecida como a topologia euclidiana, &.

Daqui em diante, nio estando explicita qual a topologia considerada em R¥,
assume-se sempre o espaco topolégico euclidiano (R¥, £).

Descrevem-se em seguida algumas nogoes e propriedades do espago euclidiano
relevantes para o estudo que se seguiré.

Definicao 2.11. Designa-se por rectingulo aberto em RF a qualquer conjunto da

forma

R = Il X X [k
em que, para cada i € {1,...,n}, se tem I; =|a;, b;[, para certos a;,b; € R com
a; < b;.
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Facilmente se verifica que os rectangulos abertos de R* sdo conjuntos abertos
no espaco topoldgico euclidiano (R¥, £).

Teorema 2.5. Seja V # () um aberto em RF.
Entao existe (Rp)nen uma sucessao de rectangulos abertos em RF tal que

V= Ej R,.
n=1

Demonstragao. Proposta de exercicio. O

Com o objectivo de introduzir uma métrica no conjunto R, considere-se a

funcao bijectiva

r -1, Tr=—00 (2:3)
7 *ER
A funcao
d: RxR — [0,00] 9.4
@y = 1f@) - ) 24

define em R uma métrica e consequentemente induz uma topologia no conjunto

R.

Teorema 2.6. Sio homeomorfos os espacos topoldgicos (R, T3) e ([—1,1],7a,),
em que as topologias T3 e Tq, sao, respectivamente, as topologias induzidas pelas
métricas d e d..

Demonstracao. Proposta de exercicio. Para isso, basta verificar que a funcao f,
definida em (2.3), é um homeomorfismo entre os espagos topolégicos (R, T3) e

([=1,1], 7a,)- =

Como consequéncia do resultado anterior, obtém-se que o conjunto das bolas
em (R,d) é

A = {]a,b[, [~00,a,]a,00],R : a,b € R com a < b}. (2.5)
Mais, é valido o seguinte resultado.

Teorema 2.7. Seja V # () um aberto em (R,d).
Entao existe (Ap)nen sucessio em A, definida em (2.5), tal que

V= [j A,
n=1
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Demonstrag¢do. Proposta de exercicio. Para isso, usa-se o Teorema 2.5 e o homeo-
morfismo f, definido em (2.3), entre os espagos topoldgicos (R, T3) e ([—1,1], 7a,).
O



Capitulo 3

Espacos Mensuraveis

Neste capitulo introduzem-se os espagos mensuraveis, espagos estes que estao
preparados para receberem uma medida. Na pratica, ao estabelecer-se um espaco
mensuravel, estd-se a considerar um conjunto X e a identificar quais os seus
subconjuntos que serao medidos através de uma qualquer medida que o espaco
venha a receber.

3.1 o-algebra e conjuntos mensuraveis

Definigao 3.1. Seja X um conjunto e M C P(X).
Diz-se que M é uma o-dlgebra em X se

(i) X e M;
(ii) Se Ae M, entio (X \ A) € M;

(iii) Se A= U Ay, com A, € M para cada n € N, entdo A € M.

n=1

Definicao 3.2. Seja X um conjunto e M um o-dlgebra em X.
O par (X, M) diz-se espaco mensurdvel e os elementos de M chamam-se

conjuntos mensurduveis.

Dado um qualquer conjunto X, é imediato verificar que sdo o-dlgrbras em X,
a o-algebra trivial, {0, X}, e a o-dlgebra grosseira, P(X).

Teorema 3.1. Seja (X, M) um espago mensurdvel. Tem-se:

1. e M;

oo
2. Se (Ap)nen € uma sucessao em M, entdo (ﬂ An> e M;

n=1

19
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3. Se A,B € M, entao (A\ B) € M;
4. Se A, B € M, entio (AA B) € M.
Demonstragao. Seja (X, M) um espago mensuravel.

1. Pelo ponto (i) da defini¢do de o-dlgebra, Definicao 3.1, X € M e, pelo
ponto (ii) da defini¢ao de o-dlgebra, conclui-se que ) = (X \ X) € M;

2. Seja (Ap)nen uma sucessao em M. Pelo ponto (iii) da defini¢ao de o-algebra

tem-se (G An> e M.

n=1
Pelas propriedades da teoria de conjuntos e pelo ponto (ii) da definigao de
o-algebra obtém-se

()= ()

3. Sejam A, B € M. Pelo ponto (ii) da defini¢ao de o-dlgebra, X \ B € M e,
pelo ponto demonstrado anteriormente, (X \ B)NA € M (basta considerar
Ay = A; Ay = B; A, = X, para n > 2). Das propriedades da teoria de
conjuntos sabe-se que A\ B = (X \ B)N A, donde A\ B € M,

e M.

4. Por defini¢ao tem-se que (AA B) = (A\ B)U (B \ A). Pelo ponto anterior
tem-se (A\ B),(B\ A) € M, donde, considerando A; = (A \ B); A2 =
(B\ A); A, = (), para n > 2, conclui-se que (A A B) € M pelo ponto (iii)
da definicao de o-algebra.

O

Teorema 3.2. Seja (X, M) um espago mensurdvel.
Se (An)

mensurduveis.

€ um sucessao em M, entdo limsup A, e liminf A,, sao conjuntos
n

neN
n

Demonstragdo. Seja (A”)neN uma sucessao em M. Pelo ponto (iii) da definigao

o, ¢]
de o-algebra, para cada n € N, tem-se que (U Ak> € M. Pelo ponto 2. do

N(o

ou seja (lim sup An> € M, ver definigao (1.1).
n

Teorema 3.1, conclui-se que

e M,

De forma andloga se mostra que (lim inf An) e M. O
n
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Com o objectivo de definir subespaco mensuravel, apresenta-se o resultado
seguinte, cuja prova é deixada como exercicio.

Teorema 3.3. Sejam (X, M) um espago mensurdvel e Y C X.
Entao

My ={YNM:Me M} (3.1)
€ uma o-dlgebra em Y .
Demonstragao. Proposta de exercicio. ]

Definicao 3.3. Seja (X, M) um espagco mensurdvel.
Chama-se subespa¢o mensurdvel de (X, M) a um espago (Y, My) em que
Y eMeMy éao-dlgebra em Y definida em (3.1).

O lema que se segue permite construir uma o-algebra a partir de qualquer
subconjunto do conjunto das partes de um dado conjunto.

Lema 3.4. Sejam X um conjunto e (Mq),ep wma colecgdo de o-dlgebras em X.

Entao
M.
acl

€ uma o-dlgebra em X.

Demonstragao. Considere-se (Mg),; uma coleccao de o-dlgebras num dado con-

Mz(ﬂ/\/la>.

acl

junto X e defina-se

1. Para cada o € I, M, é uma o-algebra em X donde M, C P(X). Conse-
quentemente M C P(X).

2. Paratodo a € I, X € M, porque cada M, é uma o-dlgebra em X. Assim,
X € (Nper Ma), ou seja X € M.

3. Seja A € M. Consequentemente, A € M, para todo a € I e, sendo cada
M., uma o-algebra em X, tem-se (X \ A) € M, para todo « € I, logo

(X\A) e (ﬂMQ> = M.

a€cl

4. Seja (A”)neN um sucessdo em M. Consequentemente A, € M, para todo

a € I e todo n € N. Considere-se o € I fixado arbitrariamente. Desta
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forma tem-se (A;,)nen é uma sucessao em M, e, sendo M, uma o-algebra

( U An) e M.

Como « € [ foi fixado arbitrariamente, conclui-se que

(O] <) =

Dos pontos anteriores conclui-se que M é uma o-algebra em X. O

em X, tem-se

O Lema 3.4 d4a consisténcia a definicdo que se segue.

Definigao 3.4. Sejam X um conjunto e F C P(X).

Define-se o-dlgebra gerada por F como sendo a o-dlgebra em X,

M(F) = () M,

Mex

onde X = {M ¢ o-dlgebra em X : F C M}

Concretizando, dado um conjunto X, a g-algebra gerada por um subconjunto
das partes de X, F C P(X), é a menor o-algebra em X, no sentido da inclusao
de conjuntos, que contém F. A sua existéncia esta garantida pelo Lema 3.4 caso
o conjunto X presente na Defini¢ao 3.4 seja nao vazio. Claramente X é nao vazio
porque a o-algebra grosseira em X é um seu elemento independentemente de qual
seja o conjunto F.

Da Definicao 3.4, imediatamente se obtém as seguintes propriedades.

Teorema 3.5. Seja X um conjunto.
1. Se F1 C F» C P(X), entao M*(F1) C M*(F2);
2. Se M é um o-dlgebra em X, entao M*(M) = M;
3. Se M é um o-dlgebra em X e F C M, entao M*(F) C M.

Demonstragao. Consequéncia imediata da Definicao 3.4. O

Um exemplo de uma o-algebra gerada importante na teoria de integragao é a
o-algebra de Borel cuja definicao se apresenta de seguida.
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Definicao 3.5. Seja (X, T) um espago topoldgico.
Chama-se o-dlgebra de Borel a o-dlgebra gerada pela topologia T, ou seja,
M*(T), denotando-se por
B(T) = M*(T).

Os elementos de B(T) designam-se de conjuntos de Borel e o espa¢o mensurdvel

(X,B(T)) diz-se espago de Borel.

Nota 3.1 Sempre que se considerar R¥ (ou um seu subconjunto X) como um
espaco mensuravel e nada for dito relativamente a o-algebra considerada, assume-
se que se estd a considerar a o-dlgebra de Borel, B(£), do espago topoldgico
euclidiano (respectivamente B({AN X : A € £})).

De igual forma, sempre que se considerar R (ou um seu subconjunto X) como
um espago mensuravel e nada for dito relativamente a o-dlgebra considerada,
assume-se que se estd a considerar a o-algebra de Borel, B(73), do espaco to-
poldgico (R, 75), onde T ¢ a topologia induzida pela métrica d; definida em (2.4)
(respectivamente B({AN X : A € T;})).

Uma observacao importante sobre as o-algebras de Borel é que estas também
contém todos os conjuntos fechados como seus elementos. De facto, tem-se o
seguinte resultado.

Teorema 3.6. Sejam (X, T) um espaco topolégico e F = {F C X : F € fechado }.
Entao B(T) = M*(F).

Demonstragao. Por definigao, tem-se que B(T) = M*(T).

Se A é um aberto, isto é A € T, entao, por definicao, X \ A é um conjunto
fechado. Logo (X \ A) € F e, por defini¢ao de o-algebra gerada, tem-se (X \ A) €
M*(F) e, sendo uma o-algebra, obtém-se que A = (X \ (X \ A)) € M*(F).
Consequentemente 7 C M*(F) e pela definigdo de o-algebra gerada conclui-se
que B(T) = M*(T) € M*(F).

Pelo ponto (ii) da defini¢do de o-dlgebra obtém-se que F C B(T) donde,
novamente pela definigao de o-édlgebra gerada, se conclui que M*(F) C B(T). O

Considerem-se agora dois conjuntos nao vazios, X e Y, e uma funcao f : X —
Y. Se em Y estiver definido um espago mensuravel, (Y, My), entdo é possivel
“transferir”’para X o espaco mensuravel presente em Y da seguinte forma.

Teorema 3.7. Sejam X,Y dois conjuntos nao vazios, f : X — Y uma funcgdo e
(Y, My) um espago mensurdvel. Entdo

Mx ={f1B):Be My} =f"My) (3.2)

€ uma o-dlgebra em X.
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Demonstragdo. A prova faz-se verificando todos os itens da definicao de o-algebra,
Definicao 3.1.
Pela definicdo de imagem recipra de um subconjunto de Y por f, conclui-se

que Mx C P(X).
1. Tem-se f~5(Y) = X, logo X € Mx;
2. Seja A € Mx. Por defini¢do, existe B € My tal que A = f~1(B). Assim,

X\A = X\[UB)={reX:a¢ [(B)
— {e€X:f(2) ¢ B} =f{e e X: f(x) € (Y\B)}
FUY\ B

Sendo My uma o-dlgebra em Y, entdo (Y \ B) € My, logo f~}(Y \ B) €
Mx, ouseja X \ A€ Mx.

3. Seja (Ap)nen uma sucessao em Mx. Por definigao, existe uma sucessao
(Bn)nen em My tal que

A, = fYB,), VneN

Assim,

Ua. = Ur'B.)=U{zeX: flx) € B}
n=1 =1 1

= {xeX:f(x)e <DB">}
n=1

Sendo My uma o-dlgebra em Y e (By)nen uma sucessao em My, entao
o, ¢] (o ¢]
(U Bn> € My, donde (U An> € Mx.
n=1 n=1
Pelos pontos 1.,2. e 3. anteriores conclui-se que M x é uma o-dlgebra em X. [
Definicao 3.6. Sejam X,Y dois conjuntos nao vazios, f : X — Y uma funcdo

e (Y, My) um espago mensurdvel.
Chama-se o-dlgebra imagem reciproca d o-dlgebra em X definida por (3.2)

no Teorema 3.7.

Considerem-se novamente dois conjuntos nao vazios, X e Y, e uma funcao
f X — Y, mas agora assumindo que é em X que estd definido um espaco
mensuravel, (X, Mx). Nesta situagdo também é possivel “transferir’para Y o
espaco mensuravel presente em X, mas nao através de

F={f(A):Aec Mx).
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Facilmente se encontram exemplos de conjuntos X e Y nao vazios, f : X — Y
funcao e Mx o-dlgebra em X tal que F nao é uma o-algebra em Y.

A forma de transferir a o-algebra em X para Y estd descrita no teorema que
se segue.

Teorema 3.8. Sejam X,Y dois conjuntos ndo vazios, f: X — Y uma funcdo e
(X, Mx) um espago mensurdvel. Entao

My ={BePY): f1(B)e Mx} (3.3)
€ uma o-dlgebra em Y .

Demonstragao. Mais uma vez, a prova faz-se verificando todos os itens da de-
finicao de o-dlgebra, Defini¢ao 3.1.
Por definicao do conjunto My, (3.3), tem-se My C P(Y').

1. Tem-se f~1(Y) = X e X € Mx, pois Mx é uma o-algebra em X. Assim
Y € My;

2. Seja B € My. Das defini¢oes obtém-se

JUY\B) = {reX:f@2)e(¥\B)
— {(weX:f@)¢B)={rcX:a¢ [(B)
X\ F4(B).

Por (3.3) tem-se f~1(B) € Mx. Sendo Mx uma o-algebra em X, entdo
X\ fYB)eMx,logo f71(Y\ B) € My, ousejaY \ Be€ My.

3. Seja (Bp)nen uma sucessao em My . Das defini¢oes facilmente se verifica

[rexcsme ()

= U{xGX:f(iL')GBn}

n=1
= U f_l(Bn)-
n=1

que

B
3
12
o
N——
I

Sendo (B, )nen uma sucessao em My, por (3.3), tem-se que (fil(B"))neN

é uma sucessdo em Myx. Como Myx uma o-dlgebra em X, obtém-se
oo

(U f_l(Bn)> € Mx, ou seja f* <U Bn> € My, donde se conclui
n=1

n=1
que (U Bn> € My.

n=1
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Pelos pontos 1.,2. e 3. anteriores conclui-se que My é uma o-dlgebra em Y. [

Definicao 3.7. Sejam X,Y dois conjuntos ndo vazios, f : X =Y wma funcdo
e (X, Mx) um espagco mensurdvel. Chama-se o-dlgebra imagem a o-dlgebra em
Y definida por (3.3) no Teorema 3.8.

Teorema 3.9. Sejam X,Y dois conjuntos ndo vazios, f : X — Y wuma funcdo e
F CP(Y). Entao
JTHMH(F) = M (FH(F)).

Demonstracao. A demonstragao é feita por dupla inclusdo, ou seja, num pri-
meiro momento demosntra-se que M* (f~1(F)) C f~! (M*(F)), e num segundo
momento que f~ (M*(F)) C M* (f~HF)).

1. Pela Defini¢do 3.4 tem-se F C M*(F) e desta forma obtém-se f~1(F) C
f Y M*(F)). Como f~1(M*(F)) é um o-dlgebra em X, Teorema 3.7, pela
definicdo de o-lgebra gerada, obtém-se M* (f~1(F)) C f~HM*(F)).

2. Considere-se o conjunto

My ={BeP(Y): fH(B) e M*(f"H(F))}.

Por um lado, o Teorema 3.8 garante que My é uma o-algebra em Y.

Por outro, F C My. Efectivamente dado B € F tem-se, pela Defini¢ao
3.4, que fY(B) € f~YF) C M*(f~1(F)) donde se conclui que B € My

Pelo ponto 3 do Teorema 3.5, tem-se
M*(F) € My

donde
FHMA(F)) C T (My) S M*(FHF)),

provando o resultado. De reparar que a segunda inclusao é de facil veri-
ficacio uma vez que A € f~!(My) implica que existe B € My tal que
A= f~Y(B), e como B € My, entdo A = f~1(B) € M* (f~1(F)).

O

3.2 Funcgoes mensuraveis

Nesta seccao introduz-se a nocao de funcao mensurdvel a demonstram-se as suas
propriedades base. Especial atencao serd dada as funcoes reais, ou mais geral-
mente, as funcées com imagens em R.
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Abusando do parelelismo, pode-se dizer que as fungoes mensuraveis estao para
0s espacos mensuraveis, assim como as fungoes continuas estdo para os espagos
topologicos.

O estudo inicia-se com a introducao da definigao.

Definigao 3.8. Sejam (X, Mx) e (Y, My) dois espacos mensurdveis e f : X —
Y uma funcao.
A funcdao f diz-se mensurdvel se

VB € My, f(B) € Mx.

Nota 3.2 De notar que, independentemente de qual seja a o-adlgebra definida em
Y, se em X estiver definida a o-algebra grosseira, entao qualquer funcao f : X —
Y é mensuravel, ao passo que se em X estiver definida a o-algebra trivial entao
s6 as fungoes f : X — Y constantes é que sao mensuraveis. Efectivamente, toda
a funcao constante definida entre espagos mensuraveis é uma funcdo mensuravel
(verifique).

O resultado que se segue garante que a composta de fungbes mensuraveis é
sempre uma funcao mensuravel.

Teorema 3.10. Sejam (X, Mx), (Y,My) e (Z,Mz) espacos mensurdveis e
f: X =Y, g:Y — Z funcdes mensurdveis.
Entao go f : X — Z € mensurdvel.

Demonstragdo. Seja B € Myz. Sendo g uma funcido mensuravel, entdo g~ !(B) €
My e, uma vez que f é também uma funcio mensuravel, obtém-se que f~!(g~(B)) €
Mx. Como f~1(g71(B)) = (go f)~1(B), a prova esté concluida. O

O teorema seguinte apresenta uma caracterizacao das fungdes mensuraveis
que, no conjunto de chegada, estd definido uma o-algebra gerada.

Teorema 3.11. Sejam (X, Mx) um espago mensurdvel, f: X — Y uma fungao
e F CP(Y). Considerando o espago mensurdvel (Y, M*(F)), tem-se

(f mensurdvel ) < (VA€ F, f71(A) € Mx).

Demonstragdo. Assumindo que f é um fungdo mensuravel e sabendo que F C
M*(F), da Definicdo 3.8 imediatamente se conclui que f~'(4) € My para
qualquer A € F.

Na implicagao contraria, a hipétese pode ser traduzida por

f7HF) € Mx.
Consequentemente, do ponto 3. do Teorema 3.5, obtém-se

M (f7HF)) € Mx
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e pelo Teorema 3.9 conclui-se que
JTHMA(F)) = MA(fHF)) € Mx.

Mas a inclusdo anterior diz que para qualquer V € M*(F) tem-se f~1(V) € My,
ou seja, f é uma funcao mensurdavel. O

O Teorema anterior permite simplificar a prova de que uma determinada
funcao, f, é mensuravel, nos casos em que no conjunto de chegada esta definido
um espaco mensuravel com uma o-algebra gerada. Efectivamente, este teorema
afirma que é suficiente apenas testar a mensurabilidade da imagem reciproca dos
conjuntos que geram a o-algebra em lugar de testar a mensurabilidade da imagem
reciproca de todos os conjuntos da o-algebra gerada.

O resultado que se segue ilustra bem esta situacao pois, para obter a men-
surabilidade da funcao, testa-se apenas a mensurabilidade da imagem reciproca
dos abertos.

Teorema 3.12. Sejam (X, Tx), (Y, Ty) espacgos topolégicos e f : X — Y uma
fungdo. Considerem-se no dominio de f um espago mensurdvel (X, Mx) tal que
B(Tx) C Mx, e no conjunto de chegada de f o correspondente espago de Borel
Y, B(Ty)).

Se f é uma fungao continua, entao f é uma fungcao mensurdvel.

Demonstragdo. Suponha-se que f é continua. A o-dlgebraem Y é B(7Ty ), isto é a
o-algebra gerada pelos conjuntos abertos em Y. Pelo Teorema 3.11, para provar
que f é mensuravel, é suficiente mostrar que

YA e My, VAeTy.

Seja A € Ty. Sendo f continua, Definicao 2.5, tem-se que f~1(A) € Ty, pela
defini¢ao de o-dlgebra de Borel, tem-se Tx C B(7Tx) e por hipétese B(Tx) € Mx.
Consequentemente f~!(A) € Mx o que conclui a prova. O

O implicagao reciproca do Teorema 3.12 é falsa. Por exemplo, considerando
0 espago topoldgico euclidiano (R, ) e a fungao
f: R — R

1, z>0 ,
T
-1, <0

em que no dominio se considera a o-algebra grosseira e no conjunto de chegada
a o-algebra de Borel, B(£), tem-se que f é mensurdvel mas nao é continua.
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Teorema 3.13. Sejam (X, M) um espago mensurdvel, (@,B(’Tg)) o espaco de
Borel em que T; € a topologia em R induzida pela métrica d definida por (2.4), e
f: X — R uma funcao.

Se f~(Ja, 00]) € M para qualquer o € R, entio f é mensurdvel.

Demonstracao. Uma vez que no conjunto de chegada se considera a o-algebra de
Borel, entao, pelo Teorema 3.11, é suficiente verificar que

fFFUV)eM, WV €Ty

para concluir que f é mensuravel.
Seja V' € T5. Pelo Teorema 2.7, existe (Ay)nen sucessao em A, definida em
(2.5), tal que

V=] 4.
n=1

Consequentemente
= 4,
n=1
pelo que é suficiente provar que
fHA) e M, VA € A,

onde A = {]a, b[, [—00,al,]a,],R : a,b € R com a < b}.
Considerando a,b € R, com a < b, tem-se:

1. f7YR) = X € M, pois M é uma o-dlgebra;

2. Se a € R, entdo f~!(Ja,oc]) € M, por hipétese.
Se a = —oo, entdo f1(] — 0o, 00]) = [j f71( = n,o0]) € M, pela hipétese
e pelo facto de M ser uma U—édgebrz;;:1

3. Considere-se (an)neny uma sucessao crescente tal que lima, = a em R.
n

Tem-se,

fHl=o0a) = X\ f N ([a,00]) = X\ f7 (ﬂ]amooo

n=1

— X\ (ﬂ fl(]an,OO])> eM,

pelo ponto anterior, pelo Teorema 3.1 e porque M é uma o-algebra;
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4. Tem-se f~1(Ja,b]) = f~1([—00,b]) N f~1(Ja,x]) € M, pelo dois pontos
anteriores, pelo Teorema 3.1 e porque M é uma o-dlgebra.

O]

Em seguida apresenta-se um resultado que permitird concluir que a soma, o
produto e o quociente de fungoes reais mensuraveis é uma funcao mensuravel.

Teorema 3.14. Sejam (X, M) um espago mensurdvel e fi, fo : X — R duas
funcdes mensurdveis, considerando em R a o-dlgebra de Borel.

Se H : R? = R ¢ uma funcdo continua, entdo a funcio h : X — R, definida
por h(x) = H(f1(x), f2(x)), € uma fun¢ao mensurdvel.

Demonstragdo. Observando que h = H o f, com f : X — R? definida por
f(z) = (fi(x), fo(x)), e que a H é mensuravel, porque é continua (Teorema
3.12), pelo Teorema 3.10 conclui-se que é suficiente demonstrar que f é uma
funcao mensuravel.
Pelo Teorema 3.11, ¢é suficiente demonstrar que, para qualquer conjunto aberto
V € R? se tem
fH(v)yem.

Primeiro, assuma-se que V é um rectangulo aberto em R?, denotando R = V.
Assim sendo, R = I; x Is, com I e I intervalos abertos e limitados em R, e

fUR) = {zeX:f(x)e Ry ={zec X :(fi(z), folx)) € I} x L}
= )N f () e M

porque as funcoes f; e fo s@o mensuraveis e M é uma o-dlgebra. Finalmente,
considerando V um qualquer aberto em R?, pelo Teorema 2.5 existe (R, )ney uma,
sucessdo de rectangulos abertos em R? tal que

V=] Rn
n=1
Consequentemente,
fﬁl(v) = fil (U Rn) = U fﬁl(Rn) eM,
n=1 n=1
por definicao de o-dlgebra. O

Nota 3.3 O Teorema 3.14 continua vélido se em lugar do espago topoldgico
(R, ) e o correspondente espaco mensuravel (R, B(£)), foram colocados o espaco
topoldgico (R, 73) e o correspondente espago mensurdvel (R, B(7T5)), respectiva-
mente.

Como consequéncia do Teorema 3.14 e da Nota anterior, obtém-se o corolario
que se segue, cuja prova é deixada como exercicio ao leitor.
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Corolario 3.15. Seja (X, M) um espago mensurdvel.

1. Se f,g € F(X,R) (ou pertencentes a F(X,R)) sio funcées mensurdveis,
entdo cada uma das funcoes da Definicdo 1.5 é uma funcdo mensurdvel;

2. Se (fn)nen € uma sucessao de fungoes mensurdveis em F(X,R) (ou em
F(X,R)), entio cada uma das funcées da Defini¢do 1.6 sdo fungdes men-
surdveis;

3. Se (fn)nen € uma sucessao de fungoes mensurdveis em F(X,R) (ou em
F(X,R)) pontualmente convergente para f € F(X,R) (ou f € F(X,R)),
entdo a fungdo f € mensurdvel.

Demonstragao. A maior parte da prova deste corolario é deixada como exercicio
ao leitor. No entanto, a titulo de exemplo, é aqui apresentada a prova de que
as funcoes maximo, sup, inf, limsup e lim inf sao mensuraveis. Para a prova do
ponto 3. observe que esta é uma consequéncia imediata do ponto 2., da Nota 1.1
e do Teorema 1.4.

Prove-se entao que a funcao maximo é mensuravel.

Sejam f, g : X — R duas funcdes mensuraveis.

Definindo a fungao H : RS R por H(a,b) = max{a,b}, tem-se que H é
continua. Pelo Teorema 3.14 e pela Nota 3.3, conclui-se que a funcao maximo
max{f,g}: X — R

¢ mensuravel.
r  —  max{f(z),g(z)}

Prove-se agora que as fungoes supremo e infimo de um conjunto de fungoes
mensuraveis sao mensurdveis. A prova de que a funcao supremo é mensuravel
faz-se pela aplicagao do Teorema 3.13.

Seja (fn)nen uma sucessio de fungoes mensurdveis em F(X,R). Considere-se
a fungao g = sup f, isto é

n
g=supfn: X — R
n .
z  +—  sup{fa(x):n €N}

Seja a € R. Tem-se

s ax) = freXigle)>a)={oex: (s h) 0)>af

{z € X : sup{fy(z) : n € N} > a}
{z € X|IneN: fy(z) > a}

= Uz ex: ful@) > a}

n=1
- U fn_l(]a?oo])?
n=1



32 Espacos Mensuraveis

donde se conclui que g~ 1(Ja, 00]) € M porque M é uma o-dlgebra e f,;1(Ja, 00] €
M, para todo n € N, pois f, sdo mensuraveis.
Observando que inf f,, = —sup(—f,), imediatamente se conclui que a fungéao
n

infimo de um conjunto de fun(;ges mensuraveis é mensuravel tendo em consi-
deracao que: o supremo é uma funcdo mensuravel; as fungoes constantes sao
mensuraveis (Nota 3.2); e o produto de fungdes mensuraveis é mensuravel (pro-
posta de exercicio no ponto 1.).

Finalmente, observando a Nota 1.1, conclui-se que

n>1

limsup f, = inf [ sup fx e hm inf f,, = sup (mf fk>
n n21 \ g>n

donde se conclui que as funcoes lim sup fn e hm inf f,, sdo mensurdveis porque

as fungoes supremo e infimo de um conJunto de funcoes mensurdveis sao men-
surdveis. 0

As funcoes simples desempenham um papel fundamental na teoria de inte-
gracdo. Em (1.4) observou-se que qualquer fungao simples, s, assume a forma
n

s = E QiX 4, CcOM Qg ..., an € Re A; = s71({a;}). O resultado que se segue
i=1
garante que, num espago mensuravel, s é mensurdvel se e s6 se cada A; é um

conjunto mensuravel.

Teorema 3.16. Seja (X, M) um espa¢o mensurdvel.
Uma funcao simples s : X — R € mensurdvel se e sé se a imagem reciproca
de cada uma das suas imagens for um conjunto mensurdvel em X.

Demonstragdo. Sejam (X, M) um espago mensurdvel e s : X — R uma funcao
simples. Por (1.4), a fungao s pode ser escrita na forma

n
5= E iX 4,5
i=1

com 5(X) = {ai,...,an} e A; = s 1 ({as}).

Assuma-se que s é uma fungao mensuravel. Para cada i € {1,...,n}, tem-se
que o conjunto singular {«;} é fechado e, pelo Teorema 3.6, obtém-se que {a;} é
um conjunto mensuravel. Sendo s uma fungao mensuravel, por defini¢ao, conclui-
se que A; = s~ ({c;}) é um conjunto mensurdvel para todo i € {1,...,n}.

Assume-se agora que 4; € M paratodoi € {1,...,n}. Para demonstrar que s
é uma fun¢ao mensuravel, usa-se o Teorema 3.13. Fixando a € R arbitrariamente
e definindo I, = {i € {1,...,n}: a; > a} tem-se

s (a,00)) = {a; s a5 > a} = U A,

i€l
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que é uma uniao finita de conjuntos mensuraveis. Consequentemente, por de-
finicio de o-algebra, obtém-se s1(Ja, 00[) € M e assim s é mensurdvel. O

Segue-se um teorema essencial na teoria de integracao, pois este permite con-
cluir que as fungoes reais mensuraveis sao limite pontual de sucessao de fungoes
simples mensuraveis.

Teorema 3.17. Sejam (X, M) um espago mensurdvel e f : X — [0,00| uma
funcao mensurdvel.

Entao existe (sp)nen sucessdo de fungoes simples mensurdveis, s, : X —
[0, 00], tais que

(a) 0<s1<s9<s3<---<f;
(b) lims,(z) = f(z), Vo € X (convergéncia pontual).

Demonstragao. Sejan € N. Dado t € [0, oo, existe um tinico niimero interio nao
negativo, kn(t) € Np, tal que

(3.4)
Defina-se a funcao

on: [0,00] — [0,00]

fep (1)
y . o s 0<t<n
n, n<t<oo

Desta forma tem-se uma sucessao de funcoes (¢n)nen com as seguintes proprie-
dades:

1. Para qualquer n € N, a funcao ¢, é simples e mensuravel.
Verifique que, para cada n € N, tem-se

k
on((0,00]) = {W:kzo,l,a,..n%},

logo a funcao ¢, € simples, e

1
907;1 ({;}) = |:2liak2—;|:v Vk = 071727"'52nn_17 e (70771({’”}) = [n’ 00]7

que sdo conjuntos de Borel em [0, o0], logo a funcao ¢,, é mensurdvel;
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2. Tem-se 0 < ¢1(t) < pa(t) <--- <t, ¥Vt € [0, 00].
De facto, dados t € [0,00] e n € N, trés casos podem ocorrer: t < n,
n<t<n+loun+1<t Casot<n,por (3.4), obtém-se

kn(t) kn(t) + 1]  [2kn(t) 2k,(t)+1 2kn(t) +1 2kn(t) + 2
te on AL - | ontl 7 gntl A
logo
2k, (t) ‘e [%n(t) 2kn(t)+1[
n+1 on+1 5~ gnFl
A0) ESTO N I

2ky (t)+1 2kn (t)+1 2k, (¢)+2
9 t E 2n+1 Y 2n+1

Consequentemente ¢, < ¢ny1, Vn € N.  Trivialmente se verifica que
on(t) <t para quaisquer t € [0,00] e n € N;
3. Tem-se @, — idjp,oc)- Dado t € [0, 00[, por defini¢do de k,(t), facilmente

[
se conclui que lim @, () = lim k;it)

= t. Para t = oo tem-se lim ¢, (00) =
n

limn = oco.
n

Finalmente, considere-se a sucessao de fungoes, (sy)nen, definida por s, = ¢, 0 f

para cada n € N. Pelo Teorema 3.10, cada s, é uma funcao mensuravel e, uma

vez que @, sao fungoes simples, entao cada s, é também uma fungao simples.
Para x € X, pelo ponto 2. acima tem-se

sn(®) = en(f(2)) < Pnia(f(2)) < flz), VneN,

o que prova o item (a) do Teorema.

Finalmente, do ponto 3. acima conclui-se que, para cada z € X,
lim s, (x) = lim @i (f(2)) = idpp,0c) (f () = f(2),
o que prova o item (b) do Teorema. O

Corolério 3.18. Sejam (X, M) um espaco mensurdvel e f : X — R uma funcdio
mensurdvel.

Entao existe (sp)nen sucessdo de fungoes simples mensurdveis, s, : X — R,
tal que sy, AN f.
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Demonstragdo. Seja f : X — R uma funcdo mensuravel. Tem-se f = f+ — f—,
em que ft: X — [0,00] é a fungao parte positiva de f e f~ : X — [0,00] é a
funcio parte negativa de f. Pelo Corolério 3.15, conclui-se que quer f*, quer f~
sao fungoes mensuraveis.

Como consequéncia do Teorema 3.17, existem (s;})nen € (s;, )nen sucessoes de
funcdes, de X em [0, oo], simples mensuréveis e nao negativas tais que s} — f+
es, 25

Defina-se, para cada n € N, a fungdo s, = s,/ — s, (verifique que a soma
da fungao s;7 com —s;, estd bem definida). Consequentemente (s;)pen é uma
sucessao de funcoes simples, mensuraveis e, dado = € X, tem-se

lim s, () = lim(s; (z) — 5 (x)) = f*(x) — /() = f(2).

n

O]

No dltimo resultado deste capitulo, constroem-se conjuntos mensuraveis a
partir de fungdes mensuraveis.

Teorema 3.19. Sejam (X, M) um espago mensurdvel, f,g : X — R funcgoes
mensurdveis e a € R.
Entao sao mensurdveis os sequintes conjuntos:

1. {z e X: f(zx)=g(x)+ a}; 4. {x e X : f(z) < g(x) + a};
2. {x e X : f(x) # g(x) + a}; 5. {r e X : f(x) > g(z) + a};
3. {reX: f(x)<g(z)+a}l; 6. {xeX: f(x)>g(x)+a}.

Demonstragdo. A prova estd apenas feita para os pontos 1. e 2.. Os restantes
pontos sao deixados como exercicios.

Ponto 1. Sejam v € Re f,g: X — R funcdes mensuraveis. Como qualquer
funcédo constante é mensuravel, ver Nota 3.2, pelo Corolédrio 3.15 conclui-se que
a fungao

F: X — R
= f(r) —g(r) —a
é mensurdvel. Consequentemente F~1({0}) € M porque {0} é um conjunto
fechado, logo pertencente & o-algebra de Borel em R, (ver Teorema 3.6). Mas

{reX: flx)=g(@)+a}={zreX:f(x)-gx) —a=0}=F'({0}),

ou seja, {x € X : f(z) = g(z) + a} é um conjunto mensurdvel.
Ponto 2. Uma vez que

{reX: flz)#g(@)+at=X\{zeX:fz)#g(r)+a},
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pelo ponto 1. e pela defini¢gdo de o-algebra conclui-se que o conjunto

{z € X : f(x) # 9(x) +a}

¢é mensuravel. O

3.3 Exercicios

1.

Seja (X, M) um espago mensuravel.
Dados A, B € M, mostre que
(a) (A\B) e M;
(b) (AA B) e M.
Sejam (X, M) um espago mensurdvel, Y C X e M'={Y NA: Ae M}
Mostre que (Y, M’) é um espago mensuravel.
Seja (X, 7) um espaco topolédgico e F = {F C X : F' é fechado}.
Mostre que M*(F) = B(7), onde B(7) é a o-algebra de borel.

Sejam {A,, : n € N} uma partigdo de um conjunto X e

M:{UAi:ICN}.

el
Mostre que M é uma o-algebra em X.

Sejam (X, Mx) um espago mensuravel, ¥ um conjunto nao vazio e f :
X — Y uma funcgéao.

Mostre que
F={f(A): Ae Mx}

nao é uma o-algebra em Y.
Sejam X #0e F={{z}:2 € X}
(a) Mostre que

M (F)={A e P(X): A énumerdvel ou X \ A é numerdvel}

(b) Considere, em cada uma das fungoes que se segue, o espago de Borel
(R, B) no conjunto de chegada e o espago (R, M), com M a o-élgebra
da alinea anterior, no dominio.

Mostre que:
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i. s@0 mensuraveis as fungoes

S b o
-3 z¢Q

ii. ndo sao mensuraveis as funcoes

h: R — R

id: R — R
: {3 >0
X — X X —

-3 =<0

7. Mostre que sdo mensurdveis todas as fungoes em escada, isto é, f € Z([a, b]; R),
com a < b nimeros reais e os espagos de Borel em [a, ] e em R.

8. Sejam (X, Mx), (Y, My) dois espacos mensurdveis ¢ f : X — Y uma
funcao constante.

Mostre que f é uma funcao mensuravel.
9. Seja f : R — R uma fungdo mondétona. Mostre que f é mensuravel.

10. Seja (X, M) um espago mensuravel.

Mostre que uma funcao simples

s: X — R
n

o Y aix,,(r)
i=1

com ay,...,a, € Re A; = s71({a;}) parai = 1,...,n, é mensurdvel se e
s6 se A; € M paratodoi=1,...,n.
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11. Mostre que sao mensuraveis cada uma das seguintes fungoes:

f: R — R
(a) z / 2dt
0

g: [0,400] — R

(b) {senaj reR ;
x —
2 T = +00
h: R — R
2 R .
(c) N x x € ;

+oo z € {—o0,+00}

I: R — R

(d) { 2 zxeR ;
x —
—o00 x € {—00,+00}

12. Em [8], Walter Rudin define fungao mensuravel da seguinte forma:

Dados (X, M) espago mensuravel, (Y,7T) espago topoldgicoe f: X — Y
uma funcao, diz-se que f é mensurdvel caso

ffVyeM, vverT.

Mostre que esta definicao é equivalente a apresentada na Definicao 3.8,

quando em Y se considera a o-algebra de Borel.

13. Sejam (X, M) um espaco mensuravel e f,g : X — R duas funcoes men-
suraveis. Justifique que cada uma das seguintes fun¢oes é mensuravel, caso

esteja bem definida.

(a) f+g (c) fg; (e) [~
. +. (f) g
(b) [fIP, com p € R; (d) f% 7

14. Considere o seguinte subconjunto do conjunto das parte de R
M={XePR): X =(R\A)UB, com A e (P(NJU{R}) e Be P(N)}.

(a) Mostre que M # P(R) e que P(N) C M;
(b) Mostre que M é uma o-algebra em R;
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(c) Considere as fungoes f,g: R — R, definidas respectivamente por

f(w)Z{é’ Ty © s@=ge

com (R,B) o espago de Borel no conjunto de chegada e (R, M) no
dominio.

Mostre que f é uma fungdo mensuravel e que g nao é uma fungao
mensuravel.

15. Sejam (X, M) um espago mensuravel e (fy), oy Uma sucessao fungoes men-
surdveis de X em R.

(a) Mostre que cada uma das seguintes fungoes é mensuravel:

L. <SUan>; iii. (limsupfn>;

i (inf fn> : iv. (hm inf fn> :
n n
(b) Justifique que o limite de (fy,),,c, Se existir, ¢ uma funcao mensurdvel.

16. Tome em atencao o enunciado do Teorema 3.19.

(a) Demonstre os pontos 3., 4., 5. e 6. do Teorema 3.19.

(b) Mostre que os pontos 1. e 2. do Teorema 3.19 nao sao necessariamente
verdade quando no conjunto de chegada estd definido um espaco men-
suravel geral. Concretamente, apresente exemplos de espagos men-
surdveis (X, Mx) e (Y, My) e fungbes mensurdveis f,g: X — Y tais
que

{reX: fz)=yg(x)}

nao é um conjunto mensuravel.
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Capitulo 4

Espacos de Medida

Neste capitulo procede-se a introducao de uma medida num espaco mensuravel.
Uma medida é uma funcao que, verificando os axiomas de medida, permite medir

os conjuntos mensuraveis que compoem a o-algebra do espago mensuravel.

4.1 Medida

A ideia que norteia a definicdo de medida é a de que a medida do todo corresponde
a soma da medida das partes. Esta ideia encontra-se formalizada na definicdo de
medida que aqui se apresenta.

Definigao 4.1. Seja (X, M) um espago mensurdvel.

Designa-se por medida em (X, M), uma func¢do

p: M — 0,00
A= p(A)

que verifica os sequintes axiomas:

(a) () =0;

(b) Para qualquer sucessio (Ap)nen em M, com A, N Ay = 0 para n # m,
tem-se

L (U An> = Zu(An) (o-aditividade). (4.1)
n=1 n=1

Alguma notacgao usual na teoria da medida é apresentada abaixo.
e Uma medida p, num espago mensuravel (X, M), diz-se finita se u(X) < oco.

41
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Uma medida p, num espago mensuravel (X, M), diz-se o-finita se existe

uma sucessao (A, )neny em M tal que

X=[JA4, e pA,)<oo, VneN. (4.2)
n=1

Sendo (X, M) um espago mensuravel e 4 uma medida nele definida, designa-

se por espago de medida o terno (X, M, u).

Dado (X, M, ) um espago de medida e A € M, designa-se por medida de A
a imagem de A por p, isto é p(A).

Um espac¢o de medida (X, M, u) designa-se por espago de probabilidade
caso u(X) = 1.

Alguns exemplos de medida, cuja verificacao dos axiomas (a) e (b) da De-
finicao 4.1 sao deixadas ao leitor, sao apresentados de seguida.
Num qualquer espa¢o mensuravel (X, M), é sempre possivel definir:

1. a medida nula

2. a medida grosseira

3. a medida §-Dirac

em que a € X;

4. a medida de contagem

p: M — [0,00]
#A, Aéfinito . (4.4)

A —
0o, A é infinito
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A medida de Lesbesgue, m, que permite medir subconjuntos de R¥ de uma

forma tal, que os rectangulos abertos, R C R* da Definicao 2.11, sdo medidos da
k

forma esperada, m(R) = H(bl —a;) = (by—ay) X+ x (bp —ay), serd apresentada
i=1
posteriormente.

No proximo resultado descrevem-se importantes propriedades verificadas pe-
las medidas, cuja prova surge de forma natural dos axiomas de medida.

Teorema 4.1. Seja (XM, 1) um espago de medida.
Entao

1. Sem € N e (An)peqi,....m} uma colecgao em M tal que A; N Aj = () para
i #£ j, entdo
(AU UAp) = p(Ar) 4 4 p(Am);
2. Se A,B € M tais que A C B, entdo u(A) < u(B);
3. Se A,B € M tais que A C B e pu(A) < 00, entao pu(B\ A) = u(B) — u(A);
4. Se (Ap)nen € uma sucessao em M tal que Ay C As C --- C A, C -+ ¢

e.@)
A= U A, entao
n=1

lim pu(Az) = p(A);
5. Se (An)nen € uma sucessio em M tal que --- C A, C --- C Ay C Ay,

(A <ocoeA= ﬂ Ay, entao

n=1

lim pu(Ap) = p(A);

6. Se (Ap)nen € uma sucessao em M, entao
o0 o0
L ( An> < Z,u(An), (subaditividade da medida).
n=1 n=1
Demonstracao. A prova de cada ponto do teorema é apresentada abaixo:

1. O primeiro ponto é trivial, uma vez que basta considerar no axioma da
o-aditividade de Definicao 4.1

2. Uma vez que B=AU(B\ A) e AN(B\ A) =0, pelo ponto 1. e por u ser
medida, tem-se

pw(B) = pu(A) + u(B\ A) > u(A);
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3. Desenvolvendo o mesmo raciocinio do ponto 2., obtém-se

n(B) = p(A) + u(B\ A).

Uma vez que pu(A) < oo (necessario devido a aritmética definida em R),
entao

w(B) = p(A) + u(B\ A) & u(B) — p(A) = p(A) — p(A) + p(B\ A),

donde se obtém
u(B) — u(A) = p(B\ A).

4. Considere-se a sucessao (By,)neny em M definida por

Ay n=1
B, = ’ .
{ An\An—h n>1

Como por hipdtese se tem A; € Ay C --- C A, C ---, entao B; N B; =
0, para j # i, A, = BiU---UDB,, paratodon € N, e A = GBn.
Efectivamente: "
(a) Assumindo j > i, das propriedades da teoria de conjuntos, tem-se
B0 B; = (A3 \ A1) N (Ai\ Ait) = (4; 1 A) \ (A1 U A;y)
e da hipdtese (j >i=j—1>1) vem
BiNB;i=(A;NA)\ (A1 UAi1) =4\ A =0

(b) Como A; C Ay C---C A, C---, entdo, paran € N,

A, = (An Anfl) UA,_1
= (An \ Anfl) U (Anfl \ Anf2) UAp—2
= (A\Ap 1) U(An 1\ Ap2)U---U(A2\ A)U Ay
B,U---UBjy;

(c) Tem-se A = U A,

n=1

oo o
UJBuu---uB) =] Bn
n=1 n=1

Pelas propriedades da sucessao (B, )nen em M, pela o-aditividade da me-
dida e pelo ponto 1., obtém-se

p(A) = u(B;) = lim > u(Bi) = lim pu(By U -+ U By) = lim pi(Ap).
=1 =1
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5. Considere-se a sucessao (Cp,)nen em M definida por
Cn=A1\ A,
Como por hipétese se tem --- C A, C--- C Ay C A;, tem-se

CiCcCyC---C(C,C--- (4.5)

Ucn U (A1 \ Ay) A1\<ﬂAn>:A1\A. (4.6)
n=1 n=1

n=1

Por outro lado, por (4.5), (4.6) e pelo ponto 4. acima tem-se

hmu (UC) = u(A;\ A). (4.7)

Por um lado, como p(A1) < oo, o ponto 3. acima garante que, para todo
n €N, u(Cr) = p(A1) — u(Ay), donde

lim ju(Cy) = Hm(p(A1) — p(An)) = (A1) — lim p(A,) (4.8)

Finalmente, por (4.7) e por (4.8), conclui-se que
p(Ar\ A) = p(Ar) — lim p(Ay)
e mais uma vez pelo ponto 3. acima, tem-se
p(Ar) = p(A) = p(Ar) = lim pu(Ay),
donde (u(41) < 00),
lim 11(An) = p(A).

6. Seja (An)nen sucessdo em M. Definindo a sucessdo em M, (Bp,)men, POr
m
=J4
n=1

facilmente se verifica que B C B C---CB,, C--- e

B:Q%:QM

m

Por indugao sobre m, mostra-se que pu(B Z ) para todo m € N.

Efectivamente:
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o w(B1) = p(Ar);

m—1
e Assumindo que pu(Bp—1) < Z u(Ay), pelos pontos 1. e 2. acima,
=1
tem-se "
W(B) = w(ButUAn) = u(Bro1 U (An\ Buo))

= (Bm-1) + p(Am \ Bn-1)) < p(Bim-1) + p(Am)

m—1 m
< (Z M(An)> +p(Am) =D p(An).
n=1

n=1

Pelo ponto 4. acima obtém-se

m (U An> _— ( U Bm> = lim y(Byn) < lim (Z M(An)>
n=1 m=1
= ZN(An)'
n=1

O]

Nota 4.1 Efectivamente, a condigao u(A1) < oo que é imposta no ponto 5. do
Teorema 4.1 nao pode ser retirada. Atenda ao exemplo seguinte.

Exemplo 4.1 Considere-se o espago de medida de contagem (N, P(N), i) ou seja,
a medida p estd definida em (4.4) com M = P(N).
Considerando a sucessao (Ay)nen definida por A, = N\ {1,... ,n}, para cada
n € N, tem-se
"CA,C--CACA

w(Ap) = u(N\{1,...,n}) =00, VneN,
donde

hgn(Am=oo7éo=u<@>=u(ﬂ<N\{1,...,n}>) =u<ﬂ An>.

neN neN

4.2 Conjuntos de medida nula

Esta pequena seccao estd reservada para apresentar algumas nogoes envolvendo
conjuntos de medida nula. Parece um paradoxo, mas a importancia dos conjuntos
de medida nula reside na insignificincia da sua medida, zero.
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Definicao 4.2. Seja (X, M, 1) um espago de medida.
Um conjunto A € M diz-se que tem medida nula se 1(A) = 0.

O primeiro resultado sobre conjuntos de medida nula estabelece que a uniao
numeravel de conjuntos de medida nula tem medida nula.

Teorema 4.2. Sejam (X, M, p) um espaco de medida e (Ap)nen uma sucessao

em M.
Se u(Ay) = 0 para todo n € N, entao

m <nLeJNAn> = 0.

Demonstragao. Consequéncia imediata do ponto 6. do Teorema 4.1. ]

Os conjuntos de medida nula, desempenham um papel importante na teoria
de integracao pois, como se vera, estes permitem alterar o dominio de integracao
de uma funcao mensuravel sem modificar o valor do seu integral de Lebesgue.
Contudo é relevante notar que, num espaco de medida, nem todo o subconjunto
de um conjunto de medida nula é mensuravel e como tal nao pode ser medido.

O simples exemplo seguinte ilustra a situacao descrita:

Exemplo 4.2 Considere-se o espago de medida (X, M, d4) onde X = {1,2,3,4},
M ={X,{1,2},{3,4},0} e 6, a medida de Dirac
dg: M — [0, OO]

0, 4¢ A
A 9y
~ {1, 4e€ A

Observe-se que {1,2} ¢ um conjunto de medida nula, pois d,({1,2}) =0, {1} C
{1,2}, mas o conjunto {1} nao é mensurével pois {1} ¢ M.

Os espagos de medidas em que todos os subconjuntos da medida nula sao
conjuntos mensuraveis dizem-se completos. Esta nogdo formaliza-se da forma

que Sse segue.

Definicao 4.3. Um espago de medida (X, M, ) diz-se espago de medida completo

Se
VE e MYAEP(X): (ACE eu(E)=0)= Ac M.

Num espago de medida (X, M, ) podem existir proposigoes, P(z), verda-
deiras para todo x € X. No entanto, pode também existir alguma proprosicao,
Q(x), que, nao sendo verdadeira para todo o x € X, pode ser verdadeira para
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todoox € X \ N, em que N € M é um conjunto de nula, ou seja, Q(x) é falsa
apenas para um conjunto de elementos com medida nula. Neste caso é usual
afirmar que Q(x) é vélida em quase toda a parte do espago X.

Definigao 4.4. Sejam (X, M, u) um espago de medida e E € M.
Uma proposicao P(x) sobre todos os elementos x € X diz-se valida quase por
toda a parte de E (q.t.p.) se existe N € M tal que N C E, u(N)=0 e

P(z) € verdadeira, Yx € E'\ N.

Exemplo 4.3 Sejam (X, My, u) um espaco de medida e f,g : X — R duas
funcoes mensuraveis.

As funcdes f e g sdo iguais q.t.p. em X se o conjunto dos objectos cujas
imagens por f e por g sao diferentes tem medida nula, ou seja

p({z e X: f(z) # g(x)}) =0.

Note que, pelo Teorema 3.19, tem-se {x € X : f(z) # g(x)} € Mx porque feg
sao fungoes mensuraveis.

A relagdo “f = g q.t.p. em X7, denotada por f ~ g, é uma relagdo de
equilavéncia no conjunto das func¢ées mensuraveis de X em Y.

Teorema 4.3. Seja Sejam (X, M, u) um espago de medida completo, f: X — R
(ou f: X — R) uma funcio mensurdvel e g : X — R (ou g : X — R) uma
fungado.

Se f =g q.t.p. em X, entdo g € uma funcdo mensurdvel.

Demonstragio. Pelo Teorema 3.13, é suficiente mostrar que g~!(Ja, oc]) € M
para todo a € R.

Por hipdtese f = g q.t.p. em X, logo existe N € M tal que u(N) =0 e
f(x) = g(x) para todo z € X \ N.

Seja a € R. Tem-se

g oyed]) = (971(
(1

Por um lado, sendo f mensuravel, entdo f~!(]a,00]) € M e, sendo M uma
o-dlgebra, tem-se (f~'(Ja, 00]) \ N) € M. Por outro lado, sendo (X, M, y) um
espago de medida completo e N € M tal que p(N) = 0, entdo (g~ (Ja, 00])NN) €
M porque (g~ (Ja,00]) N N) C N.

Finalmente, sendo M uma o-algebra, conclui-se que g~!(]a, oc]) € M. O

a, 00|) \N) U (g_l(]a,oo]) ﬂN)
a,00]) \ N) U (g_l(]a,oo]) ﬂN)

No ponto 3. do Corolario 3.15, verificou-se que o limite pontual de uma
sucessao de funcoes mensuraveis ¢ uma funcao mensurdavel. No entanto, se a
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convergéncia pontual de uma sucessao de func¢oes mensuraveis for q.t.p., entao
nao ha a garantia que a funcdo limite seja mensurdvel. Ou seja, se (X, M, u) é
um espago de medida, (fy)neny uma sucessao em F(X,R) e f € F(X,R) tais que
In RN f q.t.p. em X, entdo f pode nao ser mensuravel. Formalmente, f, 2, f
q.t.p. em X significa que existe N € M tal que u(N)=0¢e

lirrlnfn(x) = f(z), VYxe X\N.

Exemplo 4.4 Considere o espago de medida (X, M, d4) apresentado no Exemplo
4.2, a sucessao de fungoes (f,)nen definida por

fn: X — R

1, x € {3,4}
v { ()", @ e{1,2}

e a fungdo f : X — R definida por

f(:r)={ booretasd

Facilmente se verifica, usando o Teorema 3.13, que f nao é mensuravel e f,
é mensuravel para todo n € N. Mais, considerando N = {1,2} € M tem-se
(54(]\7) =0e

lirrlnfn(x) =1=f(x), Vre{3,4}=X\N.

. p , . ~ 7
Ou seja, f, — f q.t.p. em X, com f, todas mensuraveis, mas f nao é men-
suravel.

O limite pontual q.t.p. de uma sucessao de fun¢ées mensuraveis é uma fungao
mensuravel sempre que no dominio das fungoes se considera um espaco de medida
completo.

Teorema 4.4. Sejam (X, M, u) um espago de medida completo, (fn)nen uma
sucessdo de funcoes de X em R (ou em R) e f uma fung¢io de X em R (ou em
R).
Se fr, =5 f q.t.p. em X, entio f é mensurdvel.

Demonstragdo. Sejam (f,)nen uma sucessao de funcdes de X em R e f uma
funcao de X em R tais que

fn 2, f q.t.p. em X.
Por definigao, existe N € M tal que u(N) =0 e

hrlgnfn(:v) = f(z), VxeX\N.
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Por um lado, considerando a funcdo g : X — R definida por

o) = (1msup £, ) o),

e uma vez que as fungoes f, sao mensuraveis, o ponto 2. do Corolario 3.15 garante
que g é mensuravel. Por outro lado, o Teorema 1.4 garante que

f(z) = <limnsup fn> (z), VzeX\N.

Como u(N) = 0, obtém-se que f = g q.t.p. em X e, sendo (X, M,u) um
espago de medida completo, pelo Teorema 4.3 conclui-se que f é uma fungao
mensuravel. O

4.3 Exercicios

1. Seja (X, M) um espago mensuravel.

Mostre que sao medidas:

(a) a medida 0-Dirac apresentada em (4.3);

(b) a medida de contagem apresentada em (4.4).



Capitulo 5

Integral de Lebesgue

Este capitulo é dedicado ao estudo do integral de Lebesgue e das sua propriedades

malis gerais.

5.1 Integral de Lebesgue

Nesta seccao intruduz-se o integral de Lebesgue de fungOes reais mensuraveis
definidas num espaco de medida. Inicialmente define-se integral de uma fungao
simples mensurédvel, depois o integral de uma funcao mensuravel nao negativa e
por tltimo de uma qualquer funcdo mensurdvel com valores em R. Relembra-se
que a o-algebra considerada no conjunto de chegada das fungoes reais (ou com
imagens em R) é a o-algebra de Borel.

Definicao 5.1. Sejam (X, M, p) um espago de medida e s : X — [0,00] uma

funcao simples.
Por (1.4) e pelo Teorema 3.16, a fungdo assume a forma

n
5= E WX 4,5
i=1

com ai,...,an € [0,00] as imagens de s e Aj,..., A, € M, em que A; =
s7'{au}), parai=1,...,n.
Para cada E € M, define-se

/Esd,u: Zam(AiﬂE). (5.1)

=1

Para cada E € M e cada f: X — [0, 00] mensurdvel, define-se

/Efd,u:sup{/Esd,u

designando-se por integral de Lebesgue de f em E relativo ¢ medida .

s: X —[0,00] € funcao simples mensurdvel e s < f} (5.2)

51
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Observe que, na definicdo de integral de Lebesgue de uma fungéo simples
e mensurdvel, (5.1), podera estar presente a operacio 0.0o0 = 0 definida em R.
Nota 5.1 Qualquer subconjunto nao vazio de R possui supremo. Consequente-
mente, num espago de medida (X, M, i), o integral de Lebesgue

/Efdu

existe sempre que f : X — [0,00] é mensurdvel e E C X é um conjunto men-
suravel. Mais,

/Efdu € [0, o00].

Falta definir o integral de Lebesgue para funcgoes reais mensuraveis com algu-
mas das suas imagens negativas.

Definicao 5.2. Sejam (X, M, i) um espago de medida E €¢ M e f: X — R
uma fun¢do mensurdvel.
Define-se integral de Lebesgue de f em E por

/Efduz/Eﬁdu—/Efdu,

desde que min{/ fr du,/ f- du} < 00, onde fT e f~ sdo respectivamente a
E E

parte positiva e a parte negativa da funcdo f de acordo com a Definicdo 1.5.

Diz-se que f € uma fungdo integravel a Lebesgue, ou simplesmente integrdvel,

/de,uER.

Exemplo 5.1 Considere-se o espago de medida de contagem (N, P(N), u). Uma

Se

vez que se estd perante a o-algebra grosseira, qualquer fungdo a¢ : N — R é
mensuravel. Ou seja, as sucessoes reais sao funcgoes mensuraveis no espago de
medida aqui considerado. Para qualquer sucessao

a: N — R

n = an
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e facilmente se obtém
/ atdy = sup{stdu
N [ee}
- S
n=1

s: N — [0, 00[ é fungdo simples e s < a+}

o

de forma andloga se tem / a” dy = Za;. Consequentemente, o integral de
N n=1

Lebesgue de a esta definido se pelo menos uma das séries

oo oo

+ —

g a, e E a,
n=1 n=1

for convergente, tendo-se

oo oo o0
/aduz aI—Za;:Zan.
N n=1 n=1 n=1
o0
Finalmente, a funcao a ¢é integravel a Lebesgue se e s6 se a série Z a, for abso-
n=1

lutamente convergente.

Segue-se a prova de algumas propriedades béasicas do integral de Lebesgue.

Teorema 5.1. Sejam (XM, u) espaco de medida e f,g : X — [0,00] duas
funcgoes mensurdveis. Entao

1. Se f <g, ent&o/Efd,ug/Egd,u, VE € M;

2. Se ACB, comA,BeM, entdo/Afdug/de,u;
3. SeEeMe f(r)=0,Vx € FE, entdo/Efd,u:O;

4. Se ce[0,00], entdO/chdu:c/Efdu, VE € M;
5. Se E € M tal que u(E) =0, entdo/Efdp:();

6. VEEM,/fdu:/XE.fdu.
E b's

Demonstragao. Sejam (XM, ) espago de medida e f,g : X — [0,00] duas
funcgoes mensuraveis.



54 Integral de Lebesgue

1. Seja E € M. Como f < g, entao o conjunto {fE sdu : s é simples mensuravel e s < f}
é um subconjunto de { I pSdu: s ¢ simples, mensuravel e s < g} , donde

/ fdu = sup / sdu : s é simples mensuravel e s < f}
E E
< sup / sdu : s é simples mensuravel e s < g}
E

= gdpu.
E

2. Sejam A, B € M tais que A C B. Para qualquer funcao simples e men-
n
surdvel s = E QiX 4,5 COM Q... O € [0,00[ e Ay,..., A4, € M, da

i=1
definicao de integral (5.1) e das propriedades das medidas (ponto 2. do
Teorema 4.1), conclui-se que

/sd,u—Zaiu(AiﬁA)SZam(AiﬁB)—/sdu.
A

i=1 i=1 B

Consequentemente

/ fdu = sup / sdu : s é simples mensuravel e s < f
A A

< sup / sdu : s é simples mensurdvel e s < f
B

- [ ran

3. Seja E € M tal que f(z) = 0 para todo = € E. Verifique-se primeiro que,
para qualquer fungao simples e mensurével, s, tal que s(z) = 0 para todo

r € F, se tem / sdu = 0. Sendo s uma funcao simples nas condicoes
E

n
apresentadas, entao s assume a forma s = Zaix 4,s COM O, 0 €
i=1
[0,00[ e A1,..., A, € M tais que 4; = s~ '({ay}), i = 1,...,n. Como
s(z) = 0 para todo = € F, entao

_ Ay Fjed{l,...,n}:a;=0
Egsl({O})—{@’J et

donde F C A; caso a; =0, e ENA; = 0 caso «; # 0. Consequentemente,

/ sd,u:Zam(AiﬁE) =0.
E

=1
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Finalmente, como f(x) = 0 para todo x € E,

/ fdp = sup / sdu : s é simples mensuravel e s < f}
E E
= sup / sdp : s é simples mensurével tal que s < f e s(x) =0,Vx € E}
E

sup {0}
0.

4. Sejam E € M e c € [0, 00].

n
Para qualquer funcao simples e mensuravel s = Z QX y,, COM Q5. O €
i=1
[0,00[ e A1,..., A, € M, da defini¢ao de integral (5.1), conclui-se que

n n
c/ sdp = cZam(Ai NE)= ani,u(Ai NE)= / csdy.

E i=1 i=1 E
Se ¢ = 0, entdo a situacao ¢ trivial pelo do ponto 3. acima.

Se ¢ > 0, entao, tendo em conta que o produto de uma constante com uma
funcao simples e mensurdvel é ainda uma funcao simples e mensuravel,

tem-se

c/ fdu = sup c/ sdu : s é simples mensuravel e s < f}
E E
= sup / csdy : s € simples mensuravel e s < f}
E

= sup csdy : s é simples mensuravel e ¢s < ¢ f}
E

= sup / qdp : s é simples mensuravel e ¢ < ¢ f}
E

= /chdu.

5. Seja E € M tal que u(E) = 0. Verifique-se primeiro que, para qualquer
funcao simples e mensuravel, s, se tem sdp = 0. Seja s : X — [0,00]
E
uma funcao simples e mensuravel. Por um lado, a funcao s assume a forma
n

s:ZaiXAi,com at,...,0n €[0,00[ e Ay,..., A, € M, donde
i=1

/Esdu = Z%’M(Ai NE) < Z%’M(E) = Zai.O =0. (5.3)
i=1 i=1

=1
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Por outro lado 0 < s e, pelos pontos 1. e 3. acima, conclui-se que

0—/0du§/sdu. (5.4)
E E

Por (5.3) e por (5.4) obtém-se / sdp = 0.
E

Consequentemente,

/ fdu = sup {/ sdu : s é simples mensurdvel e s < f}
E E

= sup{0}
= 0.

. Seja E € M. Verifique-se primeiro que, para qualquer funcdo simples e

mensurdvel, s, se tem / sdu = / Xg-Sdp. Seja s : X — [0,00] uma
E X .
funcao simples e mensuravel. A funcao s assume a forma s = Zaix a0

i=1
com ai,...,a, € [0,00] e A1,..., A, € M. Pela aritmética de fungoes,

Definicao 1.5, e pelo ponto 4. do Teorema 1.2, obtém-se

n n n
X5 = X <Z aM) = DX X, = DX,
i=1 i=1 i=1

ou seja, X .5 ¢ também uma fungao simples e mensurével, logo

/XE.sdu:Zai,u(EﬂAi):Zam(AiﬂE):/sd,u.
X E

=1 i=1

Consequentemente,

/X Xpfdp = sup /X sdp : s é simples mensurdvel e s < XEf}
= sup /X sdp : s é simples mensurével, s < f,s(x) =0Vz € E}
= sup /X Xpsdpu : s é simples mensuravel, s < f}
= sup /E sdu : s é simples mensuravel e s < f}

SRS
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Teorema 5.2. Sejam (XM, i) espaco de medida e f,g: X — R duas fungoes
integraveis. Entao

1. Se f <g, ent&o/fd,ug/gd,u, VE € M;
E E

2. SeEeMef(x)=0,VreE, entdo/fd,u:O;
E
3. Sec€eR, entdo/cfduzc/fd,u,VEGM;
E E

4. Se E € M tal que u(E) = 0, entdo / fdu=0;
E

5 VE € M, / fdy:/ Xg-fdp.
E X
Demonstracdo. Sejam f,g: X — R funcdes integraveis.

1. Se f < g, entdo, pelo ponto 1. do Teorema 1.1, tem-se f* < gTeg™ < f.
Consequentemente pelas propriedades descritas no Teorema 5.1, conclui-se
que, para qualquer £ € M,

[rau=[rran- [ raus [ au- [ g dn= [ gan

2. Dado F € M tal que f(z) = 0 para todo = € E, tem-se, pelo ponto 3. do

Teorema 5.1,
/fdu:/f+du—/f_du:0—020.
E E E

3. Sejam F € MeceR.

Se ¢ € [0, 00|, entao, pelo ponto 4. do Teorema 5.1, tem-se

C/Efd,u - C</Ef+dﬂ—/Ef_du> =/ch+du—/ch—du

= /chdu.

No caso ¢ €] — o0, 0, prova-se primeiro que a funcao — f é integravel, tendo-

/E—fdu:—/Efdu-

se
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Pelo ponto 2. do Teorema 1.1 tem-se (—f)T = f~ e fT = (—f)~, logo

/Efdu - /E(f)ﬂm/ ~ dy = /f dyi— /f*du

- —</Ef+du—/Ef du) - [ san.

donde —f é integravel.

Finalmente, sendo ¢ < 0, entao —c > 0, logo

o[ san=o (- [ )= [ ~fan= [ ocnan= [ eran

4. Seja E € M tal que pu(E) = 0. Pelo ponto 5. do Teorema 5.1 tem-se

[Efdu—[Eﬁdu—/Efdu—O—o—o.

5. Seja E € M. Pelo ponto 6. do Teorema 5.1 e pelo ponto 6. do Teorema
1.2, obtém-se

/Efdu = /f*dﬂ /f dp = /XXE.ﬁdM—/XXE.fdM

= [ tu f)+du—/(fo)_du

X
= / Xg-fdp.
X

O]

Teorema 5.3. Seja (X, M, u) um espago de medida e f : X — [0,00] uma
funcao mensurdvel. Entao

(/deuzo) & (f=0 qtp. em X).

Demonstragdo. Prove-se primeiro a condi¢ao necesséaria (<).
Assume-se que f = 0 q.t.p. em X, ou seja u({z € X : f(z) # 0}) =
Denote-se

N={zeX: f(x)#0}.

Seja s : X — [0,00[ uma fungao simples e mensurével tal que 0 < s < f e

n
$=Y iy,
i=1

escreva-se s na forma
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com A; = s Hay), i = 1,...,n. Para cada i € {1,...,n} tal que oy # 0, a
condic¢ao 0 < s < f implica que 4; C N, donde p(A;) = 0. Com efeito, se z € A;,
entao

0<a;=s(x) < f(x),

logo f(z) # 0, donde x € N. Como pu(N) = 0, pelas propriedades das medidas,
pnto 2. do Teorema 4.1, obtém-se 0 < u(A;) < u(N) =0.

Consequentemente
n
/ sdp =Y oip(A;) =0,
X i=1

logo, por defini¢do de integral, tem-se

/deu = sup{/Xsdu

= 0.

s: X — [0, 00[ é funcao simples mensuravel e s < f }

Prove-se agora a condicao suficiente (=).

Suponha-se que fdu = 0. Pelo Teorema 3.17, existe uma sucessao cres-
X

cente (sp)nen de fungoes simples mensuraveis nao negativas tal que s, N f-
Assim 0 < s, < f, para todo n € N, logo

Og/ snd,ug/ fdu=0, VneN,
X X
pelo ponto 1. do Teorema 5.2, e consequentemente
/ Spdu=0 VneN.
X

Escrevendo cada uma das fungoes simples s,, como em (1.4),

Mn
_ (n)
sn= 07X (s
i=1 i

da definicao de integral de uma funcao simples e mensurdvel, tem-se

mn

0= /sn dyp = Zagn),u(Agn)) Vn € N,
r i=1

logo,

" (U AE’”) =0, VYneN, (5.5)

i€l

onde I, ={i e {1,...,mp}: az(-n) # 0}, para todo n € N.
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Defina-se

u=1J (U Ag">> .
neN \iel,

Por um lado, por (5.5) e pelo Teorema 4.2 tem-se p(U) = 0.
Por outro lado, dado =g € X tal que f(zg) # 0, e uma vez que lims(xg) =

xo) > 0, entao existe ng € N tal que s,,(x9) > 0, donde x( € A(.no), para algum
0 i g
i € I,. e consequentemente xg € U.
Assim sendo

freX:f(x)#£0tCU
e u(U) =0, ou seja f =0 q.t.p. em X. O

A semelhanca do que acontece com o integral de Riemann, espera-se também
a linearidade do integral de Lebesgue no conjunto das funcoes integraveis a Le-
besgue com dominio num dado espago mensuravel (X, M). Tendo em conta o
ponto 3 do Teorema 5.2 falta verificar que a soma de fungoes integrais é integravel
tendo-se que o integral da soma é igual & soma dos integrais. Acontece que esta
propriedade nao ¢é de verificagao imediata, pelo que se apresentam alguns resulta-
dos prévios, nomeadamente do Teorema da convergéncia monétona de Lebesgue
que ¢é apresentado na seccao 5.2. Os restantes resultados desta seccdo demons-
tram a propriedade referida para fungoes simples e mensuraveis nao negativas.

Teorema 5.4. Seja (X, M, ) um espaco de medida.
Se s: X — [0,00[ € uma fungao simples e mensurdvel, entdo
p: M — [0,00]

F - /sdu
E

é uma medida em (X, M).

Demonstragdao. Sendo s : X — [0, 00 uma fungao simples e mensurdvel, entao,
por (1.4) e pelo Teorema 3.16, s assume a forma

n
S= X,
i=1

com A; = s ({a;}) € M, para cada i = 1,...,n.
Por um lado, pelo axioma (a) da definigdo de medida, Definigdo 4.1 e por
(5.1), tem-se

o0) = [ sdu=3"am®n ) = 3 u0) =0,
=1 =1
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o que demonstra que ¢ satisfaz o axioma (a) da definigdo de medida.

Por outro lado, sendo (E;) ey uma sucessao em M tal que E; N E; = (), para
i # j, pelo axioma (b) da definicdo de medida, Defini¢ao 4.1, tem-se

(%) - owe(30)

S iaz,i(U(m) zal(zum)

= Z(Zam(E N A; ) Z/ sdu = Z(p

e consequentemente ¢ satisfaz o axioma (b) da definicao de medida.
Conclusao, a funcao ¢ é uma medida em (X, M). O]

Teorema 5.5. Sejam (X, M, u) um espaco de medida e s,t : X — [0,00] duas
funcoes simples mensurdveis.
Entdo s+t € uma funcdo simples mensurdvel e

/(s—f—t)duz/ sdu+/tdu.
X X X

Demonstragao. Sendo s,t: X — [0, 00 duas fungdes simples e mensuraveis, por

(1.4) e pelo Teorema 3.16, s e t assumem a forma

n m
S:ZaiXAi € t:ZBjXB]”
i=1 j=1

com A; = s {ai}) e M, i=1,....n,e Bj =t{Bj}) e M, i =1,....m

Observe que

n m
UAZ-:X: UBj’ AN A =0 casoi#i", e BjNBj» =0 caso j # j*.(5.6)
i=1 j=1

A soma de fung¢bes mensuraveis é ainda uma fun¢do mensuravel, Corolario
3.15, logo a funcao s+t é também uma fungao mensuravel. Mais, s+t é também
uma fungao simples, pois, dado = € X, existem i € {1,...,n} e j € {1,...,m}
tais que x € A; e x € B;, donde

(s +1)(2) = s(z) + t(2) = @i + f;

e consequentemente

n m

s+t= Z Z(az’ + BJ)XAZ.QBJ.- (5.7)

i=1 j=1
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Denota-se I = {1,...,n}, J ={1,...,m} e define-se, para cada (i,j) € I x J,
o conjunto

Eij =A; N Bj.
Pelas propriedades dos conjuntos (A;)icr e (Bj)jes, (5.6), facilmente se verifica
que
m n
X = U Ey, A= UEij,ViEI, Bj:UEij,VjeJ (5.8)
(i.J)E€IxJ j=1 i=1
e
EijNEp» =0, se (i,7) # (3", 75%). (5.9)

Dado (i*,75%) € I x J, por (5.7) e (5.9), tem-se

/E (s+t)dp = Y (o0 +B))u(Eij N Eprje) = (0= + Bje)u(Eiej-)
%% =1 j=1

= al*M(EZ*j*) +/BJ*M(E7«*‘7*)7

donde se verifica que

[ s+ 0du= aun(By) + Bl By, Vi) € T (5.10)

ij

Pelo Teorema 5.4, ¢(F) = / (s+1t)du, para cada E € M, é uma medida em

E
(X, M). Pela definicao de integral de fungoes simples mensuraveis, pelos axiomas

de medida e por (5.8), (5.9), (5.10), obtém-se
(s+8)du = / (s+t)du—22/ (5 + ) dy
/X Udijyerxs Bij i=1 j=1"Fij

= > > aip(Ey)+ > Bin(Ey)
i=1 j=1 i=1 j=1

= Z o Z w(Eij) + Z B; Z 1(Eij)
i=1  j=1 j=1 =1

= > cip(A) + Y Biu(B;)
i=1 Jj=1

= /sd,u—i—/td,u.
X X

n m
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5.2 Teoremas de Convergéncia

Teorema 5.6. [Teorema da Convergéncia mondtona de Lebesque]
Sejam (X, M, u) um espago de medida, (fn)nen uma sucessio de fungoes
mensurdveis de X em [0,00] e f: X — [0,00] tais que:

(a) 0< fi(z) < fa(x) <--- < o0, Vo € X;
(b) fu = f

Entdo f € uma funcdo mensurdvel e

li7£n/)(fndu:/)(fdu.

Demonstracao. Sendo f o limite pontual de uma sucessao de fungoes mensuraveis,
o ponto 3. do Corolario 3.15 garante que f é uma funcao mensuravel.

Pela hip6tese (a) e pelo ponto 1. do Teorema 5.1, conclui-se que a sucessao
em R, (un)nen, definida por

un:/fndu, Vn € N
X

é crescente e nao negativa. Em R toda a sucessao mondtona é convergente, logo
existe a € [0, 00] tal que

lim/ fndp = o (5.11)
noJx

Mais, como f, < f para todo n € N, entao, novamente pelo ponto 1. do Teorema

5.1, / fndu < / fdu, para todo n € N, donde
X X

ag/de,u. (5.12)

Falta demonstrar que o > / fdu.
X
Sejam ¢ €]0,1] e s : X — [0, 00[ uma fungao simples e mensuravel tal que

0 < s < f. Defina-se a sucessao de subconjuntos de X, (E,)nen, por
E,={zeX: fo(z) >ecs(x)} = (fu —es) 2([0,¢]), VneN.  (5.13)
A sucessao (Ep,)nen possui as seguintes propriedades:

1. (En)nen é uma sucessao em M,

2. By CEy CE3C--v;
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o
3. X = U E,.
n=1

O ponto 1. verifica-se porque cada E, é a imagem reciproca de um conjunto
fechado, [0, o], por uma func¢do mensurdvel, f,, — c.s. O ponto 2. verifica-se por
a sucessao de fungoes (fy,)nen € crescente. O ponto 3. verifica-se pelo seguinte:
Seja x € X.
Se f(x) =0, entao s(x) =0, logo fi(x) > 0= cs(x), donde = € Ey;
Se f(x) # 0, entao f(z) > 0, donde f(z) > cs(z) porque s < f e ¢ €]0,1[. Como
(fn)nen € crescente e f, L5 f, logo existe n € N tal que fn(x) > es(x), donde se
conclui que z € E,. Consequentemente X = J>” | E,.

Dos pontos 1., 2. e 4. do Teorema 5.1 e da defini¢cao dos conjuntos E,,, (5.13),

/fndMZ/ fndMZ/ c.sd,u,—c/ sdpu. (5.14)

Pelo Teorema 5.4, a fungéo p(E) = [ sdu definida em M, é uma medida.

obtém-se

Uma vez que a sucessao (E,,)nen verifica os pontos 1. 2. e 3. acima, das propri-
edades das medidas (ver ponto 4. do Teorema 4.1) tem-se

lim sdu = / sdpu.
En X

n

Consequentemente, de (5.11) e da desigualdade (5.14) tem-se

azlim/ fd,uZlimc/ sduzc/ sdpu.
noJX " En X

Como ¢ €]0, 1] é arbitrério, conclui-se que

az/ sdp. (5.15)
X

Viu-se assim que, para qualquer s : X — [0, oo funcao simples e mensurével
tal que 0 < s < f se tem (5.15). Pela Defini¢ao de integral de Lebesgue, (5.2),
conclui-se que

Oé>/deu (5.16)

e o resultado sai por (5.11), (5.12) e por (5.16). O

O teorema acabado de apresentar estabelece condicoes que permitem con-
cluir que o limite comuta com o integral. O teorema que se segue afirma que o
sumatério também comuta com o integral.
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Teorema 5.7. Sejam (X, M, u) um espago de medida e (fn)nen uma sucessao
de fungoes mensurdveis de X em [0, 00].

Entdo /X (g fn> . g:l (/X ) dﬂ) |

Demonstragao. Sendo (fy,)nen uma sucessao de fungoes nao negativas, entao esté

bem definida a funcao
f: X — R

n=1

Mais, como a fungoes f,, s@o mensuraveis, o ponto 3. do Corolario 3.15 permite
concluir que f é também uma func¢ao mensurével.
Por um lado, considerando a sucessao das somas parciais (gm )men,

gm:fl+f2++fm7 mENv

tem-se que (gm)men é uma sucessao de fungdes mensurdveis nao negativas e
P A ,

crescente tal que g, — f. Pelo Teorema da convergéncia mondtona de Lebesgue,

Teorema 5.6, conclui-se que

i [ o= [ fan= [ (i fn) o 517)
n=1

Por outro lado, o Teorema 3.17 garante que existem sucessoes crescentes de
funcies simpl L ) 1)y @y m)y
uncoes simples mensurdveis nao negativas, (s;,”)ien, (5;)ien, . (85 )ieNs

(m)

--+, tais que, para todo m € N, s; 2, fm quando 7 — oco. Consequentemente,

para qualquer m € N, tem-se

(851)+8§2)+...+5§m)) i)(f1_|_f2+...+fm):gm, quando i — 00.

Desta forma, fixando m € N, tem-se que a sucessao de fungoes, (S -(m))ieN, definida

(2
por

Si(m) _ Z SEJ'),
j=1

é crescente, composta por fundes mensuraveis nao negativas, e pontualmente
convergente para g,,. Mais uma vez o Teorema da convergéncio mondtona de
Lebesgue, Teorema 5.6, garante que

lim/ (sgl) + 852) + sgm)> dp = / Imdjt. (5.18)
i)x X
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Mas, pelo Teorema 5.5 e pelo Teorema da Convergéncia monétona de Lebesgue

. - 1
aplicado a cada uma das sucessoes (si ))ieN, cee (sl(-m))ieN, tem-se

v X A X e

(1) dp + - +hm/ (m) du

= li%rn
- /fldw /fmdu

- ;/andu,

ou seja

lim/ s 4 s 44 s™ gy = /fnd. 5.19
1 X(, i ) dp ;X z (5.19)

Por (5.18) e por (5.19) tem-se

gt = / fodu, VmeN,

donde se conclui que
lim/ gmdp = / frndp. (5.20
mJx nzl X )

Finalmente, o resultado é consequéncia imediata de (5.17) e de (5.20). O

Nota 5.2 Como consequéncia imediata do Teorema 5.7, obtém-se que em qual-
quer espaco de medida (X, M, u) é valida a igualdade

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu, (5.21)

para quaisquer f,g: X — [0, 00] fungbes mensuraveis.

Para fungoes mensurdveis f, g : X — R aigualdade (5.21) néo é nesessariamnete
valida. Mesmo para fungoes simples. Por exemplo, considerando o espaco de me-
dida de contagem (N, P(N), u), e as fungdes simples mensuréveis, s,t : N — R,

definidas respectivamente por s(n) = 1 e t(n) = —1, para todo n € N. Tem-
se [y(s+t)dp = 0.u(N) = 0.00 = 0, mas [ysdu = L.u(N) = co e [gtdu =
—1p(N) = —o0, donde nao esta definida a soma dos integrais.

Como consequéncia da condigao (5.21), tem-se o resultado que se segue.
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Teorema 5.8. Sejam (X, M, ) um espago de medida e f: X — R uma funcdo
mensurdvel.

A funcao f € integrdvel se e so se a fungao |f| é integrdvel.

Demonstragdo. Suponha-se que f é integravel. Consequentemente | x frdu, e
[0,00[ e [ [~ du € [0,00], donde, por (5.21),

Jointan= [ e ryau= [ raus [ 5dne s

ou seja, |f| é integravel.
Suponha-se que |f| é integravel. Como f* < |f| e f~ <|f], pelo ponto 1. do
Teorema 5.1, tem-se

OS/XﬁduS/X\fIdME[O,OO[

0< [ dus [ Ifldue 0.0l
X b'e
Consequentemente f é integravel. O
A condigao (5.21) é vélida para fungoes integraveis f, g com imagens reais.

Teorema 5.9. Seja (X, M, ) um espago de medida.

Se f,g: X — R sdo fungdes integrdveis, entdo f+g é uma funcdo integrdvel,

/X(f+9)du=/xfdu+/xgdu-

Demonstragdo. Sejam f,g: X — R funcoes integréveis.

tendo-se

Defina-se a funcao h como sendo a funcao soma, h = f 4+ g. Pelo Teorema
5.8, cada uma das fungoes |f| e |g| é integravel e, por (5.21), obtém-se

[ di < [ Q1+ by do < (/X|f|du+/x|g|du> & [0, 00,

donde se conclui que h é uma funcao integravel.

Pelo ponto 3. do Teorema 1.1, obtém-se
Wr—h=f " —f+g g e+ g =fT g +h

com ht h™, f*, f~,g7, 97 : X — [0,00]. Consequentemente, por (5.21),

/h*du—i—/fd,u+/gdu:/f+d,u+/g+d,u+/hdu,
X X X X X X
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com cada um dos integrais finito. Desta forma obtém-se

/h+d,u—/h_d,u:/f+du—/f_dﬂ+/g+dﬂ—/g_d,u,
X X X X X X
isto é

/hd,u:/fd,u—i-/gd,u.

X X X

O ponto 3. do Teorema 5.2 e o Teorema 5.9 motivam a definicao que se segue.

O]

Definicao 5.3. Seja (X, M, 1) um espago de medida.
Define-se
LYp) = {f X > R|f é z'ntegrdvel}.

Teorema 5.10. Seja (X, M, i) um espago de medida.
Entdo o terno (L (u),+,.) € um espago vectorial real.

Demonstragao. Proposta de exercicio. O
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