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Analise

— folha 1 — Nog¢des Topoldgicas em R" 2010'11 ———

1. Seja f: R xR — R a aplicagdo definida por f(z,y) = xy. Mostre que f é
um produto interno em R.

2. Seja < -,- > um produto interno definido em R".
(a) Mostre que a norma induzida

-1l R* — R
X — J<X,X>

é de facto uma norma em R";

(b) Determine a norma em R™ induzida pelo produto interno candnico.

3. Considere a aplicagdo h: R? x R? — R definida por h((z1,x2), (y1,¥2)) =
2z1y1 + 32292 .

(a) Verifique que h é um produto interno em R?;

(b) Determine a norma em R? induzida pelo produto interno apresentado.

4. Mostre que g: R3 x R — R tal que g(X,Y) = 22191 + 21y2 + 22y1 +

3r2ys — T1Y3 — T3y1 +3ys3, para quaisquer X = (z1,z2,23) e Y = (y1,Y2,¥3)
em R3, define um produto interno em R3.

5. Verifique que, em R? munido com o produto interno candnico, os vectores
e1=(1,0,0), e2 =(0,1,0) e e3 = (0,0, 1) sdo ortogonais dois a dois.

6. Determine os vectores de R? que, relativamente ao produto interno canédnico,
sdo ortogonais ao vector U = (1,1,1).

7. Considere o produto interno definido em R? por
(X,Y) = 2my1 + 21y + z2y1 + 3w2y2, X = (v1,72), ¥ = (y1,92)-

(a) Sejam U = (—1,0), V = (0,2). Calcule (U,U), (V,V), (U, V), (U +
2V, —2U + 3V .

(b) Apresente W, Z € R?\{0} que sejam ortogonais relativamente a { -, - ) .



10.

11.

12.

13.

14.

Considere as aplicacoes de R™ em R definidas por

| X lla= \fa? + a3 4+ + a2,
| X o= max { ol foal, -}
I X = foal + [zl + .. + foal,

para qualquer X = (x1,...,z,) em R™. Prove que estas aplicagdes sdo normas
em R™.
Considere o espago R? munido separadamente das normas || . [j2, || - |l ©

| |l1 definidas para n = 3. Em cada caso, calcule a correspondente norma do
vectores U = (0,0,1), V = (1,2,3) e W = (—4,0,5).

Considere as normas ||. ||2, ||- s € || ||1 definidas no exercicio 8.

(a) Para n =2, esbhoce as correspondentes bolas B((0,0),1).

(b) Considere n = 3. Mostre que, para cada X €RR3, se tem

Xl ST X 2SI X 1< 311X [, VX €R

Sejam (-, -) um produto interno em R™ e || - || a correspondente norma in-
duzida. Mostre que:

@ [ X+Y P + [ X =Y [F=2]X[* +2]V|* VX, YeR"
b) [ X+Y | X-Y[<[IX|*+ Y] VX,YeR™

() (X+Y,X-Y)=0seesése ||X|=|Y|;

(d) | X+ || >]| X, VAER, seesése (X,Y) = 0.

Seja dp1: R? x R? — R definida por d(X,Y) =0se X =Y e d(X,Y) =1
se X £Y.

(a) Mostre que dp1 € uma distancia em R2.

(b) Esboce ou especifique cada um dos conjuntos
{(m,y) € RQ : dO,l ((xay)a (an)) < k} 3

. 1
onde k£ assume, alternativamente, os valores 3 1,2.

Determine a norma e a distancia induzidas em R" pelo produto interno canédnico.

Determine a distancia induzida em R” pela:

(a) normado méaximo, isto é, pela norma ||(z1,. .., Zn)||lcoc = max{|z1],...,|znl};

(b) norma da soma, isto é, pela norma ||(z1,...,z,)|[1 = |z1] + - - + |20



15. Represente geometricamente a bola B((2,1),2) quando em R? se considera:

(a) a métrica induzida pela norma euclidiana, (z,y) — ||(z,v)||2;
(b) a métrica induzida pela norma do maximo, (z,y) — [|(z,y)]|]co:
(c) a norma da soma; (z,y) — ||(z,y)]||1-

16. Considerando em R? a distancia euclidiana, determine o interior, a aderéncia,
a fronteira e o derivado de cada um dos seguintes subconjuntos de R2:

A =]0,2[x]1, 3] G =1[0,2] x (QN[3,4))
B=1[0,2] x [1,3] H={(t1): neN}
C =10,2]x]1, 3] I={1:neN}x|12
=1]0,2[x{3,4} J={(z,y) : z>¢*}
E=10,2] xR L = B((0,0),1)
F=NxN M={(zy): 0<z<1AO0<y<az}

17. Considere o espaco vectorial R? munido da norma euclidiana.

(a) Apresente conjuntos A, B C R? tais que A seja limitado e B n3o seja
limitado.

(b) Diga se cada um dos seguintes conjuntos é ou n3o limitado.
A={(z,y): 0<z<1, 0<y<3}

2 o2
B = D —+ <1
C={(z,y): <10, 0<y<e®}

D:{(x,y): r=sena, y=tga,

A~
A
IS
AN

I

——

E={(z,y): v<y}
F={(zyy): z=1, -1<y<1}
G={(1,n): neN}
H-{( >: nEN}

= (0,21 N Q) x ([-1,2] N R\Q)



18. Em R?, apresente:

()
(b)

uma familia de abertos cuja intersec¢do n3o seja um aberto;

uma familia de fechados cuja reunido ndo seja um fechado.

19. Quando possivel, apresente um subconjunto A de R? que:

A~ N N~ N~~~
> 09 - 0D o 0 o
~— — ~— ~— ~— ~— ~— ~—

ndo seja aberto nem fechado;

seja simultaneamente aberto e fechado;
seja aberto e limitado;

seja fechado e n3o limitado;

seja finito e ndo limitado;

coincida com o seu derivado;

coincida com a sua fronteira:

cuja fronteira seja o conjunto vazio.

justificando, se cada uma das seguintes afirma¢oes é verdadeira ou falsa:

se A C R? é aberto entdo A n3o é limitado;

se ACR? é aberto e B CR? é fechado entdo AU B n3o é aberto nem
fechado;

se ACR? é aberto e € A entdo A\ {x} é aberto;

se ACB CR? e B é fechado entdo A é fechado;

se ACB C R? e B é fechado entdo AC B;

se FFCR? é fechado e ACR? é aberto entio F \ A é fechado;
R2\{(0,0)} é aberto;

{(x,y) eR2: € A}, com A aberto de R, é aberto;

se A C R ndo é aberto entdo A é fechado;

o conjunto A=[0, 1] x ([0,2] N Q) é conexo por arcos;

se A, B C R? sio conexos por arcos entdo A U B também é conexo por
arcos;

se A, B C R? s3o conexos por arcos entio A N B também é conexo por
arcos;

Se A, B C R s3o conexos por arcos entdo A X B é conexo por arcos em
R?;



21. Diga quais dos seguintes subconjuntos de R? s3o compactos:

A={(z,y): x>0} B={(z,y): z=sena, y=cosa, 0<a<mw/2}

C={(z,y): *+y* <1} D={(z,y): azy>1}n{(z,y): 2* +y* <4}

E={(z,y): 0<2<1} F={(z,y): logz<y<e®}
GCcR?, G finito H={(z,y): x=1/n,neN, 1<y<3}
I'={(z,y): v<y<4} J={(z,y): =0, y[0,1]}

L C [0,2[x]1,3[, L fechado M={(z,y): |z|+ |y <1}



Universidade do Minho Lic. Ciéncias da Computagao
Departamento de Matemadtica e Aplicacdes
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— folha 2 — Sucessées em R™ 2010'11 ———

1. Considere a seguinte sucessdo em R*:

(Un)n = (1 — % (-1)", 27;7:3@5 (mr))

n

Identifique as sucessdes componentes da sucessdo (v, )n;
Determine o termo de ordem 7 da sucessdo (vp)n;

(a)

(b)

(c) Determine a subsucessdo dos termos pares de (vy,)p;
(d) Determine a subsucessdo dos termos impares de (v, )n;
()

Apresente uma sucess3o (w, ), em R* que n3o seja subsucessio de (vy,)n,
mas que
{wp :n € N} C {v, : n € N}.

(f) Mostre que a sucessdo (vy, ), é limitada.

2. Considere o seguinte subconjunto de R3:
A={(3,2,1),(1,0,0),(0,0,0)}.
(a) Apresente, caso exista, uma sucessdo em R3 cujo conjunto dos seus termos
seja A;

(b) Apresente, caso exista, uma sucessio em R? n3o limitada cujo conjunto
dos seus termos contenha A;

(c) Apresente, caso exista, uma sucessao em R3 cujo conjunto dos seus termos
contenha A e a sucessdo das 3% componentes seja constante;

(d) Apresente, caso exista, uma sucess3o em R? n3o limitada que possua uma
subsucessdo com o conjunto dos termos estritamente contido em A.

3. Mostre que um sucessdo (uy), em R é limitada se e s6 se cada uma das suas
m sucessOes componentes é limitada em R.
Sugestdo: Use a norma do mdzximo.



4. Considere a seguinte sucessio em R3:

(1t )y = (i (=", nsen (n]) )n

a) ldentifique a sucessdo das 3% componentes da sucessdo (up)n;
b
c

d

Apresente, caso exista, uma subsucessdo de (uy,), limitada;

()
(b)
(c) Apresente, caso exista, uma subsucessdo de (uy), ndo limitada;
(d) A sucessdo (uy), € limitada? Justifique.

5. Usando a definicdo de limite de uma sucessao, mostre que

2 4n+2
lim CEEY 0,4
n n+5" n+5

6. Calcule, caso existam, lim a,, e limb,, para:
n n

vn 4n 2n? —n—1
(a) an_<n27_2+1+n373 ' bn: 5n2+n_37 n3+1,0

(b) an, = (cos(nm),0, sen(nm)), b, = ((—1)” netl 7 <1 + 1> 2)

n
(c) an= S by = [ 20 nsenl sen —
" \log2(n+3)" )’ " n -’ n’ n

ntl 0] senépar

(d) ap=(m,0,¢e), by, = 2n °

r ., -
i,e se n é impar

1+n 1> )
——, —] sené par
(e) an = 127’L \/ﬁ
-n ., [
—,€ se n é impar
2n )
9 1
n"+2, — sen < 12
() an= "
n+3,e_”) sen > 12
L —2n
(“ﬁ?,o) se n =3k —2
n
(8) an=19 (0,0) sen=3k—1, k=123
e_”z,log(n)—log(n—i—l)) se n =3k

\



7. Diga, justificando, se cada uma das seguintes afirmagdes é verdadeira ou falsa:

toda a subsucessdo de uma sucessiao convergente é convergente;
toda a subsucessdo de uma sucessao divergente é divergente;

se (Up)n € (vp)n S0 sucessdes divergentes entdo (uy, +vy), € divergente;

limu,, = 0 se e s6 se lim || u, ||=0;
n n

)
)
)
d) se (un)n € (vn)n sdo sucessdes divergentes entdo ( (un, v,) ),, € divergente;
)
) hyrlnun =a, com a#0, seesose 117131 | un 1= @ ||

)

se (up)n € (wp)n sdo sucessdes tais que limu, = limw, =0 e (v,), €
n n
outra sucessao de R para a qual, a partir de uma certa ordem p, se tem
| un | <[ on || <] wn ||, Vn > p, entdo limwv, = 0;
n
(h) se (un)n € (wp)n sdo sucessdes tais que lim u,, = lim w,, = a, com a #0,
n n
e (vn)n € uma sucessdo para a qual, a partir de uma certa ordem p, se

tem || un || <|| vn || < || wn ||, YR > p, entdo limv, =a;
n

(i) se (un)n € uma sucessdo limitada entdo (u, ), é uma sucessio de Cauchy;
(j) se (un)n € (vn)n sdo sucessdes tais que (up)n € (uy, — 2vp)y S30 conver-

gentes entdo (v,), é convergente;

« . . . u
(k) se (un)n € (vy)n Sd0 sucessOes reais convergentes entdo (1 Uy, — Uy — 2vn)
n n

é uma sucessido de Cauchy;

(1) se (upn)n é uma sucessdo tal que {u,:n € N} é finito entdo (uy), é
convergente;

(m) se (up), é uma sucessdo tal que {u,:n € N} = {(1,1,1),(1,2,3)} entdo
(un)n é divergente.

8. Quando possivel, apresente uma sucessio de R? que seja:

—
[«5)

de Cauchy mas n3o convergente;

—~
o

[¢]
— — ~— ~— ~— ~— ~— — —

de Cauchy mas n3o limitada;

limitada mas n3o de Cauchy;

_
o 0

ndo limitada e que possua uma subsucessao convergente;

convergente para (0,1,¢);

—~~
—+

divergente e possua uma subsucessao de Cauchy;

convergente para (0,0,0) e com todos os termos na bola B((0,0,0), 1);

—~
5 0Q

divergente e com todos os termos na bola ((0,0,0), 1);

convergente para (0,0,0) e com todos os termos em R3\ B((0,0,0),1);

—~



de Cauchy e que possua uma subsucessdo divergente;
divergente e que possua uma subsucessio convergente para (e, 7, v/2);
convergente e que possua uma subsucessdo n3o limitada;

convergente para (0,0,0) e que possua uma subsucessdo convergente para
(0,1,0);

de Cauchy, com termos em B((0,0,0),1) e em B((5,5,5),1).
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1. Para cada uma das fun¢bes que se seguem:

(@) f(z,y) = (cos(a:y), \/17> (b) g(x,y,2) = (sen (zyz), 22 + % + 22) :
22
(c) h(z,y) = 952+(y+—il)2 ; (d) l(z,y,2) =senx + cosy ;

identifique o dominio e o contradominio e verifique se é limitada.

2. Represente graficamente o dominio das fun¢bes definidas por:

() flay) = 25 (b) f(zy.2) = log (v +2* —4) ;
© o) = (Vam ) (A) F(o,p,2) = VA aZ 2= 27
(© fla) =tog (20 (6) Fy) = Va9~ 2y

(8) f(z,y) = V—(x—y)?; (h) f(z,y) = Vy -2+ 2z —y;
(i) floy) = J% : () f(x,y) =log (4*) + V1 — 22 ;
(9 1) = O S = s

(m) f(z,y) = ysenz ; (n) f(x,y)z\}glog(y—xz);

(0) fla,y) — e VT2, () fGo) =sen ()

(a) f(z,y) = (log (y — z),cos (y —x)); (r) f(z,9) =Vy—z+/1-y;

(5) f(e,0) = 5 + VA= 47 (9 f(2.9) = = log (y— %)



3. Estude a existéncia dos seguintes limites:

(a) (z’y%lg%o’o) fla,y), com  flzy) =13 § ey
: 2 se2?+y*<1,
(b) (x’y%lg%o’o) g(z.y), com glz,y) =9 o EEDCIEY

(c) lim  A(x,y), com h(z,y)=

(.y)—(0,0) sen (zy) se y#x;

0 sexz>0,y>0,
r se x>0, y<0,
y se x<0.

d lim k(z,y), com k(z,y)=
@, Jim k) (z,1)

|
|
{ z? se y=u1x,
|

4. Calcule, caso existam, os seguintes limites:

32y . T4y
a lim — b lim ;
(2) (2,9)—(0,0) 222 + 412 (b) (zy)—(1,-1) T —Yy
(c) lim oy (d) lim (y + 222, sen E) ;
(@y)—11) -y (@y)—(2,-1) )
$2 x4y4
li : f) I S A
(©) ()01 y+ 1 ®) () o(00) (@1 +12)°
(g) lim i ; (h)  lim Ty :
(@y)—(00) T+ Y (z,9)—(0,0) 22 4 2
. . tg (?) : . —22%y3
1 — L 1 =7 .
M () (00) 72— 32 0 () (0.0) 2a% + 3y
k) lim  SEY) ) fm 2
(2.y)—(0,0) cos(z —y)’ (@y)—(00) x24y>
(m) lim Lyg : (n)  lim M ;
(z,y)—(0,0) 3x2 + 4yb (zy)—(0,1) 22+ (y —1)2
) sen (22 + y3) . y? — 2y
1 ——a ] 2
(0) (ea)m(00) 2 + 298 ( (29)(0.0) T4+ 12



(a) f é descontinua em (0,0);

Mostre que:

(b) para cada meR, a restricdo f|, da fungdo f a recta ¢ de equagdo y = mx

é continua em (0,0).

6. Quando for possivel, estenda, por continuidade, a origem, as fun¢des definidas

por:
_sen(z+y)
(a) f(z,y) = W ;
2(x — 1)y?
© £ = 2570
:c3y+xy3 )

(e) flzy) =1+

x2 + 92

(b) f(fl?,y> = <§y27w3+3> )
e+ y

_l—cos(z+y)
(d) f(a:,y)— (x_’_y)g ’
22 4 o2
, (f) f(2,y) = L

7. Considere a fungdo definida por f(x,y) =

tinuidade, aos pontos da recta de equagdo y =z .

[Repare que (z — y)3 = 23 — 322y + 3zy® — ¢°].

8. Estude a continuidade das funcdes definidas por:

(a) fz,y) =

ZL‘2y

$2+y2

se

se

se

se

se

se

se

se

V22 +1-1

Y3
Estenda-a, por con-
2
T
adl 0
(b) fla,y)={ 2y W70
0 se xzy=0;
0 sel0<y< $27
(d) f(z,y) { 1 caso contrério;
[z se x>y,
(f) f(a:,y)—{ y se x<uy;
T
——  se y#27
(h) flzy)=q y—2
0 se y=2;



2?24+ se 22 4+y% <1, . se x +v,
(1) f(x’y):{ Oy se $2+y2;1 (J) f(x7y): T — %y
Y 7 0 se x =1y,
sen y
(k) f(g;’y) — $2+y2 s€ (;U,y)#((),()),
0 se (z,y)=(0,0);
L_l se .’E2+ 2#2
M) flz,y) =4 2a2+y2—2 y 7
0 se 22 +y? =2
iyt
(m) fey) =4 @rgp © @700,
0 se (z,y) = (0,0).
9. Apresente uma funcdo f:R? — R que seja descontinua apenas em:
(a) (1,-2); (b) {(z,y) €R?: 2® +y*> =4} ;
() Z x Z; (){( }U{xy JER?: y=a2+1};
(e) {1} = [1,7]; f) {(z, F0<2<3;A0<y<e®}.

10. Relativamente a uma fung¢do f: RZ R, diga, justificando, se cada uma das
seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa:

(a) se f(0,0)=1 e hn% hm f(z,y) =1 entdo f é continua em (0,0);
z—0 y—0
(b) se f(0,0) =1 e f(z,2%) = 0, Vo € R\ {0}, entdo f é descontinua em
(0,0);
(c) se f é continua em (0,0) e f(z,2%) =2z + 1, Vo € R\ {0}, entdo
lim hrn flz,y) =1,

rz—0 y—0

(d) se f(z,2%) = 2 +2, Vo eR\{0}, e f(z, —2?) = e®, Vo €R\{0}, entdo
f é continua em (0,0).

11. Mostre que a fungdo f(x,y) = —5z° + zy + 3y + 923> — 2 possui pelo menos
um zero.
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1. Usando a definic3o, calcule a derivada direcional g]j (A) da fungdo f no ponto
U

A segundo o vector v, para:
(a) f(z,y) ==y, T=61+¢&, A=(1,0);
(b) flw,y) =" +¢%e” ™), T=-&1+8&, A=(1,1);
(c) f(z,y) =sen(zy), ¥=é1+é&, A=(0,0);

rT+y se xr <y,

%y se x>y, U= —e1+26, A=(0,0);

(@ st ={

(e) f(xvyvz) = (1)2 + ry + 22,$y22) ' 17: é»1 + 252 + 53 y A — (1525 _1)1
2. Usando a definicdo de derivada parcial num ponto, determine:

of of

(@) 5,(0.0) e 5 (-1.1) para [(w,y) = 2%
of of of B 2y se x <y,
(b) 6—y(0,0) , @(0»1) e %(Ll) para f(z,y) = { —r se T >y.

3. Determine as funcdes derivadas parciais de primeira ordem das funcoes definidas
por

) [
) [
) f(x,y) = log (cos (zy));
d) flz,y,2) = (Senx+]0gx+ex27(x2+zy3)2);
) f(z,y) = (2° +y’e”, 45);

) f(z,y) = (sen (2y),z,y);

) flzy

x,Yy,2) = (\/;U2yz3,:n210g (1+ y2)e‘z).



4. Calcule % (0,0) para qualquer 7€R?\{(0,0)}, onde:
U

.3
(a) f(may):m se (CE,y)#(0,0) € f(x7y):0 se (x7y):(070)'
o3
(b) fwy) = 5 ¢ (29)#(0,0) e fla,y) =0 se (2,3) = (0,0)
(€) o) = o sext —y e flry)=0 se v =y,
(d) {(w,iJ;TO )se y#z? ou (z,y) = (0,0) e f(z,y) =1 sey = 2% e
x, 0,0).

5. Seja f(z,y) = 2® + 322 + 4oy + 2.

of (2 4
M —(=,-2)= e R2 .
ostre que > <3 , 3> 0 para todo 7€ R*\{(0,0)}

6. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem das func¢des definidas por

(a) f(z,y)=1 se =00uy=0 e f(z,y) =0 se zy=+0;

(b) J@y) = 55 se (@y)#(0,0) e fa,y) =0 se (2,y) = (0,0)

22y

2 e (z,y) #(0,0) e f(z,y) =0 se (z,y) = (0,0);

(C) f(l',y) =

(d) f@y) = —2— se a+y#0 e flz,y) =z se z+y=0;

xr+y

3+ 3
(e) f(xvy):m s€ (IE,Z/)#(0,0) € f(.T,y):O se (a:,y):(0,0),

() Jwy) = 75 e @) #(0,0) e f(e,y) =0 se (2,9) = (0,0)
(8) flr.y)=wy se y#w e floy) =2 se x =y

7. Calcule as derivadas parciais de segunda ordem das func¢des definidas por

2_,2

(@) f(z,y) =e® ¥ (b) f(z,y) =log (1 +2* + ¢*);

(c) flz,y, 2) = cos (zyz); (d) f(z,y,2) = y*log z + we **.



8. Mostre que as fungdes definidas a seguir verificam as condi¢des indicadas:

8 9?2
72 f +2a:yd$3y +y287£ =

(a) f(z,y) = cos (%) +tg (%)
(b) g(z,y) =ze ¥/, 2y(%+2§) T amg _I_yzgyg;
(c) hlz,y) = *sen(V2y), 525k =0,

Pp _ 9*p _

(d) p(z,y) =cos(z—y) +log(z+y), zF-5F=0
r—y
(e) u(xvyaz):x+y_z, %+%+%:1’

2
(F) vle.y) = —log (2* + %), Zp = 5254,
2 2
(8) w(z,y) =log (Vz? +y?), g? + g? =0;
(h) i(z,y) = log («* +y* )+arctgy R

N 2 02%j 8%
(') j(%,y) = cosxy, Bway Byajar =0.

9. Usando o teorema de Schwarz, mostre que n3o pode existir uma fun¢do f :
R? — R cujas derivadas parciais de primeira ordem sejam:

O (g O
(a) 5 () =207, ay(:r,y)—yw +
of B of _
(b) Z-(z,y) = zseny, ay(ﬂ?,y)—ysen:v-
zy3
o (z,y) #(0,0),
10. Seja f:R? — R definida por f(z,y) = y

0 se (z,y) =(0,0).

of  of
(a) Determine 5 © 9y
0% f 0% f
(b) Calcule &an(0,0) e 6y3x(0’0)'

(c) Explique porque ndo ha contradigdo com o teorema de Schwarz.



SCyz

s€ 1’# — Y
11. Considere a fungdo definida por f(z,y) =4 * Ty

0 se r = —y.

(a) Calcule g(l‘,O) e af(O,y).

oy Ox
” O’f O f
(b) Verifique que amay(o’o) * 8yax(0,0).
xy|z
Zl?z—f-y2|-i-22 se (x) Y, Z) % (07 07 0)7
12. Seja f : R — R definida por f(z,y,2) = Y
O se (x7 y? Z) = (07 07 O)'

(a) Calcule g{;’ (0,0,0) para qualquer 7 € R3\{(0,0,0)}.

(b) Usando o resultado da alinea anterior, calcule ?(0,0,0), ?(0,0,0) e
Y
of

5,(0.0,0).

13. Em cada alinea, use a definigdo para estudar a derivabilidade em (0, 0) da fungdo
f: R?2 — R definida como se indica:

(@) f(z,y) = Va? +y?; (b) f(z,y) = Vl]zyl;
(c) fz,y) = |zyl; (d) f(z,y) = max{|z[,|y| };
(e) f(z,y) = |z| + [yl; (f) flz,y) = 2° + zy — y*.

x4y se xy=0;
14. Seja f:R? — R a fungdo definida por f(z,y) =

1 se xzy#0.

Estude a continuidade e a derivabilidade de f em (0,0).

2

>
15. Considere a funcdo f: R? — R definida por f(z,y) = { _xg :2 i - 8’

(a) Mostre que f é derivavel em (0,0).

(b) Verifique que n3o existe ?(O,b), sempre que b#0.
x



se x + 0,
16. Considere a fungio f: R? — R definida por f(x,y) =3 =+ v7
0 se x+y=0.

Estude a derivabilidade de f.

17. Considere a fun¢do f: R? — R? definida por f(x,vy,2) = (zz+seny+e*z?, 3y).

(a) Mostre que f é derivvel em todos os pontos de R?.

(b) Determine a matriz, em relagdo as bases candnicas nos respectivos espacos
dominio e chegada, da derivada de f no ponto (3,3, 2).

of

m(3, 371', 2)

(c) Use a alinea anterior para determinar

zy
2 1 a2 ) 0,0),

18. Seja f: R? — R a fungdo definida por f(z,y) = ¢ 22 +y? se (,9)#(0,0)

0 se (z,9) = (0,0).

a) Mostre que f possui derivadas parciais de 1* ordem em todos os pontos.

Estude a continuidade de f.

(a)
(b) Averigue a existéncia de derivadas direccionais de f na origem.
(c)
(d)

d) Estude a derivabilidade de f.
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1. Considere a funcdo f : R? — R definida por

e ) e (@) # (0,0
a2 { 0. (r.y)=(0,0)

(a) Mostre que f possui derivadas direcionais em (0,0) segundo todos os
vectores 7 € R
(b) Mostre que a aplicagdo ¥ +— %{;((0, 0)) n3o € linear;

(c) Verifique se f é derivavel em (0,0).

2. Considere a func¢do f : R? — R definida por

] L @) £0,0)
(®9) { 0" (z,y) =

(a) Mostre que f possui derivadas direcionais em (0,0) segundo todos os
vectores 7 € R
(b) Mostre que a aplicagdo v +— %((0,0)) é linear;

(c) Verifique se f é derivavel em (0,0).

3. Considere a funcdo f : R? — R definida por

z? + y?)sen —— T
(x,y)H{ (2% +y)sen —mess (2,9) #(0,0)
0, (z,y) = (0,0)

(a) Calcule %(0,0) e %(0,0);
(b) Determine % e g—i e verifique que ndo sdo continuas em (0, 0);
(c) Verifique que f é derivavel em (0, 0).



4. Considere a funcio f : R? — R definida por

] 5 (@) £0,0)
(z,y) {3 S?y o)

(a) Mostre que f é continua em (0,0);
(b) Caleule 5£(0,0), $£(0,0) e 5555(0,0);
(c) Verifique se f é derivavel em (0,0).

5. Considere a funcdo f : R? — R definida por

(z,y) H{ oy, (@,y) #(0,0)
0’ (IL’,y) =

a) Mostre que f é continua em (0,0);
b) Para que valores de (a,b) € R? existe %(0,0)? Justifique;

(a)
(b)
(c) Verifique se f é derivavel em (0,0);
(d)

d) Calcule, caso exista, aa:gy (0,0).
5y’
6. Considere a fungdo f: R? — R definida por f(z,y) = { 22 + 3y se (z,y) #(0,0),
0 se (z,y) = (0,0).
(a) Prove que f é continua em (0,0).
(b) Estude a derivabilidade de f em (0,0).
%
7. Seja f : R? — R a funcio definida por f(z,y) = { 2 + y? se (z,9) #(0,0)
0 se (z,y)=(0,0)

(a) Mostre que f é continua em (0,0).

d
(b) Determine a derivada direcional a—g (0,0), para qualquer 7€ R?\{(0,0)}.
(c) Estude a derivabilidade de f em (0,0).

3y

8. Digasea fungdo f: R? — Rdefinida por f(z,y) = ¢ 22 + 42 se (z,y)#(0,0),
0 se (z,y)=(0,0)

é de classe C1.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

w2y?
Considere a funcdo f: R? — R definida por f(z,y) = ¢ 4 + y4 se (z,y) #(0,0),
0 se (z,y) =(0,0).

(a) Determine g‘i e gg em cada (z,y) €R2.

(b) Verifique se f é de classe C.

Determine o gradiente da fungdo f nos pontos onde ele exista, para:
(a) fla,y) = 22°y° — ze?; (b) f(z,y) = zy + ze;

(c) f(z,y,2) =sen(z” +y +32); (d) f(z,y,2) =log (—z + 2) — log (y + 2).

Sejam f uma fung3o real derivavel em R? e (a,b) €RR? tais que

%(a7b):1, g;};(a,b):2, onde T=2¢€1+36, U=¢ +é

Determine Vf(a,b), f'(a,b) e @ € R? tal que % (a,b) =0.

Determine os pontos da curva de equacdo =3 + 32 4+ 32 = 0 cuja tangente é
horizontal ou vertical.

Determine os pontos da elipse 222 + 4% = 1 cuja tangente passa pelo ponto
(1,1).

Determine os pontos da curva z2 + y? — 2z 4+ 2y = 0 cuja normal é paralela 3
recta y = x.

Para cada uma das seguintes fung¢des, determine o plano tangente ao seu grafico
no ponto indicado:

(a) f(z,y) =2z —y? ponto (2,—1,7);
(b) f(z,y) = 22°y> —ze?, ponto (0,0,0);
(c) flx,y) =2+ 42, ponto (0,0,0).



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25,

26.

Seja f: R — R uma fung3o derivavel. Mostre que as funcdes g, h: R? — R
definidas a seguir satisfazem as condi¢des indicadas:

dg dg
_ 2 2 e ZJ 2 2
(@) g(z,y) =zy+ [ (2° +y°), Vo Toy =Y T
2
_y 1 20 Oh _ o
(b) h(z,y) = 5 +f<x+10gy), T axﬂ/ay Y

Sejam f e g funcdes reais derivaveis em R. Mostre que a funcdo h definida por
0’h  9%h

h = — f 3 —_— =

(z,y) = f(z +y) + g(z — y) verifica a equagdo 02~ 0g?
Sejam f: R2 — R e g: R — R definidas por f(z,y) = 2%y e g(t) =
f(e® 2t +1). Determine ¢'(t), para tER.
Sejam f,g: R? — R tais que f(z,y) = z%e™ + y’sen (zy) e g(s,t) =
f(s%t, se'). Determine as derivadas parciais de g.

Seja F': R? — R uma funcio de classe C'! e defina-se f: U CR? — R pondo

B3 F (Y 2) Verif or o5, or_
flz,y,2) == F<$’ w) Verifique que x(?:r +y8y +zaz =3f.

Considere z : R? — R definida por z(z,y) = y+F(2*—¢?), onde F: R — R

¢ de classe C. Prove que yor +ro" = x|
Ox oy

Dada f: R — R de classe C!, defina-se g: U C R?> — R pondo g(x,y) =

Yy dg . 09
f (;) Mostre que xa—x +y87; =0.

Sejam f: R? — R definida por f(x,y) = log (1 + 22 + yQ) eh:R— R tal
que h(t) = f (sen 3t,cos 3t). Calcule h/(t), teR .

aZ—l—gZ =0 parau: R? — R definida por u(z,y) = f (x — y,y — x),

onde f: R? — R € de classe C.

Mostre que

Sejam f,g: R — R funcdes de classe C? e u : R? — R definida por
du 0t _ou
Ox OyOxr Oy O0x?’

u(z,y) = f(x +g(y)). Verifique que

Seja f: R?> — R uma func¢3o diferenciavel e defina-se ¢:U CR? — R pondo

_r(rvz o6 90, 00 _
gzﬁ(x,y,z)—f(y,z,x). Mostre que T + y@y + Z5, =0.
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1. Considere as funcdes:
u: R — RS f: R3 — R
(z,y) = (zy,sen(zy),e”) (z,9,2) = 51329 + yQZ

(a) Determine a derivada de f o num ponto (z,y);

(b) Use a alinea anterior para determinar (f o u)’(0,2)(2,1).

2. Escreva o polinédmio de Taylor de ordem 2 para as fun¢des apresentadas a seguir,
em torno dos pontos indicados:

(a) f(z,y) =sen(zy), ponto (1,7);

T

(b) fla,y) = cos(ay), ponto (3.7 );

(c) f(z,y) =e™¥,  ponto (0,0);

(d) f(w,y) = sen (wy) + cos (zy), ponto (0,0);

(e) f(z,y)=(z+y)? ponto (0,0).
3. Escreva o polindmio de Taylor de ordem 3 para a fungdo

fla,y) = (x +y)?
em torno do ponto (1,2).

4. Considere a fungdo f : R? — R definida por f(x,y) = sen (xy) + cos (zy).

(a) Determine o polinémio de Taylor e o resto de Lagrange de segunda ordem
de f no ponto (0,0);

-1
(b) Verifique se existe e é finito  lim %
(zy)—(00) T°+y



5. Determine os pontos criticos de cada uma das funcGes apresentadas a seguir.
Averigue se algum deles é ponto extremante, recorrendo apenas ao estudo do
comportamento da funcdo em torno de cada ponto criticos.

(@) flz,y) =a2®+y* (b) f(z,y) =2 —z —y*%
(c) flz,y) = zy; (d) f(z,y) = 2*y*
(e) f(z,y) =1—a% (f) f(z,y) =2 —y>.
6. Determine, caso existam, os extremos locais das fun¢des definidas por:
(a) f(z,y) = 22 — y)* (b) f(z,y) = ' +y* — 222 + 4oy — 2y — 1;
(c) f(z,y) = 2y*; (d) f(z,y,2) = 2* + 9> 4+ 32° + yz + 202 — xy;
(e) f(x,y) = senx cosy; (f) f(z,y) = 2* = 3uy® + v
(g) fla,y) = e™+v", (h) fz,y,2) = 22% 4+ y* + 422,

. _ 9.2 2 4 5
() flz,y) = Jy* =32’y +2* —x
7. Determine, caso existam, os extremos locais da seguinte funcio

f: R — R
(v,y) — 22y+ay?+ay—1-

8. Determine os extremos das funcdes f definidas a seguir, vinculados pelas condicdes

indicadas:
(a) flzy) =2y,  2*+y’ =4
(b) f(z,y,2) = 42 + y? + 522, 2x 4+ 3y + 4z = 12;
(c) fla,y) =2 + 9% + 22, 22 —ay=1;
(d) flz,y) =2y,  xt+y=1L
e) flay)=2"+y>,  2®+yP=1
) [,y

2) =y(z + 2), 2 +y2-2=0, yz—2=0.

9. Analise, em fungdo dos pardmetros a e b, os extremos da funcio f(x,y,z) =
ax? + by? sobre a superficie esférica

S={(z,y,2) e R3: 2% +9° + 22 =1},
supondo que a < 0 e b > 0.

10. Determine o ponto de cota mais alta da interseccio do paraboloide 22 + y? =
5—zcomoplanox+y+2z=1.



11. Calcule o maximo e o minimo da func3o

f: R3 —- R
(r,y,2) — xz+ay+yz

restrita ao conjunto K = {(z,y,2) e R3 : 22 49?2 <1,z € [-1,1]}.
12. Considere f : R3 — R, definida por f(z,%,2) = = + y?, e o conjunto

K={(z,y2) eR®:x=2 A 2®+y?+:2=1}.

Calcule, caso existam, o maximo e o minimo da fungdo f restrita a K.

13. Em cada uma das seguintes alineas, verifique que a equacdo dada define implici-
tamente uma fun¢3o z de (z,y) numa bola de centro no ponto apresentado, e
determine as derivadas parciais indicadas:

0%z
(a) sen (wyz) =xz+y+2z (0,0,0), @(030);
(b) Z = (xy) ! (17 17 1)' ayax(171)r

0z .1 0z, 1

T+2y—2 _ 1 hdad - dd .
(c) Tog (zy2) + e LoLhD ). 50.)
0z 0z
(d) cos(y—z)+sen(z+2)=1, (0,0,0), %(0,0), 8—y(0,0),
(e) sen(x +2)+cos(y+z2)=z+1, (m0,0), %(7‘(,0);
(f) e®* !y ayz =2, (1,1,1), %(1,1).

14. Considere a seguinte equacdo de trés varidveis reais
w22 + xy?z = y22 +5.

(a) Mostre que a equagdo apresentada define z como fun¢do de (z,y) numa
bola de centro no ponto (3,1,1).

(b) Determine o vector que indica a direcgdo e o sentido de maior crescimento
de z(x,y) partindo de (3,1).

(c) Para z : B((3,1),0) — R, definida na alinea (a), 6 > 0, determine
H'(3,1), onde H(x,y) = G(z,y,z(x,y)) definida em B((3,1),0), com
G(x,y,z) ="V + ayz.

15. Seja z = ¢(x,y) uma funcdo definida implicitamente, numa bola de centro em
0 0
(1,1,0), pela equagdo ze¥* + zlogy = 1. Determine 8—@(1,1) e 8—(p(1, 1).
€r )



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Mostre que sistema de equacdes

yo? —u? + 2% =1

dzv — yud +logy =0

define u e v como fungdes de (x, y) numa vizinhang¢a do ponto (z, Yo, ug, Vo) =
(1,1,2,2).

Considere o sistema
222 —2y+1=0
Bu? 4y — 22 =0
(a) Mostre que o sistema é resoldvel em ordem a y e a z numa vizinhang¢a de
(0,1,1);
(b) Escrevendo numa vizinhanga de (0,1,1), isto é y = y(z) e z = z(x),
calcule y"(0).

Seja z = p(x,y) uma fungdo definida implicitamente, numa bola de centro em

.02
(1,1,0), pela equagdo zzx + 2ye® = 3* — 1. Determine 8a:gy(1’ 1).

Mostre que a equacdo x322 — z3yx = 0 define, nas condicdes do teorema da

fun¢do implicita, z como fungdo de (x,y) numa bola de centro (1,1, 1) e calcule

0z 0z

D —(1,1) e oy —(1,1). Analise o que se passa numa qualquer bola de centro em

(0,0,0).

Nas condicdes do teorema da funcdo implicita, a equagdo F<f 7> 0 define,

0z

para  # 0, z como fung¢do de (z,y). Mostre que T + y8
Y

Seja f: R? — R uma fungdo de classe C! tal que f(1,2) = f(2,1) = 0,

Zf(l 2)=1, gf(2 1)=2. Prove que a equagdo (z + f(z,y)) (z + f(y,x))=1

define z como fungao implicita de (x,y) numa bola de centro em (1,2,1).

0z
Calcule 9 —(1,2).

Considere a funcdo

f: R3 — R3
(r,y,2) — (z+zyz,y+ay, 2+ 21+ 32%) "

Verifique que f é localmente invertivel numa bola de centro no ponto (0,0, 0).

4



23. Considere a funcio

f: R? — R?
(z,y) = (2% =y 2zy)
(a) Mostre que f é localmente invertivel numa bola de centro no ponto
(z,y) # (0,0);
(b) Para (z,y) = (1,—1), considere a bola B((1,—1),0) de tal forma que a

funcado

flB,=1),8) — f(B((1,-1),0))
seja bijectiva. Determine (f|B((17_1)75))_1 (0,—2).

24. Considere a fungdo
f: R — R?
(z,y) = (a%y) "
Mostre que f é invertivel, mesmo com o determinante da matriz de f/(0,0)
nulo.

25. Considere a fungdo

f: R — R?
(z,y) = (™ -+’ +y2y%)
(a) Mostre que f é localmente invertivel numa bola de centro no ponto (z,y)
com y # 0.

(b) Verifique se f é localmente invertivel em algum ponto da forma (z,0).
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1. Calcule // f(z,y)dxdy para:
D

(@) flzy) =2’ +y* e D=[0,1] x[0,1];

(b) f(z,y)=e*tY e D:{(w,y)eRQ:mgy,ySO,x—i—y—i—lZO};
(c) flz,y)=cos(z+y) e D={(z,y) eR*:|a| + |yl <1};

(d) f(z,y)=10+y e D={(z,y) eR*:2”+y* <4, z>1};

(e) flz,y)=1 e Dz{(x,y)éRQ:x2+y2§4}u[3,5]><[1,3].

2. Inverta a ordem de integracdo nos seguintes integrais:

@ [ / " fany) dedy o/ | " o) dyda
@ [ [ s @ [ [ ste0)aua;
(e) /12/;3 f(z,y) dyda; (f) /O2Amf(x,y) dydzx.

3. Invertendo a ordem de integracdo, calcule:

1 pvV/1—22 e 3
(a) / V1 —y? dydz; (b) / / dxdy;
0 1 log y

0
1,1 e 1 2 1)13
(c) // e da dy; (d) // udxdy.
0Jy 1 Jlogy Yy



. Usando integrais duplos, calcule a drea de cada uma das regides planas R que
se seguem:

(@) R={(z,y) eR?:0<x <2, e *<y<e®}
(b) R={(x,y) eR*:y >0, y < —22% —x+3, y < —z+1};
(c) R={(z,y) eR*:y>2a? y <4 -2}

. Usando integrais duplos, calcule o volume de cada um dos sélidos S que se
seguem:

(@) R={(z,y,2) ER3:0<r <2, e *<y<e?, 0<z<a+yh
(b) R:{(LE‘,y,Z)ERglyzO, ySIEQ—Q.’E, J"_ySZSx—'_y}v
(€ R={(z,9,2) eER*:0 <0, <y’ ~y, v <z+y, y<—z— 2z}

. Calcule // f(z,y)d(z,y), onde D={(z,y)eR*: 2 >0,y >0,z +y <1}
D

e f é a funcdo definida a seguir, efectuando a mudanca de varidveis indicada:

xr —

(a) f(ﬂ%y):cos( y) T—y=u, TH+y=u

r+vy

T+

(b) f(fcvy)zeXp< yy>, rTHy=u, y=uv.

. Determine as coordenadas polares dos pontos cuja representacao cartesiana é

A=(3,V3), B=(0,2), C=(0,-2), D=(-4,-4), E=(1,1).

. Determine as coordenadas cartesianas dos pontos cuja representacdo polar é
T 3 T 117

A= (1T, = (23) . o=, D= (5.3). B (510),
). - (22). cmeon p=(53). £ (5

. Determine a equacdo polar das curvas de equagdes cartesianas:

(a) y = x; (b) 2® +y* =1
(c)y=3, z>0; (d) 2 +y* =9, y >z
(e) (x —1)> 4+ 9 =1; (f) y =3z +6.



10. Passando para coordenadas polares, calcule // f(z,y)d(x,y), onde:
D

(@) flzy)=(@*+y)"F e D={(z,y) eR*:1<a®+y? <5},

(b) f(z,y) = (x* +4?) ' log (x* +4?) e D é a regido do primeiro quadrante
limitada pelas circunferéncias de equacdes 22 + 42> =4 e 22 +32=09;

(c) f(z,y) = ardg(%) eD:{(w,y)ERQ: 1<2?+y* <9, V3y >z, 3z > y};

(d) flz,y) =2*+y* e D:{(:c,y) €R2:0§x§2,0§y§\/2x—m2};

() f(w7y)=(w2+y2)_% e D={(z,y) eR* y<uw,y>2* >0}

11. Passando para coordenadas cartesianas, calcule

/4 pv2/(2cos 0)
/ / p dpdb.
0 0

12. Usando integrais duplos, calcule a drea de cada uma das regides planas R que
se seguem:

(a) R={(z,y) eR?:y> —az, y <, 2% +y> < 9};
=r,y) eRT: 1< +y" <4, y<uz x>0}
b) R R? 24942 <4
(c) R={(z,y) eR?:2? +y? <16, (x+2)2+y> >4, y > 0}.

13. Usando integrais duplos, calcule o volume dos seguintes sélidos:
(a) A:{(x,y,z)eR3: 1 <z?+94?% <4, O§z§x2+y2};
(b) B={(z,y,2) eR*: 0<2<2,0<y<2,2>0,y+2<2};
(c) C={(z,y,2) eR*: 2 +y* <1, 2>0, y+2 <3}

14. Usando integrais duplos, calcule o volume do sélido limitado pelas superficies
de equagses:

(@) 2=0,2=3,y=2, z =19
(b) z=3, z=2a? +¢%;

(c) 2 +y*> =22, 2° + 2 + 22 =3;
(d) z=4—-2>—9*, 2=0



15.

16.

17.

18.

19.

Calcule ///72 f(z,y,2)d(z,y,z), onde:

(a) f(z,y,2)=x+y+2 e R=][0,2]x][0,2]x]0,2];

(b) f(z,y,2) =y e R é a regido de R3 limitada pelos planos coordenados e
pelo plano de equagcdo =z +y+ 2z =1;

(c) f(x,y,2) =2 e R éaregido de R? definida pelas condi¢des 22+ y? <
2<2, >0, y>0.

Determine as coordenadas cilindricas dos pontos cuja representacdo cartesiana
é

A=(1,v/3,-1), B=(200), C=(0,-53) e D=(3-32).

Determine as coordenadas cartesianas dos pontos cuja representacdo em coor-
denadas cilindricas é

A=(1,m,2), Bz(%,O,Z), C=v(0,m2) e D:<\@,3Z,1).

Determine a equacdo em coordenadas cilindricas das superficies em R? de

equacglbes cartesianas
() 2 +y* =1; b)® +y*+22 =1 (o) a® +yP=2%

daz+y+z=1 (e) y =m; (f) z=1.

Determine a equacio cartesiana das superficies de R? cujas equaces em coor-
denadas cilindricas sao:

(@p=3 (B)b=2; (Jz=1L  (d)z=2-V4d-p>



20. Usando coordenadas cilindricas, calcule /// f(z,y,2)d(z,y, 2), para
R

(a) f(z,y,2) =2 e R={(z,y,2) ER*:0<2<3, 2* +y* <z};
(b) f(a:,y,z):zew2+y2 e RZ{(SC,?J,Z)ER3:2§Z§3, x2+y2§4};

(c) f(z,y,2) =2z+/2%2+y? e R aregido do primeiro octante limitada pelas
superficies cilindricas de equacdes 22 + 4> =1 e 22 +y?> = 9 e pelos
planos de equagdes z =0, z=1, x=0¢e x=y.

21. Determine as coordenadas esféricas dos pontos cuja representacdo cartesiana é

A=(1,-1,0, B=(1,1,v2), C=(-1,-1,v/2) ¢ D=(0,1,-1).

22. Determine a equacdo em coordenadas esféricas das superficies em R? de equacdes
cartesianas:

(@) 22 + % = 1; (b) 2* +y* + 2% = 1;
(c) 2 + ¢ = 2% (d)z+y+z=1L
(e) y=u; (f) z =1.

23. Determine a equacio cartesiana das superficies de R? cuja equacio em coorde-
nadas esféricas é:

@r=2% M=% ©Qe=g (@e="  ()r=dcosy.

24. Usando coordenadas esféricas, descreva o sélido

S={(z,y,2)eR’: 2®+y°+(2—2)><4}.

25. Calcule o volume do sélido que é:

(a) definido pelas condicdes 3z > 2% +¢? e x2 + 4% + 22 < 4;
(b) definido pelas condicdes % + 3> < z < /22 + y2;

(c) limitado pela superficie esférica de equagdo r = 1 e pela superficie cénica
de equagdo ¢ = 7/4.



26. Estabeleca um integral (ou soma de vérios integrais) que dé o volume dos sélidos:
(a) S={(=z,y,2) ER: 24+ + (21221 A 22+ 2+ (2 -2 <4 A 2> 1};

(b) T:{(x,y,z)€R3: >0 AYy>0A0<z<ya24+y? A x2+y2+22<1}.

27. Usando integrais triplos, calcule o volume dos sélidos:

(@) Si1={(z,y,2) eR®: 22 +y? <1-22},

(b) Sp = {(:c,y,z) ER3: a2+ y2<z<1— 22 +y? A yZO}.
28. Estabeleca um integral que dé o volume do sélido definido pela condicdo

(ZZ x2 + y? /\nggl) v (:U2+y2§1/\1§z§2).



