Calculo I
Licenciatura em Matematica 2017/2018

Integral indefinido de uma fungao real de variavel real
Definicao

Definicao: Seja f : D — R, com D C R uma uniao finita de intervalos nao triviais,
uma funcao.
Uma funcao F' : D — R diz-se uma primitiva de f se F' é derivavel e todos os pontos
de D e
F'(x) = f(z), VxeD.

Exemplo: F(z) = %2 e G(z) = 352—2 + 3 sao primitivas da fungao f(x) = z porque

F'(z) =G'(z) = f(z), VxeR.
Observacao: Como consequéncia do exemplo anterior, observa-se que, quando uma
funcao admite uma primitiva, esta nao é unica.

Proposicao: Se F; e F; sao primitivas de f num intervalo I C R, entao existe ¢ € R
tal que:
Fi(z) — Fy(x)=¢, VYxel.

Dem. A prova foi feita nas aulas.[]

Notagao: Seja f : I — R uma funcao real cujo dominio / é um intervalo nao trivial.
Chama-se integral indefinido de f ao conjunto de todas as primitivas de f, denotando-se

por [ f(x)dz. Consequentemente,

/f(:v)dx = F(x) + ¢,
em que ¢ € R e F'(z) = f(x), para todo x € 1.

Propriedades: Dadas duas fungbes primitivaveis (ou seja, que tém primitiva), f e g,
e uma constante o € R, tem-se:

o [ 1)+ gwdo= [ o+ [ gl
. /af(x)dx:a/f(a:)da:.

Dem. Consequéncia das regras de derivacao e da definicao de integral indefinido. A
formalizacao das provas fica como exercicio. [



Primitivas imediatas

Primitivas que se obtém directamente das regras de derivacao.

Exemplo:
1 1
/sen(?)x)dx =3 / —3sen (3x)dx = ~3 cos(3z) +¢, ceR.

Exercicios:

Calcule cada um dos integrais indefinidos que se seguem:

(i) / 2xe” du: (i) / e da:;

(141) /:1:3+3dx; (iv) /xmdx;

(v) / (x + 4)"0da; (vi) / tg (z)da;

(vid) / xffld:c; (vidd) / \/;de;
(iz) / %sen(log(gx))dx; (z) / (2 + 1) da;
(z) / h (2)da: (wid) / €3 ch (¢ da:

(wiii) /sen(:c) cos(x)d; (xiv) /x2(x3+ 1) du;

(2v) / sen’(z)dz; (zvi) / \/%dx;

(xvid) /1fm4dm; (xviii)/ﬁdx;




Primitivacao por partes

Método de primitivagao baseado na regra de derivacao do produto.

Sendo u e v fungoes derivaveis num intervalo I C R, da regra de derivagao do
produto tem-se

(u(z)v(x))" = u'(z)o(x) + v (z)u(z) = o' (z)v(z) = (u(z)v(r)) = v'(z)u(z),

/ o (2)0(x)dz = / (u(z)v(x)) dz — / o (2)u(z)dz

e consequentemente

Exemplo:

/xcos(x)dx = xsen (1) — / Isen (z)dx = xsen(z) 4+ cos(x) +¢, c€R.

Exercicios:

Use integragao por partes para calcular cada um dos seguintes integrais indefinidos:

(i / log zdz; (if) / zsen (2)da;
(i) [ ¢ cosla)d (i) [ arcty (o)
(v) / (322 + Dlog(z + Vdz;  (vi) / 22 cos(z)da
o) O i) [t

(iz) / sarctg (2)da: (z) / 2 (2% +1)Tda.



Primitivacao por substituicao

Método de primitivagao baseado na regra de derivagao da composta de funcoes.

Proposigao: Sejam [ e J dois intervalos de R, ¢ : J — I funcao bijectiva derivavel e
f I — R funcao primitivavel, com F': I — R uma primitiva de f. Entao

/f dx—/f dy =F(o(y)) = F(z)+e¢, ceR.

Dem. Basta provar que F(p(y)), em que y = ¢~ !(x), é uma primitiva de f(z).

[F«o(y))] — Flo)e' ) = Flew)P ) = f(2) {so(so-l(x))] _ J(@)a’ = f(a).0

Exemplo:
Com a mudanga de varidvel x = sen(y) (pense nos dominios), obtém-se a seguinte
primitiva:

/\/1—7x2d:c:/mcos(y)dy:/cos2(y)dy: /Mdy:

2

1 1 1 1
=5 + Zsen(Qy) +c= Sarcsen (x) + Z5en (2arcsen(x)) +¢, ceR.

Exercicios:

Utilize as substituicoes indicadas para calcular as seguintes integrais indefinidos:

(4) /(;“dfb’a r = tg(y);

1+ 22?)

y sen (x)cos(x) B _
(17) /mdx, x = arccos (y);

(iid) / - x = log(y);

e2r 4+ 1

(iv) /\/ 1+ 22dx, x = sh(y);

(v) /sen(log(:v))dx, r=eY.



Primitivacao de fraccoes racionais

()

Chama-se fracc¢ao racional a uma fraccao p—, em que p(x) e g(x) s@o polinémios de

q(z)

coeficientes reais.

Objectivo: Descrever um método de calculo do integral indefinido de fungoes do tipo:

_ p@)

Y

com p(x) e g(x) polinémios de coeficientes reais.

Caso 1: p(x) = ¢(z).

Neste caso, tem-se:

/@dx:/wdx:log]q(x)]+c, ceR.

q(x) q(z)

Exemplos:

1
1. /x+3dx:10g|x+3]+c, ceR;

2
2. /ingdleog(xQ%—S)—l—c, ceR.

Caso 2: p(z) = @ (z)

g(z)  a(x)? +1

Neste caso, tem-se:

/]ﬂdﬂj B / e arctg (a(z)) +¢, c€R.

q() la(z)]? +1

Exemplos:

2z 2z 9
1. /1+x4dx:/mdx:arctg($)+c, CGR,

1 1 2 2
V3
/1 X x? /($+%)2+% \/g/ (2x+1>2 1 \/g

c, c€eR.




b))
Caso 3 @) =~ Talo)

Neste caso, tem-se:

[M8 0 [ 8- o[- e e - B e cer

q() az)]® l—a

—, com a € N\ {1}

Exemplos:

1 -1
1. dr = R;
/(x+2)3x 2(x+2)2+c, c € K;

2z 2z —1
2. | —————dzr = dr = e R.
/1+2x2+x4 ! /(1+x2)2 TTiye e ¢

Caso Geral: Os trés casos apresentados anteriormente incluem as chamadas fracgoes
simples isto é, fracgoes do tipo

A Bx+C
T Na) ou )
(x —a)~ [(z —a)? + b2~
onde A, B,C,a,b e Re a€R.
No caso geral Z%, é possivel escrever a fracgao como soma de um polinémio com

fracgoes simples procedendo da seguinte forma:

1. se grau p(x) >grau ¢(z), entdo faz-se a divisdo dos polindémios, obtendo-se

x r(x
p():d@)Jr ()7
q(x) q(x)
com grau r(z) <grau ¢(x);
2. obter as raizes reais, c1, o, . .., ¢ € R, e raizes complexas, a; b4, as+boi, ..., a; £

bii € C, e suas multiplicidades, do polinémio ¢(x) para o factorizar na forma:

g(2) = (z—c1) X (2=2)2 X - X (T—cx) ™ X [(x — a1)? + 03] xo - x [(z — a)® + bF] ™



3. Escrever a frac¢ao racional na forma:

r(z) Ay Ay Ara,
- 7 — —"— J’_ “ e J’_ —+
q(z) r—c (v —c)? (x — )™
Ay Az Aza,
r—cy  (x—co)? (x — cg)22
A A Are
4+t k1 + k2 +...+$+
r—cp (v —cp)? (x — c)o*
Bz + Cpy Biox 4 Cho Big,x + Cip,
5 5 + 5 5 e J’_ 61
[(17 - CL1) + bl] [(iL‘ — a1)2 + bl] [(J} — CL1)2 + b%]
+ P +
Bjx+Ch Bpx + Ciy Bmlm + Cwl
2 2 212 e 2181 °
[(z —a)* + 6] [(z — a)? + b [(z — a)? + bf]

4. obter o integral indefinido recorrendo aos casos descritos anteriormente.

Exemplos:

2
1./ ¢+ 2x + 3 do =7

-2 —z+1
Como z° — 2?2 —x+ 1= (z+1)(z — 1)?, tem-se

2 + 2z + 3 A N B N C
-2 —x+1 r+1 z—-1 (z—1)2

= 22+22+3=Ax -1+ Blx+1)(z—1)+C(x+1)

)
= o Q
|
N[0 —= QO

Assim,

224+ 2x+3 1 1 1 1 3
dr — - de+ = [ ——d g
/x3—x2—$+1x 2/$—1—1 x+2/x—1m+/(x—1)2x

1 1
= 510g|$+1|+§10g]:ﬁ—1]+3 1dx—|—c, ceR.



+ 2 — 2

5 /3.1'2
’ x3—1

Comoz®—1=(z—1)(z?+z+1)=(z—1)[(x+3)*+ 2], tem-se

dr =7

-2

32?2 + 2z

Assim,

/3.7:2—1-21’—2
3 —1

FExercicios:

3 —1

dr =

A N Bz +C
r—1 x224+x+1

322 +2r —2=A(x*+x+ 1)+ (Bx+C)(z — 1)

3=A+10B
2=A+C-B
—2=A-C
A=1

B =2

C=3

1 2v 4+ 3
d —_d
/93—1 x+/$2+x+1 .
20 + 1 2
1 -1 —_d —_d
ogle |+/x2+x+1 $+/x2+x+1x

log]x—1|+log]x2+:c+1\—l—/—dw

4 2 1
log](x—l)(:c2+x—|—1)|+—arctg< vt >+c, c€eR.

V3

Calcular os seguintes integrais indefinidos:

0 [

(i) /a:4 1

dx;
—1

1
dx;

(&) / (z+ 1)9(; + 2)2dx; () /ﬁ

dx;



Exercicios:

Calcule cada um dos seguintes integrais definidos:

1. /\/Qx—l—ldx;

[\

. /.IQ\/.I-i-ld:E;

[ e
) V2=3z
4. /COSQ(JJ)dl’;
5. /sen3(x)dx;

6. / cosgx d:
sen3x
7. /COS(Q:U)\/4 —sen (2x)dx;
g senv/x + 1d:c'
' vr+1 ’
9. /x2(8x3 +27)5da;

10. /shQ(x)dx;

senx + cosx

11. dx;
Vsenx — cosx
1
12. / ———dx; use a mudanca de variavel x = 2arctgt e verifique previamente
24 cosw

— 2t _ 1=z
que senT = 35 € CoST = {1

13. / sen?(r) cos®(z)dx;

14. [ zsen(x)cos(x)dx;

16. [ th(x)dx;

/
15. /shg(x)ChQ(x)da:;
/



17

18

19.

20.

21.

22.

23.

25.

26.

28.

29.

30.

€,

10



