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3 Integral definido

Definicao
Considera-se f : [a,b] — R uma fungao limitada.

e Uma parti¢do P do intervalo [a,b] é um subconjunto finito de [a, b] que contém os pontos a e b.

P = {P : P ¢ partigao de [a,b]}

e Sendo P = {a = to,t1,...,t, = b} uma particdo de [a, b] define-se:

1. soma inferior de f em relacao a P por

s(f,P)= Zmi(ti —ti—1), onde m;= inf {f(z)}.

z€[ti—1,t4]

2. soma superior de f em relagao a P por

S(f,P)= ZMl(tl —ti—1), onde M;= sup {f(z)}.

TE[ti—1,ti]
e Sendo P = {P : P é particdo de [a,b]}, define-se:
1. integral inferior de f em [a, b] por
b
| #are = ot (50,7}

2. integral superior de f em [a, ] por

b
/ f(z)dz = sup {s(/, P)}

peP

e Diz-se que f é integravel em [a, b] se

/ab flz)dx = /abf(x)dx = /abf(a:)dx

Aplicacao do integral definido no calculo de areas

e Seja f : [a,b] — R uma fungéo ndo negativa e integravel. Define-se drea de
R={(x,y) €R:a<z<be0<y< f(z)}

como sendo o numero real:

drea(R) = /ab f(z)dz.



e Seja g : [a,b] — R uma fungdo nao positiva e integravel. Define-se drea de
R={(z,y) eR:a<zxz<beg(x) <y <0}
como sendo o nimero real:

drea(R) = — / " o(2)d.

Como consequéncia dos dois pontos anteriores, dadas duas fungoes f,g : [a,b] — R integraveis tais
que f(x) > g(z), Vx € [a,b], obtém-se a drea de

S={(zy) eR:a<z<beg(x)<y< f(z)}
através do integral definido:

b
area(S) = / F(@) — g(x)da.

Critérios de integrabilidade

Teorema: Se [ : [a,b] — R é limitada e descontinua num niimero finito de pontos, entao f é integrével.
Teorema: Se f : [a,b] — R é limitada e mondtona, entdo f é integravel.

Teoremas fundamentais do Calculo

1° Teorema fundamental do Calculo:
Seja f : [a,b] — R integravel.
Se f é continua em z( € [a, b], entdo

Fo) = [ s
é derivavel em xg e F'(zg) = f(z0).
2° Teorema fundamental do Célculo:

Sejam f : [a,b] — R integrével e primitivdvel, sendo F : [a,b] — R uma primitiva de f. Entao

)f(x)da: = F(b) — F(a).

Exercicios:
1. Sejam f : [a,b] — R integravel e P = {P : P partigao de [a, b]}. Mostre que
Ve>0,3P € P: S(f,P)—s(f,P) <.

2. Seja f : [a,b] — R integravel. Mostre que |f| é uma fungéo integrével e que

/ab flx)dx

3. Fazendo uso da definicao do integral de Riemann, mostre que a fungao

< [(yas

g: [0,2] — R

v {2, ze(l1,2]

é integravel.



4. Seja g : [a,b] — R uma funcao integrével, com a,b € R tais que a < b. Considere a fungéo

h: [a,0] — R

T >

Mostre que:

(a) a fungao h é integrével;

(b) é vélida a seguinte igualdade

b b
/ h(z)de = | g(z)dz.

a

[sugestdo: Mostre que o integral fab(h(w) —g(z))dz = 0 e use as propriedades da aritmética
de integrais]

5. Calcule o valor dos seguintes integrais definidos:

(4) /14de; (1) /O " |sen (z)|dz; (i) /0 1xe””dx;

(iv) /OTr xsen (x)dx; (v) /01 Va2 + 1da; (vi) /01 Seil/;/ij_?alx;

z 10 1
(vii)/o sen (x) cos(z)dz; (mm)/l 2j3$dx; (iz) /0 ﬁdm;

(2) /O * /o (i) /2 sh(z)dw;  (aid) /2 ch (2)dz.

—2 -2
3z% — cos(mz), 0<xz<1

6. Calcule/ f(z)dz, com f(x) = .
0 log \/, 1<z<e

7. Considere a fungao
f: 0,1

%
T = seny/T

(a) Justifique que f é uma fungdo integravel.

(b) Justifique que
$2
F(z) = / senVtdt, paraze [0, 1],
0

é uma funcao derivavel.
(c) Calcule a derivada de F.

8. Determine F’(x), sendo F : R — R definida por:

(i) F(x)z/:sen(ﬁ)dt; (i4) F@):/Om A+ Tde (i) F(x) :/Ox e dt:

g chx T
(iv) F(x) :/ sen (2t)dt; (v) F(x) = /h Vit2 +chtdt; (vi) F(x) :/ sent dt.

—T



9. Apresente um exemplo, ou justifique que nao existe,:

(a) de uma funcao f : [0,1] — R integrdvel e descontinua num nimero infinito de pontos;

(b) de uma fungao f : [0,1] — R néo integravel, mas apenas descontinua num ndmero finito
de pontos;

(¢) de duas fungdes f,g: [—1,1] — R integrdveis tais que

/_11 f(z)dx = /_11 g(x)dx

e f(z) # g(z) para todo z € [-1,1];
(d) de duas fungoes f,g:[—1,1] — R continuas tais que

/11 f(x)dx = /11 g(z)dx

e f(z) # g(z) para todo z € [-1,1];
10. Calcule as areas das figuras limitadas por:
£C2

(a) apardbolay = % easretasz =1,z =3 e y = 0;

) a pardbola y = 2% — 4 e o eixo das abcissas;

(b
(c) a pardbola z = 2 — y — y? e o eixo das ordenadas;
(d

) o gréfico y = senx e a pardbola y = 22 — 7.

11. Seja f:[0,1] — R uma fungao continua tal que:
/Om F(t)dt = /1 F)dt,  Vae[0,1].
Mostre que f(z) = 0 para todo z € [0, 1]. )
12. Seja f :[0,1] — R uma fungdo continua tal que
/ @z =0,

Mostre que f(z) = 0 para todo z € [0, 1].

13. Calcule a drea da regiao(limitada) compreendida entre os graficos das funcoes f e g definidas
por:

()

14. Calcule a drea de cada uma das regides:

3 1
A:{(a:,y)eRQ:2x2—1§y§2x2};

(x,y)€R2:2x2—2x§y§x2};
(z,y) e R?: 2% <y < 22+ 3};



