Medida e Integracao
Mestrado em Matemética 2019/2020

Espacos e funcGes mensuraveis
Exercicios:

1. Seja (X, M) um espaco mensuravel.

Dados A, B € M, mostre que
(a) (A\B) € M;
(b) (AA B) e M.
2. Seja (X, 7) um espaco topoldgico e F = {F C X : F é fechado}.
Mostre que M*(F) = B(7), onde B(7) é a og-algebra de borel.

3. Sejam {A,, : n € N} uma parti¢do de um conjunto X e

M:{UAi:IgN}.

iel
Mostre que M é uma o-algebra em X.
4. Sejam X # Qe F = {{z}: 2 € X}

(a) Mostre que
M*(F)={A e P(X): A énumerdvel ou X \ A é numerdvel}

(b) Considere, em cada uma das funcoes que se segue, o espago de Borel (R, B) no conjunto de
chegada e o espaco (R, M), com M a o-algebra da alinea anterior, no dominio.
Mostre que:

i. s@o mensuraveis as funcoes

fi R o R g: R —- R
x o 3 Tz = 3 z€Q
-3 z¢Q
ii. nao sao mensuraveis as fungoes
. h: R —- R
acroE MR
-3 =<0

5. Mostre que sdo mensurdveis todas as fung¢oes em escada, isto é, f € Z([a,b];R), com a < b
ntimeros reais e os espagos de Borel em [a,b] e em R.

6. Seja f: R — R uma fungao monétona. Mostre que f é mensuravel.



10.

11.

12.

Seja (X, M) um espago mensurdvel.

Mostre que uma fungao simples
st X — R
n
o Y o, (@)
i=1

com aq,...,a, € Re A; = s71({a;}) parai = 1,...,n, é mensurdvel se e s6 se A; € M para
todot=1,...,n.

Mostre que sao mensuraveis cada uma das seguintes funcoes:

f: R - R g: [0,+¢] — R
(a) N / 2 (b) . { senz z €R ;
0 2 T = +00
h: R - R I: R - R
(c) > zeR ;o (d) > xeR :
T T
+oo 1z € {—o00,+00} —o00 x € {—00,+00}

. No seu livro, Real and Complex Analysis, Walter Rudin define funcao mensuravel da seguinte

forma:

Dados (X, M) espago mensurdvel, (Y, 7) espaco topoldgico e f : X — Y uma funcio, diz-se que
f é mensurdvel caso

fvyeM, vver

Mostre que esta definicdo é equivalente & apresentaa nas aulas, quando em Y se considera a
o-algebra de Borel.

Sejam (X, M) um espago mensuravel e f,g: X — R duas fungdes mensurdveis. Justifique que
cada uma das seguintes fungoes é mensuravel, caso esteja bem definida.

(a) f+g (d) f*, onde f*(z) = max{f(x),0};
(b) |fIP, com p € R; (e) f~, onde f~(z) = max{—f(z),0}
(c) fg; (f) 4.

Sejam (X, M) um espaco mensurdvel e f : X — R uma fungio mensurdvel.

Mostre que existe (s, )nen sucessao de funcoes simples que converge simplesmente para f.
Sejam (X, M) um espaco mensuravel e (f,,),y Uma sucessao fungoes mensuraveis de X em R.

(a) Mostre que cada uma das seguintes fungoes é mensurdvel:

i <supfn>; iii. (limsup fn>;

i, (irnlf fn); iv. (limninf fn);

(b) Justifique que o limite de (f,), ¢y, se existir, ¢ uma fungao mensuravel.
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Espacos de medida
Exercicios:
1. Considere o terno (N, P(N), 11), onde

p: P(N) — 0,00
#A, caso A finito
4 = { o0, caso A infinito

(a) Mostre que (N, P(N), ) é um espago de medida.
(b) Justifique que qualquer sucessao (a,)nen em R é uma fungio mensurdvel.

(¢) Seja a = (an)nen uma sucessao em [0, co]. Mostre que

/ad,u = Q-
N n=1

(d) A igualdade da alinea anterior é vélida para todas as sucessdes em R? Justifique.

(e) Identifique o espago L1 ().
2. Seja (X, M, p) um espago de medida completa. Mostre que:

(a) Se f,g: X — R com f mensurdvel e f = g q.t.p. em X, entdo g é mensuravel;

(b) Se f,, : X — R é uma sucessio de funcdes mensurdveis e f : X — R uma funcdo tais que
lim f,,(z) = f(z), q.t.p. em X,
n

entao f é mensurdvel.

3. Seja (X, M, u) um espago de medida:
Mostre que se A, B € M, entao

[ = xldi= a4 2 ).
X

4. Sejam (X, M, u) um espaco de medida, f: X — R é uma funcio mensurdvel e A € M tais que

existe
/ fdu.
A

oo
Mostre que se A = U A, com A; N Aj =0 para i # j, entao

n=1
Afduijl/AnfdM.



. Seja (X, M, u) um espago de medida.

(a) Mostre que p é o-finita se e s6 se existe f : X —]0, co] fungao integravel.
(b) Seja f: X — R uma fun¢io mensuravel.

Mostre que f é integrével se e s6 se |f| é integravel.

. Seja (X, M, ) um espago de medida nao nula.
Sendo E € M nao vazio, verifique que a desigualdade no lema de Fatou € estrita na sucessao de
fungoes f,, : X — R definida por

fn(x):{ Xg»  npar

Xx\g» T impar

. Sejam (X, M, x) um espaco de medida e f : X — R uma funcio integrével.
Mostre que

<VE€M,/fd,u—O> < (f=0q.t.p. em X).
E

. Sejam (X, M, p) um espaco de medida e F := {f : X — R|f é mensurdvel}. Define-se em F a
relagao ~ por

(f~g)ep({reX: f(z)#g)}) =0

Mostre que:

(a) ~ é um relagao de equivaléncia em F;

(b) (f~9)=>(/xfdu=/xgdu>.

. Sejam (X, M, ) um espaco de medida completa e f,, : X — R uma sucessio de funcdes
mensuraveis tal que:

i.0<--- < fo < fi, qtp. em X;

ii. Existe ng € N tal que f,, é integravel.

(a) Mostre que (f,)nen converge pontualmente para uma fun¢ao mensuravel f : X — [0, o0o]

q.t.p. em X.
lim/ fnd,u:/ fdp.
" JX X

(¢) Justifique que a igualdade da alinea anterior nao é vélida caso a hipétese ii. seja retirada.

(b) Mostre que f é integravel e

. Sejam (X, M, i) um espaco de medida completa, f,, : X — R uma sucessao de fungdes men-
surdveis e f : X — R tal que:

i fi<fo<.---<f, qt.p. em X;

ii. Existe ng € N tal que f,, é integravel.

Mostre que
lim/ fn du:/ lim f,du.



11. Sejam (X, M, ) um espago de medida completa, I =]a,b[C R e

f: XxI = R
(@,t) = f(z,1)

uma funcgao tal que:
i. Existe g € £1(p) tal que

|f(z,t)] < g(x), Vtel, qt.p. emz € X;

ii. Para todo t €]a, b[ (fixo), a funcao

f: X - R
x = f(x)
é mensuravel,
iii. Para quase todo z € X (fixo), a fun¢io
f: I - R
t = flx,t)
¢é continua.
Mostre que a fungao B
F: I - R
t = [y flzt)du(z)

é continua.

12. Sejam (X, M, i) um espaco de medida e f € £!(u) nao negativa.
Mostre a conhecida desigualdade de Tchébychev, isto é:

Ve>0, p{zeX:flz)>e})< / fdu.

13. Sejam (X, M, u) um espago de medida e (4,,), cy uma sucessao de conjuntos mensuraveis.

Definem-se:
o0 o0
i. liminf A, := U N 4«
n=1k>n
oo (oo}
ii. hmbup = ﬂ U
n=1k>n
Mostre que:

(a) u (limninf An) < lin%inf w(Ap);

(b) Se p é finita, entdao limsup u(A4,) < u <lim sup An);

n

(¢) (Lema de Borel-Cantelli) Se Z 1(Ap) < oo, entao u <lim sup An> =0

n=1
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Integracao no espaco R” com a medida de Lebesgue

Exercicios:
1. Sejam (R, M,m) o espaco de medida de Lebesgue e f : [0,1] — R definida por
1, xzeQn]|0,1]
) = { ~1, z¢Qno,1]
(a) Justifique que f é Lebesgue mensurével;

(b) Calcule

fdm.
[0,1]

2. Sejam (R, M,m) o espaco de medida de Lebesgue e f : R — R uma funcéo crescente.

f(nz)

(a) Justifique que as fungoes g,(z) = \/1i||’ com n € Nex € R, sdo fungdes Lebesgue
+ |z

mensuraveis.
(b) Calcule
1
lim/ gn(z) dz.
mJo
3. Seja (R, M, m) o espago de medida de Lebesgue.

Apresente uma sucessdo de fungoes simples Lebesgue integraveis, (sp)nen, que seja uniforme-
mente convergente, mas para a qual nao existe o seguinte limite:

lim/ S, dm.
n JR

4. Seja (R, M, m) o espaco de medida de Lebesgue.
(a) Mostre que nao é Lebesgue integravel a fungao

f: ]0,00] = R
T s Snz

> senx
dx é convergente (integral de Dirichlet).

(b) Justifique que /
0

5. Seja (R, M, m) o espago de medida de Lebesgue.
Considere a sucessao de fungoes f,, : R\ {0} — R definidas por

arctg (nx)

Jn(x) = vz € R\ {0},Vn € N.

(a) Justifique que (f,)nen € uma sucessao de fungdes Lebesgue mensuraveis;

(b) Calcule

)

x2

lim /1 () do.



6. Sejam (R, M,m) o espaco de medida de Lebesgue, a,b € R tais que a < b, e f :]a,b] — R{ uma
fungao tal que fhw] é Riemann integrével para qualquer ¢ €]a, b].
b
(a) Mostre que f é Lebesgue se e sé se o integral impréprio / f(z) dx é convergente.
a

(b) Apresente um exemplo de uma fungéo f :]0,1] — R néo integravel & Lebesgue, mas que
exista o integral improéprio
1
/ f(z)dx.
0
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Convergéncia em medida

Exercicios:
1. Sejam (X, M, ) um espacgo de medida e f, : X — R uma sucessdo de fungdes mensurdveis de
Cauchy em medida.

Mostre que existe uma subsucessao (fn,),cn de (fn), ey que verifica o seguinte:

i ({x € X | frpr (@) = fr ()] > <;)k}> < (;)k, Vk € N.

2. Seja (X, M, p) um espago de medida e f,, f,g : X — R fungdes mensuraveis. Mostre que:
Se (fn)nen converge em medida para g e converge pontualmente para f, entdao f = g q.t.p. em
X.

3. Sejam (R, M, m) o espaco de medida de Lebesgue. Mostre que cada uma das seguintes sucessoes
de fungdes convergem pontualmente, mas nao convergem em medida:

(a) fn:R — R definida por f,(z) = E, para todo n € N e todo x € R;
n

1
(b) gn : R — R definida por g,(z) = { n sn , para todo n € N e todo € R;
n, T>n

4. Sejam (R¥, M, m) o espaco de medida de Lebesgue.
(a) Mostre que se f,, : R¥ — R é uma sucessio de fun¢des mensurdveis que converge uniforme-
mente para f : R¥ — R, entdo (fn)nen converge em medida para f.
(b) A afirmagdo, presente na alinea anterior, continua vélida se em lugar da medida de Lebesgue
se considerar uma outra medida? Justifique a sua resposta.
5. Seja ([0, 1[, M, m) espago de medida de Lebesgue.
Tem-se

N= ] {2"+k:ke{0,1,2,....2" —1}}
m=1

Mais, dado n € N, existem e sao tinicos m € Ne k € {0,1,2,...,2™ — 1} tais que n = 2™ + k.

Mostre que a sucessdo de fungdes f,, : [0, 1[— R, definida por f,(z) = X[ g, it > CODVerge em
-

k
oM 5

medida para a fungdo nula, mas nao converge pontualmente q.t.p. em [0, 1[.

6. Seja (X, M, u) um espago de medida.
Mostre que se (fn),cn € (gn),en 580 sucessoes de fungdes, de X em R, convergentes em medida
para f e g, respectivamente, entao (fn + gn), ey converge em medida para f + g.

7. Sejam (X, M, ) um espago de medida, f,, f : X — R fun¢des mensurdveis e g : R — R uma
fungao uniformemente continua.

Mostre que se (fy), oy convergente em medida para f, entdo g o f, converge em medida para

gof.



8. Seja (X, M, u) um espago de medida.
Mostre que se (fp), oy ¢ uma sucessao de fungoes, de X em R, convergente em medida para f,

entao qualquer sua subsucessao converge em medida para f.

9. Em todas as alineas, considere a medida de Lebesgue, nos dominios considerados, e todas as
fungbes mensurdveis.
Apresente um exemplo, ou justifique que nao existe:

(a) uma sucessao f, : R — R convergente em medida, mas ndo de Cauchy em medida;

b) uma sucessdo f, : R — R Cauchy em medida, mas nao convergente em medida;

d
(e

)

)
(¢) uma sucessdo f, : [0,1] = R convergente em medida, mas ndo de Cauchy em medida;
(d) uma sucessdo fy, : [0,1] = R Cauchy em medida, mas ndo convergente em medida;

)

uma sucessao f, : R — R pontualmente convergente q.t.p., mas nao de Cauchy em medida.
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Espacos LP

Exercicios:

1. Seja (X, M, 1) um espago de medida. Para cada p € [1, co[ define-se

LP(X) = {f:X%Rfmensurévele /Xf|pd,u<oo} e||f||p:</X|fpdu>p.

Dadas f, f1,9,91 € LP(X) e A € R, mostre que:
(a) Se f ~ g, entao \f ~ Ag;
(b) Se f~ge fi~ gy entdo (f+f1)~(9+g1);
(c) Se f ~ g, entdo ||f|l, = llgll,-

2. Seja (X, M, p) um espago de medida finita.

Q=
3 =

(a) Mostre que se 1 < ¢ < p < o0, entao LP(X) C LI(X);

(b) Mostre quese 1 < g <p<oce f e LI(X),entdo | flly < (1(X))
(¢) Mostre que se 1 < ¢ < p < o0, entdo LP(X) ¢ LI(X);
)

(d) Mostre que se u ndo é uma medida finita, entdo a aline (a) é falsa.

/113

3. Sejam (Tp)nen € (Yn)nen duas sucessdes numéricas. Use a desigualdade de Minkowski para

mostrar que
o0 o0 o0
I L S e L e
n=1 n=1 n=1

4. Seja (X, M, ) um espaco de medida finita.
Mostre que LP(X) = L4(X) para quaisquer p,q € [1, 0]
5. Seja (R, M, m) o espago de medida de Lebesgue.
(a) Mostre que C.(R) C L>*(R).
(b) Mostre que C.(R) nao é denso em L*°(R).
6. Sejam (X, M, u) um espago de medida e f,, f : X — R fungdes em LP(X), com p € [1, c0].
Mostre que se lim f,, = f em LP(X), entdo a sucessao (fy), oy converge em medida para f.
7. Seja (R, M, m) o espaco de medida de Lebesgue e (f,,)nen uma sucessao de fungdbes mensurédveis
de R em R uniformemente convergente para f : R — R. Identifique, justificando, os valores de

p € [1,00] tais que
lim f,, = f em LP(R).

8. Seja (X, M, ) um espaco de medida. Considere (f,), cy uma sucessao de fungoes convergentes
em LP(X), com p € [1,00].

Mostre que se f: X — R é uma funcao tal que f,, — f q.t.p. em X, entdo f € LP(X) e
lim f,, = f em LP(X).



9. Apresente um exemplo, ou justifique que nao existe:
(a) Uma funcdo f : [0,2] — R integrével & Riemann tal que f ¢ L'([0,1]);
(b) Uma fungdo f : R — R mensuravel tal que f ¢ L'(R), mas flicwm € L' ([-n,n]), Vn € N;
(c) Uma funcdo f : R — R mensuravel tal que f € L'(R), mas NAT— LY([-n,n]), Vn € N;
)

(d) Uma funcio f : N — R tal que f € L1, (N) e f ¢ LL(N), onde m representa a medida de
Lebesgue e ¢ a medida de contagem,;

(e) Uma funcio f : N — R tal que f ¢ L1 (N) e f € LL(N), onde m representa a medida de
Lebesgue e ¢ a medida de contagem;

(f) Uma fungao f: R — R mensurdvel tal que f € L*°(R), mas f ¢ LP(R), Vp € [1, o00];
(g) Uma fungdo f:R — R mensurével tal que f € L'(R) e f|, , ¢ L2([0,1]);
(h) Uma funcio f : [0,1] — R mensurdvel tal que f € L'([0,1]) e f ¢ L>([0,1]);
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Medidas produto

Exercicios:

1.

Sejam (X, A, u), (Y,B,X), (Z,Z,7) e (W,W,w) espacgos de medida o-finitas e f : X — Z
g : Y — W fungoes mensuraveis.
Considerando os espagos de medida produtos em X X Y e em Z x W, mostre que a fungao

d: X xY — ZxW
(x,y) = (f(z),9())

é mensuravel.

. Seja (X, A, 1) um espago de medida o-finita, (R, M, m) o espago de medida de Lebesgue e

f:X — [0, 00[ uma fungdo mensurdvel. Considerando
A=A{(z,y) e X xR:0<y < f(x)}
mostre que:

(a) o conjunto A é (A x M)-mensuravel;
) (o)) = [ f.

Considere (R, M, m) o espaco de medida de Lebesgue, (R, P(R), A), com A a medida de contagem
e (R x R, M x P(R)) o espago mensurdvel produto.

Considerando o conjunto

Q=A{(z,2):x€[0,1]},
mostre que:
(a) A fungao xq ¢ (./\/l x P( )) mensuravel;

//XQdmd/\;«é//XQd)\dm

(c¢) Justifique porque nao é possivel considerar o produto das duas medidas.

. Sejam (X, A, n) e (Z,Z,7) espacos de medida o-finitas e (N, P(N), \) o espago de medida com

A a medida de contagem. Mostre que:

(a) Ce(AxP(N))seesése C"={ze€X:(z,n)eC}eA VneN;
XxN —» Z
(z,n) = g(z,n)
" X = Z
z = g(z,n)

(b) A fungdo g: é (A x P(N))-mensurdvel se e s6 se, para cadan € N,

a funcao é A-mensuravel.



5. Sejam (R, M, m) o espago de medida de Lebesgue, (N, P(N), A), com A a medida de contagem
e (R x N, M x P(N),m x A) a correspondente medida produto.

Considere f :Rx N —-Re g: R x N — R as fungoes definidas por

1 1
—, (z,n)€]0,1] xN =, (z,n)€[0,1] x {1,2,3,4}
_) 2 ) n
f(x,n)— ) g(x,n)—
0, caso contrario 0, caso contrario

(a) Mostre que as fungbes f e g sdo (M x P(N))-mensurdveis;

(b) Calcule cada um dos seguintes integrais:

Fd(m x A); / gd(m x ).
RxN RxN

6. Sejam (R, M,m) o espaco de medida de Lebesgue e o espaco de medida produto (R?, M x
M,m x m).

Considere a funcdo f : R? — R definida por
2n @y e[ 3"

flz,y) =4 _og2nt1 (z,y) € {(

N|—=
SN—
3

+

=
—
(SIS
S—
3

L —

X

r
—~
(SIS
S—
3
—
N|—=
SN—
3
|

—

[ —

0, caso contrario

(a) Mostre que

1 1f(x,y)dm(flf) dm(y) # 1 1f(l“,y)dm(y) dm(z).
vl ot # [ ([ stsinio)

(b) Justifique porque é que nao se pode aplicar o teorema de Fubini & fungao f.
7. Seja ([0,1], M, m) espago de medida de Lebesgue e f : [0,1] x [0,1] — R definida por

%
(22 + y2)2°

(a) Mostre que /[071] (/[071] fydm(:c)> dm(y) = /[0’1] ( o fxdm(y)> dm(z);

(b) Mostre que néo existe / fd(m x m)
[0,1]x[0,1]
Nota: Use coordenadas polares;

f(x,y) =

(¢) Justifique porque é que nao se pode aplicar o teorema de Fubini & fungéo f.



8. Sejam (X, A, u), (Y,B,)) espagos de medida o-finitas e (R, M, m) o espago de medida de
Lebesgue.

Considerando f: X - Re g:Y — R fungbes nao nulas e

®: XxY — R
(z,y) = [flx)g(y)
(a) Mostre que @ é (A x B)-mensurdvel se e s6 se f é A-mensuravel e g é B-mensuravel;
(b) Sendo ® (A x B)-mensuravel, mostre que ¢ é integrivel se e sé se f e g sdo integriveis;

(¢) Justifique que as equivaléncias das alineas anteriores sdo sao validas caso alguma fungéo,
f ou g, seja a funcao nula;

(d) Sendo ® uma funcao integrével, mostre que

[ o= ([ ). ( [ 30).



