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Exercicios / Problemas

1. Resolva cada uma das seguintes EDO'’s:

(a) #'(t) = x(t)(x(t) = 1);
(b) /(1) = x(t)*

(c) #/(t) = F(a(t)), onde F(z) = { VI, @20

0, r<0

2. Considere a equacao

1, x>0

onde F': R — R é definida por F(z) = { 1 z<0-
(a) Justifique que a equagdo (1) ndo é uma EDO;

(b) Justifique que, para qualquer § > 0, n3o existe uma solu¢do z :]2 — 6,2+ d[— R
de (1) de classe C! tal que z(2) = 0;

(c) Encontre x : [—1,1] — R solucdo de (1) de classe C tal que x(0) = 2.

3. Considere F': U C R4 — R? continua em U, aberto de R4, e (¢, ) € U.

Mostre que o PVI
{ a'(t) = F(t,x(t))
I’(to) = 29

tem solucdo z(t) se e sé se

t
x(t) = xo —I—/ F(s,x(s))ds, Vte I,

to

onde I;, é um intervalo aberto contendo .

4. Mostre que o conjunto A, definido na prova do teorema de Peano apresentada na
aula, é convexo, fechado e uniformemente limitado.

5. Mostre que se
F: R4 5 R4
(t,x) — F(t,z)

é de classe C*, entdo F é localmente Lipschitziana em z.

6. Mostre que se f : RY — R ¢ localmente Lipschitziana, ent3o a sua restricio a
qualquer compacto é Lipschitziana.



. Mostre que o PVI

{ 2/ (t) = v/ x(t)?
z(3) =

possui varias solucdes definidas em R.

. Usando o método iterativo, apresentado pelo principio da contrac¢do, que permite a
obtencao do ponto de equilibrio, obtenha a solucao de

{ 2’ (t) = 2ta(t)
z(0) =1

. Sejam (tg, z9) € R?e F : R1*? — R? continua e localmente Lipschitziana na segunda
variavel. Considere F : X — X definida por

F(x) =mx0+ / F(s,z(s))ds,

to
sendo (X, d) é o espago métrico definido na aula a quando da prova do Teorema de
Picard-Lindelof.

(a) Mostre que existe k € N tal que F* é uma contrac¢io.
Sugestao Verifique que

t  psi Sk—1 t—to)k
// / 1d3kd8k1---d81:q’ VkEN
to Jto to !

(b) Mostre que F tem um tnico ponto fixo.
Sugestao:
i. Mostre que F é uma contracgdo quando em X se considera a métrica D(xy, 23)
definida por

D(z1, 1) = d(wy, 22) 40 d(F (1), F ()4 - AN d(FF (), F* (x2)),

onde Ao = A e A < 1 tal que d(F*(21), F*¥(2)) < Ad(z1,22) para quaisquer
xr1,Ts € X,

ii. Sejam (E,d) um espago métrico completo, f : E — E fun¢do continua e
a € R*. Mostre que (E,d*) é um espaco métrico completo, sendo

d*(e1,e9) = d(e1,ez) + ad(f(er), f(ea)), Vey,es € E;

iii. Conclua que (X, D) é um espago métrico completo.



10. Considere a equacao diferencial
o'(t) =sen (z(t)), VteR. (2)
Sem resolver explicitamente a equagao diferencial:

(a) Encontre todos os pontos de equilibrio da equacgdo diferencial (2);

(

b)
(c) Justifique que todas as solugdes de (2) sdo mondtonas e limitadas;
d)

(

11. Seja G : R? — R uma funcao de classe C' tal que

Justifique que todas as solugdes maximais de (2) estdo definidas em R;

Apresente um esbo¢o dos graficos das solugdes de (2).

G(z) -z <0, Vze (RY\B(0,10)).
Mostre que toda a solucdo maximal da equacdo diferencial
(1) = G(x(1))

esta definida em ]a, +oo[ para algum a € RU {—o0}.

Sugestio Verifique que, para qualquer solu¢io x(t), a funcdo t — |z(t)|* tem

derivada negativa sempre que ||z(¢)|| > 10.

12. Fazendo uso do teorema de dependéncia continua das solucdes em relacao a parametros,
prove o teorema da dependéncia contimua das solucdes em relacdo as condicdes ini-
ciais.

Sugestao: Sendo F : U — R? U C R aberto, continua e localmente Lipschitziana
na 22 variavel, é necessario provar que

D = {(t,to, z0) € R*T: (ty,z0) € U e t pertence ao dominio de (-, ty, 2¢)}

é aberto, isto é, fixado (t*,tg, o) € D é necessario provar que existe uma bola de
centro (t*, o, xg) contida em D. Para isso define-se

V={(tuzsy): (t+sz+y) cU}CRTHP

comp=1+d,e
G: 1% — R4
t,z,5y) = Fl+sz+y)’
considerando i = (s,y) como sendo o pardmetro. Desta forma, para cada (a,b) €
R*4 tome o pardmetro p = (s,y) = (a — to,b — x¢) e os PVI's

(1) { o' (t) = F(t,x(t)) @) { 2'(t) = G(t,z(t),s,y)

z(a) =0 z(to) = o

e prove que:



(a) Sex : I — R?¢ésolugdo de (1), entdo z : J — R?, definida por z(t) = x(t+s)+y
com J=1—-s={t—s:tel}, ésolugdo de (2);

(b) Se z : J — R?é solugdo de (2), entdo x : I — R?, definida por z(t) = z(t—s)—y
com[=J+s={t+s:te J}, ésolugdo de (1);

(c) Existe uma bola de centro (t*,ty, o) contida em D, fazendo uso do facto de
Di4y,20) Ser aberto. [Note que Dy, ,,) define-se como no teorema de dependéncia
continua das solu¢des de (2) em relacdo ao pardmetro 1 = (s,y)];

(d) a fungdo (t,a,b) — x(t,a,b) é continua.

13. Seja F': U — R? uma fungdo de classe C' e U C R? um aberto. Assuma-se que,
para qualquer p € U, a 6rbita de p pela equagdo diferencial 2'(t) = F(z(t)) esta
contida num compacto. Prove que:

(a) a equacio diferencial 2/(t) = F(z(t)) é completa;
(b) para qualquer 6rbita +y, os conjuntos a-limite e w-limite sdo conexos.

14. Considere a equac3o diferencial

2 (t) = ~y(0)
(V= - rem

Faca um esbogo das trajectérias e justifique que a equagdo é completa. [Sugestdo:
Escreva a equagdo em coordenadas polares]

15. ldentifique o espaco de solucdes de cada EDO linear

2(t) = Ax(),

onde

@a=3 5] ®4=]3 ]

(b) A= _02 H (h) A= ;"f ,

(c) A= _04 H (i) A= ‘—01 —03 8
:00 :0 0 1:

”} pa-ll o0

©a- 5] :8 _0101_

oa-[i 4] o[l




16. Para cada um dos sistemas do exercicio anterior, identifique os subespacos estdvel,

instavel e central, £¥, E* e E°. Faca um esboco do retrato de fase.

17. Seja 2/(t) = Ax(t) uma EDO linear tal que
dimE® = dimE" = 1.
Mostre que, se zg ¢ (E° U E"), entdo a solugdo z(t) = x(t, z) satisfaz

lim ||z ()] = ~+oo.
t—o0

18. Considere a EDO auténoma n3o linear

{ v(t) = x(t)y(t) +
(1) = 22(t) + (¢ ) 5
(a) Identifique o espaco de fase de (3).
(b) Determine os pontos de equilibrio de (3).
(c) Considere os pontos de equilibrio situados no 4° quadrante:

i. Verifique se sdo ou ndo pontos hiperbdlicos;

ii. Esboce (qualitativamente) as 6rbitas do sistema na vizinhanga de cada um

deles;
iii. Indique, justificando, a estabilidade de cada um deles.



