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1. Considere os vectores X = (3,4) e Y = (—1,/3) do espaco R
(a) Determine a norma de cada um dos vectores apresentados;
(b) Determine a distancia entre os dois vectores apresentados;
(c) Determine o produto interno entre X e Y, identificando o angulo entre eles.
2. Considere os vectores X = (3,4,—1) e Y = (0, —1,/3) do espago R®.
(a) Determine a norma de cada um dos vectores apresentados;
(b) Determine a distancia entre os dois vectores apresentados;

(c) Determine o produto interno entre X e Y, identificando o angulo entre eles.

3. Obtenha uma equacio da recta, no espaco R?, que passa nos pontos (2,3) e (—1,0).
4. Obtenha uma equacdo da recta, no espaco R?, que passa no ponto (1,2) e tem a
direc¢io do vector (—1,1).
5. Obtenha as equacdes da recta, no espaco R3, que passa nos pontos (2,3,0) e
(-=1,0,1).
6. Obtenha as equacdes da recta, no espaco R?, que passa no ponto (1,2,0) e tem a
direc¢do do vector (—1,—1,1).
7. Obtenha uma equagdo do plano, no espaco R3, que contenha o ponto (1,0,2) e é
perpendicular ao vector (—1,0, 3).
8. Obtenha um vector, no espago R?, perpendicular ao vector (1, —3).
9. Obtenha um vector, no espaco R?, perpendicular aos vectores (1,1,0) e (0,2, —1).
10. Obtenha uma equacio do plano, no espaco R?, que contenha os pontos (1,0,2),
(1,1,1) e (—1,0,—2).
11. Identifique as bolas B(2,1), B((1,—1),1) e B((0,1,1),1) nos espagos R, R? e R®
respectivamente.
12. Para cada um dos seguintes conjuntos, faga um esboco e identifique o interior, a
aderéncia, o derivado e a fronteira.

(@) A={(z,y) ER*:0<z<le —1<y<2}U{(0,0)};

(b) B ={(z,y) eR*: 0 <z};

() C={(z,y) eR?: 1 < z? + 4> < 4};

(d) D:{(Ly)ERZ:—1>m0ux21}ﬁ{(m,y)ERQ:%—&—ngl};
() E={(z,y) eR*: 2+ <dey#0}U{(z,y) ER*:y=0c¢ |z| >2};

(f) F={(z,y) eR*:y #7}.
13. Dos conjuntos da alinea anterior, identifique os limitados, os fechados e os abertos.

14. Para cada um dos seguintes conjuntos, identifique o interior, a aderéncia, o derivado
e a fronteira.

(@) A={(z,y,z) ER®*: 2?2 +y? + 22 <4 ou z = 0};
(b) B={(z.y.2) ER*: 0 <a}
(€) C={(w,y,2) eR*: 1 <a® +y* <d};

(d) D={(z,y,2) eR*:z+y+2=1}

15. Dos conjuntos da alinea anterior, identifique os limitados, os fechados e os abertos.
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1. ldentifique o dominio de cada uma das seguintes fun¢des reais de vdrias varidveis reais:

(a) f(z,y) = 172903 " (b) f(z,y) = /=% + 5y — 6.1/—2% + 5z — 6;
() flz,y) = 21 = ) f(z,y) = %;
e +y 22—y
(e) f(@,y) = In(ey); (F) f(y, ) = —2recos(@)
(g) f(x,y) = /422 +9y> — 36 (h) f(y) = PAETY)

2. ldentifique o dominio de cada uma das seguintes fungdes vectoriais de varias variaveis reais:

x
a z,Y) = xy7ﬁ 5 z,Y) = =YY, s — 5
() f(z.9) ey (b) flo.y) = (Va—v.y.V/a? 1
t _
(c) flz,y) = (hl(ﬁv2 +y2)7 VY — 1) ; (d) f(t) = (lnt7 T_1° t) .
3. ldentifique e esboce cada uma das cénicas que se seguem:
2
(a) 2% + 9% — 2y = 16; b 1‘2+2m+y—=2;
2
z’ 2 2
(C)Z_y +2y=0; (d)y* +4y —z=2.

4. Esboce ou descreva as superficies definidas pelas seguintes equacdes:

(a) 42” 4y = 16; (b) x + 2z = 4;

(c) 22 =y* + 4 (d)£:y£+§;

(e) z =a? () v* +2° =4
(g)Z:yZz‘%Z) (h)%2+21’—2+§=1,
L -T2 R SEEEE .

(@) fle,y) =922~y +2
(b) flz,y) = Va2 +y*>+2;
() fz,y) =z —2y;

(d) f(z,y) =2®+y%



6. ldentifique as curvas de nivel de cada uma das seguintes fun¢Ges reais de vérias varidveis:

(@) flz,y) =2 +y*

(b) flz,y) =2 —y%
(c) flzy) =v*

(d) flz,y) =2® + 4z;
(e) flz,y) = V2% + 7%
(f) flz,y) =22 +y
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1. Estude a existéncia dos seguintes limites:

(a) lim flz,y), com f(z,y)= { 0

(@,y)—(0,0)

(b) lim g(z,y), com g(z,y)= { 5

(@,y)—(0,0)

2. Calcule, caso exista (ou demonstre que ndo existe) cada um os seguintes limites:

Yy

a lim —_—;
(2) (z.9)—(1,2) 22+ y?

(c lim e #%+7
(z,y)—(0,0)
32y
e li —
(e) (z,y)linm,o) 222 + 4y?’
22—y .

lim —<
(e (zy)—>(1,1) T —Y
9023
() lim Y
(2,9)—(0,0) 2x4 + 3y
2 J—
1m Y 2y ;
(z,9)—(0,0) x4 + 9?2

(1

213

li .
(n) (@) (0,0) 322 + 4g0
2
. y“senx
1 .
P) (@:9)5(0,0) 22+ 32

3,’3

r li —_;
( (2.0)2(0,0) 22 + 42

Y

t lim & ——2
® (z,9)—(0,0) 22 +y2 +2

1 se y=azx?,
se y #a?;

2 se 22492 <1,
se z2+¢% > 1;

lim
(29)—(0,0) T°+y

(b

4

T Z
d) i s
(d) (@.9:2) > (2,0,1) (x4 +y2)3 "’

€ lim  ETY.
() —=(1,-1) T—y
4 4
. xty
h lim
(h) ()= (0,0) (x4 +y?)3
2
lim ry ;
(z,9)—(0,0) x2 + y?

(@)

—222 + 3y .

)

m lim
( )(z,yH(O,O) 2 + y?

lim 7372(2/ — 1)2 :
(@) =01) T2+ (y—1)2’

log (z°
q) lim cos & ;
(@,9)—(1,0) y?—z+1

2
(s) lim S A ;
(z,y)—(0,0) 2+ y?

(0)

zy

(u)

lim ——
@y)=0.0) T+ 1

3. Estude a continuidade de cada uma das funcdes f, g : R? — R definidas por:

372 4 2$y2 + y2

flz,y) = 22 + 92 . (z,y) #(0,0)
0 (‘ray) = (0,0)

2 9 o
m+22x+2+y7 (z,y) # (0,0)

1, (z,y) = (0,0)

2018'19 —



4. Apresente, caso seja possivel, um prolongamento continua a origem de cada uma das fun¢des definidas por:

2 —
@) fo) = 5 b S = 2
3,2
(©) fa) = "D (@) fla) = B0

5. Estude a continuidade das fung¢des definidas por:

l‘2y
) L e (wy) #(0,0), 2 se ay#0,
@) flz,y) =4 22142 (b) f(z,y) = =
’ { 0" se (ay) = (0,0) ! {OSGW—Q

Ty 5
se (x,y);é(0,0), (d) f(x,y):{ 0 se O<y<az”,

0 se (z,y) = (0,0); 1 caso contrério;

0 se (z,y) = (0,0 yosersy

'y
@fmw—{ﬁ+¢ se (@) #(0,0), mf@w:{x%xz%

y’ )
@ fay={ Zrg ©@EVFEOCO gy po ) —l0g )
0 se (z,y) = (0,0);
$4y4
; ry) =4 ZAix 23 (z,y) # (0,0), ; 1) = T, <y
O fep=q GEAT TITO0 6 s { o o5
1) (1 y) £ (0,0) Cilkal M
&) flay) =4 22+y2 YT ) flay) =4 z—y° v
0, ($,y) = (070)§ 0, =Yy

6. Relativamente a uma funcdo f: R?> — R, diga, justificando, se cada uma das seguintes afirmacdes é
verdadeira ou falsa:

(a) se f(0,0)=1 e lim lim f(z,y) =1 entdo f é continua em (0, 0);

@0 y—0
(b) se f(0,0) =1 e f(x,2*) =0, Vx€R\{0}, entdo f é descontinua em (0,0);
(c) se f é continua em (0,0) e f(x,2%) =22+ 1, Va € R\ {0}, entdo

lim lim f(z,y) =1,

x—0 y—0

(d) se f(z,2%) =2+ 2, Ve €R\{0}, e f(z, —2?) = €, Yo €R\{0}, entdo f é continua em (0,0).
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1. Sendo f : R? — R a func3o definida por f(z,y) = %y e (a,b) € R?, calcule, usando a definicio de derivada
parcial:

of

1,2

@ 2,9,
of

b 1,2

(6) 5o(1.2)

© ooy

(@) 2 (a,p).

2. Determine as func¢des derivadas parciais de primeira ordem das fun¢des definidas por

() f(z,y) =5y + 22y — 2%

(b) f(z,y) = ye® + zcos (z°y);

(©) fla,y) = Vay*;

(d) f(z,y) =log (cos (zy));

(e) f(z,y,2)=senx+ logz + %,
(f) fz,y,2) = Va2yz3.

3. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem das func¢des definidas por

@) f(z,y)=1 se(z=00uy=0),e f(z,y) =0 se zy #0;

(b) f(x,y):% se (x,y)#(0,0),e f(l,‘,y):() se (x,y):(0,0);

2 +y

2ay?
(c) f(z,y)= Ziga (z,y) #(0,0) , e f(z,y) =0 se (z,y) = (0,0);
(d) f(x7y):% se x+y#0,e f(z,y) =z se z+y=0;

4. Mostre que:

of _

(a) se f(z,y) =e™, entdo w3~ yaf

(b) se f(z,y) = In(z? +y* + zy), entdo acaf +y =2;

(c) se f(z,y,2) =+ = Z,entaoa—f—i—af—i— =1.

da fungdo f no ponto A na direc¢do e sentido do

f
o ()

5. Usando a defini¢3o, calcule a derivada direccional

vector U, para:

() f(z,y) =2y, =61 +&, A= (1,0);

(b) flz,y)=a’y+z, T=&+&, A=(1,0);
©) flay)=eH, F=—e +&, A= (1,1);

(d) flz,y) =3z +y°, T=2&+é&, A= (0,0);



(€) f(z,y.2) = 2™ G=c +&, A=(0,0)
(f) flz,y,2) =2’ +ay+2°, =& +28&+&, A=(1,2,—1).

6. As curvas de nivel de uma funcdo f, nas quais os niveis mais elevados tém a cor mais clara, sdo apresentadas
of of
)

em cada uma das seguintes figuras. Qual o sinal de 5~ e de oy (para uma série de pontos a sua escolha)?

ox

-1

7. Calcule % (0,0) para qualquer 7€R?\{(0,0)}, onde:
3
(a) f(x,y) = mzxi_i_yg se (x,y) # (070) € f(m,y) =0 se (x,y) = (070);
3
(b) J(,y) = o575 se (5,0) # (0,0) e [lw,y) =0 se (2.y) = (0,0).

8. Mostre que n3o s3o derivaveis em (0,0) cada uma das seguintes fun¢des:

(a) J‘(:my):xfify2 se (x,y) # (0,0) e f(z,y) =0 se (z,y) = (0,0);

(b) f(x7y):m se (:c,y);é(0,0) € f(:v7y)=0 se (‘Tvy):(oﬂo)'

(© J@) = by se @) £0.0) € fa) =0 s (2.9) = (0,0)
9. Calcule o gradiente de cada uma das seguintes fun¢des:

(a) flr,y.2) =we¥ "

(b) F(@.9.2) = sy

2

(c) f(z,y,2,w) = z7cos (zy) In(zy).

10. Para cada uma das seguintes fung¢des:
f@,y,2) =x+y+sen(zy?), g(x,y,2) =€ +4z,  h(z,y,2) =senz + 3seny + 2,
(a) jusifique que s3o diferencidveis na origem;
(b) determine a derivada direccional na origem segundo o vector ¢ = (1,3, —1).
11. Considere a funcdo f : R? — R, definida por f(z,y) = &zy.
(a) Determine as fun¢des derivadas parciais de primeira ordem de f.
(b) Verfique se f é diferencidvel em (0,0). Justifique.

12. Encontre uma equagio do plano tangente ao grafico da fungdo f(x,y) = 2 4 4® no ponto de coordenadas
(3,1,10).



2

13. Mostre que os graficos das fungdes f(z,y) = 2° +¢* e g(x,y) = —2® — y*> + xy® tém o mesmo plano

tangente em (0, 0).

14. Determine o ponto de interse¢do do plano tangente a superficie de equagdo z = e *~¥ no ponto (1,1,1) com

o eixo de zz.

22

Yy
15. Seja f:R? — R tal que f(z,y) = »>+v*’ (,y) # (
0 (z,y) =
(a) Mostre que existe Df(A, ), VA, @ € R?
(b) Verifique se f é derivavel em (0,0).

16. Seja f: R?* — R tal que

[ @yt () £ (0,0)
N ’y)_{ 0 (z,9) = (0,0)

(a) Calcule %(0,0) e %(070)-
(b) Determine % e % e verifique quen3o sdo continuas em (0, 0);
(c) Verifique se f é derivével em (0,0).

23

17. Seja f : R* — R tal que f(x,y) = { 52+y2’ Em’yi # (
T,Y) =

Mostre que:

(a) f é continua;

(b) Df((0,0), (a,b)) = f(a,b), ¥(a,b) € R?;

(c) Verifique se f é derivével em (0,0).
18. Considere a funcdo f : R? — R, definida por f(z,v,z2) = z%e “cos y.

(a) Obtenha o vector gradiente </ f(z,y, 2);

(b) Justifique que f é derivavel em todos os pontos de R?;

(c) Determine f'(0, %, 1);
9 T
9(4,0,3) " 3

(e) Determine a taxa de variagdo de f no ponto (0, ,1) e na direc¢do e sentido de 7 = (4,0, 3).

(d) Determine 0, =, 1);

19. Considere a funcdo f : R? — R, definida por f(z,y) = 3zy + 3°.
(a) Justifique que f é derivdvel em todos os pontos de RZ;
(b) Determine f'(2,3);
(c

)
) Determine a taxa de variagdo de f no ponto (2, 3) e na direccdo de ¥ = (3,4);
(d) Qual o sentido e direcg3o a seguir, partindo de (2, 3), para que a taxa de variagdo de f seja maxima?
)
)

e) Qual a taxa de variagdo maxima de f no ponto (2, 3)?

(
(f) Encontre a equagdo do plano tangente ao grafico de f no ponto (2, 3,27).
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Determine equagbes da recta normal e do plano tangente a cada uma das superficies dadas, no ponto
indicado:

(a) z? +2y2 +322 =6, (1,1,1);

(b) zyz? =1, (1,1,1);

(c) z=x?+ 3y® + sen (zy), (1,0,1);
(d) z? —2y +22 =3, (-1,1,2);

(e) z=4z? (1,2,4);

(f) e™* =1, (1,1,0).

)
)
)
)

. Determine a equacio do plano tangente 3 superficie 2% 4+ y? — 2yz = 7 no ponto (2,3,1) por dois processos

diferentes:

(a) Considerando a superficie como a superficie de nivel de uma fun¢do de 3 varidveis, f(z,y, 2);

(b) Considerando a superficie como o gréfico de uma fun¢do de 2 varidveis, g(z,y).

O potencial eléctrico V em (z,y, z), de um dado objecto 3D, é dado por V = 22 + 43> + 92%. Determine a
taxa de variagdo de V em P = (2, —1, 3) na direc¢do e sentido de P para a origem do sistema de coordenadas.
Indique ainda a direcc3o e sentido que produz a taxa méxima de variacdo de V em P. Qual o valor dessa
taxa?

A temperatura 7' num dado ponto (z,y) de uma placa plana é dada por T'(x,y) = 2%e ~Y. Partindo do
ponto (2,1), em que direc¢do e sentido a temperatura diminui mais rapidamente? Qual a taxa de varia¢do
instantanea partindo de (2, 1) e seguindo a direcg3o e sentido obtidos?

Considere a superficie de nivel S = {(z,y,2) € R®: 2® + zyz = 12}.
(a) Determine equagdes da recta normal e do plano tangente a S no ponto (2,2, 1);

(b) Verifique se a recta encontrada na alinea anterior intersecta o eixo Oz.
Sejam f : R? — R definida por f(z,y) =z —y*> e A = (—1,0).
(a) Determine e represente graficamente a curva de nivel de f que passa em A;

(b) Calcule o vector V f(A). Coloque no esbogo efectuado na alinea anterior, um representante de V f(A)
com origem em A;

(c) Determine uma equagéo do plano tangente ao grafico de f em (A, f(A)).

. Determine os pontos da curva de equagdo z(x? + y?) + 922 + y* = 0 cuja recta tangente é horizontal ou

vertical.

Determine os pontos da elipse 22? 4 y* = 1 cuja recta tangente passa pelo ponto (1,1).

Determine os pontos da curva de equacio =2 +y? — 2z + xy = 0 cuja recta normal é paralela 2 recta y = .

Determine os planos tangentes 3 esfera de equacdo z® + y? + 22 = 5 que contém a recta de equacio
r=5—2
y=—-5+42z2

Seja f : R? — R definida por f(z,y) = 2%y>. Indique, para o ponto (—1,2), um vector:

(a) com a direcgdo e sentido de maior crescimento de f;

(b) com a direcg3o e sentido de maior decrescimento de f;

(c) com a direcgdo e sentido em que a variagdo instantanea de f é nula.
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1. Calcule as derivadas parciais de segunda ordem das fun¢des definidas por

(a) fla,y) =" " (b) f(z,y) = log (1 +2* + ¢*);
(c) f(z,y,2) = cos (xyz); (d) fz,y,2) = y’log x + we™;
(e) f(z,y) = sen (zy°); () f(z,y,2) = 2y° + 2y;

_ Y . s ze®Y.
(g) flz,y) = @+ (h) f(z,y,2) = zy2 +

Lic. em Ciéncias da Computacdo
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2. Usando o teorema de Schwarz, mostre que n3o pode existir uma funcio f: R? — R cujas derivadas parciais

de primeira ordem sejam:

of 53  Of -
(a) ax(x,y)—% ) ay(xvy)_yx +z;
O (1) = O (o) =
(6) Gha) =wseny. Gliey) = ysena.
zy?
3. Seja f:R? — R definida por f(z,y) = v?+y?
0
o O 0r
(a) Determine 5 © 9y

*f >’f
a0y 00 € 5.5-(0,0).

(b) Calcule

(c) Explique porque n3o ha contradi¢do com o teorema de Schwarz.

2

Y
4. Considere a funcgo definida por f(z,9) ={ * Ty
0
of of
(a) Calcule a—y(x,o) e 8—1:(0,‘1;).
. 0% f 0%
(b) Verifique que 920y (0,0) # 9y0z (0,0).

5. Considere a funcdo f : R? — R? definida por

f(xay) = ($6y+COSy7ZE,Z‘+ey).

se (z,y) # (0,0),

se (z,y) = (0,0).

se T # —y,

se T = —y.

de cada uma das fun¢des definidas a seguir, indicando o conjunto dos pontos onde estd definida:

(a) Justifique que f é derivavel em todos os pontos (z,y) € R

(b) Calcule a matriz Jacobiana de f para cada (z,y) € R?;

(c) Calcule Jf(2,0) e f'(2,0).



. Calcule a derivada de cada uma das fun¢des definidas a seguir, indicando o conjunto dos pontos (z,y) onde
estd definida:

(@) flz,y) = (ze?+cosy,z,z+eY);
(b) fla,y) = (x/y, e”);
(¢) flz,y) = (In(z® +y?), cos (zy));
(d) f(z,y,2) = (227, —ye).
Considere a funcdo f : R? — R® definida por
f(z,y) = Bz — 2y, —y, 7z + ).
(a) Calcule f'(z,y) para cada (z,y) € R
(b) Observe e comente o resultado obtido na alinea anterior;

(c) O mesmo acontece em todas as aplicag3oes lineares? Justifique.

. Calcule a derivada de fo g em (z,%,2), sendo g : R* = R? e f : R? — R funcdes definidas por

g(x,y,2) = (zz,yz+x) e  f(z,y) =22 +y°

. ‘. o 0 0
. Use a "regra da cadeia” de vdrias varidveis para calcular of e —f sendo
or Oy
(@) f(u,v) =2uv, com wu=u(z,y)=2>+y>ev=0(z,y) = z.

(b) f(s,t) =28 —st®, com s=s(z,y) =1y ct=1t(x,y)=2xcosy;

. Seja F: R? — R uma fungio diferencidvel tal que VF(2,3) = (—1,2). Determine:

(a) f'(2), sendo f(z) = F(z,z + 1);

(b) f'(1), sendo f(z) = F(2z, —x* + 4).

. Seja G : R® — R uma funcio diferencidvel tal que VG(2,3,0) = (—1,2,3). Determine:

0 0
() 5, (1:2) € 51(1,2), sendo g(a,y) = G (yz, 2 +y,50n (5));

0 0 .
(b) a—z((), —1)e a—Z(O, —1), sendo g(z,y) = G (—2ye”, —3y + y*z*, zcos (3y)).
. Considere a seguinte equagio
myz3+m2yz2—m+2y+z:0.

(a) Mostre que a equagio apresentada define implicitamente z como fun¢3o de (z,y) para pontos “préximos’
de (1,1,-1).
.0 0
(b) Determine 8—;(1, 1) e a—;(l,l).
. Considere a seguinte equagdo de trés varidveis reais
z2° + xy2z = y22 +5.
(a) Mostre que a equacio apresentada define z como fung3o de (z,y) para pontos “préximos” de (3,1,1);
(b) Determine z'(3,1);
(c) Para z(x,y), definida na alinea (a), determine H'(3,1), onde H(z,y) = G(z,y, 2(z,y)) para (z,y)
“préximo” de (3,1), com G(z,y,2) = ¥ + zyz.
. Considere a seguinte equagdo de trés varidveis reais
re’” + zlogy =1

(a) Mostre que a equagdo apresentada define z como fung3o de (z,y) para pontos “préximos” de (1,1,0);
(b) Determine 2'(1,1).
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1. Determine os pontos criticos de cada uma das fun¢des apresentadas. Averiglie se algum deles é maximizante
local, minimizante local ou ponto de sela.

(@) flay) =a"+y%

(b) flz,y) = =22 +y?%

() fz,y) =a* + ¢

(d) f(z,y) ==y

(e) flz,y) =2 —y*

(f) flz,y) =2 =2z +y" —4y+5

2. Determine e classifique os pontos criticos das fun¢des definidos por:

(@) flz,y) =2° —2xy+3y* —y;

(b) f(z,y) = (z+y)(zy +1);

(©) fla,y) =+,

(d) f(z,y) =senzseny.

3. Determine, caso existam, os extremos locais das fun¢des definidas por:

(a) f(z.y) = (22 —y)*; (b) flz,y) = 2" +y" — 22® + 4wy — 2y — 1
(c) f(z,y) = 2’y (d) f(z,y) = 2® = 22y + 3y* — y;
(e) f(z,y) = senz cos y; (f) f(z,y) = 2° = 3zy® + ¢
(8) f(z,y) =y + xseny; (h) f(z,y) = 22° + 3ay® + +527 +
(h) f(w,y,2) =& +° + 2 +ay; (i) f(@,y,2) = e V0%

4. Determinado foguete tem um sistema de controlo sensivel quer 3 humidade quer a temperatura. Supondo
que o raio (em Kms) no qual o foguete pode ser controlado é dado pela fung3o

R(h,t) = 27800 — 5t> — 6ht — 3h* + 400t + 300,

identifique as condi¢cdes atmosféricas éptimas (temperatura vs humidade) para operar o foguete.
5. Determine o maximo do produto entre dois niimeros reais, desde que a soma deles seja igual a quatro.

6. De entre todos os triangulos rectangulos com hipotenusa de cumprimento quatro, calcule as dimensdes
daquele que possui drea maxima.

7. Determine as dimensdes do rectangulo de drea maxima que se encontra inscrito na elipse de equagdo

[
[

- Y
9 16



8.

10.
11.
12.
13.

14.

15.

Determine os extremos das fun¢des f, definidas a seguir, vinculados pelas respectivas condigdes:
(@) f(z,y) =In(zy) e 22 4+ 3y = 5;
(b
(c
(d x,y)—x —zy+yieat—y? =1,

) (wy)—Hyex +y =1
) f(=,
) f(
(e) flz,y) =wye92® +y* =4
(F) f(
) f(=

y) =2 -y’ ez’ + ¢’

f z,y)=x+2yez’+y> =5

(g yz)=z+2yex+yt+z=1ley’+2° =4

(h) f(z,y,2) =3z —y—3zext+y=zex’+22>=1
Pretende-se construir um quarto, com a forma de um paralelepipedo, para armazenamento de materiais em
temperatura elevada com um volume de 100 metros cibicos. Como o ar quente sobe, a perda de calor por
unidade de area pelo tecto é cinco vezes maior que a perda de calor pelo chdo. A perda de calor pelas quatro
paredes é trés vezes maior do que a perda de calor pelo chdo. Determine as dimensdes do quarto a construir
que minimize a perda de calor e, portanto, minimiza o custo do aquecimento.

Determine o ponto do plano 2z — y 4+ z = 1 que estd mais préximo do ponto (—4, 1, 3).

Mostre que um paralelepipedo de volume 27 unidades cubicas, possui superficie minima se for um cubo.
Determine trés ndmeros positivos cuja soma é 13 e tais que a soma dos seus quadrados é minima.
Considere uma placa circular de raio 1, identificada com os pontos P = (x,y) do plano R? que verificam
z? + y? < 1. Sabendo que a temperatura em qualquer ponto (z,y) da placa é

T(z,y) = 22° +y* —y + 10,
encontre os pontos mais quentes e mais frios na placa.
Determine o minimo e o maximo absoluto da fun¢do

f: [0,27] x[0,27] — R
(z,y) — senz+cosy

Determine o minimo e o maximo absoluo da func3o f no disco definido pela equacio =2 + y2 < 1, sendo f
definida por:

@) f(z,y) = (= +y)%
(b) f(z,y) =2+ zy+y°
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1. Calcule o valor do integral / f(z,y)d(z,y), onde:
R

(d) f(z,y) =3eR=[1,2] x[0,1];

(b) flz,y) =e"" e R =[-1,0] x [0,2];
(©) flzy)=2"+y* e R=1[0,1] x [1,2];
(d) flz,y) =2y’ e R =[-1,0] x [1,2].

2. Calcule os seguintes integrais, esbo¢cando as regides de integrag3o:

1 z?
) / / dydzx;
o Jo
2 3+l
) / / dydz;
1 2z
1 x?
c) / / ydydz;
0 x3
1 pre?
)// (z +y) dxdy;.
0o J1

3. Calcule o valor do integral / f(z,y)d(z,y), usando as duas possiveis ordens de integragdo, quando f e
R

R sdo:

@) fz,y)=zyeR={(r,y) eR*:0<2<2 0<y<z’}

(b) flx,y) =z +yeR={(z,y) eR*:0<z <2 2 <y< —a” +da};
() flzy) =" eR={(z,y) eR*: x>0,z <y < —x+2};

d) fle,y) =e+yeR={(z,y) eR*:a” —2r <y < —x +2}.

4. Identifique o dominio de integracdo (fazendo um esbo¢o) e inverta a ordem de integracdo nos seguintes

integrais:

o [ [ e
/ / (2, y) dody;
o ['[ stev)aus
) [ ravaes [ s v
) [ s [T e dya

o [ [ o)y
@ [[ s

0/ VI ) e
(h) // (z,y) dzdy;
//y ) (z,y) dzdy.



5. Invertendo a ordem de integragdo, calcule:

(a) /(Jl/()m@dydm; (b) /1/13 dody;

11 e 1 2 13
(o) / / e do dy; (d) / / @+)” dzx dy.
0Jy 1 Jlogy Yy

6. Usando integrais duplos, calcule a drea de cada uma das regides planas R que se seguem:

(@) R={(z,y) eR?:0< <2 e <y<e®);

(b) R={(z,y) eR?: —y* <z <y? 0<y <1}

() R={(z,9) eER*: 9y >0, y< 222 —x+3, y < —x +1};
(d) R={(z,y) eR?*:y > 2% y<4—2z%};

7. Usando integrais duplos, calcule o volume de cada um dos sélidos S que se seguem:
(@) S={(z,9,2) ER*:0< <2, e *<y<e”, 0<2z<x+ 9y}
(b) S={(z,9,2) €R®:y >0, y< —2® -2z, s —y <z <z +y}
() S={(z,9,2) ER*: 2 <0, 2>y*> —y, e <z+y, y < —x— 2z}
(d) S={(z,y,2) ER*: 0< 2 <4— 2z —y?}.

8. Determine as coordenadas polares dos pontos cuja representagdo cartesiana é

A= (37\/§)> B = (0a2)7 C= (07 _2)7 D= (_4a _4)a E= (17 1)'

117
(37 T) .

9. Determine as coordenadas cartesianas dos pontos cuja representagdo polar é

A:(l,%), B:(Q,%’r), C = (5,0), D:(5,3), E

2
10. Passando para coordenadas polares, calcule // f(z,y)d(z,y), onde:
D

(@) flz,y)= (@2 +y")"% e D={(a,y) eR*:1<a®+2 <5}

(b) f(z,y) = (m2 +4%) " log (332 +y2) e D é a regido do primeiro quadrante limitada pelas circunferéncias
de equacbes 22 +y? =4 e 2> +4>=9;

(©) fy) =arctg(L) e D={ (@) eR* 1 <2’ +* <0, VBy > 2, VB2 2y

(d) flz,y)=2"+9* e D:{(m,y)eR2:0§x§2,O§y§\/295—:762};

(@) foy) = (" +17) "2 e D={(v,y) R’ y<z,y>2>, x>0}

11. Usando integrais duplos, calcule a drea de cada uma das regides planas R que se seguem:
(@) R={(z,y) €ER*:y> —x, y <z, 2® +9*> < 9};
(b) R={(z,y) €eR*: 1 <a®+4y* <4, y<w, x>0}
(c) R={(z,y) eR*: 2? + 42 < 16, (x +2)> +9y> >4, y > 0}.
12. Usando integrais duplos, calcule o volume dos seguintes sdlidos:
(a) A={(zy,2) ER*: 1<2®+9°<4,0<z §x2—|—y2};
(b) B:{(x,y,z)eRS: 0<r<2,0<y<2,2>0, y+z§2};
() C={(=v,2) ER: 2 +4°<1,2>0,y+2< 3}
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1. Calcule o valor do integral // f(z,y,2)d(z,y, z), onde:
@) f(z,y,2) =z+y+zeR=][12] x[0,1] x [-2,1];
(b) flz,y,2) = ze"" e R =[0,1]%;
(c) flz,y,2)=zyeR={(x,y,2) ER*: x>0,y >0,2>0,x4+y+2<1}
(d) f(z,y,2) =z eR={(z,9,2) ER®*:2>0,2° +¢° < 2 < 3}.

2. Use integrais triplos para expressar o volume do sélido definido pela superficie z = 2 — 22 — y? e pelo plano
XOY.

3. Determine as coordenadas cilindricas dos pontos cuja representacdo cartesiana é

A=(1,V3,-1), B=(2,0,0), C=(0,-53) e D=(3-32).

4. Usando coordenadas cilindricas, calcule // f(z,y,2)d(z,y, z), para
R

@) flz,y,2) =z e ’R:{(:c,%z)G]R?’:OSzS?), x2+y2§z};
(b) f(x,y,z):zemzﬂ’2 e R={(z,y,2) ER*:2<2<3, 2° +y* <4},

(c) f(z,y,2) = z+/22+y? e R a regido do primeiro octante limitada pelas superficies cilindricas de
equacdes 22 +y?> =1 e x° + 3% =9 e pelos planos de equacdes 2 =0, z=1, =0 e z =y;

) flx,y,2)=z+y e R={(2,9,2) eER*: >0,y >0,0<2<4— (a®+¢")}.
5. Seja V = {(z,y,2) € R? : 2 < 2”4+ y* < 9}. Calcule o volume de V, usando coordenadas cilindricas.

6. Determine as coordenadas esféricas dos pontos cuja representagdo cartesiana é
A:(L*lvo)a B:(lvla\/i)7 C:(flaflv\/i) € D:(()?la*l)

7. Calcule o volume da esfera de centro na origem e raio 2.

8. Usando coordenadas esféricas, calcule o valor do integral

1
///s md(%yaZ%

onde § = {(m,y,z)€R3: 2%+ % + (2 — 2)? <4}

9. Calcule o volume do sélido que é:

(a) definido pelas condicdes 3z > z° + 4> e 2% 4y + 2% < 4;
(b) definido pelas condi¢des 22 +y? <2< Va2 +y?

(c) limitado pela superficie esférica de equagdo p = 1 e pela superficie cénica de equagio ¢ = %
10. Calcule o volume do sélido S, onde S é descrito por
a) S= {(:c,y7z) ER?: /22492 <2< /16 — 22 —yQ};

) S:{(:c,%z)GR‘Q’:\/x2+y2§z§2+\/4—x2—y2}.



