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Resumo

Esta dissertacao aborda aspectos da teoria qualitativa de equacoes diferen-
ciais funcionais retardadas (EDFR’s) com particular énfase no estudo da
estabilidade global de EDFR’s escalares.

A tese esta dividida em dois capitulos.

No primeiro capitulo, estudam-se a teoria adjunta formal e a estabilidade
de EDFR’s lineares autéonomas. Apresentam-se os resultados classicos, no-
meadamente a decomposicao do espaco de fase da equacao por um conjunto
finito de valores caracteristicos. A terminar, faz-se o estudo da estabilida-
de local da solucao nula de equacoes lineares com pequenas perturbacoes
autéonomas. O livro de J.K. Hale [5] constitui a principal referéncia biblio-
grafica para estudo aqui apresentado.

No segundo capitulo, estudam-se condigoes do tipo 3/2 para a estabili-
dade global de EDFR’s escalares. Obtém-se um ligeiro melhoramento dos
critérios de estabilidade apresentados no Teorema 2 do recente artigo de
E.Liz, V. Tkachenko & S. Trofimchuk [7]. Com este melhoramento, e fazen-
do uma ponte entre [7] e o trabalho de T. Faria [1], estabelece-se um critério
de estabilidade global para as equagoes estudadas em [1], que permite, por
um lado, simplificar consideravelmente as demonstracoes dos exemplos pre-
sentes em [7] e, por outro, melhorar critérios de estabilidade global para
varios exemplos de dinamica de populagoes presentes em literatura recente.

Palavras Chave: Equacoes diferenciais funcionais retardadas, estabili-
dade global e local, atractividade global, condiges do tipo 3/2, condigoes de
Yorke, modelos escalares de dinamica de populagoes.
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Abstract

In this thesis, several aspects of the qualitative theory of retarded functional
differential equations (RFDE’s) are addressed, with particular emphasis on
the study of global stability of scalar RFDE’s.

The thesis is divided in two chapters.

In the Chapter I, the formal adjoint theory and the stability for linear
autonomous RFDE’s are studied. Classical results are presented, namely
the decomposition of the phase space by a finite set of characteristic values.
Also, the local stability of the zero solution of linear equation with small
autonomous perturbations is studied.

In Chapter II, 3/2-conditions for the global stability of scalar RFDE’s
are addressed. A slight improvement of the stability criterion of E.Liz, V.
Tkachenko & S. Trofimchuk [7] in theorem 2 is obtained. With this result,
and connecting with the work of T. Faria in [1], a criterion for the global
stability of equations studied in [1] is established. On one hand, this result
allows us to simplify the proofs for examples studied in [7], and, on the hand,
to improve global stability conditions for several models from population dy-
namics studied in the literature.

Key Words: Retarded functional differential equations, global and local

stability, global attractivity, 3/2-condition, Yorke conditions, scalar models
from population dynamics.
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Introducao

As equagoes diferenciais funcionais retardadas (EDFR’s) sao equagoes dife-
renciais com memoria, que podem ser escritas na forma abstracta

(t) = f(t,x;), com z,(0) = x(t +6), 0 € [—r,0], (1)

onde r € R*, B é um espago de Banach e f: Q CR x C([-r,0];B) — B é
uma funcao. A funcao que descreve o crescimento, f, depende do estado do
sistema nao apenas no instante presente t, como acontece com as equacoes
diferenciais ordindrias (EDO’s), mas também do estado do sistema no passa-
do até determinado momento ¢t —r. A constante positiva r traduz o tempo de
memoria do sistema. E devido a esta caracteristica que as EDFR’s sao impor-
tantes, por exemplo, na modelacao do crescimento populacional de espécies
biolégicas ou em modelos biomédicos, uma vez que permitem ter em linha
de conta o periodo de maturacao das espécies ou o tempo de incubagao de
doengas.

Esta dissertagao divide-se essencialmente em duas partes: Numa pri-
meira parte, estuda-se o comportamento das solucoes de EDFR’s lineares
auténomas, por forma a obter critérios de estabilidade. Numa segunda parte,
consideram-se EDFR’s escalares, com o objectivo de estabelecer condigoes do
tipo 3/2 para a estabilidade global assimptdtica de solugdes, que serao apli-
cadas a modelos de dinamica de populacoes de uma tnica espécie biolégica.
Assim, esta tese surge naturalmente dividida em dois capitulos.

No primeiro capitulo, Fquacdes Diferenciais Funcionais Retardadas Line-
ares, comecga-se por apresentar os resultados basicos de existéncia, unicidade
e continuacdo de solugbes para (1), com B = R". Segue-se o estudo de
EDFR’s lineares auténomas, isto é, equagoes da forma

#(t) = L(x), (2)

com L € L(C([-r,0;R™); R™). Os resultados apresentados sao os cléassicos
da teoria de EDFR’s e tém como referéncia base o livro de J.K. Hale [5], no
qual se podem encontrar as demonstracoes omitidas neste capitulo.



Para o estudo de EDFR’s lineares auténomas, o caminho seguido é cons-
tituido por trés etapas distintas. Primeiro procede-se a decomposicao do
espago de fase C'([—r,0];R™) da equagao diferencial (2) como soma directa
de dois subespacos invariantes para a equacao, decomposicao que sera efec-
tuada com base num subconjunto finito de elementos do espectro do gerador
infinitesimal do Cy-semigrupo dos operadores solucao de (2), a introduzir
oportunamente. Simultaneamente, demonstra-se que um dos subespagcos in-
variantes tem dimensao finita e que, para condicoes inicias nesse subespaco,
as solugoes possuem uma dinamica igual as de uma equagao diferencial or-
dinaria linear auténoma de dimensao finita. Segue-se a caracterizagao do seu
subespaco complementar topoldgico através de uma dualidade formal adjunta
e, por ultimo, obtém-se estimativas para as solugoes de (2) que possibilitam
o estudo da estabilidade da solugao nula, ou equivalentemente (como se vera)
da equagao (2).

Como nem todos os fenémenos tém um comportamento linear, torna-se
importante estudar outros tipos de equagoes. Naturalmente, o passo seguinte
serd estudar equacoes que, nao sendo lineares, obtém-se destas por pequenas
perturbacoes. Na tltima seccao deste primeiro capitulo faz-se um primeiro
estudo destas situacoes, ao abordar EDFR’s lineares auténomas com pertur-
bacoes auténomas, isto é, equagoes do tipo

2(t) = L(ze) + f (1), (3)

onde f : C([-r,0];R") — R™ Mais concretamente, usando a Férmula de
Variagao das Constantes obtém-se condigoes suficientes para a estabilidade
(local) da solugao nula da equagao (3).

No segundo capitulo, Equagoes Diferenciais Funcionais Retardadas Fs-
calares, os recentes trabalhos de E.Liz, V.Tkachenko e S.Trofimchuk [7], e
de T.Faria [1] constituem as referéncias base. Embora em ambos os artigos
se assumam condiges do tipo 3/2 para o estudo da estabilidade global de
solucoes de EDFR’s escalares, estas incidem sobre equacoes distintas. Mais
concretamente, em [7] estudam-se equagoes do tipo

B(t) = f(t,z), t >0, (4)

onde as condigoes sao impostas a funcao f : C([—h,0;R) — R, e em [1]
estudam-se equacoes do tipo
o(t) = (L4 (1) F(t, z4), (5)

onde h e R") T =Roul=1[0,+x)e F:IxC([-h,0;R)— R, com con-
digoes impostas a fungao F'. Tal como se evidencia no resumo histérico efec-
tuado no inicio deste segundo capitulo, a novidade em [1] reside na equagao



estudada, enquanto que em [7] a novidade reside no tipo de hipdteses impos-
tas a f, nomeadamente a hipotese

r(M(9)) < f(t,¢) < r(=M(=9)), t 20, (6)

onde M(¢) é o funcional de Yorke (ver [6, 18]), r(z) é uma funcdo racional
da forma 397, com —% <a<0eb>0,eq¢ e C([—h,0];R) satisfaz deter-
minadas condigoes (ver pormenores na hip6tese (Y2*) da secgao 2.2). Como
principais resultados desta dissertacao, apresentam-se os Teoremas 2.7 e 2.16
sobre estabilidade global de solugbes da equagao (4). Apesar de andlogos
aos apresentados no Teorema 2 de [7], estes foram obtidos trabalhando com

hipdteses um pouco mais gerais, nomeadamente com a hipotese

At)r(M(9)) < f(t,¢) < Al)r(=M(=9)), t =0, (7)

onde A : [0,+00) — [0,+00) é uma funcdo seccionalmente continua (ver
pormenores na hipétese (H3) da seccao 2.3), em lugar da hipétese (6). A
linha geral de raciocinio seguida é andloga a presente em [7]. No entanto, é
importante notar que, para além das necessarias adaptagoes a nova situacao,
alguns dos resultados, nomeadamente a Proposicao 2.2 e o Lema 2.4, apre-
sentam uma demonstragdo com novos argumentos. Seguidamente, fazendo
uma ponte com a referéncia [1], estudam-se equagoes diferenciais do tipo (5),
agora com F' satisfazendo hipdteses similares as impostas a f para a equacgao
(4), e obtém-se um critério de estabilidade global que permite, por um la-
do, simplificar consideravelmente as demonstragdes do modelo (2.36) e do
exemplo (2.45) estudadas em [7], e, por outro, melhorar critérios de estabi-
lidade global para outros exemplos de dinamica de populagoes presentes em
literatura recente.






Capitulo 1

Equacoes Diferenciais
Funcionais Retardadas Lineares

1.1 Conceitos e resultados basicos da teoria
de EDF

Nesta seccao, procede-se a apresentacao da nocao de EDFR e de alguns re-
sultados basicos, tais como os teoremas de existéncia, de unicidade e de con-
tinuacao de solugoes. Estes resultados sao apresentados sem demonstragoes,
que poderao ser encontradas em [5]. Note-se que as demonstragoes em [5] sao
obtidas através de raciocinios analogos aos desenvolvidos na teoria de EDO’s
[4]. Com efeito, demonstragoes de teoremas similares para EDO’s poderao ser
feitas usando argumentos que fazem apelo a resultados da Analise Funcional
que, como tal, sao validos num quadro mais geral de equacgoes diferenciais
em espacos de Banach.

A terminar esta secgao, introduz-se ainda a nocao de equagao diferencial
funcional avangada (EDFA) e constata-se que o estudo a elaborar para estas
¢ inteiramente analogo ao efectuado para as EDFR’s.

Nesta tese, denota-se por C'([a,b]; R"™), comn € N, a,b € R e a < b, 0 es-
paco de Banach das aplicagoes continuas definidas em [a, b] e com valores em
R"™, munido da norma do supremo. Ao longo de todo este capitulo considera-
se r um numero real positivo e denota-se por C' o espaco C([—r, 0]; R™).

Dados 0 € R, A€ R} ex € C([oc —r,0+ A];R"), para cada t € [0, 0+ A]
denota-se por x; o elemento de C' definido por:

x(0) =x(t+0), 6 €[—r0.

As definigoes que se seguem estabelecem o que se entende por EDFR e
por uma sua solugao.



Definicao 1.1 Sejam D CR x C e f: D — R™ uma funcao.
Chama-se equacao diferencial funcional retardada a relacdo

@(t) = f(t, ), (1.1)

representa a derivada de x em t.

wo»

onde

Definicao 1.2 Sejam o € R e A >0 ou A = +00.
Uma fungio x € C([oc —r,0 + A);R"™) diz-se solugao de &(t) = f(t,x)
em [0 — 1,0 + A) se verifica:

(t,z;) € D
NVt € o0+ A).
a(t) = f(t, x,)

Definigao 1.3 Sejam o e R e ¢ € C.

Diz-se que x, representando-se por x(o, ¢, f), € uma solugao de (1.1) com
valor inicial ¢ em o, ou simplesmente, uma solu¢do de (1.1) que passa em
(o,0) se, para algum A >0 ou A = +00:

x € solugao de @(t) = f(t,z;) em [0 —r,0+ A)

:L‘U:qb

Como primeira observagao tem-se o seguinte lema, que resulta da conti-
nuidade uniforme de fungoes continuas em intervalos compactos.

Lema 1.1 Se x € C(Jo —r,0 + a];R"™), com a > 0, entdo

o,04+a] — C
t — Ty

€ uma func¢do continua.

Se f é continua e x é uma solugao de (1.1) em [0 — 7,0+ A) que passa em
(0,¢), com ¢ € C, entao pelo lema anterior e pela regra de Barrow facilmente
se verifica que a solucao x satisfaz a equagao integral

X

0':¢
x(t)zQS(O)—l—/f(s,xs)ds, c<t<o+A

O teorema que se segue estabelece condicoes suficientes, quer para a
existéncia, quer para a unicidade, de solucao de uma EDFR.
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Teorema 1.2 Sejam Q) aberto de R x C, (0,¢) € Q e f € C(;R™).
Entao existe uma solugcao x de

(e 2

em [0 —r,0+ ), para algum o > 0.
Se f € lipschitziana em @ em cada compacto contido em €2, a solugao x
em [0 —r,0+ «) € unica.

Dem. Ver e.g. em J.K. Hale[5], p.41-42.0

Definicao 1.4 Sejam f: D C R x C' — R" continua e x uma solugao de
(1.1) no intervalo [0 —r,a), com a > o.

Diz-se que T € uma extensao de x, se existe b > a, b € R ou b = +o0, tal
que T estd definida em [0 —r,b), coincide com x em [0 —r,a) e € solu¢ao da
equagdo diferencial (1.1) em [0 — 1, b).

Uma solucdo x diz-se nao extensivel, ou maximal, se nao eriste uma
extensao de x.

Teorema 1.3 Sejam ) aberto de R x C' e f € C(;R").
Se x € uma solugao mazximal da equagao diferencial (1.1) em [0 — 1,b),
b > o, entao, para qualquer compacto W C Q, existe ty € (0,b) tal que

(t,x¢) € W, Vt € [tw,D).
Dem. Ver e.g. em J.K. Hale[5], p.42.00

A abordagem anterior para EDFR’s pode ser elaborada, de uma forma
andloga, para EDFA’s, uma vez que a diferenca entre os dois tipos de EDF’s
reside, essencialmente, no espaco de fase.

Segue-se apenas a apresentacao das nogoes de EDFA e de uma sua solucao,
uma vez que os resultados de existéncia, de unicidade e de continuagao de
solugao (agora para o passado e nao para o futuro) sao inteiramente analogos
aos anteriormente apresentados para EDFR’s.

Comece-se por introduzir alguma notacao. Representa-se por R™ o con-
junto dos vectores linha 1 x n com coordenadas em R, isto é

R™ = {[z1...2,) : 7; € R},

e por C* o espago de Banach C([0, r]; R™"), munido da norma do supremo.
Dadosoc € R, Ac Ri ey € C(lo—A,0+7];R"), paracada T € [0c—A, 0]
denota-se por y” o elemento de C* definido por:

Yy (s) =y(t+s), s€0,r]



Definicao 1.5 Sejam D CR x C* e f : D — R™ wuma fungao.
Chama-se equacao diferencial funcional avancada a relacdo

y(r) = f(ry7), (1.3)

representa a derivada de y em T.

wo»

onde
Definigao 1.6 Sejamoc € R e A >0 ou A = +0.
Uma funcio y € C((oc — A, + r];R™) diz-se solucao de (1.3) em (o —
A, o + 1] se verifica:
(r,y") € D
VT e (0 — A, o]
y(r) = f(r,y7)
Definicao 1.7 Sejam o € R e ¢p € C*.
Diz-se que y, representando-se por y(o,v, f), € uma solugao de (1.3) com

valor inicial ¥ em o, ou simplesmente, uma solugao de (1.3) que passa em
(o,) se, para algum A >0 ou A = +o0:

y € solucao de (1) = f(r,y") em (0 — A, 0 + 7]
Yo =1

1.2 EDFR lineares autéonomas

Defini¢ao 1.8 Seja i@(t) = f(t,z;) uma EDFR.

1. A equagao diz-se linear se f(t,¢) = L(t,¢) + h(t), onde L é uma
aplicacao continua e linear em ¢, t € R e h é uma funcao continua
de R em R".

2. A equagao diz-se homogénea se h = 0.

3. A equagao diz-se linear auténoma se f(t, ¢) = L(¢), com L € L(C;R™).
Até final deste capitulo, considera-se a EDFR linear auténoma
() = L(zy), (1.4)

com L € L(C;R™).

Sendo L uma aplicacao linear continua, entao L ¢é lipschitziana. Conse-
quentemente, pelo Teorema 1.2, para cada ¢ € C existe uma unica solucao
z(0,¢, L) em [—r,«), com a > 0, da equagao (1.4) que passa em (0, ¢). Pelo
facto de L ser aplicacdo linear continua, a solugao z(0, ¢, L) é extensivel a
[—7,+00). Para simplificar a notagao, usa-se z(¢) := x(0,¢, L). O facto de
z(¢) estar definida em [—r,400) permite introduzir a seguinte definigao.
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Definicao 1.9 Para cada t > 0, chama-se operador solucao associado a
equagao diferencial (1.4) a aplicagao

Tt): ¢ — C
¢ = m(9)

Na proposicao que se segue demonstram-se propriedades importantes da
familia dos operadores solugao (7(t))¢o.

Proposigao 1.4 A familia dos operadores solug¢io (T'(t))i>0 possui as se-
gquintes propriedades:

1. E um Cy-semigrupo de operadores lineares em C';

2. Parat >r, o operador T'(t) é compacto.

Dem.

1. Pela linearidade de L e pela unicidade de solucao, facilmente se conclui
que, para cada t > 0, T'(t) : C'— C' é um operador linear.
Para cada ¢ € C, T(0)¢ = x¢(¢) = ¢, donde T'(0) = I.

Sejam ¢ € C'e T > 0. Por um lado, como a equagao é auténoma, tem-se
que t — x(¢)(t + 1) é a solugao de (a) = L(x,) com condigao inicial,
em t = 0, x,(¢) e, por outro lado, por definicao tem-se xo(z,.(¢)) =
z,(¢). Assim, pela unicidade de solugao conclui-se que x(¢)(t + 7) =
z(z-(¢))(t), Vt > 0, donde z;,(¢) = x¢(x,(9)), ou seja, T(t + 1) =
T(t)T (7).

Como L é uma aplicagao linear continua, existe [ > 0 tal que

IL(Q)]| < o], Vo € C.

Sejam t > 0 e —r < 6 < 0. Pela representacao integral da solucao,
set+0<0, T{t)p0) = x4()(0) =z(d)(t+60) = d(t+6); )

set+02>0, T(t)p(0) = x:(d)(0) = x(d)(t+0)

— H0) + / L(zs())ds (15)




donde, t
IT®)ell < llol +/O HT(s)olds.
Pela desigualdade de Gronwall tem-se
1Tl < [lofle”,vo € C.

Assim T'(t) é um operador linear continuo para qualquer ¢ > 0.

Para concluir que (T'(¢))>0 ¢ um Cp-semigrupo falta demonstrar que

lim T(t)¢ = ¢, Vo € C,

t—0t

ou equivalentemente,
sup{[|T(t)¢(6) — &(0)|| : 0 € [-r,0]} — 0 quando ¢ — 0.

Sejam ¢ € C' e € > 0. Como ¢ é uniformemente continua, existe > 0
tal que, para quaisquer t,7 € [—r, 0],

=7 <d=lo(t) —o(r)l| <e

Considere-se t € (0, min{d,a}), onde a > 0 é tal que [|¢[|(e"t — 1) < €
para t < a. Seja 6 € [—r,0]. Por (1.5), se 6 +t < 0 tem-se

IT(t)p(0) — (0)]] = lo(0 + 1) — (O)]| <&

ese f+t>0 tem-se

t+6
IT()6(6) - 6(6)]| = H¢<o>+ / L(T(S)cb)ds—cb(@)H
< 116(0) — 6(0)] + / T (s)6ds
< 16(0) — 6(6)] + / Illglle*ds

= [1¢(0) = @O + [[[I(e" — 1) < 2e.

Conclui-se entao que (7'(t)):>o ¢ um Cp-semigrupo de operadores line-
ares em C.
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2. Sejam t > r e R > 0 fixados e considere-se S = {¢ € C : ||¢|| < R}.
Para ¢ = T(t)¢, com ¢ € S, por (1.5) e porque, qualquer que seja
0 € [-r0],t+6>0 tem-se

donde,
1Tl < [lolle",
ou seja,
[o]] < e"R.
Além disso,
ol = | Gu@e)| = | G
do do

= ||L(T(t+0)p)|| < 'R < IR,

donde T'(t)S é um conjunto equi-continuo. Consequentemente, sendo
T(t)S C C limitado e equi-continuo, pelo teorema de Ascoli, é relati-
vamente compacto.[]

Pelo resultado anterior, sabe-se que a familia dos operadores solucao
(T'(t))e>0 ¢ um Cy-semigrupo em C. Pelos resultados da teoria de Cy-se-
migrupos, o seu gerador infinitesimal,

A: DA — C
6 lim ~(T()6—¢)

t—0+ t
é um operador linear fechado com dominio denso em C'.
O préximo objectivo é caracterizar os elementos de C' que pertencem a
D(A) e determinar A¢ para qualquer ¢ € D(A).

Proposicao 1.5 Seja A o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo dos opera-
dores solugdo associados a equagao diferencial (1.4). Entdo, ¢ € D(A) se e
s6 se ¢ tem derivada continua em [—r,0] com ¢(0) = L(¢), e

d¢
—(0), —r<6<0

Ab(0) = 5" - (1.6)
L(¢), 0=0
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Dem. Sejam ¢ € C' e 0 € [—r,0]. Se 6 € [—r,0), para t > 0 suficientemente
pequeno, tem-se t 4+ 6 < 0, donde, por (1.5),

1 .1 do
lim — (T'(t)d(0) — ¢(0)) = lim ~ (p(t +0) — p(0)) = —(67).
Tim - (T()6(6) — 6(6) = lim + (6(¢ +6) — 6(6)) = 2 (67)
Se # = 0, pela representacao integral da solucao e pelas propriedades dos
C-semigrupos, tem-se

lim 2 (T060) - 6(0)) = lm + [ LT(s)8)ds

t—0+ ¢ t—0t ¢ 0

1 [t
= L(tl_igiz/o T(s)gbds)

Consequentemente ¢ € D(A) implica que ¢ tem derivada continua em [—r, 0]

e #(0) = L(¢). E necessério ainda verificar que se tem Tty — ¢) — b
em C quando t — 07. A demonstracao deste usa um raciocinio andlogo ao

realizado na prova do ponto 1. da Proposi¢ao 1.4, pelo que é omitida.l]

Como L € L(C;R™), pelo teorema da representagdo de Riesz conclui-se
que existe
n: [_T’ O] - Mnxn(R)
0 = [7727'(‘9)]1‘,]‘ ’

com 7;; : [—r, 0] — R fun¢ao de variacao limitada para cadai,j € {1,...,n},
tal que

L@) = [ o0)an®) = [ lan(o) ot6). (1.7

-

O estudo que se segue tem por objectivo decompor o espaco de fase C
como soma directa de dois subespacos P e (), invariantes para os operado-
res solucao T'(t), por forma a reduzir o estudo do fluxo de uma solugao da
equacdo diferencial (1.4) que passa em (0,¢), com ¢ = ¢F + ¢¢ € C, ao
estudo dos fluxos das solucdes em P e @ que passam em (0, ¢*) e em (0, ¢%)
respectivamente. Para se efectuar a referida decomposicao do espaco de fase,
¢ necessario estudar algumas propriedades do espectro, quer dos operado-
res solugao, quer do gerador infinitesimal. Antes de iniciar esse estudo, é
importante estabelecer alguma terminologia.
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Defini¢ao 1.10 Seja (T'(t))i>0 0 Co-semigrupo dos operadores solugdo asso-
ciados a equagao diferencial (1.4) e A o seu gerador infinitesimal.

Diz-se que A € C é um valor préprio, ou valor caracteristico, de (1.4) se
A € g(A). O espago proprio generalizado de A associado a X\ denota-se por

My(A).

O teorema que se segue caracteriza o espectro do gerador infinitesimal
associado ao Cy-semigrupo dos operadores solugao.

Teorema 1.6 Seja A o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo dos operado-
res solugdo associados a equagao diferencial (1.4), (T'(t))¢>0-

Entao, 0(A) = op(A) e A € a(A) se e sd se det(A(N)) =0, sendo

A(N) == M — /_0 AMdn(0)] = M — L(e™). (1.8)

r

Dem. Num primeiro passo demonstra-se que op(A) = {\ € C: detA(\) =
0} e num segundo demonstra-se que op(A) = o(A).
Seja C' :={¢p € C : ¢ € C}. Por (1.6) tem-se,

AN€op(A) & dpe D(AN\{0}: Ap =\

& Jop e CN\{0}: {

() = eMb
& Jbe R™\{0} : 0
b = / [dn(6)]e*b

& FeR™N{0}: (M — /0 ]9>b:o

& det(A =

Seja A & op(A). Pretende-se concluir que A € p(A). Por definigao, (A —
A) ¢ injectiva, logo existe (A\I — A)~'. Como o operador A é fechado, entdao o
operador (A — A)~! também é fechado. Se se demonstrar que Im(\ — A) =
C, pelo teorema do grafico fechado conclui-se que (Al — A)~! é continua e
consequentemente A € p(A). Assim sendo, falta demonstrar que

Vi€ C,3p € D(A) : (A — A)p = .

13



Seja 1 € C. Por (1.6) conclui-se que ¢ € D(A) satisfaz (A — A\ )¢p = se e

SO se

¢(0) = Ap(0) = ¥(0), —r <0 <0.

Com b = ¢(0) € R", a equagao anterior é equivalente a
0
d(0) = M+ / OOy (6)de, —r <0 <0.
0

Pela Proposicio 1.5, sabe-se que ¢ € D(A) se e s6 se ¢ € C e ¢(0) =
fi[dn(@)]qzﬁ(&). Consequentemente existe ¢ € D(A) tal que (Al — A)p = ¢
se e s6 se existe b € R™ tal que

0

o) [+ [ 0-ouierae]

0

)\b+¢(0):/

-T

ou equivalentemente, se e so se existe b € R” tal que

AWb = —(0) + / 0 /O OO (0] (€) . (1.9)

Como A ¢ op(A), pela primeira parte da demonstracao, detA(X) # 0, logo
(A(X))nxn € sobrejectiva, donde existe b € R™ satisfazendo (1.9). Conclui-se
assim que Im(A\ — A) = C.0

Teorema 1.7 Para (T(t))i>0 € A como no teorema anterior, sio vdlidas as
sequintes propriedades:

1. Parat>r e pe€ C\{0} tem-se

pea(T(t) e peap(T(t));

2. Va € Ryo(A)N{X € C: ReX > a} € finito;

3. VA e a(A), dim(My(A)) < +oo.

Dem.
1. Tendo em conta que T'(t) é um operador compacto para t > r (Pro-

posicao 1.4), a equivaléncia é consequéncia dos resultados de teoria
espectral para operadores compactos.
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2. Seja o € R. Suponha-se que I' := gp(A) N{\ € C: a < ReA} é
infinito. Consequentemente existe (A, ),eny C I' tal que

{ A €0p(A), Red, >, YneN

Ao F A, sen#m (1.10)

Considere-se t > r. Da teoria de Cy-semigrupos, é sabido que para ca-
dan €N, pu, = et € o(T(t)), donde p, € {u € a(T(t)) : e < |ul}.
Sendo 7T'(t) um operador compacto, o conjunto op(7'(t)) é, quando mui-
to, numeravel sem pontos de acumulacao, exceptuando eventualmente
o zero, e como o(T(t)) é compacto conclui-se que {u, : n € N} é fini-
to. Assim, por (1.10), existem p € op(T'(t)) e (A, )ren sSubsucessao de
(An)nen tais que pu = e* !, para todo k € N.

Por um lado, da teoria espectral é sabido que,

dimN (ul — T(t)) < +oc. (1.11)

Por outro lado, sendo A, todos distintos, existe (bx)ren tal que, para
cada k € N, by, é um vector préprio de A associado a A, . Sabendo que
vectores proprios associados a valores proprios distintos sao linearmente
independentes tem-se que (by)ken s@o0 linearmente independentes. Mas,
da teoria espectral para Cy-semigrupos, by, k € N, sao também vectores
préprios associados ao valor préprio g de T'(t). Conclui-se entao que

dimN (pul —T(t)) = +o0,
o que contradiz (1.11). Portanto

op(A)N{X € C: a < ReA} é finito, Yo € R.

3. Sejam t > r e X € g(A). Se b e My(A), entdo, para algum k € N,
(A — A)*b = 0. Por indugao prova-se que (eI —T(t))*b = 0 e conse-
quentemente b € M (T'(t)). Desta forma tem-se My(A) C M (T'(t))
e, como T'(t) é um operador compacto, dos resultados de teoria espec-
tral conclui-se que dimMx (T'(t)) < +o00, donde dimM,(A) < +o00.0

Teorema 1.8 Seja A o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo (T'(t));>0 dos
operadores soluc¢ao associados 4 equagao diferencial (1.4). Entao, para cada
A€ a(A), tem-se

C =N\ —A)* @ Im(\ — A,

sendo k = a(A — A) = (AN — A), ou seja, k € o ascendente e o descendente
de \I — A.
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Dem. Sejam t > r e Ay € 0(A). Da teoria de Cy-semigrupos, tem-se
et € o(T(t)). Como T(t) é compacto, entao ([15] p.331), e*! é um pélo da
resolvente de T'(t), de ordem igual a m := §(e*'I — T'(t)) = a(e '] — T(t)).
Mais uma vez pelos resultados da teoria espectral em Cy-semigrupos, tem-se
que Ag é um pdlo da resolvente de A de ordem k£ < m.

Sendo A é um operador fechado, tem-se que ([15] p.330)

C = NI — A)F @ Im(\I — A)F,

onde k = a(N — A) = (Mol — A).O
Pelo resultado anterior, para A € (A), tem-se

C =N —A)* @ Im(\ — A,
onde k = a(A — A), ou seja, N(A[ — A)* = M,(A). Como, pelo Teorema
1.7, o espago préprio M)(A) tem dimensao finita, pode fixar-se uma base
P, = ( N ,¢2A). Note-se ainda que

AM,(A) C My(A).

Com efeito, se ¢ € M,(A), entao

(M — A)FAp = AN — A)F¢ =0,

donde
A¢p € My(A).

Assim, existe By = [b;;] € My, «q, (C) tal que, para cada j € {1,...,ds},

dx
Agy = b

i=1

Tem-se entao,
Ad, = O, B,.
Mas A®, = &,, donde &, = &, B,, logo
D,(0) = ,(0)eP, —r <0 <0. (1.12)

Por outro lado, pelas propriedades dos Cy-semigrupos tem-se

d
ZT()8) = AT($)Dx = T(t)A®, = T(t)0,By,
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pelo que
T(t)®y = ®yeP ¢ > 0. (1.13)

A condigao (1.13) permite definir o operador T'(t), restrito ao espago M (A),
para t € R. De (1.12) e (1.13) tem-se

T(t)®r(0) = 5(0)ePreBr = B,(0)P ) — 1 <p <.

A igualdade anterior caracteriza os operadores solugao T'(t),t > 0, em M, (A),
isto 6, se @ € My(A), entdo ¢ = Pya, com a € R™, e (T(t)p)(0) =
P (0)eBrIH+0 g —r <9 <0.

O lema que se segue ¢ importante na medida em que permite generalizar

o raciocinio anterior para um conjunto finito de valores proprios da equacao
(1.4).

Lema 1.9 Seja A um valor préprio da equagao diferencial (1.4). Entao,
1. A matriz By possui um unico valor proprio que € \.
2. 0 espago Im(N — A)* € invariante para T(t).

Dem.

1. My\(A) = N(AI — A)F = {®ra : a € C1}, onde ) é uma base fixada
em M,(A) e k é o ascendente de A\l — A. Seja a € C». Entdo

(M — A)f®ya = 0= &y(M — B)fa=0= (A — By)*a =0.
Assim sendo, (A — By)* é o operador nulo, donde se conclui que
M, (By) = C*»
e consequentemente \ é o inico valor proprio de B).

2. Seja i € Im(M — A)*. Entao existe ¢ € C tal que (Al — A)¥¢p = 1),
donde

T(t) = TN — A)Fp = (N — AT (t)p € Im(A] — A)".
Logo Im(A — A)* é invariante para T'(t).00

Por um raciocinio andlogo ao realizado anteriormente a este lema, agora
efectuado para um conjunto A = {A\;...,\,} finito de valores préprios da
equagao diferencial (1.4), chega-se ao seguinte resultado.
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Teorema 1.10 Seja A = {\; ..., \,} um conjunto finito de valores prdprios
da equacao (1.4).
Seja ©p = (Py,,...,Py,), onde ©y, € uma base de My, (A), i
Seja By = diag(B)\l,...,BAp), onde A®,, = ®,,B,,,1 =
p

defina-se N := Zd)‘i'

i=1
Entao, cada matriz By, € MdAiXdAi (C) possui um tnico valor prdprio \;

=1,...,p.
1,....p, e

e, para cada a € CV, a solugdo T(t)®pa com valor inicial Pra em t =0 é
2 (Pra) (0) = T(t)Ppa(f) = Dp(0)ePrH0g —r <9 <0, t eR.
Além disso, existe um subespaco Qp C C tal que

T(t)Qn C Qa,Vt >0

C:PAEBQA7

sendo
Py={®ra:aeC"} =P M(A).
AEA

Note-se que, este teorema diz que o comportamento da solucao x de
t(t) = L(x;) que passa em (0,¢), com ¢ € P,, é igual ao comportamento
de uma solugao de uma equacao diferencial ordinaria linear auténoma de
dimensao finita, © = Bjx.

1.3 Decomposicao do espaco de fase através
da equacao adjunta

O estudo que se segue tem por objectivo representar, de maneira adequada,
0 espaco (Qx por forma a permitir o estudo do comportamento de solucoes
da equagao diferencial (1.4) que passam em (0, ¢) com ¢ € Q4.

A aplicacao:
(,): C*xC — ]R
(a,¢) = o — [°, J) o€ = O)dn(®)]o(&)de

¢ chamada dualidade formal associada a equagao (1.4). Facilmente se veri-
fica que a dualidade formal é bilinear continua. Recorde-se que a equacao

(1.14)
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diferencial (1.4) é dada por (cf.(1.7))

i(t):/ (dn(0)]z(t + 0). (1.15)

—-Tr

A definicao que se segue introduz a nocao de equacgao adjunta formal.

Definicao 1.11 Define-se a equacao diferencial adjunta formal associada a
equagao (1.15) como sendo a equagao:

g(r) = — / y(r - 0)[dn(0)). (1.16)

T

A equagao diferencial adjunta formal (1.16) é uma EDFA. Analogamente
ao Teorema 1.2 e porque (1.16) é linear continua, conclui-se que existe uma
tnica solucao y da equacao diferencial (1.16) que passa em (0, ), com ¢ €
C*, definida em (—o0,r]. Assim é possivel introduzir a definigao de operador
solucdo para a equacao diferencial adjunta formal (1.16).

Definicao 1.12 Para cada T < 0, define-se o operador solugao associado a
equagao (1.16) da sequinte forma:

T(1): C* — C*
o = y(p)’

onde y é a unica solugdo de (1.16) que passa em (0, ).

Considere-se S(7) := T*(—7),7 > 0. Efectuando um estudo para (1.16)
semelhante ao efectuado para (1.4), conclui-se que (S(7)),>0 ¢ um Cp-semi-
grupo de operadores lineares em C* com gerador infinitesimal

A*: DAY CC*r — C*

_‘é_i‘(s), 0<s<r (1.17)

e} —

2, al=0)dn(9)], s=0

onde

0
D(A™) = {Oz € C" :existe @ € C" e ¢(0) = _/

T

a(—9)[dn(9)]} ,

possuindo propriedades semelhantes as do gerador infinitesimal A de (T'(t))s>o0.
Assim sendo, desde ja se pode reter o seguinte resultado.
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Proposicao 1.11 O operador A* possui as sequintes propriedades:
1. o(A*) = op(A7);
2. VA € op(A*), dimM,(A*) < 4o0;
3. VA € op(A*), A" (M\(A*)) C M,(A").

A proposicao seguinte, de certa forma justifica o nome atribuido a duali-
dade (1.14).

Proposicao 1.12 (A*«, ¢) = (a, Ag),Va € D(A*),Vo € D(A).

Dem. Sejam a € D(A*) e ¢ € D(A). Usando as defini¢oes de A e de A* e
integrando por partes, obtém-se

(0. Ad) = a(0)A6(0) — / / o€ — 0)[dn(6)] Ap(€)de

— a(0) / (dn(6)]6(6) — / / o€ — 0)[dn(0))(¢)de

= o) [ g - [ 9

T

/ T / €~ Olano)oe)de
B /_TO‘(‘ / T / (€~ Olan(@)o(e)de
) [/_i“(‘(’) } // [——5 0}[ n(0)]o(€)de

= (4'a,9)0

O resultado anterior justifica a seguinte defini¢ao.

[ (€ — 0)[dn(0)]6(©)

0

Definigao 1.13 O operador A* € designado por adjunto (formal) de A.

E f4cil verificar que os espectros dos operadores A e A* coincidem, isto é,
o(A) =o(A").
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Seja A valor préprio da equagao (1.4). Pelo Teorema 1.8 tem-se
C =N — A)F @ Im(\ — A,

onde k = a(A — A). A proposigao seguinte apresenta uma caracterizacao
dos espacos N(A — AI)¥ e N(A* — XI)k. A demonstracao é omitida por ser
essencialmente algébrica (ver [5]).

Proposicao 1.13 Sejam A\ € 0(A) e k € N. Entao,

k-1 gi g
N(A=AD)F =< 6(0) = Z%Hﬁew Y= 1 [, Ar =0 ¢
=0 . Yk

k

N(A* = \D)F = {w(S) = Zﬁjgs_)];;eAS 1B =1[01 Br], BAR = 0},

onde Ay € a matriz (kn) x (kn)

PP B
0o P --- P._
Ak = . .1 . k ! 9
o 0 --- P
com
AG () , dIN »
Pros = P i= 520 A00) = G200, =012,

Usando esta caracterizacao, pode provar-se a seguinte “alternativa de
Fredholm”:

Teorema 1.14 Sejam ¢ € C, A € 0(A) e k € N. Tem-se
€ Im(A — XI)* se e 56 se (a,9) = 0,YVa € N(A* — \I)*.

Dem. Seja ¢ € C. Pela Proposicao 1.5, ¢ € Im(A — M )* se e s6 se existe
¢ € D(A— X)* tal que

k
(d% _ )\) 6(0) = (8), —r<0<0. (1.18)



Resolvendo a equagao diferencial (1.18), tem-se que

k— (9 2 k—1
Z—, %+1+/ 0= Oi((k—é)l) Y(§)d¢, (1.19)
—o J
com 7y, -,V € R". Mas,
p€DA-N) < <%—>\)m¢eD(A), Ym=0,---,k—1,

0 que é equivalente (ver pormenores relativos aos cdlculos de derivagao em
[5], p.175) a dizer que o sistema

Alﬂ = _<\Ij7¢)a
com
arl,
. ' (_S)k_] —As .
U= : 7aj(8):<k_j>|e 70§8§r7j:17"'7k7
akln (kn)xn
tem solugao
g
vi= |
e 1 kmyx1
Como Ay = —(V,v) tem solugao se e sé se

bW, ) = 0,¥b € CEY" tal que bA, = 0,
conclui-se que
¥ € Im(A — X)¥ se e s6se (bW,1p) =0, Vbe C*" :pA, =0. (1.20)
Por outro lado, pela Proposicao 1.13,
a € N(A* = XI)* & a = bV, para algum b tal que bA, = 0.  (1.21)
De (1.20) e (1.21) obtém-se o resultado pretendido.[]

Da Proposicao 1.13, é ainda importante reter que, para cada A € o(A),
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Teorema 1.15 Sejam A € o(A), Uy = [ty - a, |7 uma base de My(A*) e
Oy = [p1...Pa,] uma base de My(A). Defina-se a matriz dy X dy:

(qj/\v (I))\) = [(%, ¢j)]i,j ;g =1,---,d.

Entao (¥, ®,) € uma matriz invertivel.

Dem. Seja a um dy-vector tal que (¥, ®,)a = 0. Entao
0= (T, Dy)a = (Vy, Bra) = 0 = (¢, Bra),Vi =1, -, dy.
Por um lado, como ®, é uma base de M)(A), tem-se que
Dya € My(A). (1.22)

Por outro lado, como ¥, é uma base de My(A*) e (¢;, Pra) = 0,Vi, tem-se
que

(Oé, <I>,\a) =0, Va € M)\(A*),

logo, pelo Teorema 1.14, conclui-se que
®ya € Im(A — A" (1.23)
Mas, pelo Teorema 1.8,
C = My(A) @ Im(A — \I)F,

donde, por (1.22) e (1.23) tem-se que ®ya = 0, logo a = 0. Consequente-
mente (V,, ®,) é uma matriz invertivel.[J

Tem-se que (¥, ®,) é uma matriz invertivel, quaisquer que sejam as bases
U, e ®, fixadas nos espagos My(A*) e M\(A), respectivamente. Assim,
é possivel escolher convenientemente as bases ¥, e ®,, por forma a que
(Uy, @) = 1.

Proposicao 1.16 Seja A € o(A). Sejam V) e Oy bases de My(A*) e de
M, (A) respectivamente tais que (¥y, ®,) = I e considerem-se as matrizes
By e By tais que

ACDA = (I))\B)\ (& A*\I/)\ = B;i\l’)\

Entao By = Bj.
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Dem. Pelas propriedades da dualidade formal tem-se, por um lado,
(Uy, AD)) = (U, PrBy) = (¥, D)) By = B,.
e por outro,
(Ux, ADy) = (A", @)) = (BYW, Pa) = Bi(¥», @y) = B3O
Considerando A € o(A), pelo Teorema 1.8 tem-se
C = N(A—- )@ Im(A -\

Sejam @) e W) bases de M, (A) e de M) (A*) respectivamente tais que (¥, ®,) =
Iy, , onde d) = dimM),(A) = dimM,(A*). Para cada ¢ € C, tem-se

¢ = ¢™ + ¢, com ¢™ € Py e ¢ € Q)
com
Py=M(A)={p e C:¢=7>ya, ady— vector}

Qx=Im(A—= X ={p € C:(¥y,¢)=0}.

Além disso, ¢ = @b, sendo b = (¥, ¢). Com efeito, pelo facto de (-, -) ser
bilinear e de % € @), obtém-se

(Ur, ) = (U, 0™ + ¢D) = (Vy,0™) + (5, 99)
= (Vx, 0™) = (s, 1))
= (T, D))b = b.
Por indugado, prova-se que, para p, A € o(A) tais que p # A, se tem
(v, 90) = 0sep € M,(A*) e € My(A). Isto permite generalizar o raci-

ocinio do pardgrafo anterior para um subconjunto finito de o(A), obtendo-se
o resultado que se segue.

Teorema 1.17 Seja A = {\1,---,\,} um conjunto finito de valores carac-
teristicos da equacgdo (1.4). Considerem-se 0s espagos

p p
Py = P My, (A); P =DM, (A%).
=1

=1
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Sejam ® e U bases de Py e de Pf respectivamente tais que (¥, ®) = Iy, com
N = dimPy = dimPy. Entao,

C = Py®Qy; (1.24)
Py = {¢peC:¢p=>b, b N — vector};

Qrn = {oeC:(¥,¢) =0},

onde Qx € um subespaco fechado. Além disso, para qualquer ¢ € C, tem-se

¢ = ¢ + 9, com @™ = B(V, ).

Definicao 1.14 A decomposicao do espago C' como soma directa dos espagos
Py e Qn, presente no teorema anterior, chama-se decomposi¢ao de C por A.

1.4 Estimativas na decomposicao de C' por A
e estabilidade

Nesta secgao, estuda-se a estabilidade da equagao diferencial (1.4) e esta-
belecem-se estimativas para solucoes com condicao inicial em cada um dos
subespagos Py e Q de (1.24).

Comece-se por definir os diferentes tipos de estabilidade de solucoes de
uma EDFR geral

(t) = f(t,xy), (1.25)

onde a € Re f:]a,+00) x C — R" é uma fungao suficientemente regular
de modo a garantir existéncia e unicidade de solugoes em [a — r,4+00), e
dependéncia continua em relagao as condigoes iniciais.

Defini¢ao 1.15 Suponha-se que f(t,0) = 0 para qualquer t € |a, +00).
Diz-se que a solugio x =0 de (1.25) é

(i) estével se
Vo > a,Ve > 0,36 = 6(0,¢) > 0,Vp € C':
lell <& = llze(o, @, /)l <€, Vt =03
(i1) uniformemente estavel se

Ve > 0,30 =d(e) > 0,Vp € C:
HSOH <0= th<o_7907f)H <€, Vo > a>Vt > (o
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(111) assimptoticamente estavel se € estdvel e

Yo >a,3b>0,Yp e C :
ol < b= [lz(o,9, /) — 0 quando t — +o0;

(iv) uniformemente assimptoticamente estével se € uniformemente estdvel
e

b >0,V > 0,37 =T(n) >0,Vp e C:
ol < b= [lzi(o, 0, )l <n, Yo >a,Vt>0+T;

(v) exponencialmente assimptoticamente estavel se

db,k,a > 0,Vp e C:
lell <b=llz(o, 0, B < ke 2, ¥t >0 > a;

(vi) instavel se nao € estdvel.

Se y(t) é uma qualquer solugao de (1.25), entao a estabilidade de y define-
se como sendo a estabilidade da solucao z = 0 da equagao

2(t) = f(t,ze +y) — f(t,ye).

Nota 1.1 Se f(t,) é uma fungao linear em ¢, entdo a estabilidade de
qualquer solugao de (1.25) é igual a da solugao nula, donde, nesta situagao,
por vezes se refira a estabilidade como sendo a da equacao e nao a de uma
solugao em particular.

De notar ainda que, se a equagao (1.25) é auténoma, isto é f(t, ») = f(v),
entao x = 0 estavel implica z = 0 uniformemente estavel.

O lema que se segue, constitui um resultado preliminar da teoria de Cy-
semigrupos de operadores, importante para o cumprimento dos objectivos
propostos para esta secgao.

Lema 1.18 Sejam X um espaco de Banach e (T(t))i>o um Cy-semigrupo
em X. Considere-se w > 0 e seja p o raio espectral de T'(w). Se a € R € tal

que p < e, entao

Vy > 0,3K > 1,Vt > 0,Yp € X : | T(t)¢]| < Kel*™||g).
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Dem. Ver J.K. Hale[5], p.180.00

Pelo ponto 2 do Teorema 1.7, tem-se que, para qualquer 5 € R, o conjunto
A:=AB):={ € a(A):ReX >}

é finito. O resultado que se segue descreve, em certa medida, o comportamen-
to das solugoes da equagao diferencial (1.4), tornando-se assim importante
para o estudo da sua estabilidade.

Teorema 1.19 Sejam f € R e A ={\ € 0(A) : ReX > 3}. Considere-se a
decomposicao de C' por A,
C = PA b QA-

Entao existem constantes positivas k e v tais que

T (@)% || < ke @9, ¢ > 0,¥% € Qu; (1.26)

IT()o™ || < ke® g™ |, ¢ <0,Y6™ € Py. (1.27)
Dem. Sejam € Re C' = Py ® Q5 a decomposicao de C' por
A={ e o(A):ReX > g}
Da teoria espectral em Cy-semigrupos tem-se, para t > 0,

op(T (1)) C 7@ U {0},

Como Q5 é um espago de Banach invariante para T'(t), tem-se que (T (1), QA)
>0

¢ um Cy-semigrupo em Q5. Para t = r,

op (Toﬂ)‘%) AN L0} = {eM X € o(A4) \ A} U {0}

-
C {ueC:|ul <er}.

Sendo T'(r) compacto, entao o(7'(r)) ndo tem pontos de acumulacdo excepto
eventualmente o zero. Por este facto e pelas inclusoes acima, deduz-se que
existe v > 0 tal que

op <T<T)\QA> - {,U eC: |ILL’ < e(ﬂ*Q'Y)T}'

Assim,



Considerando, no Lema 1.18, « = 3 — 2y, w = r e 7y como acima, conclui-se
que

IK = K(y) > 1:[|T(H)¢] < Ke"||g|, vt > 0,¥¢ € Qu,

o que demonstra (1.26).

Seja ®, uma base de Py. Pelo Teorema 1.10, existe uma matriz B, tal
que

T(t)®pra = dpePra, a € CP,

sendo p =dimP,. O espaco P, pode ser identificado com o espago CP. Com
esta identificacao, tem-se Ppra =a e

T(t)a = eP*a, a € CP.
Como os valores préprios da matriz €A tém a forma p, = e, com \ € A,
eles satisfazem Rey, < e®=* para t < 0, donde (1.27) é consequéncia dos
resultados conhecidos da teoria de EDO’s.[]

Corolario 1.20 Se todas as raizes da equacdo caracteristica da equacdo di-
ferencial (1.4), isto é, da equagao detA(N) = 0, tiverem parte real negativa,
entao existem constantes positivas k e v tais que

IT(t)¢|| < ke |9, Vt >0,V € C.

Dem. Considere-se A(0) = {\ € o(A) : ReA > 0}. Por hipdtese tem-se
A(0) = 0, donde Py = {0} e consequentemente C' = Q4. Por (1.26) do
teorema anterior, existem k,y > 0 tais que

1T ()| < ke 9|, Vt > 0,Vp € Qp = C.00

Do corolario anterior conclui-se que, se todas as raizes da equacao carac-
teristica det A(\) = 0 tiverem parte real negativa, entao a equagao diferencial
(1.4) é exponencialmente assimptoticamente estavel. A implicagao reciproca
também ¢é valida, em virtude do Teorema 1.10 e dos resultados conhecidos
para a estabilidade de EDQO’s lineares auténomas.

Nota 1.2 Pelos mesmos argumentos invocados no tltimo paragrafo, conclui-

se ainda que a equacgao (1.4) é exponencialmente assimptoticamente estavel
se e sO se é uniformemente assimptoticamente estavel.
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1.5 Exemplo

Com o exemplo que se segue, pretende-se ilustrar as nogoes e aplicar os
resultados estudados até ao momento neste capitulo.
Considere-se a equacao diferencial funcional linear auténoma retardada,

0
x(t) = —gzx(t —1):= / [dn(0)]z(t +6), (1.28)
-1
onde
0, 0=-1
n(0) = :
-5, —1<60<0
Neste exemplo tem-se r = 1, C' = C([-1,0];R) e C* = C([0, 1];R). Conside-
rando
L: C — R
¢ — —5o(-1)"

a equagao (1.28) adquire a forma da equagao (1.4). A forma bilinear intro-
duzida em (1.14) é dada por

(4,6) = /_1/w£ 0) dn(0)6(€)de,

donde, pela definicao de L, tem-se

(.6) = w(0)0(0) - [ i ( / Gw@—ew(é)d&) 5(6)
= w(000) - £ ( [ vte - Ioerie)
= w000 -5 [ wie+ Dot

Pela Proposicao 1.5 e por (1.17) tem-se A¢ = ¢, com
D(4) = {¢€C":L(¢) = ¢(0)}

= {6€C":4(0) = —5o(-1)},
e A*p = —1), com

D(A") = { € C" 1 (0) = —Z0(1)}.

29



De seguida estuda-se a equagao caracteristica de (1.28) e localizam-se as
suas raizes. Assim, como

0

detA(N) = det ()\II — / e

-1

®]) =2+ 5
a equagcao caracteristica é

A+ ge_’\ = 0. (1.29)
Para localizar as suas raizes, considere-se A = a+bi, com a,b € R. A equacao
(1.29) assume a forma
. a+ e “cosb=0
a+ bi+ §e’a(cosb —isend) =0 &
b— e “senb=0

1. Se a =0, tem-se
cosb=10

b— gsenb: 0

donde Ti e —Fi sdo as tinicas raizes de (1.29) com parte real nula. Estas
raizes sao simples.

2. Se a > 0, tem-se

cosb = —qe®2
T

senb = be“%

logo cosb < 0 e consequentemente

be X := U] —|—2k7r +2l<:7r , com k € Z.

Como (-2 3 Z)NX = 0, entao nao existe b € X que verifique a equagao
senb = bet2 =, donde se conclui que (1.29) nao possui raizes com parte
real positiva.

Pelos dois pontos anteriores, A := A(0) = {—7i, 3i}. Considerando a
complexificagdo da equagao (1.28), isto é, considerando C'([—1,0]; C) como
espaco de fase, tem-se

i) ={e2?a:a e C}



M_zi(A) = N(A + gz‘) = {e 5% :a € C).
Logo,
Py =Mzi(A) & M_z;(A) = {[ e e 2" Ja:aeC?},

donde ®, = (¢1, $2), sendo ¢1(0) = 2% e ¢o(0) = e 2% com 6 € [-1,0], é

uma base de P,. Analogamente,

Py = Mz;(A") & M_z;(A)

n-[3]

onde ¥ (s) = 2% e ¥}(s) = 2% com s € [0, 1], é uma base de P;. Calcu-
lando (U}, ®,)~" e considerando em P; a base

Uy = (\117\7 q)A)il\I/R’

tem-se que
(Wp, Pp) = 1.

Considerando agora a decomposicao de C'= C(]—1,0]; C) por A, isto é,
C == PA s> QAJ
tem-se, para qualquer ¢ € C,
6= 6" + 6%,

onde
QSPA = Ppb, com b= [ Z; } = (Uy, ).

Como A = {X € 0(A) : ReA > 0}, o Teorema 1.19 garante a existéncia de
constantes positivas k e 7 tais que

IT(£)9 || < ke™[l¢% (I, t >0.

Por outro lado, como

Ady = BB, com B = { 2! ‘1}
0 —57,

31



pelo Teorema 1.10, tem-se T'(t)®5 = ®pePl. Assim,
IT(8)6 — @ac™bl| = |T(t)p — T(t)o™ || = [|T(£)%|| < ke™[|¢ — @A,

donde [|T(t)¢ — ®pePth|| converge exponencialmente para zero quando t —
+-00. Desta forma conclui-se que qualquer solucao de @(t) = —Fx(t — 1) em
C, aproxima-se de uma solucao periddica complexa

2(t) = €2 + e 2,y
quando t — +oo. Consequentemente, em R, as solugoes periddicas sao

T T
sen (§t> c1 + cos (§t) Cy, com c1,co € R,

e qualquer outra solucao z(t) de (1.28) aproxima-se exponencialmente de
uma solucao 4-periédica quando ¢ — +o00.

Descrito o comportamento das solugoes de (1.28), conclui-se que a equa-
¢ao é uniformemente estavel mas nao assimptoticamente estavel.

1.6 EDFR’s lineares com perturbacoes
autonomas

Na seccao 1.4, obteve-se uma condigao necessaria e suficiente para a estabi-
lidade assimptotica exponencial da solucao nula da equacao

() = L(z,), (1.30)

com L € L(C;R™). Considere-se agora a equagao diferencial anterior com
uma pequena perturbagao auténoma, isto é, considere-se a equagao

@(t) = L(xy) + f(w), (1.31)

com L € L(C;R") e f: C — R" uma funcao de classe C' tal que f(0) =0e
Df(0)=0.

Em [5] Chapter 6, demonstra-se a existéncia e unicidade de solugoes de
(1.31), com condigao inicial z, = ¢, ¢ € C.

Pretende-se, nesta sec¢ao, apresentar uma condicao suficiente para a esta-
bilidade assimptética exponencial da solug¢ao nula da equagao (1.31), quando
0 mesmo acontece para a equagao (1.30). Para isso, usar-se-& a férmula de
variacao das constantes (FVC) para EDF’s que seguidamente se enuncia.
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Teorema 1.21 (Férmula de Variagao das Constantes) Sejam
Le LIC;R) e h € LY([o,+0);R™), com o € R.
Entao a solugao x(t) da equagao

#(t) = L{w,) + hb),

com condi¢ao inicial x, = @, ¢ € C, estd definida em [0 —r,+00) e satisfaz

t

=Tt —0)p —|—/ ds[K (t, s)|h(s)ds, t > o, (1.32)
onde K(t,-) : [o,t] — C € definido por
K(t,s)(0) := /SX(t+6’ —a)da, 0 € [—r,0]

e X(-) é a matriz solu¢ao do PVI

X(t) = L(Xt)
, (1.33)
Xo = Xo(")
sendo
I sef8=0

Xo(0) = .
0 se —r<6<0

Dem. Ver J.K. Hale[5], Chapter 6.0

A fungao matricial ¢ — X (t) solucao do PVI (1.33) é continua para t > 0

e satisfaz
0, —r<t<0

X(t) =
I+ [y X(t+0)dn@®), t>0

Assim, pela unicidade de solucao e porque as colunas de X;, com t > r, sdao
elementos de (', tem-se que

Xt = T(t)Xr, t Z T,

onde (T'(t))+>0 é o Cp-semigrupo dos operadores solucao associados a equagao
diferencial (1.30).
Fixando ¢ = 0, tem-se ainda (cf[5], p.227)
0

gK(t, S) = ths, t > s. (134)
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Se todos os valores préprios da equagao (1.30) tém parte real negativa,
entao, pelo Coroléario 1.20, existem k,~ > 0 tais que

1, = ITOX, ] < ke X, ¢ > 7.
isto é, existem ¢,y > 0 tais que
| Xl <ce™ ™, t > (1.35)
Para t > 0, tem-se
XO)] < 1 Xparl < ce?) = 17,
com ¢ := ce . Assim, para 0 <t <r, vem
| X¢]| = maxge—ro)| X (¢ + 0)| = maxge(—,0)| X (¢ +0)| < cre” e ™. (1.36)
De (1.35) e (1.36) conclui-se entdo que existem ¢,y > 0 tais que
1 X:]| < ce™™, t>0. (1.37)
De seguida, apresenta-se o resultado de estabilidade pretendido.

Teorema 1.22 Considere-se a equagdo (1.31) com f de classe C' tal que
f(0)=0eDf(0)=0.

Se a solugdo nula de (1.30) € exponencialmente assimptoticamente estdvel,
entdo a solu¢ao nula de (1.31) é também exponencialmente assimptoticamen-
te estdvel.

Dem. Seja A o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo (7'(t)):>o dos opera-
dores solugao associados a equacgao diferencial (1.30).
Sendo z(t) = 0 solugao exponencialmente assimptoticamente estavel de
(1.30), tem-se
o(A) C {\ € C: Rel < 0},

donde, pelo Corolario 1.20, existem v > 0 e k > 0 tais que
IT@)gll < ke ||¢ll, Yt > 0,¥¢ € C. (1.38)

Nesta situagao, foi acima provado que existe ¢ > 0 tal que (1.37) ¢ satisfeita.
Por hipdtese, f é de classe C! tal que f(0) =0 e Df(0) =0, donde

Ve>0,36 >0,V e C: o] <€ = (@l <elell. (1.39)
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Seja p € C. Seja x(t) a solugdo de (1.31) com condigdo inicial xg = ¢,
definida no intervalo maximal de existéncia [—r,b). Pela FVC e por (1.34),
x(t) verifica

t
b =T+ [ Xef(e)ds, 0< 1<,
0

donde, por (1.37),
t
!umsnTwwwg/cawﬂmﬂ%m%,ogt<b
0
e de (1.38) tem-se
t
H%HSkfwwu+/¥fw“ﬂuumuaogt<a
0

Tomando em (1.39) e = -, existe § > 0 tal que, se ||¢|| < &, entao || f(p)] <
e|l¢||. Assim,

t
ol < kel + | 3 lllds,
0

para 0 <t < b, desde que se tenha ||z4|| < &, para 0 < s < ¢.
Pela desigualdade de Gronwall, tem-se

lzell < Kliglle™2",

para 0 <t < b, desde que se tenha [|z4|| < &, para 0 < s < ¢.
Como 7 > 0, para [|¢|| < min{¢, &} =: by tem-se ||z,|| < &, V¢t > 0, donde
se conclui que
||| < kboe™ 2%, 0 <t < b.

Isto prova que b = +00 e que a solucao z(t) = 0 de (1.31) é exponencialmente
assimptoticamente estavel.[]
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Capitulo 2

Equacoes Diferenciais
Funcionais Retardadas
Escalares

2.1 Notacoes e terminologia

Ao longo de todo este capitulo consideram-se h > 0 e C := C([—h,0];R) o
espago das fungoes reais continuas definidas em [—h, 0] munido da norma do
supremo.

Para ¢ € R, usar-se-a a notacao ¢ para denotar também o elemento de
C, p(0) =c, V0 € [—h,0]. Em C considerar-se-a a relagdo de ordem parcial
usual, isto é,

p>1 seesdése (0)>(0), VO € [—h,0].

Em particular, para ¢ € C e ¢ € R, tem-se ¢ > ¢ (respectivamente ¢ < c)
quando ¢(0) > ¢ (respectivamente p(#) < ¢) para todo 6 € [—h, 0].

As defini¢oes que se seguem estabelecem algumas nogoes importantes a
ter presente.

Definicao 2.1 Sejamc e R ez : J — R uma fungao definida num intervalo
real J.

Diz-se que x(t) é limitada inferiormente para além de ¢, se ezxiste € > 0
tal que x(t) > ¢+ € para todo t € J.

Definig¢ao 2.2 Seja z : [a,+00) — R, com a € R, uma fung¢ao continua.

Diz-se que x(t) é oscilatdria (estritamente oscilatéria) se ndo € even-
tualmente zero e possui zeros arbitrariamente grandes (se possui imagens
positivas e negativas para objectos arbitrariamente grandes); caso contrdrio,
x(t) diz-se nao oscilatoria.
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O objectivo principal deste capitulo é o do estudo de condicoes suficientes
para a estabilidade global de solucoes de EDFR’s escalares do tipo

onde I = [0,400) e f: I x C — R é uma funcdo continua.

Definigao 2.3 Diz-se que a equagao (2.1) € globalmente assimptoticamente
estavel quando, para quaisquer solugoes x1,xs : [—h,+00) — R, se tem

x1(t) — xo(t) — 0 quando t — +o0. (2.2)

Se a equagao (2.1) possui uma solugao de equilibrio z(t) = k, k € R, entao
diz-se que o equilibrio é globalmente assimptoticamente estdvel, ou globalmen-
te atractivo, quando todas as solugoes convergem para k quando t — +00.

Um dos principais dominios onde as EDFR’s constituem uma ferramenta
importante é no estudo da dinamica populacional de espécies biolégicas. Por
conseguinte, em determinados modelos, como os (2.29) e (2.36) da seccao 2.4,
consideram-se apenas solugoes com significado biolégico, ou seja, solucoes
com condic¢ao inicial num subconjunto C, de C', com a« € R e

Co ={peC:pl) >aparab € [—h,0) e p0) > a}.

Neste contexto é comum dizer-se, fazendo um abuso de linguagem, que uma
EDFR é globalmente assimptoticamente estavel quando quaisquer duas so-
lugbes x1(t) e x2(t) com condigdo inicial admissivel, ou seja, com condi¢ao
inicial em C,,, verificam (2.2).

2.2 Resumo historico

O modelo de crescimento de uma populagao proposto por Verhulst em 1837,
conhecido pela Lei Logistica de Crescimento, ¢ dado pela EDO

. 1

(0 =0 (1= 130)) . 120 23)
onde as constantes positivas p e k representam, respectivamente, a taxa de
crescimento e a capacidade maxima do habitat para a espécie.

Com o objectivo de tornar a equagao (2.3) mais realista, em 1948 Hut-
chinson propoés a seguinte equacao logistica com atraso:

0 = (o) (1= Jute= 1)) ¢ 2.4)
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onde a constante positiva h, i.e. o atraso no tempo, expressa o periodo de
maturacao da espécie. Uma vez que, por razoes bioldgicas, s6 tem interes-
se estudar as solugoes positivas, é natural trabalhar apenas com condicoes
iniciais em Cj.

De notar que a EDFR (2.4) assume a forma

#(t) = p(1+ z(t)a(t — h), (2.5)

conhecida por equagao de Wright, se se transladar o equilibrio positivo y(t) =
k para a origem através da mudanca de variavel z(t) = %t) — 1.

O trabalho de E. Wright de 1955 [16] foi pioneiro na utilizagao de con-
digoes do tipo % para o estudo da estabilidade global de solugoes de EDFR’s
escalares. Mais concretamente, em [16] demonstra-se que, se ph < % entao,

qualquer solucdo y(t) de (2.4) com condigao inicial

190:1/17 wecm

converge para o equilibrio £ quando ¢ — 4o00. Ainda nesse trabalho, o autor
deixou a conjectura de que as mesmas conclusoes se poderiam obter com a
hipétese mais fraca ph < 7. Esta questao constitui ainda um problema em
aberto.

Mais tarde, em 1970, J. Yorke [18] estudou a familia de EDFR’s escalares
(2.1), com f : [0,400) x C¥ — R uma fungao continua e C% := {¢ € C :
lloll < B}, B> 0, sob as seguintes hipdteses (Y):

(Y1) Para toda a sucessao t, — +oo e ¢, € C? se ¢, — ¢ # 0, entdo
f(tn, ®n) ndo converge para zero quando n — +o0;

(Y2) Existe a > 0 tal que
—CLM<¢) < f(t7 ¢) < GM(—¢), vt > 07 ngﬁ S CB:

onde M(¢) := max{0, max,cj_p,0¢(5)}-

y = —azx
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Nestas condicgoes, J. Yorke demonstrou que, se ah < %, entao toda a solugao
z(t) da equagdo (2.1), com condicao inicial ||zo|| < %B, converge para o Unico
equilibrio zero quando t — 4oc.

Posteriormente, em [17], Yoneyama substituiu a constante a, presente na
hipétese (Y2), por uma fungdo continua e nao negativa a(t), e obteve as
mesmas conclusoes que J. Yorke, impondo, no lugar de ah < %, as condigoes

t+h 3
SUD;> a(s)ds < 3 (2.6)
¢

t+h
inft>o/ a(s)ds > 0. (2.7)
t

De referir que, nos trabalhos de J. Yorke e Yoneyama, a hipétese (Y1) é
usada para determinar o comportamento das solugoes nao oscilatorias e as
restantes hipoteses para o comportamento das solucoes oscilatérias.

Desde o trabalho de E. Wright em 1955, outros trabalhos relacionados com
este assunto foram surgindo, nomeadamente trabalhos envolvendo o estudo
da estabilidade global de solucoes de EDFR’s escalares com atraso ilimitado.
Contudo, equacoes com atraso ilimitado nao sao objecto de estudo nesta tese.

Ja recentemente, em 2002, surgiram os trabalhos que constituem o princi-
pal suporte bibliografico para o desenvolvimento deste capitulo, os trabalhos
de E. Liz, V. Tkachenko e S. Trofimchuk [7] e de T. Faria [1].

Em [1], a autora estuda a estabilidade global do equilibrio x(t) = 0 (cuja
existéncia é forgada pelas hip6teses que impée) da equagao

#(t) = (L+2(t)Ft,z,), t €1, (2.8)

onde I =[0,400)oul =R e F: I xC — R é uma fun¢ao continua. Como
condicao inicial admissivel, considera-se

To = ¢, ¢ S Cfl. (29)

Notar que a equagao de Wright (2.5) é um caso particular de (2.8).

As hipéteses impostas em [1] sobre a fungdo F' nado sdo novas na litera-
tura (ver as hipdteses (A) no inicio da secgao 2.4). Contudo, em [1] estas
sdo usadas no contexto de equagoes (2.8), e nao de equagoes (2.1) como
tradicionalmente acontece.

Em [7], estuda-se a estabilidade global do equilibrio z(t) = 0 da equagao
(2.1), com f : RxC — R uma funcao verificando a condigao de Carathéodory.
A principal inovagao reside na substituigdo da hipdtese de Yorke (Y2) pela
hipotese mais geral
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(Y2") Existem a <0 e b > 0 tais que, sendo r(z) = 35~

r(M(9)) < f(t,¢) < r(=M(=9)), t 20,

onde a primeira desigualdade é valida para qualquer ¢ € C, a segun-
da para qualquer ¢ € C tal que ¢ > —b"! € [—00,0), e M(¢) =
max{0, maxec[—p0P(s)} é o funcional de Yorke.

Y

Para além da hipé6tese (Y2*), usada para controlar o comportamento das
solucgoes oscilatorias, os autores trabalham ainda sob as hipéteses

(YO0*) Para cada q € R, existe v(q) € R, tal que

[t 0) <wlq), VE e I,¥o =g

(Y1*) Para qualquer fungao continua w : [—h,+00) — R com limite nao
nulo no infinito, o integral f0+°° f(s,ws)ds é divergente.

Enquanto que a hipdtese (Y0*), conjuntamente com (Y2*), é usada para
garantir a limitacdo de solugdes em [—h,+00), a hipétese (Y1*) é usada
para controlar o comportamento das solucoes nao oscilatérias. De notar
que a condigao (Y1*) foi introduzida em [13] no lugar de (Y1), tornando
supérflua a condigao (2.7) no resultado de Yoneyama.

O resultado principal de [7] estabelece que:

Teorema 2.1 Seja f uma fungdo nas condigoes das hipdteses (Y0*)-(Y2*).
Seb>0eac [—%,O), oub=0¢ec¢ac (—%,0), entao todas as solugoes
x(t) de (2.1) convergem para zero quando t — +00.

Sao trés os principais objectivos a alcancar neste capitulo.
O primeiro objectivo é a demonstracao de um critério de estabilidade

global do equilibrio z(t) = 0 da equagao (2.1) sob hipdteses um pouco mais
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gerais do que as consideradas em [7|. Compare-se as hipdteses (Y0*)-(Y2*)
com as (H1)-(H3) a enunciar no inicio da secgao 2.3.

O segundo objectivo é o estudo da estabilidade global do equilibrio x(t) =
0 da equagao (2.8) assumindo para F' hip6teses similares as hipdteses (H1)-
(H3).

Finalmente, como tltimo objectivo, pretende-se aplicar os resultados ob-
tidos ao modelo (2.36), estudado em [7], e a diversos exemplos de dinamica
de populagoes presentes em [1].

2.3 Resultado principal

Nesta seccao, estuda-se um critério de estabilidade global para equacoes di-
ferenciais funcionais do tipo

i(t) = f(t.ze), t €1, (2.10)

onde I =[0,400) e f: I x C'— R é uma funcao continua.
Para tal admite-se o seguinte conjunto de hipdteses (H):
Existe uma funcao A : I — [ seccionalmente continua tal que

(H1) Para cada ¢ € R, existe v(q) € R, tal que

ft,0) < At)v(q), Yt e Ny € C, ¢ > q;

(H2) Para qualquer func¢do continua w : [—h,+00) — R com limite nao
nulo no infinito, o integral f0+°° f(s,ws)ds é divergente;

(H3) Existem a <0 e b > 0 tais que, sendo r(z) = 13-,

A)r(M(9)) < f(t,¢) < At)r(=M(=9)), t =0,

onde a primeira desigualdade é valida para qualquer ¢ € C', a segun-
da para qualquer ¢ € C tal que ¢ > —b~' € [-00,0), e M(¢) =
max{0, max,e—pn0¢(s)} é o funcional de Yorke;

(H4) Existe T' > h tal que
¢
supt>T/ A(s)ds < 1.
t—h

Fazendo o reescalamento no tempo ¢t — ht na equagao (2.10), pode
considerar-se, sem perda de generalidade, o atraso h igual a 1. Se b > 0,
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a mudanca de variavel x — bz permite considerar, sem perda de generalida-
de, b = 1 na hipétese (H3). E de referir ainda que a mudanca de varigvel
r — —ux transforma a equagdo (2.10) em x(t) = —f(t,—x¢), pelo que é
suficiente que uma das fungdes f(t, @), — f(t, —¢) satisfaga as hipéteses (H).

Desta forma, no que se segue, assume-se b € {0,1} e h = 1, sendo, nesta
situagao, o espago de fase C'= C([—1,0];R).

Nota 2.1 No caso b = 0, a hip6tese (H1) é consequéncia de (H3). Com
efeito, se b = 0, por (H3) tem-se

ft,9) < —aAH)M(=9), Vt = 0,56 € C,

donde f(t,¢) < —aA(t)max{0, —q}, sendo ¢ = ming.

Nota 2.2 Pelas hipdteses (H2) e (H3), conclui-se que z(t) = 0 é o tnico
equilibrio da equagao (2.10).

Nota 2.3 Das hipdteses (H2) e (H3), conclui-se que fOJrOO A(t)dt = +oo.
Com efeito, considerando em (H2) w(t) = w, w € (—=b~1,0), da hipStese
(H3) sai que 0 < f(t,w) < A(t)e, onde ¢ é uma constante positiva. Conse-
quentemente, por (H2) e por comparagao de integrais impréprios tem-se

400
/ AB)dt = +oo.
0

Proposigao 2.2 Seja f satisfazendo (H1), (H3) e (H4).
Se x : [-1,0) — R € uma solug¢io da equacao (2.10) ndao extensivel a
direita, entdo f = 400 e x(t) é limitada em [—1,+00).

Dem. Para b = 0, o resultado é conhecido [13, 17], pelo que se abordard
apenas o caso b = 1.
Por (H3) tem-se

aM (o)
t,¢) > Nt)————+= > At)a, Vo € C,Vt € I.
) 2 MOTEL D > Aa, o
Considere-se z(t) = z(t,~) uma solugao de (2.10), com condi¢ao inicial v € C'
em t = 0, definida em [—1,3), com 8 € (0,+00]. Sejam ¢,Q € R tais que
q < ~(s) <Q, para todo s € [—1,0].
Para t € [0, (o], com [y < 3, tem-se

2(8) — 7(0) = /Otf(s,xs)ds > a/ot As)ds > a/oﬁo A(s)ds.
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donde
x(t) > min {7(0) + a/ﬁo )\(s)ds,q} =keR, Vte|-1,05] (2.11)

Por (H1), para t € [0, 5], com [y < 3, tem-se

t t Bo
£(t) — A(0) = / f(s,22)ds < [o(k) / A(s)ds < [v(k)] / A(s)ds,

donde
Bo
2(8) < 4(0) + [o(k)| /0 Ms)ds, Vi € [0, o). (2.12)

De (2.11) e de (2.12) conclui-se, pelo teorema de continuagao de solugdes [5],
que = +o00.

Sejam ¢, Q" € R tais que ¢’ < z(t) < Q’, para todo t € [—1,2]. Seguida-
mente mostra-se que x(t) satisfaz

z(t) > min{q¢,0} + a(L +2) = k', t >0, (2.13)

sendo L := fOT A(s)ds € R§ e T como em (H4).
Suponha-se, por absurdo, que existem ¢ € (0,1) e u > 2 tais que x(u) =
min{q¢’,0} + (1 + §)a(L + 2), sendo u o menor real nestas condigoes. Assim,

para w € (u — 1 — §,u), da representacao integral da solucao tem-se, por
(H4),

z(u) — z(w) = /u f(s,z5)ds > a/u A(s)ds > a(L + 2),
donde
z(w) < z(u) — a(L +2) = min{q’, 0} + da(L +2) < 0.

Desta forma, para qualquer s € (u—0d,u), tem-se xs < 0 e consequentemente
M(zs) = 0. Pela hipétese (H3), conclui-se que 0 < f(s,z5) = #(s), para
s € (u—4,u), ou seja, z(s) é ndo decrescente em (u — d,u] o que contradiz a
natureza de u.
Uma vez que z(t) > k' para todo ¢t > —1, pela hipétese (H1), existe
v(k') € R tal que
f(t,z) < A)v(k'), t > 0.

Utilizando a desigualdade anterior num procedimento analogo ao efectuado
no paragrafo anterior, demonstra-se que

z(t) < max{Q’,0} + |[v(K")|(L +2), Vt > 0. (2.14)
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Finalmente, de (2.13) e de (2.14) conclui-se que a solugao x(t) ¢ limitada.[]

Nos lemas que se seguem considera-se f uma funcao continua satisfazendo
o conjunto de hipéteses (H) e z : [-1,400) — R uma solucdo da equagao
(2.10). Representar-se-&4 por M e m os limites

M := lim sup z(t); m:= lim inf z(t),

t——+00 t——+o00
cuja existéncia em R é garantida pela proposicao anterior.

Lema 2.3 Sex € uma solugdo nao estritamente oscilatéria da equagao (2.10),
entao M =m = 0.

Dem. Suponha-se que existe o > 0 tal que x(t) < 0 parat > to— 1. Assim,
para t > to, z; < 0, donde M(x;) = 0, e, pela hipitese (H3) tem-se que
0 < f(t,z¢) = @(t). Consequentemente, x ¢ uma fungao nao decrescente em
[to, +00), logo existe o limite de z(t) quando t — 400 e

M=m= lim z(t) <0. (2.15)

t——+00

Se M < 0, entao, da hipétese (H2) e da forma integral da solugao, tem-se

x(t) = x(to) +/t f(s,x5)ds — +00

quando t — 400, 0 que contradiz (2.15). Assim M =m = 0.
A mesma conclusao se obtém no caso de x ser uma solucao eventualmente
nao negativa.l]

Suponha-se agora que a solucao x é estritamente oscilatéria. Entao, existe
uma sucessao positiva s, / +oo tal que, para cadan € N, z(s,) < 0 e z(s,)
¢ um minimo local estrito a esquerda de z, e

lim z(s,) =m.
n—-400
Além disso, para cada n, existe 1, € [s, —1,s,) tal que z(n,) = 0e z(t) <0,
para qualquer ¢t € (n,,s,]. Com efeito, se x(t) < 0 em [s, — 1,s,], entdo
x; < 0 para t numa vizinhanga suficientemente pequena de s,,, donde, por
(H3), @(t) > 0 nessa vizinhanga, o que contradiz o facto de z(s,) ser minimo
local estrito a esquerda de x.

Por outro lado, existe uma sucessao positiva t,, /" +oo tal que, para cada

n €N, z(t,) > 0 e z(t,) ¢ um maximo local estrito a esquerda de x, e
lim z(t,) = M.

n—-4oo
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Analogamente se conclui que, para cada n, existe &, € [t, — 1,%,) tal que
z(&,) =0 e z(t) > 0, para qualquer t € (&,,1,].

A partir daqui, e até ao final da presente seccao, consideram-se fixadas
sucessoes (Sp)nen, (Mn)nens (tn)nen € (§n)nen nas condigoes acima introduzi-
das.

Lema 2.4 Tem-sem >r (—@)

Dem. Seja € > 0 e considere-se ty > T', para T' como em (H4), tal que
m—e<x(t) < M-+e V>t

Seja j € N tal que s; > to + 3. Parat € [n; — 1,7;) tem-se, pela hipotese
(H3),
[t @) 2 AMt)r(M(z)) = Me)r(M +e),

donde

M5

o(t) = —(@(ny) —2(t) == [ [(s,25)ds

< /tnj —\($)r(M + €)ds = —r(M +¢) /tnj A(s)ds.

Como z(s) < 0 para qualquer s € (n;, s;], tem-se, para t € [n;, s;],
)
M (x;) = max{0, maxep—_1,92(s)} < —r(M + e)/ A(s)ds,
t—1
donde se conclui que
)

r(M(zy)) >r (—r(M - 6)/t

-1

A(s)ds) , Vt € [nj,s;] (2.16)

Por outro lado, para t € [n;, s;],

/:1 A(s)ds < 1= /%)\(s)ds 4 /tt_l A(s)ds > /%A(s)ds Y

J

pelo que

—r(M +¢) /tnj A(s)ds < r(M +¢) (/t A(s)ds — 1> )

-1 M5
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Assim, para t € [my Sj]a

r (—r(M +€) /:Jl A(s)ds) > (r(M +€) (/nt A(s)ds — 1)) - (2.17)

J

Das desigualdades (2.16) e (2.17) e da hipétese (H3), tem-se

z(s;) = x(s;) —z(ny) / f(t x)d

> / _SjA(t)r(M(wt))dt > / T\ (—T(M—i—E) /t ? A(s)ds) dt

/] A(t)r (r(M +e) (/t A(s)ds — 1)) dt.

J J

Vv

Efectuando a mudanca de variavel y = r(M + ¢) (f; A(s)ds — 1), obtém-se

r(M+6)(fnSJ] )\(s)dsfl) 1
oz I

1 0
> — r(y)dy. 2.18
i/ P 2.13)

Como a funcao r(y) é convexa em (—1,+00), pela desigualdade de Jensen,

tem-se

Finalmente, fazendo j — 400 e € — 0T, obtém-se
M
m>r (_7’(2 )) .4

Corolério 2.5 Sea € (—=2,0) eb=1, entiom > —1 er <—@> > —1.

r(y)
2

¢é decrescente no seu dominio. Tem-se ainda que

2
lim r —T(y) S
y—+00 2 2—a
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Pelo Lema 2.4, para a € (—2,0), tem-se
M —a?
m>r _7’( ) > a > —1.0
2 2—a

Lema 2.6 Se a € (—2,0), entao M < r(m).

Dem. Se b =1, entdo o coroldrio anterior garante que m > —1, donde r(m)
estd bem definido. Seja € > 0 tal que m — e > —1. Considere-se to > T tal
que

m—e<z(t)<M+e t >t (2.19)

Seja j € N tal que t; >ty + 2.
Para t € [¢;,t;], de (2.19) tem-se x; > m — ¢, donde M(—xz;) < —m+ee

r(—M(—=x)) <r(m—e). (2.20)
Das hipéteses (H3), (H4) e de (2.20), vem que

t

o) = w) () = [ 1(tais

tj

/5wy@wwﬁmﬁg/,wym—@ﬁ

&5 &j

IN

Srmfdllkwﬁgdm—d

i
Fazendo j — 400 e € — 0%, conclui-se que
M < r(m).

Se b =0, entao r(y) = ay estd definida em R e o resultado conclui-se de
forma andloga.l]

Esté-se agora em condicoes de demonstrar um primeiro critério para a
estabilidade global da solug¢ao nula da equagao (2.10).
Teorema 2.7 Seja f : I x C — R uma funcao continua satisfazendo as
hipdteses (H).

Se

a € [—3/5,0) eb>0, ouace (—5’/5,0) eb=0,

entdao todas as solugoes da equagao diferencial (2.10) estao definidas em

[—h,4+00) e convergem para zero quando t — +oo.
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Dem. Ja foi observado que nao se perde generalidade ao suporh=1eb =1,
no caso de ser b > 0. Pela Proposicao 2.2 sabe-se que todas as solugoes de
(2.10) estao definidas e sao limitadas em [—1, +00).

Seja x : [—1,+00) — R uma solugao de (2.10) e considere-se
M = tlg-noo sup z(t); m = tlgrnoo inf z(t).

Pelo Lema 2.3, se x é uma solucao nao estritamente oscilatéria, entao M =
m = 0. Suponha-se entao que x é estritamente oscilatéria. Neste caso,
m < 0 < M e, pelos Lemas 2.4 e 2.6, tem-se que, se M = 0 ou se m = 0,
entao M = m = 0. Suponha-se entao, por absurdo, que m < 0 < M.

Caso b= 1.

Dos Lemas 2.4 e 2.6 e do Corolério 2.5, conclui-se a desigualdade

R

ou seja,

—a*M
M < .
T 24 (2—-a—a®)M

Para a € [—\3/5, O), como M > 0, vem que

pois 2 —a — a? > 0, o que é absurdo.
Caso b = 0.

Nesta situagao, r(x) = az. Pelos Lemas 2.4 e 2.6, obtém-se a desigualdade

3
< M
- 2
pelo que
a< V2,
o que contradiz o facto de ser a € (— V2, O).D

Nota 2.4 O resultado anterior seria obtido para a € [—\/5, 0), se uma
desigualdade dual a presente no Lema 2.4, isto é, M < r (—@), fosse

demonstrada. Contudo, devido a problemas relacionados com o dominio da
fungao r(z) e com a desigualdade de Jensen, os argumentos entao utilizados
nao sao validos numa situacao dual.
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O préximo objectivo é obter o resultado anterior com /2 substituido por
%, isto ¢, com a € [—%,0), no caso b > 0, e com a € (—%,0), no caso b = 0.
Para isso serd necessario impor uma condicao adicional a funcao .

Tal como anteriormente, o estudo que se segue serd efectuado para h = 1
eb e {0,1}. Em virtude da Proposigao 2.2 e do Lema 2.3, bastara considerar
solugdes de (2.10) estritamente oscilatérias.

Definicao 2.4 Paraa < —1 eb =1, definam-se as fungoes A : (—1,+00) —
R e B: (-1,+00) — R por

(

1 0
x+r(r)+ —/ r(t)dt, = #0
Alz) = r(z) Ja ;
\ 07 z=0
( 1 0
—/ r(t)dt, = #0
B(x) — T'(I’) —r(x)
L 0, z=0
Yy
\‘\\ _ Az)
B@)

Segue-se a apresentacao de algumas propriedades das fungoes introduzi-

das na definicao anterior, cujas demonstracoes sao predominantemente algé-
bricas.

Proposigao 2.8 [§]
1. As funcoes A e B sao continuas nos respectivos dominios;

2. A fungio A é duas vezes derivdvel em x = 0, tendo-se A'(0) = a+3 < 0
e A"(0) = —(2a+ 3) > 0;

3. A funcdao B € derivdvel em (ﬁ, +00), tendo-se B'(x) < 0, para todo
z € (5, +00);

4. O ponto xg := —(a+ 1) € o unico ponto g € RT tal que r(xg) = —xo,
verificando-se a igualdade A(zo) = B(xo);

20



5. A funcao A é derivdvel em (—1,4+00), tendo-se A'(x) < 0, para todo
x € (—1,.’130).

Definicao 2.5 Para a < —1 e b =1, definam-se as funcoes D e R por

D: Rt - R
L {Am, ra) <~

24/(0)
a0 < 0-

onde v :=

Nota 2.5 Note-se que R(z) tem a forma R(z) = 22—, com v = A’(0) <O e

1+8x?
B = —2AA,((%)) > (. De notar ainda que, para a € [—%, —%), tem-se R(x) > v

para x > 0. Com efeito, sendo o« = A'(0) = a + £ € [—1,0), tem-se, para
x>0,
= —Qqv > V.

Pelas propriedades apresentadas na Proposicao 2.8, conclui-se que D é
uma funcao continua e decrescente.

No que se segue, z : [—1,+00) — R é uma solugao estritamente oscilatéria
da equagao (2.10) e supde-se que f satisfaz as hipéteses (H) com A(t) > 0,
para t grande, e.g. t > T. Assim, como f0+°° A(t)dt = +oo (ver Nota 2.3), a
fungao

(2.21)

s: [T,4+00) — [s(T),+00)
¢
t — A(v)dv
0
é crescente, bijectiva e derivavel. Denotando-se por ¢ := t(s) a sua inversa
e fazendo a mudanga de variavel y(s) = z(¢(s)) na equagao (2.10), para
s > s(T) obtém-se

isto é, a EDFR escalar
y(s) = g(s,K(s,9s)), s> s(T), (2.22)
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onde

K:[s(T),+00) x C — C,
¢ definida por K(s, ¢)(u) := ¢(—o(s,u)), para v € [—1,0], com
t(s)
o(s,u):= / A(v)dv, para (s,u) € [s(T),4+00) x [—1,0].
t(s)+u
Notar que, por (H4), para s > s(T) e u € [—1,0], tem-se
t(s)
o(s,u) < / A(v)dv < 1,
t

s)—1

pelo que ¢(—o(s,u)) estd bem definido se ¢ € C.

Lema 2.9 Nas condigées referidas acima, e sendo r(z) = Tiis Como em
(H3), tem-se

r(M(9)) < g(s,K(s,0)) < r(=M(=9)), Vs = s(T),

onde a primeira desigualdade € valida para qualquer ¢ € C e a sequnda para
qualquer ¢ € C tal que ¢ > —b~' € [—00,0).

Dem. Sejam ¢ € C' e s € RT tal que t(s) > T. Assim,
sup{¢(—o(s,u)) s u € [-1,0]} < sup{o(u) : u € [-1,0]}
= M(K(s, 9)) < M(¢)
= r(M(K(s, 9))) = r(M(9)).

Da hipétese (H3), tem-se entao que

9(s,K(s,9)) = f(t(s), K(s, 9))

v

v
2
<
S



De forma andloga se demonstra a segunda desigualdade para todo s € R
tal que t(s) > T e para todo ¢ € C tal que ¢ > —b~1.0J

Notagao Considerem-se sucessoes (Sp)nen, (Mn)nen, (tn)nen € (§n)nen co-
mo as introduzidas na pdgina 45. Para cada n € N, definam-se,

:in = S<Sn)§ in = S(nn>;
tn = 8(tn); &= s(&).
Assim,
nEElooy(Sn) - nEIJPoo:E(t(Sn)) - nEIJlrlwz(Sn) =™

e, analogamente, lir}rq y(t,) = M. Além disso, para cada n € N,

Y(n) = 2(t(1)) = z(nn) = 0,

e, analogamente, y(é;) = 0. Finalmente, para n € N tal que s, > s(T + 1),
tem-se 1, € [s, — 1,5,) e y(s) < 0 para todo s € (7, S,). Com efeito

a—m::q%yﬂmw:A%MwM—A%Mmm

_ / Aw)dv < 1.

Mn

Por outro lado, como s — t(s) é crescente,
Mo <8< Sp=1p <t(s) <sp,=2(t(s)) <0=1y(s) <O0.

Analogamente, para n € N tal que t, > s(T + 1), tem-se gn € [th—1,1,] e
y(s) > 0 para todo s € (&, L,].

Lema 2.10 Sejama < -1 eb=1. Ser(M) < —M, entao m > A(M).

Dem. Seja a < —1 e, de momento, considere-se b = 0 ou b = 1. Se
r(M) < —M, entao % € (—1,0). Seja € > 0 suficientemente pequeno tal
que t; := T(]ﬁfe) € (—1,0).

Considere-se sg > s(T') tal que

m—e<y(s) < M+e Vs> s. (2.23)
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Seja j € N tal que s; > sp+ 3. A fungao
T(M‘FE)(S-?]}), S € [%‘I—tl,ﬁ]—f—tl—l—l]
z(s) =
M + e, sem+ti—1,1n+t]
¢ solucao do problema de valores iniciais
2(s) =r(z(s—1)), s€n+tin+ti+1]
z2(s) = M +¢, sen+t— 1,17 +t]

Note-se que M + € = z(s) > y(s), para todo s € [1; +t1 — 1,7; + t1]. De
seguida mostra-se que

2(s) > y(s), s € [0 + 4, 1) (2.24)

Por absurdo, suponha-se que existe t, € [1; + t1,7;) tal que z(t.) = y(t,)
com z(s) > y(s) para todo s € [; + t1,t.). Para s € [t,,7;], tem-se

s—lem+ti—1Ln+t] = z2(s—1)=M+e>yu), Vue[s—1,5]
= z(s—1) > M(ys)
= r(z(s = 1)) <r(M(ys)),
e, pelo Lema 2.9, vem que
2(s) = r(z(s = 1)) <r(Ml(ys)) < g(s,K(s,ys)) = y(s).

Assim,
Z(S) < Q(S), Vs € [t*aﬁjL

e consequentemente
y(15) — y(ts) > 2(05) — (L) = y(ts) < 2(t.),

o que é absurdo. Desta forma, conclui-se (2.24).
Para s € [n;,5;], tem-se, por z ser decrescente e por (2.24), que y, <
z(s — 1), donde se conclui que r(M(ys)) > r(z(s — 1)). Assim,

yG) = yG) — (i) = / 7 y(s)ds = / 7 g5, K (s, 2))ds

5 N5
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3 51
> / ))ds >/ r(z(s —1))ds :/ r(z(s))ds
nj nj—1
77]+t1 gj—l
= / r(M + €)ds +/ r(r(M +¢€)(s —1;))ds
nj+t1
( )( ) r(M+e€)(5;—1-7;) 1 ( )
:TM+€t+1+/ —7r(s)ds
! r(M+e)ty r(M + €)
1 0
> (M M —_— ds. 2.2
> (M +e)+1r( +e)+r(M+€)/]\4+€r(s)s (2.25)

Tomando agora b = 1, da definicao da funcao A resulta que
y(5) = AM + ).
Fazendo j — 400 e ¢ — 0T, conclui-se que
m > A(M).00
Corolério 2.11 Sejam a < —1 e b= 1. Entio m > D(M).

Dem. Se M = 0, pelo Lema 2.4 tem-se m = 0.

Se M > 0, da demonstracao do Lema 2.4, nomeadamente da desigualdade
(2.18), fazendo j — 400 e € — 07 obtém-se m > B(M). O resultado é agora
consequéncia imediata do lema anterior e da definicao de D.[J

Corolario 2.12 Seb=0 ea < —1, entdo

1 1
m2(a+§)M e Mg(a+§)m.

Dem. Seja € > 0. Para r(z) = ax, da desigualdade (2.25) obtém-se

- 1 0
y(sj)z(M+e)+a(M+e)+M+€/ sds,

M+e
donde .
y(s;) > (a—l— 5) (M +e).

Fazendo agora 7 — +oo e € — 07, tem-se a primeira desigualdade.
A segunda desigualdade obtém-se de forma dual.[]

Lema 2.13 Sea < —1 eb=1, entio (A(z)—R(z))x > 0, Vz € (v,z¢)\ {0},

280 Além disso, se a € [—3, 3], entdo D(z) > R(x), para

onde v = T(O) 5 1

z > 0.
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Dem. Apesar de a demonstracao deste resultado ser um pouco extensa,
esta s6 envolve raciocinios elementares da analise real, dai se ter optado por
a omitir. Ver [8].00

Corolario 2.14 Sea € [—%, —2] eb=1, entao m > v.

Dem. Como consequéncia do Corolario 2.11, do Lema 2.13 e do facto de a
funcao D ser decrescente, tem-se

m > D(M)> D(+oc0) = B(400)

24/(0)
A”(O)

> R(+00) = —A'(0) = A0

Note-se que existe B(+o00) em R pois B é uma funcdo decrescente e limitada
inferiormente em Ry. Como A'(0) = a+3 € [-1,0) e v < 0, tem-se m > v.0

Lema 2.15 Sea € [—%,—g], b=1em <0, entio M < R(m).

Dem. Por um lado, seguindo um raciocinio analogo ao da demonstracao do
Lema 2.10, tem-se

M < A(m).

Por outro lado, pelo Corolario 2.14 e pelo Lema 2.13, tem-se
m € (v,0)
A(x) < R(z), Yz € (v,0)
Consequentemente, M < A(m) < R(m).0d

Esté-se agora em condigoes de cumprir o objectivo proposto logo apds o
Teorema 2.7.

Teorema 2.16 Seja f : [ x C' — R wma fungao continua satisfazendo as
hipdteses (H), com A(t) > 0 para t grande.

Se
a € {—2,0) eb>0, ouace (—%,0) eb=0,

entdao todas as solugoes da equagao diferencial (2.10) estao definidas em
[—h,4+00) e convergem para zero quando t — +oo.
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Dem. Sem perda de generalidade, sejam h=1e b € {0,1}.
5

Uma vez que o Teorema 2.7 garante o resultado no caso de a € (_Z’ 0) C

(—\3/5, O), assuma-se entao que a € [—%, —2].
Seja x : [—1,+00) — R uma solucao de (2.10) e
M = tLleroo sup z(t); m = tL1+moo inf z(t).

Pelo Lema 2.3, basta considerar o caso em que z(t) é uma solucao estrita-
mente oscilatéria. Suponha-se por absurdo que m < M. Pelos Lemas 2.4 e
2.6, m <0< M.

Caso b = 1.

Como consequéncia do Coroldrio 2.11 e do Lema 2.13, tem-se R(M) < m.
Como R(w) > v paraw > 0 (cf. Nota 2.5), entao R(M) pertence ao dominio
de R, donde R(R(M)) > R(m). Pelo Lema 2.15, tem-se

M < R(R(M)). (2.26)

Por outro lado,

—A'(0)3w
—A(0) + X9 1+ A(0)w

2

Ro R(w) =

tendo-se @(1 + A'(0)) >0, —A'(0) >0 e (RoR)(0) <1, donde
(RoR)(w) <w, Yw>0,

o que contradiz (2.26).
Caso b= 0.
Pelo Corolario 2.12 tém-se as desigualdades

1 1
m > (a+§)M e M< (a+§>m,
donde M < (a + %)QM, o que ¢é absurdo pois a > —%.D
Nota 2.6 Comparando o Teorema 2.1, i.e., Theorem 2 de [7], com o resultado
anterior, este tltimo é bastante mais geral. No entanto, desde que a funcao A
verifique A(t) > 0 para t grande, a mudanga de varidvel y(s) = z(t(s)), com
t(s) a inversa da fungao definida em (2.21), transforma uma fungao satisfa-
zendo o conjunto de hipdteses (H) numa que satisfaz as hipéteses (Y0*),

(Y1%) e (Y2) de [7].
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Trabalhando com uma condigao de Yorke um pouco mais geral (confrontar
(Y2*) com (H3)), conseguiu-se, seguindo uma estratégia semelhante a em
7], demonstrar o resultado principal para a € [—~+/2,0).

Fazendo a mudanca de varidavel anteriormente referida, obteve-se uma
situagdo andloga a de [7], donde, reproduzindo os raciocinios do artigo, se
conseguiu demonstrar o resultado para a € [—%, —+/2). De notar ainda que,
para a situagdo estudada em [7] (i.e., com a condi¢do de Yorke (Y2*) em
vez de (H3)), também dificuldades adicionais surgem para a € [—2, —v/2),

o que levou a definigao e estudo das funcoes A(x), B(z), D(z) e R(x).

2.4 Modelos de dinamica de populacoes

Tal como anteriormente se referiu, as EDFR’s sao importantes na modelagao
da dinamica populacional de espécies bioldgicas. Obviamente, no caso de
uma Unica espécie biolégica, a equacao de crescimento é escalar. Sendo o
crescimento populacional de uma espécie proporcional a populacao existente,
é importante estudar EDFR’s escalares em C' = C([—h,0];R) do tipo

y(t) =y f(t o), L, (2.27)
onde h € R*, I = [0,400) e f : R x C — R é uma fungao continua.
Habitualmente, o atraso de tempo h representa o periodo de maturacao da

espécie.
Por razoes bioldgicas, é apenas significativo estudar solugoes positivas.
Assim, consideram-se apenas solugoes com condigao inicial

Yo = ¢, com ¢ € Cy. (2.28)

Suponha-se que existe um ponto de equilibrio positivo v, que, sem perda
de generalidade, se pode supor y, = 1. Fazendo a mudanca de varidvel
z(t) = y(t) — 1 no PVI (2.27)-(2.28), isto é, transladando o equilibrio para a
origem, obtém-se o PVI

() = (14+z(t)F(t,z), t €1, (2.29)
o = ¢, pely, (2.30)

onde F': [ x C'— R é a funcado continua definida por F(t,¢) = f(t,¢ — 1).

Nota 2.7 A solucao z(t) do PVI (2.29)-(2.30), definida em [—h, ), com
a € RT ou a = 400, verifica

2(t) > —1, Vit > 0. (2.31)
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Com efeito, sendo z(t) solugao de (2.29), tem-se
14 2(t) = (14 2(0))elo Flewads > 0 vt > 0.

Isto significa que as solugdes dos PVI's (2.27)-(2.28) sao positivas para t > 0.

A estabilidade global da solugao nula da equagao (2.29) foi estuda em [1]
sob o conjunto de hipé6teses (A):

(A1) Existem To > 0 e a : I — [ uma fungao seccionalmente continua tais
que,
Ve > 0,dn =n(e) >0,V € C_y et > 1Ty,

F(ta 90) S —7761(75)7 se @ Z €

I

F(t,0) > na(t), sep< —e¢

(A2) Para a fungdo a da hipdtese (A1) tem-se f;oo a(t)dt = oo;
(A3) Existe uma fungao b : I — I seccionalmente continua tal que

—b(t)M(p) < F(t,¢) < b(H)M(=p) para t € I, € Cy;

(A4) Para a funcao b da hipétese (A3), existe T' € I tal que ftt_h b(s)ds <
parat > T.

\CJ[dN]

Y

O principal resultado de [1] é o teorema que seguidamente se enuncia e
que, como se verd, permitiu melhorar alguns critérios de estabilidade global
para modelos de crescimento populacional estudados na literatura.

Teorema 2.17 Seja F uma funcdo satisfazendo as hipdteses (Al)-(A4).
Entao, a solugdo x(t) de qualquer PVI (2.29)-(2.30) estd definida e € limitada
inferiormente para além de —1 em [0,400) e satisfaz x(t) — 0 quando t —
+00.

Para a obtengao deste resultado, em [1] sdo abordados separadamente os
casos das solugoes nao oscilatorias e das solugoes oscilatorias. Esta aborda-
gem pods em evidéncia que apenas as hip6teses (A1) e (A2) sao necessdrias
na demonstragao do resultado para as solugoes nao oscilatérias (Lemma 3.4
de [1]) e que apenas as hipéteses (A3) e (A4) sao necessdrias na demons-
tragao do resultado para as solugbes oscilatérias (Lemma 3.5 de [1]).

Tal como é afirmado em [1], as hipoteses (A1)-(A2) poderiam ter sido
substituidas pela hipétese mais fraca (H2*), a introduzir de seguida, enri-
quecendo assim ligeiramente o Teorema 2.17 (ver Lema 2.18).
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De referir que (A3) implica F'(t, ) < b(t), parat € [ e p € C_;. Desta
forma, F(t,¢) é limitada superiormente em K x C_;, para cada intervalo
compacto K C I, donde, pelo Lemma 3.1 de [1], as solugdes z(t) dos PVI’s
(2.29)-(2.30) estao definidas em [—h, +00).

Considere-se a EDFR (2.29) com a fun¢ao F' satisfazendo o seguinte con-
junto de hipéteses (H*):

Existe uma funcao A : I — [ seccionalmente continua tal que:

(H1*) Para cada ¢ > —1, existe v(q) € R, tal que

F(t,¢) < AMt)v(g), Vt € I,V € C, ¢ > g;

(H2*) Para qualquer fungao continua w : [—h,+00) — R com tlir+n w(t) =

w* > —1 e w* # 0, o integral f0+°° F(t,w;)dt é divergente;

(H3*) Existem a < 0 e b > 0 tais que, sendo r(z) = 135,

A)r(M(9)) < F(t,¢) < At)r(=M(=9)), Vt € I,

onde a primeira desigualdade é valida para todo ¢ € C tal que ¢ > —1
e a segunda para todo ¢ € C tal que ¢ > max{—1,—b"'} € [-00,0).

Nota 2.8 A semelhanga do que acontece com as hipdteses (H), no caso b = 0
(H1*) é consequéncia de (H3*).

Lema 2.18 Suponha-se que F(t,p) satisfaz as hipdteses (A3) e (H2*).
Considere-se x(t) uma solugdo da equagdo (2.29) com condi¢ao inicial xo €
C_l.

Se x(t) € nao oscilatoria, entio x(t) — 0 quando t — +o0.

Dem. Se z(t) é eventualmente nao negativa, entao existe to > 0 tal que
x(t) > 0 para t >ty — h. Sendo x; > 0 para t > g, por (A3) tem-se

F(t,z) < b(t)M(—z,) = 0.

Assim, por (2.31), #(t) < 0 para t > ty, donde x(t) é ndo crescente em
[to, +00) e consequentemente existe lim x(¢) = ¢ > 0. Supondo que ¢ > 0,

t—+o00
por (H2*) e (A3) tem-se
1 + x<t> = (1 —+ fL’(O))@f(}5 F(s,xs)ds =0
quando ¢t — 400, 0 que é absurdo. Logo ¢ = 0.
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Se z(t) é eventualmente nao positiva, o resultado prova-se de forma
andloga.l]

O teorema seguinte é o resultado principal desta secgao e constitui um
melhoramento do Teorema 2.17.

Teorema 2.19 Assumindo as hipdteses (H*) e considerando
¢
A=ANT):= supt>T/ A(s)ds, para algum T > h,
- Jt-h

tem-se:

(i) Seb=10 e Aa € [—%, 0), para algum T > h, entdo as solugoes dos PVI’s
(2.29)-(2.30) convergem para zero quando t — 400,

(ii) Se b # % e Aa € [—\3’/5, O), ou se b= % e Aa € (—\3/5, O), para algum
T > h, entdo as solugoes dos PVI’s (2.29)-(2.30) convergem para zero
quando t — 400,

(iii) Se b # % e Aa € [—%,—\3/5), ou se b = % e Aa € (—%,—\?/5], para
algum T > h, e A\(t) > 0 para t grande, entao as solug¢oes dos PVI’s
(2.29)-(2.30) convergem para zero quando t — +0o0.

Dem. Sem perda de generalidade, seja A = 1.

Se b = 0, o resultado é consequéncia imediata do Teorema 2.17 e do Lema
2.18, pelo que se pode supor b > 0.

Para ¢ € C', tem-se

M(e? —1) =M@ — 1 (2.32)

~M(=e? +1) =MD 1, (2.33)

Com efeito, se ¢ < 0, entdio M(e? — 1) = 0 = M(¢) = M@ — 1. Se
P(s0) = maxse[-no¢(s) > 0, para algum sy € [—h, 0], entdo M(e® — 1) =
e?(0) — 1 = M@ _ 1. De forma andloga se demonstra a segunda igualdade.

Para demonstrar os pontos (7i) e (iii) considerar-se-ao dois casos distintos:
b> % el<b< %

Caso b > %

A mudanga de variavel z(t) = log(1 + z(t)), t > 0, transforma (2.29) na
equacao

2(t) = g(t, 2), (2.34)
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onde g(t, ¢) := F(t,e® — 1). De seguida, demonstra-se que a equacao (2.34)
verifica as hipéteses (H).

A equagao (2.34) verifica (H1): Para ¢ € C tal que ¢ > ¢, tem-se
e? —1>e?— 1> —1, donde, por (H1*), existe v(q) € R tal que

g(t,¢) = F(t,e? — 1) < Mt)v(q).

A equagao (2.34) verifica (H2): Seja w : [—h,+00) — R uma funcao
continua tal que ltligrn w(t) = w* # 0. Entdo lim e —1=¢"" —1> —1

t—-+o00
e e” —1#0, donde, por (H2%),

+oo +oo
/ g(t,wy)dt = / F(t,e"t — 1)dt = oo.
0 0

~—

A equagao (2.34) verifica (H3): Sejar(x) = %2 como em (H3*) e defina-

1+bz

se’rlz(—é,—i—oo — R por ri(z) = seb>%,ou'r’1:R—>Rpor

axr
1+(b— 1)z’

r1(z) = ax, se b = 5. Facilmente se verifica que

N =N

ri(x) <r(e*—1), sex €[0,+00)

ri(z) >r(e*—1), sex € (—ﬁ,())
Seja ¢ € C. Pela hipdtese (H3*) e pela igualdade (2.32), tem-se
g(t,¢) = F(t,e? —1) > AO)r(M(e? — 1)) = At)r(eM®) —1)

> Alt)ri(M(e)).

Seja ¢ € C tal que ¢ > ——A1. Tem-se, e? —1 > —¢ ¢ —M(—¢) > —11
2
donde, pela hipétese (H3*) e pela igualdade (2.33), vem

gt,0) = F(t,e? —1) < AXt)r(—=M(—e? 4+ 1)) = A(t)r(e= M%) — 1)
< A)ri(=M(=9)).

Invocando os Teoremas 2.7 e 2.16, o resultado sai para o caso b >

Caso 0 < b < 3.

Efectuando a mudanga de varidvel z(t) = —log(1 + z(¢t)), t > 0, na
equagao (2.29), obtém-se

A(t) = k(t, ), (2.35)

62



onde k(t,¢) = —F(t,e=® — 1). Procedendo de forma andloga ao caso

b > 1, demonstra-se que a equacio (2.35) verifica as hipéteses (H), onde

27
agora a funcao racional que aparece em (H3) é dada por ry(x) = 1+(“f_ e
2

S <—%_b,+oo>D

Nota 2.9 O resultado anterior pode ainda ser aplicado a equacoes com atra-
sos dependentes do tempo ¢ expressos por fungoes positivas ay(t), -, a,(t),
desde que estas sejam continuas e limitadas. Nesta situacao, tem-se h =
sup,soh(t), para h(t) := maxj<;<,a;(t). No Teorema 2.19, A = A(T") podera
ser entao definido por sup;> ftt_h(t) A(s)ds.

O préximo objectivo é estabelecer um critério de estabilidade global para
as solucoes de uma equagao que pode ser escrita na forma

#(t) = At)x(t) f(t, L(t,2)), t € I, (2.36)

onde I = [0,+00), A : [ — I é uma funcao continua tal que \(¢) > 0 para t
grande, e f: I xR —Re L:1 x C — R sao fungoes continuas.

Mais uma vez, por razoes biolégicas, consideram-se apenas solucoes com
condicao inicial

To = ’QD, ZZ) € 007 (237)

por forma a obterem-se solucoes positivas para t > 0.

O modelo (2.36) foi anteriormente estudado em [7].

No que se segue, supoe-se que as fungoes f e £ em (2.36) satisfazem as
seguintes hipdteses (h):

(h1) Para cada g € (—1,0), existe v(q) € R, tal que

[tz +1) <wv(g), Vt € I,Vz € [q,0);

(h2) zf(t,x+1) <0,Vt € I,Vx > —1,z # 0;

(h3) Para qualquer funcdo continua w : I — R com tliin w(t) =w*>0e
——+00

w* # 1, o integral [ \(¢) f(¢t, w(t))dt diverge;
0

(h4) Existem a <0 e b > 0 tais que, para r(z) = 737-, se tem

o(f(t,z+1) —r(z)) >0, Vo > max {—-1,-b""}, Vt > 0;
(h5) ming < L(t,¢) <maxg¢, Vt > 0, V¢ € C.
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Nota 2.10 A continuidade de f e a hipdtese (h2) obrigam a que, para
além do equilibrio z(t) = 0, a equagdo (2.36) possua um outro equilibrio,
z(t) = 1. Naturalmente, modelos do tipo de (2.36) que possuem apenas mais
um equilibrio x(t) = k > 0 para além do nulo, também se enquadram nesta
situac@o. Para isso basta fazer a mudanga de varidvel y(t) = %

De referir ainda que, se b < 1, entdao (hl) é consequéncia de (h4).
Teorema 2.20 Considere-se a equagdo (2.36) verificando as hipdteses (h1)-
(h5).

Seb# 5 e existe T > h tal que |a|sup,srp ftt_h A(s)ds < 2, entdo a solugdo

27
x(t) do PVI (2.36)-(2.37) converge para 1 quando t — +oc.

Se b= 1, a mesma conclusio se obtém para |a|sup, ftih A(s)ds < 2.
Dem. Seja A = A(T) := sup;>p fih A(s)ds. Fazendo a mudanga de varidvel
y(t) = z(t) — 1 em (2.36), obtém-se a equacao

y(t) = (L+y@O)A@)f( L(Eye +1)), £ = 0. (2.38)

Considerando F(t,¢) := A(t)f(t,L(t,¢ + 1)), com t € [ e ¢ € C, a equagao
(2.38) tem a forma (2.29). Assim, se F verificar as hipdteses (H*), o presente
resultado sai por aplicacao directa do Teorema 2.19.

Das hipéteses (hl) e (h2), facilmente se verifica que a funcdo F satisfaz
(H1").

Sejam t > 0 e ¢ € C tal que ¢ > —1. Se L(t,¢+ 1) > 1, entdo, por (h4)
e (h5),

F(t,0) = MO (L(E9+1) 1) +1)
> AOr(L(t, ¢ +1) = 1) = A(t)r(M(¢)).

Se L(t, ¢+ 1) < 1, entdo, por (h5), tem-se —1 < L(t,¢p+ 1) — 1 < 0, donde,
da hipétese (h2), vem que

F(t,¢) = MO [t (Lo +1) = 1) +1) 2 0 = A(t)r(M(¢)).

Seja ¢ € C tal que ¢ > max{—1,—b"'}. Se L(t,¢ + 1) > 1, entao, por
(h2),

F(t,0) = A0 (1, (L ¢ +1) = 1) + 1) <0 < A()r(=M(=9)).

Se L(t,¢+1) < 1, entdo, por (h5), max{—1,-b"'} < L(t,¢p+1)—1 <0, e,
por (h4), vem

F(t,¢) = MO (LEo+1) —1)+1)
< ABrLt, ¢ +1) = 1) < A)r(=M(=9)),
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pois L(t,¢ +1) —1 > —max(—¢) > —M(—¢). Isto demonstra que a fungao
F verifica (H3").
Seja w : [—h,400) — R uma fungao continua tal que lim w(t) =w

t——+00
—1lew* #0. A fungao

*

>

p: [0,400) — R
t = L(t,w+ 1)

¢ continua e, por de (h5), verifica tlir+n p(t) = w" +1 # 1, donde (H2*) é
consequéncia de (h3).0

Nota 2.11 Da comparacao deste estudo do modelo (2.36) com o efectua-
do em [7], hé4 a salientar trés pontos relevantes:

1. A demonstracao aqui apresentada é mais simples do que a presente em
[7], uma vez que o modelo (2.36) foi estudado como um caso particular
do modelo (2.29);

2. Em [7], os autores parecem ter omitido a imposi¢ao de uma hipétese
similar a (H1*), sem a qual nao hé a garantia de que as solugoes de
(2.36) sejam limitadas em [0, +00);

3. A condigao f0+°° A(t)dt = +oo exigida em [7] é supérflua, uma vez que
é consequéncia das restantes hipoteses do modelo.

2.5 Exemplos

Nesta seccao, aplica-se o critério de estabilidade global dado pelo Teore-
ma 2.19 a diversos exemplos de EDF’s escalares que servem de modelo ao
crescimento de populagoes singulares. De notar que alguns dos resultados
apresentados melhoram os existentes na literatura.

Exemplo 2.1 Considere-se o PVI
(0) = —p()y(t — B)(a — ()b +y(®), t=0, 039)
Yo = w7
com
77b € Ca ¢(9> S [_ba CL) para e [—h,O) € 1/}<0) S <_b7 (l),
ondea,b > 0ep: [0,+00) — [0,400) é uma fungao continua tal que p(t) > 0,
para t grande, e f0+°°p(s)ds = +o00.
Este exemplo foi anteriormente estudado em [1, 9, 11].
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Teorema 2.21 Considere-se o PVI (2.39). Suponha-se que a # b e que
existe T' > h tal que

t
ab/ p(s)ds < §, para t > T. (2.40)
t—h

[\]

Entao, a solugdo y(t) de (2.39) converge para zero quando t — +o00.

Dem. Para a = b, o resultado foi provado em [9].
Considere-se a # b. Fazendo, como em [1], a mudanca de variavel

o PVI (2.39) é transformado no PVI

, —abx(t — h)
) = (1+a(t)plt . t>0
#(t) = (1 +o(t)p( )1 + Lt —h) : (2.41)
Ty = @, 2 € C,1
Este PVI é um modelo da forma (2.29)-(2.30), com
—abg(—h)
F(t,¢) = p(t) (2.42)
1+ Log(—h)
Segue-se a demonstracao de que (2.42) verifica as hipéteses (H*).
Considerando
—abx
)= e M) =)
+ a_—i-bx

entao F(t,¢) = p(t)r(¢(—h)), pelo que F satisfaz (H3*). Note-se que (H1*)

é satisfeita com v(q) := r(q) para ¢ > —1 pois, como % < 1, r(q) esta
definida em (—1, 400).
Considere-se agora w : [—h,+00) — R uma fungao continua tal que
tli+m w(t) =w" > —1e w* #0. Tem-se
bw(t — h
im0l =h) gy o,

tﬁ+ool+— (t—h)

o que, juntamente com a hipdtese fo p(t)dt = +o0o, implica a divergéncia
do integral fo F(t,wy)dt. Isto prova que F satisfaz (H2*).
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Aplicando o Teorema 2.19 ao PVI (2.41), conclui-se que z(t) — 0 quando
t — +00, donde y(t) — 0 quando t — +o00.0J

Note-se que em [9] as mesmas conclusoes sao obtidas sob a hipdtese

b\* [ 3
<a + ) / p(s)ds < =, para t > 0 grande, (2.43)
e em [1] sob a hipdtese
! 3
bla + b)/ p(s)ds < 5> Para t > 0 grande. (2.44)
t—h

Claramente (2.40) é uma hipétese mais fraca do que (2.43) e (2.44).

Exemplo 2.2 Considere-se a equagao
kE— Nt —
(t—o) .,
k4 v(t)NYt — a(t))

onde k,l € RT, a,v € C(R{;RY), a fungio « é limitada e A : Ry — Ry ¢
uma funcdo continua tal que A(¢) > 0 para ¢ grande. Por razdes bioldgicas,
consideram-se apenas solucoes com condicao inicial admissivel

No=1, oeC. (2.46)

N(t) = Mt)N(t) (2.45)

De notar que o atraso, ao ser definido pela funcao limitada «, é dependen-
te do tempo. Seja h > 0 tal que a(t) < h, para todo t € R, e considere-se
C :=C([-h,0;R).

Facilmente se verifica que N(t) = kT é o tnico equilibrio positivo da
equagao (2.45).

Este exemplo, usualmente designado na literatura por “food-limited po-
pulation model”, foi anteriormente estudado por muitos autores (ver e.g.
1,3, 7,11, 12]).

Sob as hipoteses

+o0 )\(t)
/0 st = o0 (2.47)
(§
EEYE) 3
Supchl /th T]j(s)ds < 5, (248)

So e Yu [12] demonstraram que o equilibrio k7 de (2.45) é uniformemente e
assimptoticamente estével e, em [7], provou-se o teorema que seguidamente
se enuncia.
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Teorema 2.22 Suponha-se que a condi¢ao (2.47) € satisfeita.
Seja vy := infyepzv(t).

(i) Se vy # 1 e, para algum T > h,

! / t A(s)ds < 3
sU —— s)ds < —,
Peryy Yo Ji—n 2
entdo qualquer solu¢ao de (2.45) com condi¢ao inicial em Cy converge
para kt quando t — +o00.
(i) Se vy =1, a mesma conclusdo se obtém se sup,rl f;h A(s)ds < 3.

Dem. Fazendo a mudanca de variavel

M) = %t)l |
no PVI (2.45)-(2.46), obtém-se o PVI
V() = (14 MEAD) H(t_)?f(i;;(‘lftl)a(t))), £>0, (249)
Mo = @, (RS C_l. (250)
Considerando
Fit o) = ) ——2el) oy e

1+ v(t)(1 + p(—a(t)))

o PVI (2.49)-(2.50) tem a forma do PVI (2.29)-(2.30). Seguidamente de-
monstra-se que F verifica o conjunto de hipdteses (H*).

Definindo
1t
r(z) = 7“”;2 ,
1+ Tl
tem-se, para x > 0,
—lx S —lx (2)
=r(x
I+v(t)(x+1) — 1+p(r+1)
e analogamente, para x € (—1,0),
—1 —1
v * =r(x).

o)+ D) = 1+ mE+ D)

Isto implica que F' satisfaz as hip6teses (H1*) e (H3*).
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A verificacao de (H2*) faz-se facilmente usando a hipétese f0+oo %dt =
400 e critérios de comparacao para integrais improprios.

Aplicando o Teorema 2.19 ao PVI (2.49)-(2.50), conclui-se que M (t) — 0
quando ¢ — +o00, donde N(t) — ki quando t — +00.0]

Note-se que a demonstracao aqui apresentada é mais simples do que a
presente em [7].

Exemplo 2.3 Considere-se a EDFR, para modelos biolégicos periédicos de
uma tdnica populagao, proposta por Golpalsamy e et al. [2],

N(t) = s(t)N(t) k(t)k_i(_t)c&)i\(ft(;]\;(;nfinw)’ >0, (2.51)

onde m € N, w € RT e s, ¢, k sdo funcoes continuas, positivas e w-periddicas.
Mais uma vez, atendendo a que se trata de um modelo biolégico, consideram-
se apenas solucoes com condigao inicial admissivel

NO == 'lb, w € C(). (252)

Em [2], os autores provaram a existéncia de uma tinica solugao w-periodica
positiva N*(t), que satisfaz K, < N*(t) < K*, t € [0,w], sendo K, =
minogtgwk'(t> e K* = maXOStka(t).

Definam-se as fungoes

S o SDADN) o SON D) + 1]
k(t) ’ k(t) +c(t)s(t)N*(t) ’
que, por definicao das funcgoes s, ¢, k, N*, sao continuas, positivas e w-periédi-
cas.

O resultado que se segue apresenta condigoes suficientes para a estabili-
dade assimptética global da solucao periddica N*(t).

Teorema 2.23 Seja vy := minye(omaV(t).
Sevy#1e

1 me 3
Alt)dt < = 2.
| A<, (2.53)

entao a solugio N(t) do PVI (2.51)-(2.52) satisfaz
lim (N(t) — N*(t)) = 0.

t——+oo

Se vy =1, a mesma conclusao se obtém se

/ "\t < 3. (2.54)
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Dem. Fazendo a mudanca de variavel

_ N()
x(t) = N () -1
no PVI (2.51)-(2.52), obtém-se o PVI
B(t) = (142N y(;ﬁ:_gzw_) o 120 (2)
ro = @, pelC, (2.56)

O PVI (2.55)-(2.56) tem a forma do PVI (2.49)-(2.50), com | = 1 e a(t) =
mw, donde, pela demonstracao do Teorema 2.22, se conclui que z(t) — 0
quando t — +00, ou seja,

lim (N(t) — N*(t)) = 0.0

t——+o0

Note-se que em [1] as mesmas conclusoes foram obtidas sob a hipdtese
mais forte

/ " \tds < g (2.57)

Nota 2.12 Nos dois primeiros exemplos consideraram-se as fungdes p(t)
e A(t) como sendo continuas. Na verdade, bastariam ser seccionalmente
continuas.
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