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Análise

Considere a função f : R3 → R definida por f(x, y, z) = x2y + x + zy,
onde as variáveis x, y, z são dependentes de variáveis u e v por

x = vsenu, y = u+ v, z = uv.

Considere a função composta

h : R2 → R
(u, v) 7→ f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))

e calcule, usando a regra da cadeia:

(a) as derivadas parciais de h de 1ª ordem;

(b)
∂2h

∂u∂v
(u, v).

Para calcular as derivadas parciais de 1ª ordem de h tome atenção na
construção em árvore que se segue:

x = x(u, v)

y = y(u, v)

z = z(u, v)

f(x, y, z)

u

v

u

v

v

u

Derivadas parciais de 1ª ordem de h:

∂h

∂u
(u, v) =

∂x

∂u
(u, v) · ∂f

∂x
(x, y, z) +

∂y

∂u
(u, v) · ∂f

∂y
(x, y, z) +

∂z

∂u
(u, v) · ∂f

∂z
(x, y, z)

= vcosu(2xy + 1) + 1 · (x2 + z) + v.y

= vcosu(2v(u+ v)senu+ 1) + v2sen 2u+ uv + v(u+ v);
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∂h

∂v
(u, v) =

∂x

∂v
(u, v) · ∂f

∂x
(x, y, z) +

∂y

∂v
(u, v) · ∂f

∂y
(x, y, z) +

∂z

∂v
(u, v) · ∂f

∂z
(x, y, z)

= senu(2xy + 1) + 1 · (x2 + z) + u.y

= senu(2v(u+ v)senu+ 1) + v2sen 2u+ uv + u(u+ v).

Aĺınea (b):

∂2h

∂u∂v
(u, v) =

∂

∂v

(
∂h

∂v

)

=
∂

∂u

(
∂x

∂v
· ∂f
∂x

+
∂y

∂v
· ∂f
∂y

+
∂z

∂v
· ∂f
∂z

)

=
∂

∂u

(
∂x

∂v
· ∂f
∂x

)
︸ ︷︷ ︸

(1)

+
∂

∂u

(
∂y

∂v
· ∂f
∂y

)
︸ ︷︷ ︸

(2)

+
∂

∂u

(
∂z

∂v
· ∂f
∂z

)
︸ ︷︷ ︸

(3)

= (1) + (2) + (3)

Vamos agora calcular cada uma das 3 parcelas,[(1), (2), (3)], separadamente:

(1) Derivando o produto:

∂

∂u

(
∂x

∂v
· ∂f
∂x

)
=

∂2x

∂u∂v
· ∂f
∂x

+
∂x

∂v
· ∂

∂u

(
∂f

∂x

)

= cosu(2xy + 1) + senu
∂

∂u

(
∂f

∂x

)
= (1.a) continua adiante

Para calcular
∂

∂u

(
∂f

∂x

)
é necessário usar novamente a regra da cadeia, agora

com a seguinte árvore:
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z = z(u, v)

x = x(u, v)

y = y(u, v)

u

v

u

v

u

v

∂f

∂x
(x, y, z)

∂

∂u

(
∂f

∂x

)
=

∂x

∂u
· ∂

∂x

(
∂f

∂x

)
+

∂y

∂u
· ∂

∂y

(
∂f

∂x

)
+

∂z

∂u
· ∂

∂z

(
∂f

∂x

)

=
∂x

∂u
· ∂

2f

∂x2
+

∂y

∂u
· ∂2f

∂y∂x
+

∂z

∂u
· ∂2f

∂z∂x

= vcosu · (2y) + 1 · (2x) + v · 0
Consequentemente, substituindo em (1.a), obtém-se

∂

∂u

(
∂x

∂v
· ∂f
∂x

)
= cosu(2vsenu(u+ v) + 1) + senu(2vcosu(u+ v) + 2vsenu) (1)

(2) Derivando o produto:

∂

∂u

(
∂y

∂v
· ∂f
∂y

)
=

∂2y

∂u∂v
· ∂f
∂y

+
∂y

∂v
· ∂

∂u

(
∂f

∂y

)

= 0 · ∂f
∂y

+ 1 · ∂

∂u

(
∂f

∂y

)
= (2.a) continua adiante

Para calcular
∂

∂u

(
∂f

∂y

)
é necessário usar novamente a regra da cadeia. Aqui

observe a árvore anterior, colocando
∂f

∂y
no lugar de

∂f

∂x
.

∂

∂u

(
∂f

∂y

)
=

∂x

∂u
· ∂2f

∂x∂y
+

∂y

∂u
· ∂

2f

∂y2
+

∂z

∂u
· ∂2f

∂z∂y

= vcosu · (2x) + 1 · 0 + v · 1
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Consequentemente, substituindo em (2.a), obtém-se

∂

∂u

(
∂y

∂v
· ∂f
∂y

)
= v22cosusenu+ v (2)

(3) Derivando o produto:

∂

∂u

(
∂z

∂v
· ∂f
∂z

)
=

∂2z

∂u∂v
· ∂f
∂z

+
∂z

∂v
· ∂

∂u

(
∂f

∂z

)

= 1 · y + u · ∂

∂u

(
∂f

∂z

)
= (3.a) continua adiante

Para calcular
∂

∂u

(
∂f

∂z

)
é necessário usar novamente a regra da cadeia. Aqui

observe a árvore acima com
∂f

∂z
no lugar de

∂f

∂x
.

∂

∂u

(
∂f

∂z

)
=

∂x

∂u
· ∂2f

∂x∂z
+

∂y

∂u
· ∂2f

∂y∂z
+

∂z

∂u
· ∂

2f

∂z2

= vcosu · 0 + 1 · 1 + v · 0

Consequentemente, substituindo em (3.a), obtém-se

∂

∂u

(
∂z

∂v
· ∂f
∂z

)
= 2u+ v (3)

Determinadas as derivadas (1), (2) e (3), finalmente obtém-se

∂2h

∂u∂v
(u, v) = 2v(2u+ 3v)senucosu+ cosu+ 2vsen 2u+ 2(u+ v)
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