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@ Descrever um possivel modelo matematico para a quantidade
de células sanguineas em circula¢do no sistema circulatério de
um ser humano saudavel. [1]

[1] M.C. Mackey & L. Glass, Oscilation and chaos in physiological control systems, Science, No. 197 (1977),

287-289.
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@ Dados bioldgicos sobre o sangue
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@ Modelo matematico
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Constituintes do sangue

=

—— Plasma

| White blood cells
& Platelets

— Red blood cells

O sangue é composto por 55 % plasma e 45% células sanguineas.
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i Constituintes do sangue

| Tipo de células ‘ células/1ul [2]
thrombocytes (Plaquetas) 15 x 10* - 40 x 10*
male 43 x 10° - 59 x 10°
female 35 x 10° - 55 x 10°
leukocytes (Glob. brancos) 4500 - 11000

erythrocytes (Glob. vermelhos)

O Plaquetas: 5,6%
W Glob. Vermelhos: 94,1%

O Glob. Brancos: 0,3%

1l = 1mm3

[2] L. Dean, Blood Group and Red Cell Antigens, National Center for Biotechnology Information (US), 2005.
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Processo hematopoiese

Processo de produgdo, multiplicagdo e especializacdo das células
do sangue na medula dssea.
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Processo hematopoiese

After division, some cells
remain stem cells.

@

Multipotent hematopoietic
stem cell (hemocytoblast)
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Myeloid stem cell Lymphoid stem cell
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The remaining cell goes down one of two paths
' depending en the chemical signals received.

Megakaryoblast ~ Proer y Monoblast Lymphoblast
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Megakaryocyte Erythrocyte Basophil Neutrophil Eosinophil Monocyte

T lymphocyte B lymphocyte

Platelets
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Processo hematopoiese

Tempo de gestacdo na medula dssea

] Tipo de células \ Tempo de gestacao ‘
thrombocytes (Plaquetas) ~7 dias [3]
erythrocytes (Glob. vermelhos) ~6 dias [4]
neutrophils (60% dos Glob. brancos) ~15 dias [5]

[3] G.P. Langlois, M. Craig, A.R. Humphries et al., Normal and pathological dynamics of platelets in humans, J.
Math. Biol. 75 (2017), 1411-1462.

[4] J. Bélair, M. C. Mackey, J. M. Mahaffy, Age-structured and two-delay models for erythropoiesis, Math. Biosci.
128 (1995), 317-346.

[5] Y. Yan, J. Sugie, Existence regions of positive periodic solutions for a discrete hematopoiesis model with

unimodal production functions Appl. Math. Model. 68 (2019), 152-168.
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Taxa de variacdo instantanea

O que faz um automével?
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Taxa de variacao instantanea

o O automdvel movimenta-se.
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@ Taxa de variacao instantanea

o O automdvel movimenta-se.

@ Directamente, controlamos o movimento do automdvel?
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@ Taxa de variacao instantanea

o O automdvel movimenta-se.
@ Directamente, controlamos o movimento do automdvel?
@ N3o, mas controlamos a velocidade:

Travdo - diminui a velocidade
Acelerador - aumenta a velocidade
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@ Taxa de variacdo instantanea

O automével movimenta-se.

Directamente, controlamos o movimento do automdvel?

N3o, mas controlamos a velocidade:

Travdo - diminui a velocidade
Acelerador - aumenta a velocidade

O Velocimetro mede a velocidade instantanea do automdével

José J. Oliveira O processo de Hematopoiese visto por um Matemético



Taxa de variacdo instantanea

@ O automdvel desloca-se a 10 Km/h

£CO
epedal

28680km
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Taxa de variacdo instantanea

@ O automdvel desloca-se a 10 Km/h

@ Mantendo sempre a mesma velocidade

’ Tempo ‘ Distancia percorrida f’“""*)
0 horas 0x10=0 Kms
1/2 horas | 1/2x10=15 Kms
3/4 horas | 3/4x10=7,5Kms | -

1 hora 1x10=10 Kms

L
|

0 1 1t (tempo em horas)
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Taxa de variacao instantanea

@ Suponha-se que o automével desloca-se a uma velocidade de
10 Km/h na primeira meia hora de viagem e depois reduz
para a velocidade de 5 Km/h na segunda meia hora.
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=4 [axa de variacdo instantanea

@ Suponha-se que o automével desloca-se a uma velocidade de
10 Km/h na primeira meia hora de viagem e depois reduz
para a velocidade de 5 Km/h na segunda meia hora.

@ Apenas com o conhecimento da velocidade, consegue-se
identificar a posicdo do automdvel em cada instante: d(t).
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Taxa de variacao instantanea

@ Suponha-se que o automével desloca-se a uma velocidade de
10 Km/h na primeira meia hora de viagem e depois reduz
para a velocidade de 5 Km/h na segunda meia hora.

@ Apenas com o conhecimento da velocidade, consegue-se
identificar a posicdo do automdvel em cada instante: d(t).

e Grafico
d (Kms) d(o) =0 Kms
d(%) =2,5 Kms
d(%) =5 Kms
THL o d(z) == 6,25 Kms
N — d(1) =7,5 Kms
0 i % E 1‘ t (tempo em horas)

José J. Oliveira O processo de Hematopoiese visto por um Matemético



@ Taxa de variacao instantanea

o Grafico d (Kms)

5] S

|
|
| |
| |
| |
| |
0 i 3+ % 1 t(tempoem horas)
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@ Taxa de variacao instantanea

o Grafico d (Kms)

5] S

ot

|
|
| |
| |
| |
| |
0 i é :z 1t (tempo em horas)

@ Taxa de variacdo média

distancia percorrida
tempo gasto

Ty var. média =
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Taxa de variacao instantanea

o Grafico d (Kms)
] S
5 !
0 i 3+ % 1 t(tempoem horas)

@ Taxa de variacdo média

distancia percorrida

Ty var. média =
tempo gasto

o Exemplo:

d(1) —d(2) _7,5-25

1 3
1-3 2

Ty var. média[; 1] = ~ 6,7Km/h
47
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@ Taxa de variacao instantanea

o Griéfico d (Kms)

(] S

t (tempo em horas)
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@ Taxa de variacao instantanea

o Grafico 4 (Kms)
THl
5. o
0 i L % 1 ¢(tempo em horas)

@ Taxa de variacdo instantdnea num instante de tempo t é a
variacdo que estd a acontecer em d no momento t, ou seja é
a velocidade do automével no momento t. Representa-se por

d'(t).
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Taxa de variacao instantanea

o Griéfico d (Kms)

(] S

|
|
! I
I ! I
I ! I
I ! I
o
0 L L 3 1t (tempo em horas
i 5 3 po em horas)

@ Taxa de variacdo instantdnea num instante de tempo t é a
variacdo que estd a acontecer em d no momento t, ou seja é
a velocidade do automével no momento t. Representa-se por
d'(t).

o Exemplo:

()2 ()
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@, 8 Taxa de variacdo instantanea

@ Outra situacio:
Represente-se por x(t) a quantidade de dgua numa certa
barragem no instante de tempo t.
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@,, 8 Taxa de variacdo instantanea

@ Outra situacio:
Represente-se por x(t) a quantidade de dgua numa certa
barragem no instante de tempo t.

@ A taxa de variagdo instantanea, x/(t), corresponde a varia¢do
da quantidade de dgua na barragem no instante de tempo t.
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Taxa de variacao instantanea

@ Outra situacio:
Represente-se por x(t) a quantidade de dgua numa certa
barragem no instante de tempo t.

@ A taxa de variagdo instantanea, x/(t), corresponde a varia¢do
da quantidade de dgua na barragem no instante de tempo t.

@ x/(t) corresponde a diferenca entre a quantidade de dgua que
entra, E(t), e a quantidade de dgua que sai, S(t), no instante
de tempo t
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Taxa de variacdo instantanea

@ Outra situacio:
Represente-se por x(t) a quantidade de dgua numa certa
barragem no instante de tempo t.

@ A taxa de variacdo instantinea, x/(t), corresponde & variacdo
da quantidade de dgua na barragem no instante de tempo t.

X'(t) = E(t) — S(t),
com S(t), E(t) >0



Taxa de variacdo instantanea

@ Outra situacio:
Represente-se por x(t) a quantidade de dgua numa certa
barragem no instante de tempo t.

g T St

@ A taxa de variacdo instantinea, x/(t), corresponde & variacdo
da quantidade de dgua na barragem no instante de tempo t.

X' (t) = E(t) = S(t, x(1)),
com S(t,x),E(t) >0



Modelo de Hematopoiese

@ Quantidade de células sanguineas, em circulacdo no sistema
circulatério de um ser humano, no instante de tempo t: x(t)
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@ Quantidade de células sanguineas, em circulacdo no sistema
circulatério de um ser humano, no instante de tempo t: x(t)

@ A taxa de variagdo instantanea, x/(t), corresponde a variagdo
da quantidade de células sanguineas que estd a ocorrer no
instante t.
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@ Quantidade de células sanguineas, em circulacdo no sistema
circulatério de um ser humano, no instante de tempo t: x(t)

@ A taxa de variagdo instantanea, x/(t), corresponde a variagdo
da quantidade de células sanguineas que estd a ocorrer no
instante t.

e x/(t) corresponde a diferenca entre a quantidade de células
que sdo libertadas pela medula éssea e a quantidade de
células que morrem, no instante de tempo: t.
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Modelo de Hematopoiese

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t.

X'(t) = =M(t) + N(t)

M(t) > 0, é a mortalidade no instante t
N(t) > 0, é a reprodugdo de células no instante t
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Modelo de Hematopoiese

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t.

X'(t) = =M + N(t)

M > 0, é a taxa de mortalidade que se supde constante
N(t) > 0, é a reprodugdo de células no instante t
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Modelo de Hematopoiese

J
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- Modelo de Hematop0|ese
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Modelo de Hematopoiese

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t.

X'(t) = =M + N(t)

M > 0, é a taxa de mortalidade que se supde constante
N(t) > 0, é a reprodugdo de células no instante t
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Modelo de Hematopoiese

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t.

X'(t) = —Mx(t) + N(t)

M > 0, é a taxa de mortalidade que se supde constante
N(t) > 0, é a reprodugdo de células no instante t
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Modelo de Hematopoiese

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t.

X'(t) = —Mx(t) + N

M > 0, é a taxa de mortalidade que se supde constante
N > 0, é a taxa de reproducao que se supde constante
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Modelo de Hematopoiese

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t.

ren N
x'(t) = =Mx(t) + NE)

M > 0, é a taxa de mortalidade que se supde constante
N > 0, é a taxa de reproducao maxima de células
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Modelo de Hematopoiese

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t.

N
/
x'(t) = —Mx(t) + ———
(t) (t) 1+ x(t)
M > 0, é a taxa de mortalidade que se supde constante
N > 0, é a taxa de reproducao maxima de células
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Modelo de Hematopoiese

@ x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t .

X,(t) = —Mx(t) + m

e M >0, é a taxa de mortalidade que se supde constante
e N >0, é a taxa de reproducdo maxima de células
e t tempo em dias
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J' Modelo de Hematopoiese

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t. Modelo apresentado em [1].

X'(t) = —Mx(t) + 1+xl(Vt—r)

e M >0, é a taxa de mortalidade
o N >0, é a taxa de reproducao maxima de células
e r > 0 atraso

[1] M.C. Mackey & L. Glass, Oscilation and chaos in physiological control systems, Science, No. 197 (1977),

287-289.
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J' Modelo de Hematopoiese

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t. Modelo apresentado em [1].

N

X'(t) = —Mx(t) + Tox(t=n)

e M >0, é a taxa de mortalidade
o N >0, é a taxa de reproducao maxima de células
e r > 0 atraso

@ Nio se consegue obter explicitamente as solugdes, x(t) =77

[1] M.C. Mackey & L. Glass, Oscilation and chaos in physiological control systems, Science, No. 197 (1977),

287-289.
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J' Modelo de Hematopoiese

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t. Modelo apresentado em [1].

N

X'(t) = —Mx(t) + Tox(t=n)

e M >0, é a taxa de mortalidade
o N >0, é a taxa de reproducao maxima de células
e r > 0 atraso

@ Nio se consegue obter explicitamente as solugdes, x(t) =77

@ Sabe-se o comportamento de x(t) quanto t — +o0.

[1] M.C. Mackey & L. Glass, Oscilation and chaos in physiological control systems, Science, No. 197 (1977),

287-289.
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J' Modelo de Hematopoiese

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t. Modelo apresentado em [1].

N

X'(t) = —Mx(t) + Tox(t=n)

e M >0, é a taxa de mortalidade
o N >0, é a taxa de reproducao maxima de células
e r > 0 atraso

@ Nio se consegue obter explicitamente as solugdes, x(t) =77
@ Sabe-se o comportamento de x(t) quanto t — +o0.

— 2 s L - ..
0 xg = =MELMEAMN ¢ equilibrio positivo do modelo.

[1] M.C. Mackey & L. Glass, Oscilation and chaos in physiological control systems, Science, No. 197 (1977),

287-289.
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J' Modelo de Hematopoiese

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t. Modelo apresentado em [1].

N

X'(t) = —Mx(t) + Tox(t=n)

e M >0, é a taxa de mortalidade
o N >0, é a taxa de reproducao maxima de células
e r > 0 atraso

@ Nio se consegue obter explicitamente as solugdes, x(t) =77
@ Sabe-se o comportamento de x(t) quanto t — +o0.

—M+VM2+4MN 4
2M

= é equilibrio positivo do modelo.

e No futuro x(t) vai aproximar-se do equilibrio xp.

[1] M.C. Mackey & L. Glass, Oscilation and chaos in physiological control systems, Science, No. 197 (1977),

287-289.
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J all Modelo de Hematopoiese

@ Considerando r =6, M =0,5e N = 0,43 tem-se
0,43

X,(t) = —0, 5X(t) + m

o
15

X(t) milhdes por 0,1 mm®
o
o

o
IS
T

o
w

02 . . . .
0 10 20 30 40 50
tempo t

L
@ Equilibrio: xp ~ 0, 55.
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

’ Tipo de células ‘ densidade ‘ Tempo gestacdo
Plaquetas 5,6% ~7 dias
Glob. vermelhos 94,1% ~6 dias
Glob. brancos (60% neutrophils) 0,3% ~15 dias

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t.

N

X/(t) = —MX(t) + m

e M >0, é a taxa de mortalidade
e N >0, é a taxa de reproducdo maxima de células
e r > 0 atraso
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

’ Tipo de células ‘ densidade ‘ Tempo gestagdo ‘
Plaquetas 5,6% ~7 dias
Glob. vermelhos 94,1% ~6 dias
Glob. brancos (60% neutrophils) 0,3% ~15 dias

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t.

Ny n Ny . N3
1+x(t—7) 1+x(t—6) 14 x(t—15)

X'(t) = —Mx(t)+

e M >0, é a taxa de mortalidade
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J @l Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

’ Tipo de células ‘ densidade ‘ Tempo gestagdo ‘
Plaquetas 5,6% ~7 dias
Glob. vermelhos 94,1% ~6 dias
Glob. brancos (60% neutrophils) 0,3% ~15 dias

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no

instante de tempo t.

(1) = —Mx(t) 4 —

N>

N3

e M >0, é a taxa de mortalidade

Tox(t—7) 1+x(t-6) "

1+ x(t —15)

o Ny > 0, é a taxa de reproducao maxima das Plaquetas
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

’ Tipo de células ‘ densidade ‘ Tempo gestagdo ‘
Plaquetas 5,6% ~7 dias
Glob. vermelhos 94,1% ~6 dias
Glob. brancos (60% neutrophils) 0,3% ~15 dias

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t.

Ny N> Ns

X() = =Mx(t)+7 x(t—7) T x(t—6) "1 x(t—15)

e M >0, é a taxa de mortalidade
o Ny > 0, é a taxa de reproducao maxima das Plaquetas
e Np > 0, é a taxa de reproducdo maxima dos Glob. vermalhos
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

’ Tipo de células ‘ densidade ‘ Tempo gestagdo ‘
Plaquetas 5,6% ~7 dias
Glob. vermelhos 94,1% ~6 dias
Glob. brancos (60% neutrophils) 0,3% ~15 dias

e x(t) quantidade de células sanguineas em circulagdo no
instante de tempo t.

Ny N> Ns

X() = =Mx(t)+7 x(t—7) T x(t—6) "1 x(t—15)

M > 0, é a taxa de mortalidade

Ny > 0, é a taxa de reproducdo maxima das Plaquetas

N, > 0, é a taxa de reproducdo maxima dos Glob. vermalhos
N3 > 0, é a taxa de reproducdo maxima dos neutrophils
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes
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-J Modelo de Hematopoiese: generalizacoes

n , Meu abrago
~  de Boa Noite
para vocé!
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes
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-J Modelo de Hematopoiese: generalizacoes

n , Meu abrago
~  de Boa Noite
para vocé!
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes
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-J Modelo de Hematopoiese: generalizacoes

n , Meu abrago
~  de Boa Noite
para vocé!
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

Ou ent3o...
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

Segunda-feira

/
/
/

6

R S
—_ *///
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Modelo de Hematopoiese: generalizacoes

Terca-feira
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

Quarta-feira
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

Quinta-feira

José J. Oliveira O processo de Hematopoiese visto por um Matemético



J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

Sexta-feira
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J @l Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

Sébado
T

/ N
—~ «\\
- o,
\ 4
\V 4
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes
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Terca-feira
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Quarta-feira
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Quinta-feira
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Sexta-feira
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Assim...

é espectavel que os modelos bioldgicos sejam periddicos.
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J“' Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

] Tipo de células \ densidade \ Tempo gestacdo ‘
Plaquetas 5,6% ~7 dias
Glob. vermelhos 94,1% ~6 dias
Glob. brancos (60% neutrophils) 0,3% ~15 dias

Ny N N3

X'(t) = —Mx(t)

I xt=7) "1 x(t=6) T 1+ x(t—15)
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J“' Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

] Tipo de células \ densidade \ Tempo gestacdo ‘
Plaquetas 5,6% ~7 dias
Glob. vermelhos 94,1% ~6 dias
Glob. brancos (60% neutrophils) 0,3% ~15 dias

Ny N N3

X'(t) = —Mx(t)

I xt=7) "1 x(t=6) T 1+ x(t—15)

@ Considerando M, Ny, N, N3 dependentes do tempo de forma
perédica
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

] Tipo de células \ densidade \ Tempo gestacdo ‘
Plaquetas 5,6% ~7 dias
Glob. vermelhos 94,1% ~6 dias
Glob. brancos (60% neutrophils) 0,3% ~15 dias

TN, SO SR
1+x(t—7) 14+x(t—6) 1+ x(t—15)

X'(t) = —Mx(t)

@ Considerando M, Ny, N, N3 dependentes do tempo de forma
perédica

@ Supondo que o tempo de gestacdo das células também varie
de forma periédica
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

] Tipo de células \ densidade \ Tempo gestacdo ‘
Plaquetas 5,6% ~7 dias
Glob. vermelhos 94,1% ~6 dias
Glob. brancos (60% neutrophils) 0,3% ~15 dias

Ny N N3

X'(t) = —Mx(t) + 1+ x(t—7) + 1+ x(t —6) + 1+ x(t —15)

@ Considerando M, Ny, N, N3 dependentes do tempo de forma
perédica

@ Supondo que o tempo de gestacdo das células também varie
de forma periédica

@ Supondo que as taxas de reproducdo das células estio de
acordo com as respectivas densidades
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J“' Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

@ Por exemplo, considerando

1 1
M =0,6 (1 + 3 cos(27rt)> , Ny =0,03 (1 + 5 cos(27rt)> )

1 1
N> = 0,43 <1 + 5sen (27rt)> , N3=0,001 (1 + 5 cos(27rt)> ,
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@ Por exemplo, considerando

1 1
M =0,6 (1 + 3 cos(27rt)> , Ny =0,03 (1 + 5 cos(27rt)> )

1 1
N> = 0,43 <1 + 5sen (27rt)> ,  N3=0,001 (1 + 5 cos(27rt)> ,

@ obtém-se

1 COSs(\ &7
K(t) = —0,6 (1 + ;cos(27rt)> x(t) + 10403((:;2_ CO(SQQ;)t)))
0,43 (1 + Lsin(2rt)) 0,001 (1 + 3 cos(2rt))
1+ x(t —6—cos(2nt)) 1+ x(t— 15— cos(2t))
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Grafico de varias solugdes
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

@ Modelo de Hematopoiese generalizado periddico

/ _ < bi(t)
X' (t) = —a(t)x(t) + ; g rag v AL >0

comw >0, ne(0,1], a, b;, r; : R — RT fun¢des continuas e
w-periddicas.
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J il Modelo de Hematopoiese: generalizacdes

@ Modelo de Hematopoiese generalizado periddico

m
bi(t)
'(t) = —a(t)x(t : t>0
Y10 = o000+ X e 2
comw >0, ne(0,1], a, b;, r; : R — RT fun¢des continuas e

w-periddicas.
@ O modelo possui uma solugdo w-periédica positiva
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@ Modelo de Hematopoiese generalizado periddico

/ _ < bi(t)
X' (t) = —a(t)x(t) + ; g rag v AL >0

comw >0, ne(0,1], a, b;, r; : R — RT fun¢des continuas e
w-periddicas.

@ O modelo possui uma solugdo w-periédica positiva

@ A solucdo periddica é globalmente atractiva no conjunto de
todas as solucdes positivas caso exista T > 0 tal que

t m

anl ¢
(1n+ - fﬁ?/t Y S bi(s)e i awdugs < 1,
= —nt) =1

onde X é um minorante (conhecido) da solugdo w-periddica
positica e r(t) = max{ri(t)}.
1
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Muito obrigado
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