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Capitulo 1

Estruturacao topolégica de R"

Este é um capitulo de base, onde introduziremos algumas das propriedades ditas topolo-
gicas do espago R™. Sao propriedades relacionadas com a nocao de proximidade, que
conferem a R" a estrutura adequada para introduzir os conceitos de limite e continui-
dade.

1.1 O espaco vectorial R"

Para cada n € N, representa-se por R o produto cartesiano de n conjuntos iguais a R,

R" =RxRx---xR (1.1)
n vezes
constituido pelas sequéncias finitas X = (z1,z2,...,2y), com z1,Z2,...,T, € R.

Dados X,Y € R", com X = (z1,22,...,2,) ¢ Y = (y1,Y2,...,Yn), tem-se

X=Y se e s se T1=UYl, T9=Y2, +.-, Tp = Yn . (1.2)

Quando munido das operacoes usuais de adi¢cao e multiplicagdo escalar, definidas por

+: R"xR* — R" (3a)
(X)Y) — X+Y=(@1+22,....,20+Yn) ¢
RxR* — R”

(0,X) — a-X=(azi,...,az) (3b)

respectivamente, R™ constitui um espago vectorial real de dimensao n. Por uma questao

de simplicidade, escreveremos aX em vez de - X .
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Os elementos X de R" designam-se por wvectores e os nuimeros reais x1,x2, ..., T, por

coordenadas de X . A base candonica de R™ é o conjunto B = {ey, es, ..., e,} onde
er = (1,0,0,...,0), es = (0,1,0,...,0), ..., en = (0,0,...,0,1) (4)
Em R", o elemento neutro da adi¢do é o vector 0 = (0,0, ...,0), designado por zero, e

dado X = (x1,x2,...,%,), 0 seu simétrico é o vector —X = (—x1, —xa2,...,—Ty) .

1.2 Produto interno, norma e distancia

Nesta secgao abordaremos trés conceitos que nos permitirao avaliar a “posicao relativa”

de vectores, o “comprimento” de um vector e a “proximidade” entre elementos de R™.

1.2.1 Produto interno

Um produto interno em R™ é uma aplicacao de R"xR"™ em R que a cada par de vec-
tores X,Y € R" faz corresponder um nimero real < X,Y >, verificando as seguintes

propriedades (axiomas do produto interno)

PI1) <X, X>>0, VXeER" e <X, X>=0sse X=0 (
PI2) <X,Y>=<Y, X>, VX, YeR" (5b
PI3) <oaX,Y >=a <X,Y >, VX, Y €R", VaeR (
PIl4) <X+ Z)Y>=<X,Y>+<ZY>, VXY, ZcR" (

O espaco vectorial R” munido com um produto interno < -, - > diz-se um espaco euclidi-

ano e representa-se por (R™, < - - >).
Exemplo 1 Produto interno usual ou candnico, definido por

<X, Y >=ziy1 +x2y2+ - TnYn , VX, Y e R". (6a)
Exemplo 2 Produto interno definido em R? por

< X,Y >= 2x1y1 + 3202, VX,V € R%. (6b)

Dos axiomas do produto interno, extrai-se facilmente o seguinte resultado.

Propriedade 1 No espaco euclidiano (R™, < -,- >), com < -,- > um produto interno
qualquer, tem-se
<0, X>=<X,0>=0, VX e R". (7)
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Demonstracdo:
Fixemos arbitrariamente y € R™. Podemos escrever 0 = 0Y
Das propriedades (5b,c), vem entao

<X,0>=<0,X>=<0Y, X>=0<Y,X>=0
Num espaco euclidiano pode introduzir-se o conceito de ortogonalidade. Dizemos que

dois vectores X,Y € R"™ sao ortogonais relativamente a um produto interno < -,- >,
considerado, quando < X,Y >=0.

Exemplo 3 Em R?, munido com o produto interno canénico definido como em (6a), os
vectores U = (1,1) e V = (—1,1) sdo ortogonais e os vectores W = (1,2) e Z = (3, —1)

nao sao ortogonais.

Exemplo 4 Em R?, munido com o produto interno definido em (6b), U = (1,1) e

V = (—1,1) nao sao ortogonais e W = (1,2) e Z = (3, —1) s@o ortogonais.
Um resultado importante a que faremos referéncia frequentemente é o seguinte.

Teorema 1  [Desigualdade de Cauchy-Schwarz]

Consideremos o espago R™ munido de um produto interno < -,- >. Entao

(a) <K X)Y>< V<X, X>/<Y)Y >, VXY eR"

b)) <X, Y>=V/<X,X>/<Y)Y >
se e so se X = aY para algum escalar o € R.
Demonstracao:

(i) Suponhamos, em primeiro lugar, que X = 0.
Pela propriedade (7), sai que < X,Y >=0, VY € R", e a condigao (a) é verificada como
igualdade. A equivaléncia em (b) é verificada trivialmente com a =0 e X = aY

(ii) Suponhamos agora que X # 0.

<X)Y >
C < X,X ># 0, pod S id t iliar) Z=Y — ————
omo = 0, podemos considerar o vector (auxiliar) X X>
Por (5a), tem-se < Z,Z> > 0. Usando as propriedades do produto interno, tem-se suces-
sivamente
<X,)Y > <X,)Y >
Z2.7>>0 <— Y - ——— - X>>0
S < <X, X>" <X, X> =
<X,)Y > (< X,Y >)?
— <YY>-2——— <X YVY>4+—m= <X, X>>0
<X, X > +(<X,X>)2
(< X,Y >)?
= <YY>-—-——-+-2>0
<X, X>) ~
= (<X, Y>)P?<<X,X> <Y)Y>
= [<X,V>|< V<X, X>/<Y,Y >
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e fica assim demonstrado o resultado de (a).

Para (b), do que acabamos de ver, tem-se sucessivamente

<X, Y >|=V/<X,X>\/<Y)Y> — <ZZ>=0

= Z=0
— y_ <X,Y >
<X, X >
o que completa a demonstragao (o =< X,V >/ < X, X >). ]

1.2.2 Norma

Uma norma em R™ é uma aplicacdo de R"™ em R que a cada X € R"™ faz corresponder

um numero real | X ||, verificando as seguintes propriedades (axiomas da norma)

N1) | X||[>0, VXeR" e ||X|=0 sse X=(0,...,0) (9a)
N2) [[aX[=|af | X ], VX, Y €R", VaeR (9b)
N3) [[X+Y S| X ||+ Y], VX, Y € R" (desigualdade tringular) (9¢)

O espaco vectorial R™ munido com uma norma || - || diz-se um espago normado e

representa-se por (R™, || - ||).

Exemplo 5 Norma euclidiana ou norma dois, definida por

| X o=l @1 wn) 2= yfo? +ad+- 4 a2 (10a)
Exemplo 6 Norma do mdximo ou norma infinito, definida por
I X oo = I (@1, #n) Jloo = max{ |z, [z2], ..., [2n] } (100)
Exemplo 7 Norma da soma ou norma um, definida por

X =1 (1ssmn) o= ]+ o]+ 4 ] (10¢)

Dos axiomas da norma, deduz-se facilmente o seguinte resultado.
Propriedade 2 No espago normado (R™,|| - ||), com || - || uma norma qualquer, tem-se
=X =X, VvXeR". (11)

Demonstragdo: Consequéncia imediata da propriedade (9b). [
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Observagoes

1. Todo o produto interno < -,- > de R" induz uma norma || - || em R", chamada

norma induzida, que se define pondo, para cada x € R",
| X ||=v<X,X>. (12)

2. Se considerarmos em R™ um produto interno < -,- >, e se for || - || a correspondente

norma induzida, a desigualdade de Cauchy-Schwarz traduz-se por

(@) [<XY>[<[|X|[IY], vX,YeR"

(b0) <X, Y >[=[X][]Y]
se e so se existe « € R tal que X = aY.

3. Nas condigdes da observacao 2, tem-se que, dados X,Y € R"\{(0,...,0)},

< X,Y > <1,
XY
pelo que
<X, Y >
1< S T, (13a)
XY
Podemos entao concluir que, dados arbitrariamente X, Y € R™\{(0,...,0)}, existe
um tnico nimero real 6 € [0, 7] tal que
<X,Y >
cosf) = —————— (13b)
XY
ou seja, tal que
<X, Y>=|| XY ] cost (13¢)
O ntumero real 6 designa-se por dngulo entre os vectores nao nulos X e Y.
4. Dadas duas normas quaisquer em R", digamos || - |« e || - ||, existem sempre
dois nimeros reais positivos, a, 8 € R, tais que
al X <[[X]x < BIX][, VXeR", (14)

o que se traduz dizendo que em R™ quaisquer duas normas sao equivalentes.

A equivaléncia entre normas garante que todos os conceitos e resultados de R"™
relacionados com a nocgao de proximidade e que, em geral, sdo definidos em termos
de uma norma, serao validos independentemente da norma considerada. Por esta
razao, usaremos indiferentemente as normas || - |l2, || - [leoc € || - |1 quando

falarmos de limite, continuidade, etc.. |
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1.2.3 Distancia

Uma distancia em R™ é uma aplicacao de R™xR"™ em R que a cada par de vectores X,Y €
R™ faz corresponder um numero real d(X,Y’), verificando as seguintes propriedades

(axiomas da distancia)

D1) d(X,Y) >0, VX, YeR", e d(X,Y)=0seesése X =Y (15a)
D2) d(X,Y)=d(Y,X), VX,Y € R" (15b)
D3) d(X,Y)<d(X,Z)+d(Z)Y), VX,Y,Z € R" (desigualdade tringular)  (15c¢)

O espaco vectorial R” munido de uma distancia d diz-se um espago métrico e representa-
-se por (R",d).

Exemplo 8 Distancia euclidiana definida por

d2(X7 Y) = \/('Tl - y1)2 + (x2 - y2)2 et (xn - yn)27 (160’)

com X = (x1,...,2n), Y = (Y1, -, Yn)-

Exemplo 9 Distincia discreta definida por

0 se X=Y
do1(X,Y) = (16b)
1 se X#Y
[
Observacgoes
1. Toda a norma || - || de R" induz uma distancia d em R"”, definida por
dX,Y) = X-Y|, VX,YEeR". (17a)

2. Da observagao anterior, sai que todo o produto interno < -,- > de R" dé origem a

uma distancia d em R", definida por

dX,)Y)= /<X -V, X -Y >, VX, Y €R". (170b)

3. Para além da distancia euclidiana introduzida em (16a), também resultam de uma

norma, por exemplo, a distancia do mdzximo

doo(X,Y) = | X =Y ||oo = max {|z1 —y1|, 22 = 92|, ..., [2n —ynl}, (18a)
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com X = (z1,...,2,), Y = (Y1, .., Yn)-

e a distancia da soma (ou Pombalina)
Q(X,)Y) =X =Y = |o1 =yl +|z2 =gl + - + |20 — ynl, (180)

COmX:(l‘l,...,xn),Y:(yla-"ayn)‘ =

Exercicios

1. Seja f: R xR — R a aplicacdo definida por f(x,y) = zy. Mostre que f é um

produto interno em R.
2. Seja < -,- > um produto interno definido em R™.

(a) Mostre que a norma induzida

I-]]: R* - R
X = J<X,X>

é de facto uma norma em R";
(b) Determine a norma em R™ induzida pelo produto interno candnico.
3. Considere a aplicacdo h: R2xR? — R definida por h((z1, z2), (y1,y2)) = 22191+
3x2ys2 .
(a) Verifique que h é um produto interno em R?;
(b) Determine a norma em R? induzida pelo produto interno apresentado.
4. Mostre que g: R3 x R — R tal que g(X,Y) = 22191 + 2192 + 2291 + 3w2y2 —

T1Y3 —T3y1 +x3Y3 , para quaisquer X = (z1,22,23) e Y = (y1,y2, y3) em R3, define

um produto interno em R3 .

5. Verifique que, em R?® munido com o produto interno canénico, os vectores e; =
(1,0,0), e2 = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1) s@o ortogonais dois a dois.

6. Determine os vectores de R? que, relativamente ao produto interno canénico, sao

ortogonais ao vector U = (1,1,1).
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7. Considere o produto interno definido em R? por
< X,Y >=2x1y1 + 2192 + 2211 + 322y2, X = (21,22), Y = (y1,¥2)-

(a) Sejam U = (—1,0), V = (0,2). Calcule < U,U >, < V,V > < U,V >,
< U+2V,—2U +3V >.

(b) Apresente W, Z € R?\{0} que sejam ortogonais relativamente a < -, > .

8. Considere as aplicacoes de R™ em R definidas por

| X lla= \fa? + a3+ +a2,
| X o= max { o, foal, -}

X = faa] + |22| + - 4 [,

para qualquer X = (z1,...,x,) em R™. Prove que estas aplicagdes sdo normas em
R™,
9. Considere o espaco R?® munido separadamente das normas ||. [|2, || . [l € || - |1

definidas para n = 3. Em cada caso, calcule a correspondente norma do vectores
U=(0,0,1),V=(1,2,3) e W=(-4,0,5).

10. Considere as normas ||. ||2, ||. |lcc € || |1 definidas no exercicio 8.

(a) Para n =2, esboce as correspondentes bolas B((0,0),1).

(b) Considere n = 3. Mostre que, para cada X €R3, se tem

Xl < T X [l2<IX 1< 31X [, VX ER

11. Sejam < -,- > um produto interno em R™ e || - || a correspondente norma induzida.

Mostre que:

(@) | X+Y |2 + [ X-V[P= 2 X2 +2] V|2, ¥X,VeR™;

O) [ X+Y [ X-Y[<[X*+ |Y[* VX, YeR™

() < X+Y,X-Y>=0seesose | X|[=]|Y];
)

(d) [ X+AY[|[>|| X, VAER, seesdése <X, Y >=0.
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Seja dp1: R? x R? — R definida por d(X,Y) =0se X =Y e d(X,Y) =1 se

X #£Y.

(a) Mostre que dp; é uma distancia em R2.

(b) Esboce ou especifique cada um dos conjuntos
{([E, y) € Rz : dO,l ((x7y)a (07 O)) < k} )

i 1
onde k assume, alternativamente, os valores 3 1,2.
Determine a norma e a distancia induzidas em R"” pelo produto interno canénico.
Determine a distancia induzida em R"™ pela:

(a) norma do maximo, isto é, pela norma ||(z1,...,Zn)|lcc = max{|z1],...,|znl};

(b) norma da soma, isto é, pela norma ||(z1,...,2,)||1 = |x1] + - + |20l
Represente geometricamente a bola B((2,1),2) quando em R? se considera:

(a) a métrica induzida pela norma euclidiana, (z,y) — ||(z,y)||2;
(b) a métrica induzida pela norma do maximo, (z,y) — ||(z, y)||co;

(¢) a norma da soma; (z,y) — ||(z,y)]|]1.
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1.3 Algumas nocoes topologicas

Os conceitos que passaremos a introduzir nesta seccao estao fortemente relacionados
com a nogao de norma. Assim, passaremos a considerar o espaco R™ munido de uma

norma | - || e representaremos por d a correspondente distancia induzida.

1.3.1 Bola no espago R”

Sejam A€R™ e reR*. Chama-se bola de centro A e raio r ao conjunto

B(A;r)={XeR": | X-Al<r}={XeR": d(X,A) <r} (19)
y y
T T
B
B(B,r) B(C,r)
x,
Figura 1: Bola em R? segundo as normas || - ||z, || - [leo € || - |1, Tespectivamente.

Observagao

O conceito de bola estende a R™, n > 2, a nocao de intervalo aberto limitado.

1.3.2 Conjunto aberto

Consideremos um conjunto A C R™ e seja X um ponto de A.

Dizemos que X é ponto interior de A quando
dr>0: B(X,r) CA (20)

Designamos por interior de A o conjunto int(A) constituido por todos os pontos interi-
ores a A.
E imediato que int(A) C A.



1.3. ALGUMAS NOCOES TOPOLOGICAS 11

Exemplo 10
(a) Se A=]1,2] x [-1,0] entdao int(A) =]1,2[x]—1,0].

(b) Se B =]1,2] x ([-1,0[NQ) entao int(B) = (), porque toda a bola com centro em

algum ponto de B contém pontos de ordenada irracional.

(c) Se C = {(il) neN} entao int(C) = 0.
(d) Se D= {1,2} x R entao int(D) = 0.

(e) Se E =R?entdo int(E) = R2. =

Um conjunto A C R™ diz-se aberto quando int(A) = A.

Exemplo 11
(a) Para quaiquer A € R" e r € RT, a bola B(A,r) é um aberto.

(b) A=]1,2[x]—1,0[ é aberto e B =]1,2[ x (] — 1,0[NQ) nao é aberto.

(c) C= {(le’ 1> :nE N} nao é aberto.

(d) E =R? é aberto. [

1.3.3 Conjunto fronteira

Sejam A CR™ e X € R".
Dizemos que X é ponto fronteiro de A quando qualquer bola de centro em X contém

pontos em A e no seu complementar R™ \ A, ou seja, quando
Vr>0, BX,r)NA#0 e B(X,r)Nn(R"\A) #0. (21)

Designamos por fronteira de A o conjunto fr(A) constituido por todos os pontos fron-
teiros de A.

Exemplo 12
(a) Se A=]1,2] x [-1,0] entao fr(A) =1[1,2] x {—1,0} U{1,2} x [-1,0].

(b) Se B =]1,2] x ([-1,0[NQ) entao fr(B) = [1,2] x [—1,0], porque toda a bola com
centro em algum ponto de [1,2] x [—1,0] contém pontos de ordenada irracional e pontos

de ordenada racional.
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(c) Se C= {(:L, 1) i neE N} entao fr(C)=CU{(0,1)}.
(d) Se D= {1,2} x Rentao fr(D)=D.

(e) Se E =R?entdo fr(E)=0. [

1.3.4 Conjunto fechado

Sejam ACR™ e X € R".
Dizemos que X é ponto aderente ao conjunto A quando existem pontos de A arbitra-
riamente préximos de X (independentemente de X ser ponto de A ou nao), isto é,
quando

Vr>0, B(X,r) NA#( (22)

Designa-se por aderéncia de A, ou fecho de A, o conjunto A constituido por todos os
pontos aderentes a A.
E imediato que A C A.

Exemplo 13

(a) Se A=]1,2] x [-1,0[ entdao A = [1,2] x [-1,0].

(b) Se B=]1,2] x ([~1,0[NQ) entdao B = [1,2] x [~1,0].
(c) Se C = {<i1> ne N} entdo C = C'U{(0,1)}.
(d) Se D= {1,2} x Rentdo D = D.

(e) Se E =R?entio E = R2. [

Um conjunto A C R” diz-se fechado quando A = A .

Exemplo 14

(a) A= [1,2] x [-1,0] é fechado.

(b) C= {(711,1): neN} nao é fechado.

(c) E =R2 ¢ fechado. [
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Propriedade 3 Seja A um subconjunto de R™. Entdo:

(a) int(A) C A, fr(4) = fr®"\ A), fr(A) CA, AC4;

(b) A= fr(A)Uint(A); (reunido disjunta)
(c) int (R"\A) = R"\ 4;

(d) R7\ A = R"\int(A).

Demonstracao:
Os resultados de (a) sdo consequéncia imediata das definigdes.
Para (b), basta mostrar que A C fr(A) Uint(A). A inclusdo contrdria (D) é consequéncia de
(a).
Seja X € A. Entao Vr >0, B(X,7r)NA# (.
e No caso em que existe r* > 0 tal que B(X,r*)C A, conclui-se que X € int(A).
e Caso contrario, conclui-se ainda que Vr > 0: B(X,r)N(R™\ A) # 0, peloque X € fr(A).

Para (c), atenda-se a que

X emt(R"\A) <= FIr>0: B(X,r)C
N

Para (d), atenda-se a que

X e R™\ int(A) X & int(A)
Vr>0: B(X,r) ¢ A
Yr>0: B(X,r)N(R"\ A) #0

XeRr\ A

1ot

Teorema 2

)

Um conjunto A C R"™ € fechado(aberto) se e sé se o seu complementar R™ \ A ¢
aberto(fechado).

Demonstragao: Pelas definigoes de conjunto fechado e aberto e pela alinea (c) da propriedade
anterior, conclui-se que
A éfechado & A=A
& R"\A=R"\A4A
< R"\ A=int(R"\ A)
< R"™\ A é aberto. [
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Teorema 3 Sdo vdlidas as seguintes propiriedades:
1. Se A, B C R"™ sdo abertos, entao AN B € aberto;
2. Se A, B C R" sdo fechados, entdo AU B é fechado;

3. Se (Aj);c; € uma familia de abertos, entdo U A; € aberto;
el
4. Se (Ai);cr € wma familia de fechados, entdo m A; € fechado.
el
Demonstracao:
1. Sejam A, B C R" abertos.

Mostremos que AN B C int(A N B), pois a inlusdo (D) é trivial.

Seja X € ANB. Entdo X € Ae X € B. Como A e B sdo abertos, X € int(4) e
X € int(B), pelo que, existem 1 > 0 e ro > 0 tais que B(X,r) C A e B(X,r3) C B.
Tomando r = min{ry, ro}, tem-se que B(X,r) C B(X,r;) C Ae B(X,r) C B(X,r2) C B,
donde B(X,r) CANBe X € int(AN B);

2. Este ponto é consequéncia do ponto 1. e do Teorema 2. Com efeito,

A, B sdo fechados = R"\ A,R"\ B sao abertos
(R™\ A) N (R™\ B) ¢ aberto
R™\ (AU B) é aberto

AU B ¢ fechado.

T ol

3. Seja (A;);c; uma familia arbitraria de abertos.
Mostremos que J;c; A; € int (U;c; 4i), pois a inlusdo (2) é trivial.
Seja X € J,.; A;. Entdo X € A para algum k € I. Como Ay é aberto, entdao X €

iel
int(Ag), existindo r > 0 tal que B(X,r) C A, € U;e; Ai- Logo X € int (U, Ai)-
4. Analogamente ao ponto 2., este ponto é consequéncia do ponto 3. e do Teorema 2. ]

Observagoes
1. H4 conjuntos que nao sao abertos nem fechados. Por exemplo, A = [0, 1[x[0, 2];

2. Ha conjuntos que sao, simultaneamente, abertos e fechados. Os tnicos exemplos
sao ) e R™ (repare-se que, A C R"™ é simultaneamente aberto e fechado se e s6 se
int(A) = A se e s6 se fr(A) = 0, pela Propriedade 3, alinea (b));

3. A interseccao infinita de abertos pode nao ser um aberto.

11
Por exemplo, para cada n € N, o conjunto A, = }—, — [ x]1,2[ é um aberto em R2.
n'n

No entanto, m A, = {0}x]1,2[ ndo é um aberto em R?;
neN
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4. A reunido infinita de fechados pode nédo ser um fechado.

Por exemplo, o conjunto B =)0, 1[x]0, 1], ndo é um fechado em R2.

No entanto, B = U {X}, sendo cada {X} um conjunto fechado em R?;
XeB

5. Para todo o conjunto A C R™, tem-se que int(A) é aberto e A é fechado;

6. Se A C B; entdo int(A) Cint(B) e A C

ol

s

7. int(AN B) = int(A) Nint(B), int(AUB) D int(A) Uint(B);

8. AUB=AUB, ANBCANB. =

1.3.5 Conjunto Derivado

Sejam A CR™ e X € R".

Dizemos que X é ponto de acumulacdo do conjunto A quando existem pontos de A,

distintos de X, arbitrariamente préximos do ponto X, ou seja, quando
Vr>0:(B(X,r)\{X})nA# 0. (23)

Designa-se por derivado de A o conjunto A’ constituido por todos os pontos de acu-

mulacao de A.

Um ponto X € A diz-se um ponto isolado de A quando X nédo é ponto de acumulacao
de A, ou seja, quando
Ir>0:B(X,r)NnA={X} (24)

Exemplos

(a) Se A=10,1[x[0,1[U{(1,1),(2,2)} entao A" = [0,1] x[0,1] e (2,2) é o tinico ponto
isolado de A.

1
(b) Se B = { < , 1) i ne N} entdo B’ = {(0,1)} e todos os pontos de Y sao isolados.
n

(c) Se C =N x N entao ¢’ = () e todos os pontos de A sdo isolados.

(d) Se D={(q,1): g € Q} entdo D' =R x {1} e B nao possui pontos isolados.
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Propriedade 4 Seja A C R™. Entao:
(a) A=AUA .

(b) A CR" € fechado se e s6 se A’ C A.

Demonstragao:
Para (a), a inclusao no sentido reciproco é imediata a partir das definigdes.
Mostremos entdo que se X € A mas X ¢ A entdo X € A’
Seja X € A\ A. Logo
Vr>0:B(X,1)NA#£0 AN XA

pelo que
Vr>0,3Y e B(X,”m))NA AN Y #X

donde
Vr >0, (B(X,")\{XHNA#)

que equivale a dizer que X € A’.

O ponto (b) surge como uma consequéncia do ponto (a). Deixo como exercicio a formalizagio

do raciocinio. m

1.3.6 Conjunto compacto

Seja A C R™.
Dizemos que A é um conjunto limitado quando existe uma bola que contém A ou seja,

quando
3X e R",Ir e RY: A C B(X,7). (25a)

Uma vez que é sempre possivel escolher X = (0,...,0) € R", A serd limitado quando
Ir e RT: A C B((0,...,0),7). (25b)
ou equivalentemente quando
JreRT:VX € A | X ||I< 7 (25¢)

Dizemos que A é um conjunto compacto se A é simultaneamente fechado e limitado.



1.3. ALGUMAS NOCOES TOPOLOGICAS 17

Exemplos
1. R™ nao é compacto porque nao é limitado.
() é compacto;

2. A=]0,1] x [0,1] e B = [0,+00[ x {2} nao sdo compactos

(A é limitado mas nao é fechado; B é fechado mas nao é limitado.);

3. E=10,1] x[0,1] e F=([0,1]U{5}) x {3} sa@o compactos. [

Exercicios

1. Considerando em R? a distancia euclidiana, determine o interior, a aderéncia, a

fronteira e o derivado de cada um dos seguintes subconjuntos de R?:

A =]0,2[x]1,3[ G =1[0,2] x (QN[3,4))

B=1[0,2] x [1,3] H={(%1): neN}

C =10,2]x]1, 3] I={1:neN}x][L2

D =]0,2[x{3,4} J={(z,y) : z>y*}

E=[0,2] xR L = B((0,0),1)

F=NxN M={(z,y): 0<z<1AO0<y<uz}

2. Considere o espaco vectorial R? munido da norma euclidiana.

(a) Apresente conjuntos A, B CR? tais que A seja limitado e B ndo seja limitado.

(b) Diga se cada um dos seguintes conjuntos é ou nao limitado.

A={(z,y): 0<zx<1l, 0<y<3}

22 o2
B:{(w,y): 4—|—y9<1}

C={(z,y): <10, 0<y<e"}

T T
= . = = —< —_
D {(m,y) T =sena,y tga,4_a<2}

E={(z,y): z<y}
F={(z,y): 2=1, -1<y<1}
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G={(1,n): neN}
H:{(l,;)i neN}
I=([0,2) N Q) x([-1,2] N R\Q)

3. Em R?, apresente:

(a) uma familia de abertos cuja intersec¢ao nao seja um aberto;

(b) uma familia de fechados cuja reuniao nao seja um fechado.
4. Quando possivel, apresente um subconjunto A de R? que:

(a) nao seja aberto nem fechado;
(b) seja simultaneamente aberto e fechado;

c) seja aberto e limitado;

)
)
(c)
(d) seja fechado e ndo limitado;
)
)
)
)

e) seja finito e nao limitado;

(f) coincida com o seu derivado;
coincida com a sua fronteira;

(g
(h

cuja fronteira seja o conjunto vazio.

5. Diga, justificando, se cada uma das seguintes afirmagoes é verdadeira ou falsa:

(a) se A C R? é aberto entdo A ndo é limitado;

(b) se ACR? é aberto e BCR? é fechado entdo AU B nao é aberto nem fechado;
()
(d) se ACB CR? e B é fechado entdao A é fechado;

c) se ACR? é aberto e x € A entdo A\{x} é aberto;

)
(e) se ACB C R? e B é fechado entdo AC B;
(f) se FCR? é fechado e ACR? é aberto entdo F\ A é fechado;
(g) R2\{(0,0)} é aberto;
(h) {(z,y) €eR?*: z € A}, com A aberto de R, ¢ aberto;

(i) se A C R nao é aberto entdao A é fechado;
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6. Diga quais dos seguintes subconjuntos de R? sdo compactos:

A={(z,y): x>0} B={(z,y): x=sena, y=cosa, 0<a<m/2}

C={(z,y): *+y* <1} D={(z,y): zy>1}n{(z,y): 2* +y* <4}

E={(z,y): 0<2<1} F={(z,y): logz <y<e”}
GCR?, G finito H={(z,y): 2=1/n,neN, 1<y<3}
I={(z,y): x<y<4} J={(z,y): =0, ye[0,1]}

L C [0,2][x]1,3], L fechado M={(z,y): |z|+y| <1}
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Capitulo 2

Sucessoes em R

Neste capitulo faremos uma extensao breve das principais propriedades das sucessoes
de ntimeros reais as sucessoes de elementos do espaco R™. O estudo desenvolvido neste
capitulo serd util nos capitulos seguintes, nomeadamente quando introduzirmos a nocao
de limite no contexto das func¢bes de varias varidaveis. Em todo o capitulo, iremos

considererar o espa¢o R™ munido de uma norma || - ||.

2.1 Sucessao; subsucessao; sucessao componente

Uma sucessao em R™, i.e. uma sucessao de elementos de R™, é uma aplicagao u de
dominio N com valores em R™

vu: N — R™
n — un)=u,

(1)

que a cada n € N faz corresponder um unico elemento u, € R™. A imagem por u do
genérico n designa-se por termo de ordem n ou termo geral da sucessao. Cada termo uy,

da sucessao é um elemento de R™, possuindo assim m coordenadas, digamos
Up, = (Ui, U2ny - - - Umn), para cadaneN. (2)
Para indicar a sucessao u, usaremos as notagoes

(un)neN ) (un)n ) ou (ulny U2ns - -+, umn)n .

Exemplo 15
1
Em R3, consideremos a sucessao (un),, definida por u, = (, 0,n+ 1), neN.
n
- 1 1
Os seus termos sao u; = (1,0,2), ug = <2,0,3>, ug = <3,O,4>, m

21



292 CAPITULO 2. SUCESSOES EM R™

ao (u ubsucessao é u ica
Dada uma sucessao (un), em R™, uma sua subsucessdo ¢ uma qualquer restricao da

aplicagao u: N — R™ a um subconjunto infinito de N, digamos a
N* ={ni, no, ..., np, ...} com np<ng <---<np<...

Tal subsucessao representa-se por (unp)p N

Exemplo 16
Consideremos a sucessao (uy), de R? definida no Exemplo 15. Uma subsucessao de

(un),, €, por exemplo, a sucessao constituida pelos termos de ordem par, i.e. por

1 1 1
unl = U2 = (25073>) unz = U4 = <47075)5 ung = U = <6)O)7>7

escrita na forma geral por

1
(unp)pEN = (u2p)peN = %7 07 2p +1
peN

Outro exemplo € a sucessao constituida pelos termos cuja ordem é multipla de 10,

1 1 1
Up, = U0 = <1070711>7 Upy = U220 = <2070721>7 Ung = W30 = <3070731>7

escrita na forma geral por

1
(Un, )pen = (u10p) = (,O, 10p + 1>
" vren 10p peEN

Nao sao subsucessoes de (uy),,:

1 1
1,0,2 -,0,3 -,0,4);
(7a)7<277>7<377)7

2. troca de ordem de alguns termos

1 1 1 1
1,0,2 -,0,4 - — -
( 707 )7(3707 >7<27O?3>?<47075>7<57076)7 )

3. existéncia de termos que nao sao termos de (up)n

1 1 1
1,0,2),(1 -,0,4 - -
()0) )7(a0a0))<3707 )7<47075)7(550a6>5

1. sequéncias finitas
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Dada uma sucessao (uy),, em R™,
Up = (ulna U2nyy - - - 7umn)m

designa-se por sucessdo das primeiras componentes de (uy,), & sucessdo em R, (u1p)n,
isto é

U1, W12, U135 -+, Ulny - - - -
A sucessao em R, (u2y)n, cujos termos sao

U221, U22, U23, « - - , U2ny + - -

designa-se por sucessao das sequndas componentes.

Assim, definem-se as m sucessoes componentes em R
(Ukn),, k=1,2,....,m.

da sucessao (up)n.

Definir uma sucessao em R™ equivale assim a definir m sucessoes em R. Esta identi-
ficacao serd aproveitada ao longo de todo o capitulo, na medida em que ird permitir
uma transposicao imediata, para sucessoes de R™, das propriedades ja estudadas para

as sucessoes reais no Célculo.

2.2 Sucessao limitada
Uma sucessao (uy,),, diz-se limitada quando o conjunto dos seus termos,
T = {u, :n € N},
¢ limitado em R™, ou seja, quando
IMeR": |up <M, VneN (3)

Propriedade 5

Toda a subsucessao de uma sucessao limitada € também limitada.
Demonstragdo: Sendo (uy), uma sucessao limitada, entdo o conjunto dos seus termos
T ={u,:n €N}

¢ limitado. Dada uma subsucessao (un,), de (un)n, tem-se que o conjuntos dos seus
termos

S ={un, : p € N}
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estd contido em 7, logo S é também limitado, donde a subsucessao (uy, ), ¢ limitada. m

Um resultado importante, que se revela muito 1til quando se trata de averiguar se uma

sucessao ¢ limitada, é o seguinte.

Teorema 4

Uma sucessao (up), € limitada em R™ se e s6 se cada uma das suas m sucessoes

componentes, (Up),, k=1,2,...,m, € limitada em R .

Demonstragao

Vamos fazer a demonstragéo recorrendo & norma infinito (¢f. a definigdo (100) do capitulo I).

e Suponha-se que (uy),, é limitada em R™.
Entao IM eRY: |uy |l <M, YneN,
ouseja, IM eRT: max {|uw |, |uanl|, -y | Umn|} <M.
Consequentemente, 3IM €RT: VneN, (|u, [KM A ... A |Upn |[KM),

pelo que cada sucessao (ugy,),, ¢ limitada em R.

e Reciprocamente, suponha-se que cada sucessao (ugy),, € limitada em R, £ =1,2,...,m.
Entao
IM; € R gy, | < My, Vn € N,
IMy € R | ugy, | < My, Vn € N,

M €RY | wpn | < My, V€N,

e pondo M = max{M;, My, ---, M,,}, resulta
(|u1n|§M7 |u2n|§M7 R |umn|§M)v vn € N

donde
ltnloo < M, VneN

significando que a sucessao (uy),, ¢ limitada em R™. [

Exemplo 17

Consideremos em R? as sucessoes (uy,),, e (vy), definidas por

un:<1,(_n?n>, vn:<n,(_n12)n>, VneN (4)

Pelo Teorema 4, é imediato que (uy,), é limitada e que e (vy), nao é limitada. [
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2.3 Limite de uma sucessao

Dada uma sucessao (uy),, em R™ e um elemento L € R™, dizemos que a sucessao (uy),,
converge para L, ou que L é o limite da sucessao (un),,, quando existe uma ordem a
partir da qual todos os termos da sucessao estao tao préoximos de L quanto se queira.
Ou seja, a partir de uma ordem suficientemente grande, todos os termos da sucessao
estao arbitrariamente préximos de L.

Formalmente, dizemos que (u,), converge para L, denotando-se por

lim up,=L ou wu,—L

n=-+oo
se

Vo >0,FpeN:n>p=u,—L|<d (5)
ou equivalentemente

V6 >0,IpeN:n>p=u, € B(L,9) (6)

Da definigao (6) sai que, quando limwu, = L, é possivel colocar todos os termos da
n
sucessao numa bola aberta centrada em L com raio arbitrariamente pequeno, a excepcao,

possivelmente, de um nimero finito de termos (aqueles até a ordem p, inclusive).

Se uma sucessao (uy), converge para algum L € R™, diz-se que (un),, é convergente.

Caso contrério, diz-se que (uy),, é divergente.

Exercicio 1

Sejam (uy,), uma sucessao de R™ e LeR™.

(a) Use a defini¢ao de limite para mostrar que
limu, =L = lim ||u, | =|L| (7)
n n
Sugestdo: Comece por mostrar que

[ | <HLA 4 un =L A LI <[ un || + [Fun =Ll

e conclua que
[ un (=1L < [[un =Ll

(b) Mostre que o reciproco da implicagdo (7) é verdadeiro se e s se L = (0,...,0). m
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Teorema 5

Sejam (uy), uma sucessao em R™ e L € R™, com

Up = (Uin, U2ns - Umn) , L= (l1,l2,.. ., lm).

Entao (uy), converge para L se e s6 se cada wma das suas m sucessoes componentes
(Ukn),, converge para ly, k=1,2,...,m.
Demonstragao (recorrendo & norma infinito)

e Suponha-se que (uy), converge para L.

Entao V6>0, IpeN:n>p=fu,—L|<d,

ouseja, V6>0, IpeN:n>p=max{|un—Ili|, .- | Unn—In]|} <3,
donde V6>0, FpeN:n>p=(|un—U|[<OA ... A Unn—1ln]|<d),
pelo que cada sucesséo (ugy), converge para lp, k=1,2,...,m.

¢ Reciprocamente, suponha-se que cada sucessao (uxy), converge paral,, k=1,2,...,m.

Entao, dado § > 0, arbitrério,

G eN: n>p = |lu,—UL] <9
E'ngNZ n>p2:>|u2n—lg|<5

Ipm €N 1 n>pp = |umn —ln| < 0

e pondo p = max {p1,p2, -+ ,Pm}, resulta que
n>p:>(‘u1nia1|<5a ‘u2n7a2|<6a R umn*am|<5)
Consequentemente,

V6>0, JpeN:n>p = [Jup—L|lec< ¢

significando que a sucessao (u,), converge para L. [ ]

O Teorema 5 permite estender, de forma imediata, as sucesstes em R muitos dos re-

sultados conhecidos para sucesstes de niimeros reais. Alguns exemplos sdo os seguintes.
Propriedade 6

(a) Se (uy), € convergente em R™ entdo o seu limite é unico.
(b) Se (uy),, converge para L € R™ entdo qualquer sua subsucessao converge para L.

(c) Toda a sucessao convergente € limitada.
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(d) Dadas as sucessoes (uy,),, e (vy), convergentes para U e V', respectivamente, entdo

(i)  lm (up+uv,) =U+V (8a)

(i)  lim (oqu,) =aU, VYaeR (8b)

(ii7) lim (uy, ,v,) = (U, V) produto interno euclidiano (8¢)

(1v) lim || u, ||[=] U || norma qualquer (84d)
Demonstracdo:

(a) Seja (uy),, uma sucessdo convergente em R™.

Suponhamos que existem A,B € R™, A = (a1,a2,...,am), B = (b1,ba,...,by), tais
que limu, = A e limu,, = B. Pelo Teorema 5, conclui-se que, por um lado, cada (ug,),,
n n

converge para ay, e, por outro lado, cada (ug,), converge para by. Da unicidade do limite
de sucessoes reais, sai que ap = bg, k=1,2,...,m, donde se conclui que A = B.
(b) Seja (u,),, uma sucessdo convergente para A, com

Up, = (Utn, Udpy - -« s Umn) , YN E N | A= (a,a2,...,am)

Pelo Teorema 5, cada (ugy,), converge para aj.

Seja agora (unp)p uma subsucessao de (uy,),,, com

Un, = (Ulnpau2np7"'7umnp), Vp eN.

Para cada k = 1,2,...,m, a sucessao real (u;mp)p é uma subsucessao da sucessao real
(Ukn),, €, portanto, também (u;mp)p converge para ay. Logo, (unp)p converge para A.
(c) Seja (uy,),, uma sucessao convergente. Pelo Teorema 5, cada uma das suas sucessoes com-

ponentes é também convergente (em R), logo limitada. Pelo Teorema 4, a sucessao dada
é também limitada.

(d) Paraaparte (i), basta atender a que as sucessoes componentes de (up, + vp),, 80 (Ukn + Vin),,,
cada uma convergente para ax + bg, k = 1,2,...,m e mais uma vez usar o Teorema 5.

Para a parte (ii), analogamente basta atender a que as sucessdes componentes de (auy,),,
sao (ougn),, cada uma convergente para aag, k =1,2,...,m e usar o Teorema 5.

Para a parte (iii), atenda-se a que
<un ,Un> = U1pVin + U2pV2p + -+ + UmnUmn

e a que cada sucessao real (uknvkn)n converge para ajbyg.

Logo, a sucessao real (UinvUin + UanVan + -+ + UmnUmn), converge para aib; + asby +
-+« 4 ambpm, ou seja, para (A, B).

Para a parte (iv), atender ao Exercicio 1. No caso particular da norma euclidiana, bastaria

usar o resultado de (iii) e atender a que || - || = /{-,") .

Teorema 6  [Bolzano-Weierstrass (R")]

Qualquer sucessao limitada em R™ possui uma subsucessdo convergente.
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Demonstragdo:
Seja (un)nen uma sucessao limitada em R™. Pelo Teorema 4, as suas sucessoes componentes,
(Ugn)nen, kK =1,2,...,m, sdo também limitadas (em R). Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass

para sucessoes reais, concluimos que, em particular a sucessao componente (41, )nen pPOSsui uma

subsucessao convergente, digamos (u1n,)peN , Para um nimero real /.

A subsucessao (un,)pen de (up)nen € limitada, logo a sua 2% sucessao componente (uzn, )pen

é também limitada e mais uma vez pelo teorema de Bolzano-Weierstrass para sucessoes reais

conclui-se a existéncia de (uan )sen subsucessao de (uan )pen convergente para um nimero real
s

ls.

Assim a subsucessao (Unps)seN ¢ uma subsucessao de (uy)nen com a 12 e a 22 sucessdo compo-

nente convergentes para l; e Iy respectivamente.

Procedendo de forma andloga, durante mais m—2 etapas, constré-se uma subsucessao de (uy, )nen

convergente para um L = (I1,la,...,1y). ]

2.4 Sucessao de Cauchy

A terminar este capitulo, vamos agora identificar o conceito de sucessao de Cauchy, no
contexto das sucessoes em R™.

A semelhanca do que se passa em R, dizemos que uma sucessao (u,), de elemen-
tos de R™ é uma sucessao de Cauchy quando a partir de uma ordem suficientemente
grande, todos os termos da sucessao estao arbitrariamente préximos uns dos outros.

Formalmente, dizemos que uma sucessao (uy), em R™ é de Cauchy quando
Vo >0, IpeN: k>p l>p = ||up —ue ||< I (9)
Em termos de sucessoes componentes, podemos estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 7

Seja (uy),, uma sucessao em R™ com uy, = (Uin, U2n, - ., Umn). Entdo (uy),, € sucessio

de Cauchy se e so se cada sucessio componente (uky), € sucessio de Cauchy.

Demonstragao: Exercicio (usar a norma infinito). [ ]

Como consequéncia do Teorema 5, do Teorema 7, e da equivaléncia, em R, das nocoes

de sucessao de Cauchy e de sucessao convergente, obtém-se o seguinte resultado.

Teorema 8

Em R™, uma sucessao (uy), € de Cauchy se e s6 se € convergente.

Demonstragdo:
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Articulando de forma conveniente os resultados referidos, vem sucessivamente

(Un),, ¢ uma sucessao de Cauchy em R™

<= (ugn), ¢ uma sucessao de Cauchy emR, k=1,2,...,m (Teorema 7)
<= (ugn), € uma sucessao convergente em R, k=1,2,...,m
<= (uy), ¢é uma sucessdo convergente em R™ . (Teorema 5)
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Exercicio 2

1. Considere a seguinte sucessdo em R*:

(Un)n — <1 — lv (_1)”’ M

n 3n

, COS (n7r)>
n

(a) Identifique as sucessoes componentes da sucessao (vp)n;

(b) Determine o termo de ordem 7 da sucessao (vp)n;

(c) Determine a subsucessao dos termos pares de (vy,)n;

(d) Determine a subsucessao dos termos impares de (vy,)n;

)

(e) Apresente uma sucessio (wy), em R* que nio seja subsucessio de (vy, )y, mas
que
{wp :n e N} C {v, :n e N}

(f) Mostre que a sucessao (vy), € limitada.

2. Considere o seguinte subconjunto de R3:
A= {(37 2, 1)a (1,0,0), (0,0, 0)}

(a) Apresente, caso exista, uma sucessao em R3 cujo conjunto dos seus termos
seja A;
(b) Apresente, caso exista, uma sucessao em R3 ndo limitada cujo conjunto dos

seus termos contenha A;

(c) Apresente, caso exista, uma sucessao em R3 cujo conjunto dos seus termos

contenha A e a sucessao das 3* componentes seja constante;

(d) Apresente, caso exista, uma sucessao em R3 nao limitada que possua uma

subsucessao com o conjunto dos termos estritamente contido em A.

3. Mostre que um sucessao (uy), em R é limitada se e s6 se cada uma das suas m
sucessoes componentes é limitada em R.

Sugestao: Use a norma do mdximo.
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4. Considere a seguinte sucessao em R3:

1 7T
Up)n = | —, (—1)", nsen (n—) :
(uah = (3.1 5
(a) Identifique a sucessao das 3% componentes da sucessao (up)n;
(b) Apresente, caso exista, uma subsucessao de (uy,), limitada,;

)
)

(c) Apresente, caso exista, uma subsucessao de (uy), nao limitada;
)

(d) A sucessao (uy)n é limitada? Justifique.

5. Usando a definicdo de limite de uma sucessao, mostre que

2 dn+2
lim L) 2 (0,4)
n n+5 n+5

6. Calcule, caso existam, lim a, e limb, para:
n n

vn 4n 2n? —n—1 5
(a) an:(nQ,—Q—FM,?) ) bn = 52 tn—3" nd+1,0

(b) a, = (cos(nm),0, sen(nm)), by, = ((—1)"n+17 <1+1>2>

en n
() n 0 b senn 1 s
c) apn=| ——— = nsen — , sen —
" log2(n+3)" )’ " n n’ n
(n+1 )
5 ,0] sen é par
(d) an:(ﬂ.aoae)v bn_ 1”
<2,e_” se n é impar
(((1+n 1 ;
,— | senépar
(e) apn = 12_7’Ln \/ﬁ
—nN s
, se n é impar
2n
( 9 1
n“+2, — sen < 12
() an= "
n+3,e_”> sen > 12
—2n
.
cosn,0> se n =3k —2
n+1
(8) an=1% (0,0 se n=38k—1, k=1,2,3,...
<€_n2 , log (n) —log (n + 1)> se n =3k

31
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7. Diga, justificando, se cada uma das seguintes afirmagoes é verdadeira ou falsa:

toda a subsucessao de uma sucessao divergente é divergente;

se (un)n € (vy)n s@o sucessoes divergentes entao (u, + v,), € divergente;

)
)
)
d) se (un)n € (vn)n sdo sucessoes divergentes entao ((un,vn)), € divergente;
) limu, =0 se e 6 se lim || uy, ||= 0;

n n
) limu, = a, com a # 0, se e sé se lim || uy, |[|=| a|;

n n

) se (up)n e (wp), s@o sucessoes tais que limwu, = limw, = 0 e (v,), §é

n n
outra sucessao de R™ para a qual, a partir de uma certa ordem p, se tem
[un | <[ on || <[l wn ||, V0 > p, entao limv, = 0;
(h) se (up)n € (wy)n sdo sucessoes tais que limwu, = limw, = a, com a # 0,
n n

e (vp)n € uma sucessao para a qual, a partir de uma certa ordem p, se tem
| un || <l vn [| <] wn ||, VR > p, entdo liénvn =a;

(i) se (up)n é uma sucessao limitada entao (uy,), é uma sucessao de Cauchy;

(j) se (up)n e (vn)n sdo sucessoes tais que (up )y € (u, — 2vy,), sS40 convergentes
entdo (vy,), € convergente;

n

- ~ . ~ u
(k) se (un)n € (vp)n s20 sucessoes reais convergentes entao (1 + Uy, — , Uy — 2vn)
n

n
¢ uma sucessao de Cauchy;

(1) se (un)n é uma sucessao tal que {u,: n € N} é finito entao (uy,), é convergente;
(m) se (up)n é uma sucessao tal que {u,:n € N} = {(1,1,1),(1,2,3)} entao (un)n
é divergente.

8. Quando possivel, apresente uma sucessio de R? que seja:

(a) de Cauchy mas nao convergente;
(b) de Cauchy mas nao limitada,

()
(d

limitada mas nao de Cauchys;
) nao limitada e que possua uma subsucessao convergente;
(e) convergente para (0,1, e);
(f) divergente e possua uma subsucessao de Cauchy;
(g) convergente para (0,0,0) e com todos os termos na bola B((0,0,0),1);
)

(h) divergente e com todos os termos na bola ((0,0,0),1);
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(i) convergente para (0,0,0) e com todos os termos em R*\ B((0,0,0),1);
(J

)
) de Cauchy e que possua uma subsucessao divergente;
(k) divergente e que possua uma subsucessio convergente para (e, 7, v/2);
)
)

1

(m

convergente e que possua uma subsucessao nao limitada;

convergente para (0,0,0) e que possua uma subsucessdo convergente para
(0,1,0);

(n) de Cauchy, com termos em B((0,0,0),1) e em B((5,5,5),1).



