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Extremos livres

A determinagao dos extremos locais de uma funcao real de n varidveis reais,

f: DCR™ — R definida num aberto D, passa pela resolucao de dois problemas:

Problema 1

Determinacao dos pontos criticos da fungao , ou seja, das solugoes do sistema

0
aa‘i<x17$27' "7'7;7’74) =0
0
852(351,@,...,9:“):0 , (1)
0
\ ax'];(xl,xg,...,xn) =0

que constituem os unicos candidatos a pontos extremantes da funcao.

Problema 2

Para cada ponto critico A, encontrado anteriormente como solugao do sistema (1),
estuda-se o sinal de f(X) — f(A), com X um ponto arbitrario de alguma bola
B(A,¢) centrada em A.

1. Em casos especiais, através de uma analise local da funcao em torno do
ponto A, é “facil” concluir se o sinal daquela diferenca é constante em alguma
B(A,¢). Assim:

(a) se existir uma bola aberta B(A,¢) tal que f(X)— f(A) > 0, VX €

B(A,¢€), entao A é um minimizante local de f;



(b) se existir uma bola aberta B(A4,¢) tal que f(X) — f(4) < 0, VX €

B(A,¢€), entao A é um maximizante local de f;

(c) se em qualquer bola B(A,¢) existirem X,Y tais que f(X) — f(A) >0

e f(Y) -

f(A) <0, entdo A nao ¢é extremante de f (trata-se de um

ponto de sela).

2. Quando esta andlise local nao é conclusiva, procede-se da seguinte forma:

e Determinam-se as sucessivas derivadas direccionais de f em A, de or-

dem cada vez maior, até encontrar a primeira que nao se anule inden-

ticamente no ponto A. Suponhamos que a ordem desta derivada é p,

isto é, que se tem
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Note que, como se assume que f é de classe C! com [ > p, encontrar a

ordem da primeira derivada direccional nao nula, equivale a encontrar

a ordem da primeira derivada parcial nao nula (ver adiante).

e De seguida, recorre-se ao seguinte resultado (f é de classe CP? em D):

Teorema [Caso geral]

(a) Se p é impar entdo A nao é ponto extremante de f.

(b) Se p é par e

i.

ii.

iii.

%(A) < 0, VU € R™\ {0}, entdo A é um maximizante local
de f;

P f . < ) o

%(A) > 0, Vo € R™\ {0}, entdo A é um minimizante local
de f;

Ju,w € R™\ {0} tais que %(A) > 0, %(A) < 0, entao A

nao é extremante de f;



1v.

P
Ju € R™\ {0} tal que %(A) = 0, e para ¥ # U tem-se
W
oPf

a—_p(A) < 0, entdo A ndo é minimizante de f (trata-se de um
U
caso inconclusivo em que A é um possivel maximizante);

P

5}
. Ju € R\ {0} tal que —=-(A) = 0, e para ¥ # U tem-se

our

oP - < o

a—_i(A) > 0, entao A ndo é maximizante de f (trata-se de um
U

caso inconclusivo em que A é um possivel minimizante). =

e No caso especial em que n = 2, p = 2 e que f é de classe C? em U,

é possivel usar o seguinte critério que se baseia no cédlculo do determi-

nante Hessiano
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Proposigao [Critério do Hessiano]

(a) Se A¢(A) > 0 entao a é ponto extremante de f.

i.

ii.

*f

E um maximizante se 3
ox

(A) <o.
, 0?2
E um minimizante se —=5(A) > 0.

0z2

(b) Se Af(A) < 0 entao a nao é ponto extremante de f.

(c) Se Se Af(A) =0 entao o caso é inconclusivo. "

e O caso inconclusivo referido nas alineas anteriores, (b) iv.,v. do Teo-

rema, requer um estudo mais aprofundado da funcao nas direccoes

ditas singulares, definidas pelos vectores & que anulam a derivada di-

reccional de ordem p da fungéo f no ponto A. Neste caso, calculam-se



as derivadas direccionais de ordem k > p em A, apenas segundo as
direccoes singulares, até encontrar a primeira que nao se anule iden-

ticamente no ponto A. Suponhamos que esta derivada é de ordem m
(m > p).
(a) Se m é impar entdao A nao é ponto extremante de f.

(b) Se m é par e
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i. S derivad A)e —
i. Se as derivadas &Im( )68177’
recgao sigular e ¥ nao definindo uma direcgao sigular, possuem

(A), para @ definindo uma di-

sinais contrarios, entdao A nao é extremante.
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entao a duvida persiste.

ii. Se as derivadas (A) possuem o mesmo sinal,

A duavida sé serd desfeita (pela negativa) se for possivel en-
contrar uma curva C no dominio de f, e passando por A,
relativamente & qual a restricdo f|c nao possua um extremo
em A ou possua ai um extremo de natureza diferente daquela

que se pretende confirmar.

Para o calculo das derivadas direccionais de f segundo um dado vector ¥ é

importante ter em atencao o seguinte:

e Sendo f de classe CP, a derivada direccional de f de ordem k, k =
1,2,...,p, pode ser calculada com base nas derivadas parciais de f de

ordem k. Assim, para ¥ = (v1,v2,...,Up),

o f " ok f
W(X)_ Z 1”21'”%kal‘iln'axik(}()v
V] yeenslfg=—

mas, pelo teorema de Schwarz e usando um raciocinio de combinatéria,

conclui-se que no somatdrio anterior surgem 7]“ parcelas, onde

kp!-

k; representa o nimero de ocorréncias do indice 4, iguais a

k
kl kn a f
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(X).



Consequentemente

o f - " b K o f
Z LX) = 1., n X
ki,....k, =
ky +- k;n =k
onde os escalares W sao designados por coeficientes multinomi-
‘ k)
ais.

No caso particular em que n = 2, f é uma funcao de duas varidveis e

pondo X = (z,y) e ¥ = (v1,v2), a expressao (2) assume a forma

ak i oK ok f
d ficient i _ (" desi ticul
ondae os coerclentes E'(k — E)‘ = 0 se designaln, €m particular,

por coeficientes binomiais e podem ser extraidos do triangulo de Pascal,

(2)

1
1 1 (ordem k = 1)
1 9 1 (ordem k = 2)
1 3 3 1 (ordem k = 3)
1 4 6 4 1 (ordem k = 4)
1 5 10 10 5 1 (ordem k = 5)
resultando
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Extremos condicionados

O problema da determinacao dos extremos condicionados de uma funcao f:
DC R™ — R, de classe C!' num aberto D, consiste na procura dos extremos de
f quando sujeita a certas restricbes nas variaveis independentes, a que chamamos

equacoes de ligacdo ou vinculos, e que indicamos por
91(X) =0, g2(X)=0, ..., gn(X) =0, (4)
onde g1, g2, . - ., gm sdo funcdes de classe C' em D.

1. Em alguns casos, é possivel usar as equagoes de ligagao (4) para explicitar
m das variaveis z; em termos das restantes e transformar o problema de
extremos condicionados num problema de extremos “livres”, como os que

tratamos anteriormente.

2. Um método que nao requer a resolucao das equacoes de ligagao é o chamado

método dos multiplicadores de Lagrange.

Caso 1 A fungao f estd sujeita a uma tnica condigao de ligacao, digamos
g9(X) =0.

Procedemos da seguinte forma.

(a) Encontramos os pontos X € R™ verificando ¢g(X) = 0 tais que
Vg(X) =0.

(b) Construimos a fungao de Lagrange, H : D x R — R, de n + 1

variaveis, definida por
H(zi, ...,z A) = f(x1,...,2n) — Ag(x1, ... 2p) (5)

onde A\ é designado por multiplicador de Lagrange e funciona como

um parametro a especificar.

(¢) Procuramos os candidatos a extremos de f condicionados por

g(X) = 0, que sao precisamente os pontos (z1,...,T,) para os

7



quais existe A € R tal que (z1,...,2,,A) é um ponto critico de H

e, portanto, uma solucao do sistema

OH
— ce Ty, A) =0
8331 (1171, y L )
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Txn(xl,...,xn,A):O —
H
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of dg
— e Tp) = A=—(21,..., 2y
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of 9g (6)
<
—_— coy ) = A= (21,..., 2
6.%'1(1:17 y L ) 6.%.1(131 x )
{ g(z1,...,xy) =0
(d) Para cada ponto (z1,...,x,) encontrado em (a) e cada ponto
(x1,...,2n,A\) encontrado em (c), averiguamos se, de facto, se

trata de um extremo condicionado de f. Para tal, ha dois resul-

tados fundamentais a ter em conta:

e primeiro, o Teorema de Weierstrass, que estabelece que
uma fung¢ao continua num compacto (fechado e limitado) atinge

al os seus extremos,

que é aplicavel apenas quando a condi¢ao de ligagao define um

conjunto compacto;

e segundo, a proposicao que passamos a enunciar e que se

baseia no estudo da funcao H* definida por

H*(z1,...,2n) = f(x1,...,2n) — Ag(T1, ..., 2p), (7)

onde A assume um valor concreto;

Proposicao
Se (ai,...,an, A) é um ponto estacionario de H e (ay, ..., ay) é
um extremo da correspondente funcao H*, entao (aq,...,an,)



é também um extremo de f condicionado por g(X) = 0 com
a mesma natureza da do extremo de H*.
Esta Proposicao é aplicavel apenas quando o ponto estacionério
(a1,...,an,\) da fungao H de Lagrange é tal que (aq,...,a,) é um
extremo de H*. Quando (ay,...,a,) é um ponto de sela de H*,
nada se pode concluir sobre a natureza do candidato (ay,...,ay)

a extremo condicionado.

Caso 2 A funcao f estd sujeita a m condigoes de ligagao, digamos
g1(X)=0,...,9m(X)=0.

Procedemos de forma perfeitamente semelhante. Primeiro procuramos
os pontos X = (z1,...,xy) verificando as condicoes de ligacao g1 (X) =

0,...,9m(X) =0 tais que
Vg1(X),...,Vgn(X) sdo vectores linearmente dependentes.

Depois, tudo se baseia na construgao de uma fungao de Lagrange que

agora envolve as m funcoes g;,

H(l‘l,...,.’[‘n,)\) = f(xlv"')xn)_Algl(xl)"'axn)
— = A (1, ., T), (8)
com A, ..., Ay, multiplicadores de Lagrange.



