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Notas iniciais

Este documento surge como uma aglutinacao de notas pessoais que se desenvolveram ao longo dos
anos lectivos de 2020/2021 e 2021/2022 na leccionagao da unidade curricular Tdpicos de Geometria
Euclidiana do Mestrado em Ensino de Matemadtica no 32 Ciclo do Ensino Bésico e no Secundério da
Universidade do Minho.

O objectivo final para a construcao deste texto foi fornecer aos alunos um texto de apoio tao
préximo quanto possivel da forma como o docente lecciona as aulas. Esta necessidade surgiu com a
situagao pandémica, que o mundo tem vivido desde final de 2019, que obrigou, em varios periodos de
tempo, as aulas serem leccionadas em modo on-line e varios alunos terem faltado por imposi¢cao das
autoridades de saude.



1 Axiomas base da geometria plana

Para a geometria é irrelevante definir ponto, recta, ou plano. Relevante é estudar as relagoes que se
estabelecem estre as diferentes entidades. Nestas notas considera-se o plano euclidiano £ como um
conjunto de pontos e as rectas como subconjuntos de £ em que sao validos os axiomas que abaixo se
apresentam. Situados neste contexto da teoria de conjuntos, importa agora definir alguma termino-
logia: Diz-se que uma recta r passa por um ponto P (ou que a recta r incide num ponto P) quando
P € r. Pontos que pertencem a uma mesma recta dizem-se colineares, mas concretamente:

Definicao 1.1. Trés ou mais pontos distintos do plano euclidiano, Py,...,P, € £, com n > 3,
dizem-se colineares se existe uma recta r tal que

{P1,....,P,} Cr.

Axiomas de incidéncia (estabelecem as relagoes base entre pontos e rectas no plano euclidiano)
(A1) Por cada par de pontos distintos passa uma e uma sé recta;
(A2) Cada recta contém pelo menos dois pontos;
(A3) Existem pelo menos trés pontos nao colineares.
O axioma (A1) garante que, dados dois pontos distintos A, B em &, existe uma sé recta que passa por
ambos. Essa recta denota-se por (AB). Claro que a recta (AB) é a mesma que a recta (BA).
Definicao 1.2. Duas rectas distintas dizem-se:

1. concorrentes se tiverem algum ponto em comum;

2. paralelas se nao tiverem pontos em comum.
Exercicio 1. Mostre que rectas concorrentes tém um e um 6 ponto em comum.

Mesmo sendo o conjunto de axiomas (A1)-(A3) insuficiente para descrever o que a “intuigdo nos
diz sobre a geometria plana”, é possivel, desde ji, demonstrar as seguintes propriedades. As provas
ficam como exercicio.

Proposicao 1. Para cada recta v C & existe pelo menos um ponto P ¢ r.
Proposicao 2. Para cada P € &, existe pelo menos uma recta r tal que P ¢ 7.
Proposicao 3. Para cada P € &, existem rectas r,s C & tais que P € (rNs) er # s.
Proposicao 4. FEzistem pelo menos trés rectas, r,s,l C & tais que (rNsNl) = (.

O axioma que se segue permite medir distancias entre pontos de &£.



Axioma de medida

(A4) Existe uma fungéo
= EXE = [0,+00]
(P.Q) — PQ

que verifica as seguintes propriedades:
e PQ=0seesdse P=Q;
e PQ = QP, para quaisquer P,Q € £.

Note que nao se exige a desigualdade triangular. Esta propriedade é um teorema a ser demonstrado
adiante.

Definigao 1.3. Sejam A, B,C € £. -
Chama-se distancia entre A e B ao nimero real ndo negativo AB.
Diz-se que A e B estdo a mesma distancia de C, ou equidistantes de C, se

AC = BC.

Da andlise real é conhecida a bijecgao que se estabelece entre o conjunto dos niimeros reais e uma
recta. Com este propdsito, surge o axioma conhecido como o axioma da recta graduada.

Axioma da recta graduada.

(A5) Cada recta r C & possui algum sistema de coordenadas isto ¢, existe uma fungao bijectiva
f:r— R tal que

PQ=1f(P)-f@Q)I, VYPQer

Um sistema de coordenadas, f, definido numa recta r, define uma orientacao em r, em que a
origem é definida como o ponto O € r tal que f(O) = 0, a parte positiva é composta pelos pontos
P € r tais que f(P) > 0 e a parte negativa é composta pelos pontos P € r tais que f(P) < 0. A parte
positiva e a parte negativa de uma recta serao exemplos de “semi-rectas”como se vera adiante.

Figura 1: Recta graduada

f(P)=0 f(0)=0 f(Q)=0

Dada uma recta r qualquer, existe mais do que um sistema de coordenadas definido em r. De
facto, o axioma (A5) garante que existe um sistema de coordenadas em r, f. Entdo g :  — R definida
por g(P) = —f(P) é também um sistema de coordenadas em r (inverte a orientacdo definida por f).
Fixado o« € R\ {0}, ¢ ainda um sistemas de coordenadas em 7 a funcdo h, : 7 — R definida por
ha(P) = f(P) + a. (Pensar: O que faz estes sistema de coordenadas relativamente ao sistema de
coordenadas original, f7)

O axioma (A5) permite ainda definir segmento de recta e semi-recta.



Definicao 1.4. Sejam P e Q dois ponto distintos em &.

Sendo 1 a recta que passa por P e Q, define-se segmento de recta de extremos P e Q, representando-

se por [PQ], como sendo o conjunto

[PQ] ={Rer: f(P) < [(R) <[f(Q)}

onde [ € um sistema de coordenadas de r tal que f(P) < f(Q). L
Chama-se comprimento do segmento de recta [PQ)] ao nimero real PQ.

Aparentemente, a Defini¢ao 1.4, onde se define segmento de recta, depende do sistema de coorde-
nadas, f, que esta definido em r. No exercicio que se segue, mostra-se que a definicao de segmento de

recta é independente do sistema de coordenadas considerado.

Exercicio 2. Seja r uma recta, P,Q € r dois pontos distintos e f um sistema de coordenadas definido

em r tal que f(P) < f(Q). Mostre que:

1. Se g é um sistema de coordenadas em v tal que g(P) < g(Q), entdo
{Rer:f(P)< f(R) < f(Q}={Rer:g(P) <g(R) <g(Q}

2. Se g é um sistema de coordenadas em r tal que g(Q) < g(P), entio
{Rer:f(P)< f(R) < f(Q}={Rer:g(Q) <g(R) <g(P)}

Proposigao 5. Sejam P,Q € €.
Se P # @, entdo [PQ] = [QP].

Dem. Proposta de exercicio ao leitor.

Definigao 1.5. Sejamn € N e P, Py, ..., P, € £ todos distintos.
Chama-se poligono, denotando-se por P Ps -+ - P,, ao conjunto

[PiP) U [PP3|U---U[P,_1 P, U [P, P1],

desde que nao sejam colineares os pontos P,, Py, Py, nem P,_1,P,, P;, nem P,_1,P;, P,11 com i €

{2,...,n—1}.
Cada um dos segmentos de recta [P;P;11] designa-se por lado do poligono.

Definigao 1.6.
1. Dois segmentos de recta [PQ] e [AB] dizem-se congruentes se
PQ = AB,
representando-se por [PQ] = [AB];
2. Diz-se que o ponto R estd entre os pontos P e Q se R € [PQ] e R ¢ {P,Q};
3. Diz-se que uma recta r intersecta o segmento de recta [AB] se r N [AB] # 0.

Exercicio 3. Seja r uma recta e A, B pontos pertencentes a recta r.

Mostre que existe o ponto médio do segmento de recta [AB], ou seja, que existe M pertencente a

recta r tal que [AM] = [M B].

Definigao 1.7. Sejam r € £ uma recta, P € v e f um sistema de coordenadas em r.
Chama-se semi-recta de r com origem em P a cada um dos conjuntos

{Qer:f(Q)<f(P)}, {Qer:f(Q)=[f(P)}



A semi-recta de origem P e que contém o ponto @) # P denota-se por [PQ).
Duas semi-rectas [PQ) e [AB) dizem-se colineares se existe uma recta r tal que [PQ) U[AB) C r.

Definigao 1.8. Define-se dngulo (nao orientado) como sendo a reunido de duas semi-rectas distintas,
nao colineares e com a mesma origem.

A origem comum das semi-rectas chama-se vértice do angulo.

Cada uma das semi-rectas chama-se lado do angulo.

Tendo em consideragao a Definicao 1.8, ndo s@o dngulos as representacoes presentes na Figura 2,
mas é angulo a representacao presente na Figura 3.

Figura 2: Nao sao angulos

Observagao: Um angulo fica determinado quando se identifica um ponto como vértice, A, e mais
dois pontos B, C tais que A, B, C' sdo trés pontos nao colineares. Usa-se a notagao ZBAC (ou ZCAB)
para o identificar (Figura 3). Na sequéncia de pontos ZBAC, no meio coloca-se o vértice do angulo.
Assim, ZBAC # £LABC.

Figura 3: Angulo /ZBAC



Definigcao 1.9. Sejam A, B,C € & trés pontos nao colineares.
Define-se triangulo como sendo o conjunto

[AB]U [BC|U[CA4],
representando-se por AABC (sendo irrelevante a ordem pela qual os pontos sao listados).
e Cada um dos pontos A, B,C chama-se vértice do NABC;
e Cada um dos segmentos de recta [AB], [BC], [CA] chama-se lado (ou aresta) do NABC;
e Cada um dos angulos ZABC, ZACB e ZBAC chama-se angulo interno do NABC;

Para definir o interior de um angulo ou mesmo de um triangulo é necessario definir semiplano.
Mas é necessario garantir a existéncias de semiplanos. A existéncia de semiplanos serd garantida por
um axioma.

Previamente é necessario introduzir a nogao de conjuntos convexos.

Definigao 1.10. Um conjunto X C & diz-se convezo se
VP,Qe X, [PQ]CX.
Exercicio 4. Da lista que se seque, identifica os conjuntos converos:
1. uma recta;
2. um angulo;
3. uma semi-recta.
Axioma de separagao
(A6) Dada r uma recta, existem Hi, Ho C £ convexos tais que

° H1HH2=@,Hlﬂr=®,rﬂH2=®e5:H1UH2Ur;
e Se P e HyeQ € Ha, entdo [PQ]Nr # .
Definigao 1.11. Seja r um recta.

Os conjuntos H1, Ha cuja existéncia estd garantida pelo axioma (A6) chamam-se semiplanos limitados
por .

Proposicao 6. Sejam P, Q pontos e r uma recta tais que P,Q € £\ r.
Entao [PQ)] intersecta r se e s6 se P, Q estao em diferentes semiplanos limitados por r.

Dem. Prova deixada como exercicio ao leitor. O
Proposigao 7. Considere um NABC. Entdo:

1. Se r € uma recta que nao passa por nenhum dos vértices do AABC, entdo r nao intersecta os
trés lados do NABC;

2. Ser é uma recta que intersecta o AABC, entao r intersecta pelo menos dois lados (conhecido
com azxioma de Pach).

Dem. Proposta de exercicio. Deve consultar [1] para obter a solucdo. O



Figura 4: Interior de um angulo
5

Ha

A

Ha

Definigao 1.12. Sejam A, B,C trés pontos ndo colineares.
Define-se interior de ZBAC como sendo

HiNHa,

onde Hy € o semiplano limitado pela recta (AC) que contém B e Ha é o semiplano limitado pela recta
(AB) que contém C (ver Figura 4).
O interior de ZBAC denota-se por int(LBAC).

Definigao 1.13. Considere-se um NABC.
Define-se interior do ANABC como sendo a intersec¢do do interior dos trés angulos internos de
AABC, representando-se por int(AABC).

Exercicio 5. Considere-se um NABC.

1. Prove que
[BCI\ {B,C} C int(£LBAC).

2. Prove que
(AABC) U int( ABAC).
€ um conjunto convexo.

Definicao 1.14. Um poligono P P> --- P, diz-se convexo se a intersec¢cao dos interiores dos seus
angulos € nao vazia.

Tendo em consideragao as definigdes de conjunto convexo (Defini¢ao 1.10) e de poligono (Defini¢ao
1.5), conclui-se que qualquer poligono ndo é um conjunto convexo. No entanto, é usual na literatura
classificar poligonos como sendo convexos caso a condicao descrita na Definicao 1.14 esteja satisfeita.
Como consequéncia, qualquer triangulo é um poligono convexo.

Teorema 8. Sejalt uma semi-recta de origem A tal que (IT\{A}) C int(£BAC). Entaol" intersecta
[BC].

Dem. Proposta de exercicio. Deve consultar [1] para obter a solugao. O

O axioma a introduzir de seguida permite medir angulos. A unidade de medida a adoptar aqui é
o grau. Mas poderia ser o grado ou o radiano. Comece-se por definir o conjunto de todos os angulos
no plano euclidiano. Considere-se

A= {ZABC : A, B, C sao pontos nao colineares de 5}.



Axioma de medida de dngulos

(A7) Existe uma fungéao

m: A — ]0,180]

ZABC — m(ZABC) (medida em graus)

tal que:

e se A, B sao pontos distintos e H um dos semiplanos limitado pela recta (AB), entao, dado
« €]0,180[, existe uma tnica semi-recta [AC), com C € H, tal que

m(£LBAC) = q;
e se D €int(£/BAC), entao
m(£LBAC) = m(£/BAD) + m(ZCAD).

Definigao 1.15.

1. Dois angulos dizem-se congruentes se tém a mesma medida.
(usa-se a notagio LZABC = /DEF caso m(£LABC) =m(LDEF))

2. Dois angulos dizem-se complementares se a soma das suas medidas for 90.
3. Dois angulos dizem-se suplementares se a soma das suas medidas for 180.

4. Dois angulos dizem-se adjacentes se tém um dos lados em comum e a interseccGo dos seus
interiores for vazio.

5. Dois angulos ZABC e ZABD dizem-se adjacentes suplementares se C, B, D sao colineares e
B € [CD] (ver Figura 5).

6. Dois angulos ZABC e /DBE dizem-se verticalmente opostos se ZDBE € constituido pelas
semi-rectas opostas as semi-rectas que definem LABC (ver Figura 6).

Figura 5: angulos adjacentes suplementares

0(

Definigao 1.16. Sejam LABC e ZCBE dois dngulos adjacentes.
Diz-se que a semi-recta [BC') € bissectriz do angulo ZABE se m(£ABC) = m(£LCBE).

O axioma que se segue permite estabelecer relagbes entre medidas de diferentes angulos.



Figura 6: angulos verticalmente opostos

A

Axioma

(A8) Se LABC e LABD sao adjacentes suplementares, entao

m(ZABC) + m(ZABD) = 180.

Proposigao 9. Quaisquer dois angulos verticalmente opostos sdo congruentes.

Dem. Sejam LABC e ZDBE dois angulos verticalmente opostos.

Suponha-se que D, B, A sdo colineares e B € [DA] (a situagdo em que F, B, A sdo colineares
prova-se de forma andloga). Consequentemente, F, B, C sdo colineares e B € [EC]. Desta forma, os
angulos ZCBD e ZEBD sdo adjacentes suplementares e o axioma (A8) garante que

m(£CBD) + m(ZEBD) = 180. (1)

De igual forma, tem-se que ZDBC e ZABC sdo adjacentes suplementares e novamente pelo axioma
(A8) tem-se

m(£DBC) 4+ m(LABC) = 180. (2)
Assim, por (1) e (2) tem-se
m(LABC) =180 — m(£DBC) = m(LEBD),

0 que termina a prova. O
Definigao 1.17.

1. Um angulo ZABC' diz-se agudo se m(£ZABC) < 90.

2. Um angulo diz-se obtuso se for suplementar a um angulo agudo.

3. Um angulo diz-se recto se for congruente com um seu adjacente suplementar.

4. Duas rectas concorrentes dizem-se perpendiculares se algum dos quatro angulos por elas formado
for recto.

Se r e s sao duas rectas perpendiculares, entao qualquer dos quatros angulos formados com semi-rectas
de r e s é recto (verifique). Usa-se a notacgdo r L s para indicar que as rectas r e s sdo perpendiculares.

Exercicio 6. Considere um segmento de recta [AB] e X € [AB] com X # A e X # B.
Justifique que A ¢ [X B].

10



2 Congruéncia de triangulos

Nesta seccao estudam-se os varios critério de congruéncias de triangulos. Desde ja é necessario clari-
ficar o que se entende por congruéncia de triangulos com a definicao que se segue.

Definigao 2.1. Dois triangulos, NABC e ADEF dizem-se congruentes se existe uma bijec¢do entre
o0s vértices (por exemplo A— D, B+ E e C — F) de tal forma que lados e dangulos correspondentes
s@o congruentes (no exemplo [AB] = [DE], [BC| = [EF], [CA] = [FD], ZCAB = /EDF, ZABC =
/DEF e /BCAX~ /EFD,).

Figura 7: Triangulos congruentes

=

O
{4
T1

Pelo exemplo da Figura 7, os tridngulos sdo congruentes, denotando-se por AABC = ADEF.
Atencgdo, a ordem pela qual se apresentam os vértices conta, sendo esta indicadora da bijecgdo pre-
sente. Assim, ainda no exemplo da Figura 7, AABC = ADEF mas NABC 2 AFED.

Num AABC, qualquer um dos seus angulos internos fica identificado pelo seu vértice. Consequen-
temente, para simplificagdo da escrita, notar-se-4 apenas por ZA o angulo interno Z/BAC.

Definigao 2.2. Um triangulo diz-se:
1. equildtero se possui os trés lados congruentes;

2. isdsceles se possui dois lados congruentes, sendo o restante lado conhecido como base do triangulo
isosceles;

3. escaleno se nao for isdsceles.

Figura 8: Lado e angulo oposto

B angulo oposto a [AC]

lado oposto ao d&ngulo < B
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Definicao 2.3. Num triangulo, chama-se angulo oposto a um lado, ao angulo interno cujo vértice
ndo pertence ao referido lado.

Num triangulo, chama-se lado oposto a wm angulo interno, ao lado que ndo contém o vértice do
referido angulo interno.

Chama-se angulo externo de um tridngulo a um angulo adjacente suplementar com um dos seus
dngulos internos. (Na Figura 9, o ZDCB € externo ao AABC'.)

Figura 9: Angulo externo de um triangulo

Definicao 2.4. Um triangulo diz-se rectangulo se um dos seus angulos internos for recto. O lado
oposto ao angulo recto chama-se hipotenusa. Os lados opostos a angulos nao rectos chamam-se catetos.

O objectivo nesta seccao é apresentar critérios de congruéncia de triangulos, ou seja, obter a
conclusao de que dois tridngulos sao congruentes, comparando apenas trés medidas entre lados e

angulos internos.
O primeiro critério de convergéncia é apresentado como um axioma:
Axioma
(A9) Dados dois triangulos, AABC e ADEF, para os quais estd definida a correspondéncia
A—D, B+—FE e C—F
tal que [AB] = [DE], /B = ZE e [BC] & [EF], entdo AABC = ADEF.

O axioma (A9) é conhecido como o critério LAL.

Figura 10: Critério LAL

B

Como primeira consequéncia do critério LAL tem-se que os dois angulos internos da base de um
triangulo isésceles sdao congruentes.

12



Proposigao 10. Considere o AABC.
Se [AC] = [BC], entao LA = /B.

Dem. Considere a correspondéncia

C—C, B—A e A~ B.
Pelo critério LAL conclui-se que ACAB = ACBA, donde se obtém que ZA = /B. O
Corolario 11. Um triangulo equildtero tem os angulos internos todos congruentes.

Dem. Proposta de exercicio ao leitor. O

Teorema 12 (critério ALA).
Dados dois triangulos, NABC e ADEF, para os quais estd definida a correspondéncia

A~ D, BwE e C—F

tal que LA /D, [AB) 2 [DE] e LB~ /LE, entao NABC = ADEF.

Figura 11: Prova do critério ALA

B

m
n

Dem. Pelo Axioma (A9), é suficiente provar que [AC] = [DF]. L
Suponha-se que AC' > DF. Entao existe F* € [AC] tal que AF* = DF, ou seja [AF*] = [DF)
(ver Figura 11).

Pelo critério LAL conclui-se que AABF* =2 ADFEF, donde se tem

m(£LABC) = m(£{DEF) = m(£LABF"™),

o que contradiz o Axioma (A7). Consequentemente AC < DF.
_ De forma andloga se mostra que nao pode acontecer AC' < DF' (exercicio) e conclui-se entdo que
AC = DF, ou seja [AC] = [DF]. O

Exercicio 7. Se num ANABC se tem LA /B, entao [AC] = [BC].

Teorema 13. A medida de um dngulo externo de um triangulo é maior do que a medida de cada um
dos angulos internos nao adjacente.

13



Figura 12: Imagem de auxilio a prova do Teorema 13

c X

€
o e

Dem. Considere AABC.

Comece-se por mostrar que m(£C) < m(£LDBC), em que ZDBC é adjacente suplementar a
LABC e D € (AB). (Portanto ZDBC é externo a AABC, ver Figura 12)

Considere M € [BC] tal que [CM] = [BM] (M é o ponto médio de [BC])

Considerando a semi-recta [AM), escolha o ponto X € [AM) tal que [AM] = [MX]. Como os
angulos /BM X e ZAMC séao verticalmente opostos, entdo sdo congruentes e consequentemente, pelo
critério LAL,

ANAMC =2 AXMB.

Assim sendo, tem-se m(ZC) = m(£XBC) e como X € int(£ZDBC) (justifique porqué) conclui-se,
pelo Axioma (A7), que

m(/DBC) = m(/DBX) +m(/XBC) > m(/XBC) = m(£C).

Proposicao 14. Sejam AABC isdsceles de base [BC| e M o ponto médio de [BC].
Entao (AM) L (BC) e m(£LA) = 2m(LCAM)

Figura 13: Imagem de auxilio a prova da Proposigao 14

A

Dem. Considerem-se os tridngulos AAMB e AAMC e a bijecgao

A— A, M—M e B—C.

14



Sendo o AABC isésceles, pela Proposicao 10, os dngulos ZB e ZC' sdo congruentes. Mais, [BA] = [C'A]
por hipétese e [BM] = [MC] pois M é ponto médio de [BC]. Pelo critério LAL conclui-se que

AAMB = AAMC. (3)

Consequentemente ZCMA = /BMA e sendo estes angulos adjacentes suplementares, sao rectos o
que implica que (BC) L (AM). Finalmente, ainda por (3), tem-se ZCAM = /BAM, logo [AM) é a
bissectriz do angulo ZBAC.

O

Teorema 15. Dados r uma recta e A wm ponto, existe uma unica recta que passa por A e é perpen-
dicular a r.

Dem. Proposta de exercicio. O

Teorema 16 (critério LLL).
Dados dois triangulos, NABC e ADEF, para os quais estd definida a correspondéncia

A—D, Bw—E e Cw—F
tal que [AC]| = [DF), [AB] 2 [DE] e [BC| 2 [EF], entdao AABC =2 ADEF.

Figura 14: Imagem de auxilio a prova do Teorema 16

Dem. Considere-se a recta (BC).

No semiplano limitado por (BC) que ndo contém o ponto A, considere a semi-recta [BX) tal que
m(£CBX) = m(£LFED). Em seguida, defina D* € [BX) tal que [D*B] & [DE]. Pelo critério LAL,
obtém-se

AD*BC =~ ADEF, (4)
donde [D*C| 2 [DF] e, conjuntamente com a hipétese, obtém-se [D*C] = [AC].

O segmento [AD*] intersecta a recta (C'B) num ponto H (explique porqué). Trés casos podem
ocorrer

15



1. H € [BCY);
2. C € [BH]\ {B};
3. Be [CH]\{C}.

Caso 1. Quer o AABD*, quer o AACD* sdo isésceles, logo (Proposigdo 10) ZBAD* = /BD*A e
LAD*C =2 LZCAD*. Assim

m(£LBAC) = m(£BAD*) + m(£LD*AC) = m(£LBD*A) + m(£LAD*C) = m(£BD*C).
Finalmente, pelo critério LAL obtém-se que
AD*BC = NABC,
e, juntamente com (4), conclui-se que
ANABC = ADEF.

Os casos 2. e 3. sao deixados como exercicio. O

Teorema 17 (critério LAA).
Dados dois triangulos, NABC e ADEF, para os quais estd definida a correspondéncia

A—D, Bw—EFE e C~HF

tal que [AC]| = [DF), LZA= /D e /B = /E, entao NABC =~ ADEF.

Figura 15: Imagem de auxilio a prova do Teorema 17

H -

Dem. Considerando o critério LAL, é suficiente provar que [AB] = [DE].

Suponha-se que [AB] 2 [DE]. Entao uma das duas situagdes seguintes acontece:

1. DE < AB;

2. DE > AB.
Suponha-se que acontece 1.. Assim é possivel considerar um ponto E* € [AB] tal que [AE*] = [DE].
Nesta situacao, pelo critério LAL, conclui-se que ACAE* 2 AFDE, donde se conclui que ZAE*C =
/E. Como por hipdtese /B = /FE, entdo /B = LZAE*C, o que é absurdo pois contradiz o Teorema

13.
O caso 2. é deixado como exercicio ao leitor. O
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Exercicio 8.

1. Mostre que ALL nao € critério de congruéncia de triangulos.

2. Mostre que dois triangulos rectangulos sao congruentes se eles possuem as hipotenusas e um dos

catetos congruentes.

3. Considere a Figura 16.
Mostre que se ZAFB =~ LACE e [AF] = [AC], entao [EF] = [BC].

Figura 16: Imagem de suporte a exercicio

F

4. Considere a Figura 17.
Mostre que se [DB] = [CB], entio m(£ADB) > 90.

Figura 17: Imagem de suporte a exercicio
B
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5. Considere a Figura 18.

Mostre que se ZBAD = /DAC e ZEBD = /FCD, entio D é o ponto médio do segmento
[CB].

Figura 18: Imagem de suporte a exercicio

6. Seja ABCD um quadrildtero (poligono com quatro lados) convexo tal que os lados opostos sio
congruentes, ou seja, [AB] =2 [CD] e [AD] = [CB]. Mostre que:

(a) Os dngulos opostos sdo congruentes;

b AS diagonais, isto € 0os segmentos de recta AC e [BD], se intersectam no ponto médio de
g ’ g ’ p
ambas.
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3 Desigualdade Triangular

A quando da apresentagao do axioma (A4), foi referido que a desigualdade triangular é um teorema.
Teorema esse que é agora demonstrado. A desigualdade triangular afirma que, dados trés pontos
distintos, A, B,C € &, tem-se AB < BC + C A. Para isso é necessério previamente demonstrar que,
em qualquer triangulo, ao maior lado opoe-se o maior angulo. Mais concretamente tem-se o resultado
que se segue.

Teorema 18. Seja AABC. Entao
m(£B) < m(£LA) se e sé se AC < BC.

Dem. Considere um AABC. (Observe a Figura 19)
E necessario demonstrar uma equivaléncia, ou seja uma dupla implicagao.

Figura 19: Imagem de apoio a prova do Teorema 18

A

—

(<) Assume-se que AC' < BC. Entéo existe D € [BC] tal que [DC] = [C'A].
O ADAC é isésceles, logo ZADC = /CAD. Consequentemente
m(£LCDA) < m(£LBAC).
Sendo ZC'DA um angulo externo ao ABDA, pelo Teorema 13, conclui-se que
m(£B) = m(LCBA) < m(£LCDA) < m(£LBAC) = m(£LA).
(=) Assuma-se, por hipétese, que m(£B) < m(ZLA).

Se AC = BC, entdo o AABC é isésceles, logo ZB = £A, o que contradiz a hipétese.

Se AC' > BC, entdo pela implicacdo contraria anteriormente provada, conclui-se que m(ZB) >
m(£A), o que contradiz a hipdtese.

Por exclusdo de partes conclui-se que AC < BC.
O

Teorema 19 (Desigualdade triangular).
Em qualquer triangulo, a medida de um dos lados € menor que a soma das medidas dos outros dois.

Dem. Considere um AABC. (Observe a Figura 20)
Na semirecta [AB), considere um ponto D tal que B € [AD] e [BD] 2 [BC]. Desta forma tem-se

AD = AB+ BD = AB + BC. (5)
Por construgao, [BD] = [BC], logo 0 ADBC' ¢ isésceles e dai se obtém que
m(£BDC) = m(£DCB).
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Figura 20: Imagem de auxilio a prova do Teorema 19

C

Considerando agora o AACD, da igualdade anterior obtém-se que
m(£BDC) < m(£DCA).
Pelo Teorema 18 aplicado a AACD sai que AC < AD e, por (5), conclui-se que
AC < AB + BC.
O

Definicao 3.1. Sejam A, B € £ tais que A # B.
Chama-se mediatriz do segmento [AB] ao conjunto dos pontos de € que estiao equidistantes, ou
seja a mesma distancia, de A e de B.

Exercicio 9. Considere A,B € £, com A # B, e M o ponto médio do segmento [AB].
1. Mostre que existe uma e uma sé recta que passa em M e € perpendicular a [AB].

2. Considere a recta m cuja existéncia e unicidade estd provada na alinea anterior.

Mostre que m é a mediatriz de [AB].

Exercicio 10. Sejam AABC e ADEF tais que [AB] = [DE], [BC] & [EF] e m(£LABC) >
m(/DEF).
Mostre que AC > DF'.

Definicao 3.2. Sejam | uma recta e A € E\1. (O ponto A ndo pertence a rectal).

Chama-se projec¢ao ortogonal de A sobre I ao ponto B €1 tal que (AB) L 1.

A distancia minima de um ponto A a uma recta [ é medida na perpendicular, ou seja é a medida
do segmento [AB] em que B é a projeccao ortogonal de A sobre a recta . Para demonstrar este facto
é necessario provar que a somas das medidas dos angulos de um triangulo é sempre menor ou igual a
180.

Teorema 20. A soma dos angulos internos de um qualquer triangulo é menor ou igual a 180.
Ideia da prova:

1. Provar que a soma das medidas de dois angulos internos de um triangulo é sempre menor que
180;
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2. Dado AABC' é possivel construir um outro triangulo, AXYW em que a soma da medida dos
angulos internos de AXY W é igual a soma das medidas dos angulos internos do AABC, mas
em que um dos angulo internos do AXY W mede metade (ou menos) que m(£LBAC).

3. Por absurdo assuma-se que a soma das medidas dos angulos internos de AABC' é igual a 180+4,
com ¢ > 0.

4. Por um processo iterativo, é possivel construir um AX*Y*W™* em que um dos seus angulos
internos mede menos de § e que a soma das medidas dos seus angulos internos é igual & soma
das medidas dos angulos internos do AABC.

5. Conclui-se entdo que AX*Y*W™* possui dois angulos internos cuja soma das suas medidas é
maior que 180, o que é absurdo.

Dem. ( Teorema 20).
Considere um AABC. (Recorde a construgio presente na Figura 12)
Tem-se AAMC =2 ANXMB, pelo que LZACB= /XBC e /MXB=/MAC.
Por um lado, pelo facto de ZACB = /X BC, conclui-se que

m(ZABC) +m(ZACB) = m(Z/ABC) + m(/X BC). (6)

Daqui pode deduzir-se que a soma da medida de dois quaisquer angulos internos de um triangulo é
menor que 180.

Por outro lado, pelo facto de ZMXB = ZMAC e por (6), deduz-se que a soma das medias dos
angulos internos dos AABC e AABX é igual. Mais, tem-se uma das seguintes situagoes:

1. m(£ZAXB) < ™£EAB),

2. m(/BAX) < ™MZCAB)

Consequentemente, iterando o processo a quantidade de vezes necessdria, dado § > 0 é possivel
construir um AA*B*C* em que a soma das medidas dos seus angulos internos é igual a soma das
medidas dos angulos internos do AABC e um dos angulos internos de AA* B*C* mede menos de 4.
Seja o LC*A* B* esse angulo.

Assumindo que a soma das medidas dos angulos internos do AABC é 180 + §, com ¢ > 0, e como
m(£LC*A*B*) < §, resulta que

m(£C*B* A*) + m(£A*C*B*) > 180,

o que contradiz o facto previamente demonstrado de que a soma da medida de dois quaisquer angulos
internos de um triangulo é menor que 180.
Conclui-se entao que a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é menor ou igual
a 180.
O

Exercicio 11. Sejam | uma recta e A € E\ 1, ou seja A ¢ 1.
Mostre que, se C €1, entdo AB < AC, onde B € a projec¢do ortogonal de A sobre .

Tendo presente o resultado do exercicio anterior, faz sentido definir distancia de um ponto a uma
recta.

Definicao 3.3. Sejam | uma recta e A um ponto.
Define-se distancia de A al, denotando-se por dist(A,l), como sendo:

e dist(A)l) =0, caso A €l;

e dist(A,l) = AB, caso A ¢, onde B ¢é a projec¢do ortogonal de A sobre .
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A mediatriz foi definida como sendo o conjunto dos pontos equidistantes a dois pontos dados.
Agora que estd definida a distdncia entre uma recta e um ponto dado, é licito pensar no conjuntos
dos pontos equidistantes a duas rectas dadas. Para ja, e enquanto nao for introduzido o axioma das
paralelas, abordaremos apenas a situagao em que as rectas sao concorrentes. Este problema pode ser
reduzido ao de encontrar o conjunto dos pontos interiores de um dado angulo equidistantes a ambos
os lados.

Proposigao 21. Considere um angulo ZABC'.
Entao a bissectriz de ZABC' (retirando-lhe o ponto B) é o conjuntos dos pontos de int(£LABC)
que se encontram d mesma distancia dos lados de ZABC.

Dem. Exercicio a cargo do leitor. O

Exercicio 12. Um quadrildterconvero, ABDC, diz-se de Saccheri se os angulos adjacentes a base
[AB] forem rectos e [BD] = [AC] (ver Figura 21).
Mostre que:

1. As diagonais [AD] e [CB] sao congruentes;
2. ABDC = NACD;
3. LD = ZC e max{m(£C),m(£D)} < 90.

Figura 21: Quadrilatero de Saccheri

(=]

— D
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4 Axioma das paralelas

Até ao momentos, todos os resultados estudados foram provados sem recurso ao axioma das paralelas
(apresentado abaixo). Consequentemente sdo todos védlidos quer na geometria Euclidiana (onde se
assume o axioma das paralelas) quer na geometria Hiperbdlica (onde nio se assume o axioma das
paralelas).

Comece-se por introduzir a definicao de angulos alternados.

Figura 22: angulos alternados

Definigcao 4.1. Considere trés rectas como as apresentadas na Figura 22.
Chamam-se angulos alternados aos angulos /ZAD e ZCBA.

Dada uma recta [ e um ponto A ¢ [, ja foi resolvido o problema de encontrar uma recta perpendi-
cular a [ que passa no ponto A. Mais, a recta perpendicular a [ passando por A é tinica. O problema
que se segue € o seguinte:

P: Como encontrar uma recta paralela a [ que passa pelo ponto A?

Figura 23: Recta paralela a [ que passa em A

E

eX J

Considere dois pontos distintos, B e C, pertencentes a recta [. Sendo A # B, considere a recta
(AB). A recta (AB) delimita o plano euclidiano £ em dois semiplanos. No semiplano limitado por
(AB) que contém C', o Axioma (A7) garante que existe uma tUnica semi-recta, de origem A, [AD), tal
que m(£BAD) = 180 — m(LCBA). O Axioma (A8) assegura que ZCBA = ZDAE. A proposigao
que se segue garante que as rectas (AD) e [ sdo paralelas (representa-se por (AD) || 1).

Proposigao 22. Considere trés rectas nas condig¢oes da Figura 23.
Entio (BC) || (AD)

Dem. Suponha-se que (BC') néo é paralela a (AD). Entdo existe pelo menos um ponto em comum,
X. Ver Figura 24. Considerando o AABX conclui-se que a soma das medidas dos dngulos internos é
superior a 180, o que é absurdo pois contradiz o Teorema 20. O

23



Figura 24: Recta paralela a [ que passa em A

[ws]
£a

A questao P, acima apresentada, estd resolvida, mas sera que sé existe uma recta nessas condigoes?
Sim, na geometria Euclidiana; Nao na geometria hiperbdlica.

Axioma [axioma das Paralelas]

(A9) Por qualquer ponto ndo pertencente a uma recta dada, [, passa, no maximo, uma recta paralela
al.

O primeiro resultado exclusivo da geometria euclidiana é o reciproco da Proposicao 22.

Proposicao 23.
Se uma recta, 1, intersectar duas rectas paralelas I e la, entao os angulos alternados sdo congru-
entes.

Dem. Sejam A e B os pontos de intercepcao da recta [ com as rectas 1 e s, respectivamente.

Pela construgao prévia a Proposicao 22, juntamente com a propria Proposicao 22, existe uma recta,
(AD), paralela a ls que passa em A e cujos angulos alternados definidos com [ sdo congruentes. Pelo
axioma (A9), l; = (AB). O

Teorema 24. A soma da medida dos angulos internos de um triangulo € igual a 180.

Figura 25: Figura de apoio a prova do Teorema 24

Dem. Considere um AABC.

Considere a recta (AB) e a recta p que é paralela a (AB) e que passa no ponto C. No semiplano
limitado por (AC) que contém o ponto B, considere um ponto D pertencente a p. Considere os pontos
E, F e G tais que:

e E € (AC) tal que C estd entre E e A;
e F' € (BC) tal que C estd entre F e B;
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e G € (DC) tal que C estd entre D e G.

Pela Proposicao 23, tem-se /BAC =2 /ECD e ZABC =2 /FCG. Sendo ZFCG e ZDCB verti-
calmente oposto, entao sao congruentes. Assim sendo

m(/CAB) + m(ZABC) + m(£ZACB) = m(ZECD) + m(/DCB) +m(/ACB) = 180.

Exercicio 13.
Mostre que num quadrildtero de Saccheri, Figura 21, tem-se m(£C) = m(£D) = 90.

Exercicio 14.
Considere um poligono convexo com n lados, com n € N\ {1, 2}.
Mostre que a soma das medidas dos seus angulos internos € igual a 180 - (n — 2).

Exercicio 15. Considere um quadrilatero convexo ABCD.
Mostre que sao equivalentes as sequintes afirmacaoes:

1. Os dangulos opostos de ABC'D sdo congruentes (i.e. ZA=/C e /B /D);
2. Os lados opostos de ABC'D sdo paralelos (i.e. [AB] || [CD] e [BC] || [DA]).

Definicao 4.2. Chama-se paralelogramo a um quadrildtero convexo que satisfaz uma (e consequente-
mente as duas) das condigoes apresentadas no exercicio anterior.

Exercicio 16. Considere um paralelogramo ABCD.
Mostre que [AB] = [CD] e [BC] = [DA].

Exercicio 17. Sejam ly,ly duas rectas paralelas.
Mostre que,
dist(A,ly) = dist(B,l1), VA,BEls.

Exercicio 18. Mostre que, em qualquer triangulo, o segmento de recta que une os pontos médios de
dois lados € paralelo ao terceiro lado do triangulo.
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5 Semelhanca de Tiangulos

Nesta secgao estudam-se os varios critério de semelhanga de tridngulos. Desde ja é necessario clarificar
o que se entende por semelhanc¢a de triangulos com a definicao que se segue.

Definigao 5.1. Dois triangulos, NABC e ADEF, dizem-se semelhantes se existe uma bijec¢do entre
os vértices (por exemplo A — D, B— E e C — F) de tal forma que dngulos correspondentes sdo
congruentes e lados correspondentes sao proporcionais (no exemplo: LCAB = LEDF, ZABC =

/DEF, /BCA=~ /EFD ¢ AB — BC _ CA)

A razao entre lados correspondentes chama-se razio de semelhanca (no exemplo,
semelhanca).

€ a razdo de

Sls

Figura 26: Tridngulos semelhantes
E

Pelo exemplo da Figura 26, os tridngulos semelhantes denotam-se por AABC ~ ADEF. Mas
atencao, aqui novamente a ordem conta, pois a notacao identifica a bijeccdo. Assim, ainda no exemplo
da Figura 26, AABC ~ ADEF mas AABC »~ AFED.

A semelhanca do que acontece com a congruéncia de tridangulos, nao é necessario verificar todas as
medidas dos angulos e todas as razoes dos lados para se concluir a semelhanca entre dois tridngulos
dados. Nesta seccao apresentam-se critérios de semelhanga de triangulos, ou seja, a conclusao de que
dois triangulos sao semelhantes, comparando apenas trés medidas entre lados e angulos internos.

Teorema 25 (critério AAA).
Se dois triangulos tém, de um para o outro, os angulos internos congruentes, entao sao semelhantes.

Dem. Considere os AABC e ADEF tais que ZA= /D, /B=/Fe /C=/F.

; _ AB
Seja A = .
Pretende-se mostrar que

BC _ - AC,
EF DF
E suficiente mostrar que % = \. Para isso consideram-se trés casos
1. XeN;
2. e Q;
3. AeR\Q.

Primeiro caso: A € N

Para A = 1 tem-se que [AB] = [DE] e, pelo critério de congruéncia ALA, obtém-se que AABC &
ADEF e esta provado.
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Figura 27: Imagem de suporte a prova do Teorema 25

Para o caso A = 2, consideram-se E* ponto médio de [AB] e F'* ponto médio de [BC] e prova-se
(exercicio da secgao anterior) que AABC ~ AAE*F* e ANAE*F* 2 ADEF, donde se conclui que

AC _

DF
Para os restantes valores naturais de A procede-se por inducao.

Suponha-se o resultado é valido para A — 1. o

Seja E* o ponto de [AB] tal que AE* = }1AB, donde ;‘; =)=
AE* = DE.

Sejam F* € [AC] e X € [BC] tais que [E*F*] || [BC] e [E*X] || [AC]. Pelo critério ALA tem-se
ADEF =2 NAE*F*, logo

&=

e consequentemente

AF — DF. (7)
Considerando o paralelogramo E*XCF, tem-se
Ex*X =CF~. (8)

Mais, os triangulos AABC, AE*BX e ADEF tém angulos correspondentes congruentes e, por
construgao

BE-—AB-F A= (A~ )EA=(\A—1)DF = % Al

Pela hipotese de inducao, obtém-se
E*X = (A—1)DF. (9)
Finalmente, por (7), (8) e (9), tem-se
AC = AF* + F*C = DF + E*X = DF + (A — 1)DF = \ADF,

donde

como se pretendia demonstrar.

27



Sequndo caso: \ € Q

Tem-se

AB P
— =A==, comp,q€Nemd.c.(pq) =1
=7 . p,q (p,q)

Considere um outro APQR tal que /P2 /A, /Q=/Be/R=/Ce
PQ=pDE (=¢AB).
Como p € N, aplicando as ideias, como para o caso A = N, aos APQR e ADEF, tem-se
PR =pDF (10)
Como PQ = gAB, e igualmente aplicando os processos a APQR e AABC, tem-se
PR = qAC. (11)

Finalmente, por (10) e (11) conclui-se que

— — AC
pDF = gAC & =— =P _
F q
Terceiro caso: A € R\ Q
Sejam s,t € Q tais que s < A < t. o
Mostrando que % €]s, t[, conclui-se que A:g = )\, pois s,t € QQ sao arbitrarios verificando s <

A<t

Seja s € Q tal que s < A. Assim s < %@sﬁ<ﬁ.

Considerem-se E* € [AB] e F* € [AC] tais que AE* = sDE e [E*F*] || [BC].

Desta forma AE*AF* e AEDF tém os angulos correspondentes congruentes e 42 = s € Q. Pelo
segundo caso, obtém-se

F AC
7:Sj:>3,
DF DF

pois AF* < AC.
Fixando t € Q tal que t > A, de forma se obtém

AC

p— < t.

DF
Finalmente,

Ve
8<D:<t, Vs,t € Q com s < A <,

donde se obtém

O

Por forga do Teorema 24, é suficiente testar dois angulos para que os trés sejam congruentes. Desta
forma o critério AAA é na verdade o critério AA.

Teorema 26 (critério LAL).
Se dois triangulos tém, de um para o outro, um angulo congruente e os lados que lhes pertencem
proporcionais, entdao sao semelhantes.
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Figura 28: Imagem de suporte a prova do Teorema 26

B
A b c D 3

Dem. Sejam ANABC e ADEF.

Pretende-se mostrar que se ZA = /D e % = %, entdo ANABC ~ ADEF.
Sem perda de generalidade, suponha-se que % > 1. No lado [AB] considere um ponto E* tal

que [AE*] & [DE]. Cousidere ainda a recta, p, que passa em E* e é paralela a [BC]. O ponto de
interseccao de p com [AC] denote-se por F™*.
Sendo [E*F*] || [BC], tem-se que LAE*F* = ZABC' e consequentemente AABC ~ AAE*F*.
Assim,

AF*  AE* @AF* _W@AF* _ DF
AC 4B AC AB  AC AC’
donde [AF*] = [DF)]. Desta forma, o critério ALA da congruéncia de tridngulos permite concluir que

ANAE*F* =2 ADEF, e consequentemente /DEF = /AE*F* =2 Z/ABC, donde, pelo critério AA se
conclui que AABC ~ ADEF. O

Teorema 27 (critério LLL).
Se dois triangulos tém, de um para o outro, todos os lados proporcionais, entao sao semelhantes.

Figura 29: Imagem de suporte a prova do Teorema 27

B
A b c D 3

Dem. Considere AABC e ADEF tais que

AB BC CA

DE EF FD
% > 1. No lado [AB] considere um ponto E* tal que
[AE*] = [DE]. Considere ainda a recta, p, que passa em E* e é paralela a [BC]. O ponto de
intersecgdo de p com [AC] denote-se por F*.

Sem perda de generalidade, suponha-se que
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Sendo [E*F*] || [BC], tem-se que ZAE*F* = /ABC e, pelo critério AA, conclui-se que AABC' ~
AAE*F*. Consequentemente,
AB BC AB  BC BC  BC

=~ — = & ==
AE*  E*F* DE  E*F* EF  E*F*

)

donde [EF] = [E*F™].
Pelas mesmas razoes, tem-se
AB AC AB AC - AC A

e e 8 — = —
AE*  AF* DE  AF* DF  AF*

donde [DF] = [AF™].
Pelo critério LLL, tem-se AAE*F* =2 ADEF. Sendo ANABC ~ AAE*F*, conclui-se que
ANABC ~ ADEF. O

Teorema 28 (Teorema de Pitdgoras).
Num triangulo rectangulo, o quadrado da medida da hipotenusa € igual a soma dos quadrados das

medidas dos catetos.

Figura 30: Imagem de suporte & prova do Teorema 28
A

Dem. Seja AABC um triangulo rectangulo em que o ZB é recto.

Considere D a projeccao ortogonal de B na recta (AC). O Teorema 24 garante que ZA e ZC' sdo
angulos agudos, pelo que D € [AC].

Pelo critério AA tem-se que ADBC ~ ABAC ~ ADAB. Destas semelhancas obtém-se as
igualdades

BC"=DC-AC

(porque ADBC ~ ABAC) —
{2 Z Y S BC'+AB = AC

(porque ADAB ~ ABAC)

SIS
SIS

Teorema 29 (Teorema de Thales).

Sejam a, b, c trés rectas paralelas e r, s duas rectas concorrentes com a.

Entdao os segmentos, na recta r, obtidos da intersec¢ao de r com a,b,c sdo proporcionais aos
segmentos, na recta s, obtidos da interseccdo de s com a,b,c.

Dem. Na Figura 31, tem-se -
AB  BC AC
DE EF DF
Fica como proposta de exercicio a prova deste resultado.
Sugestao: Prove que ABCI ~ AABG. O

30



Figura 31: Imagem de suporte ao Teorema 29

-~
0

Definicao 5.2. Chama-se mediana de um triagngulo a cada um dos segmentos de recta que une cada
vértice ao ponto médio do lado oposto.

Teorema 30. As trés medianas de wm triangulo intersectam-se num mesmo ponto.

Mais, a distancia de cada vértice ao ponto de intersec¢do das medianas € igual a % do comprimento
da respectiva mediana.

Dem. Considere um AABC.

Figura 32: Imagem de suporte & prova do Teorema 30

A

C

Sejam D, E, F' os pontos médios dos lados do AABC' (ver Figura 32).

Tem-se AABC ~ AAED (justifique porqué) com razado de semelhanca 2. Consequentemente
BC =2DE.

Considerando G o ponto de intercepcao das medianas [BD] e [CE], tem-se AGBC ~ AGDE
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(justifique porqué), também com razao de semelhanca 2. Consequentemente
BG=2DG e CG=2GE.

Considerando agora H o ponto de intersecgdo das medianas [AF] e [CE], e repetindo a andlise,
conclui-se que

AH =2HF e CH=2FH.
Mas entdo G, H € [CE] com CH = 2EH e CG = 2EG, o que implica que G = H, tendo-se

ﬁ:@+@:@+%@:;@,

ou seja

De igual forma se conclui que

Definigao 5.3. Seja AABC.
Chama-se baricentro ao ponto de intersec¢do das medianas do NABC.

Exercicio 19. Mostre que, em qualquer quadrildtero convexo, os pontos médios dos lados sao vértices
de um paralelogramo.

Exercicio 20. Seja r uma recta paralela ao lado [AB] de um ANABC que intersecta o lado [AC].
Mostre que

1. A recta r intersecta o lado [BC);

2. Se A* € o ponto de interseccao de v com [AC] e B* € o ponto de interseccao de r com [BC],
entio ANABC ~ AA*B*C.

Exercicio 21. Considere o quadrildtero ABCD da Figura 33, em que ZC = /B, EC =8, AE =6
e DC = 22.
Determine BE.

Figura 33: Exercicio
A
C
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6 Circunferéncia

Nesta seccao apresentam-se a circunferéncia e algumas das suas propriedades base.

Definigao 6.1. Sejam O € £ er > 0.
Define-se circunferéncia de centro em O e raio r como sendo o conjunto

C={Ae&: A0 =r}.

Define-se interior, ou circulo, da circunferéncia C como sendo o conjunto

int(C)={A€&:A0 <r},
e exterior da circunferéncia C como sendo o conjunto
ext(C) ={A€&: A0 > r}.
Define-se também (observe a Figura 34):
e corda como sendo um segmento de recta [AB] em que A, B € C;
e didgmetro como sendo uma corda que contém o centro O, por exemplo [ED] na Figura 84;

e raio como sendo um segmento recta [OP], com P € C.

Figura 34: Circunferéncia

Observe que, na Definicao 6.1, usa-se a palavra raio para denotar quer a distancia de um ponto
de uma circunferéncia ao seu centro, quer o segmento de recta de extremos o centro da circunferéncia
e um ponto pertencente & circunferéncia. Esta ambiguidade nao tras qualquer problema porque, por
um lado o contexto em que a palavra serd usada nao deixard diuvidas e por outro, a medida do raio
[OP] de uma circunferéncia é sempre igual ao seu raio r > 0.

Para verificar que um qualquer didmetro é eixo de simetria de uma circunferéncia, necessita-se de
definir ponto simétrico e eixo de simetria.
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Definigao 6.2. Sejam A € € e s uma recta.
Considerem-se p a recta perpendicular a s que passa em A e I a projec¢ao ortogonal de A sobre s

{I} =snp).

Chama-se ponto simétrico de A relativamente a s:
e ao ponto A, caso A € s;
e ao ponto A* € p tal que AI = A1, caso A ¢ s.

Definigao 6.3. Seja A C £ ndo vazio e s uma recta.
A recta s diz-se eizo de simetria de A se para todo o ponto A € A\ s, o ponto simélrico de A
relativamente a s também pertence a A.

Seguem-se alguns resultados sobre a geometria da circunferéncia, cuja prova é deixada como
exercicio.

Teorema 31. Qualquer recta que contém o centro de uma circunferéncia € um eixo de simetria dessa
circunferéncia.

Dem. Proposta de exercicio. O

Teorema 32. O diametro de uma circunferéncia intersecta qualquer corda, que lhe seja perpendicular,
no seu ponto médio.

Dem. Proposta de exercicio. O

Teorema 33. Numa circunferéncia C, a mediatriz de uma sua corda contém um diametro de C.

Dem. proposta de exercicio. O

Teorema 34. Numa circunferéncia C, cordas paralelas tém a mesma mediatriz.

Dem. proposta de exercicio. O
Para prosseguir com propriedades de um circunferéncia, é necessario introduzir e nocao de arco

Definigao 6.4. Sejam C uma circunferéncia e [PQ] um dos seus didgmetros.
Chama-se semicircunferéncia ao conjunto

CNH,

onde H é um semiplano limitado pela recta (PQ).

Definigao 6.5. Seja C uma circunferéncia de centro O.
Chama-se arco de circunferéncia de C

e a cada uma das semicircunferéncias de C;
e a cada um dos conjuntos
CNint(LPOQ) e C\{PQ}Uint(£LPOQ)),
onde P,Q € C e O ¢ [PQ];
e a circunferéncia C.

Ap6s a definigdo de arco de uma circunferéncia, é necessdrio medi-lo. Para isso define-se amplitude
de um arco.
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Definigao 6.6. Seja C uma circunferéncia de centro O.
Define-se amplitude de um arco como sendo um nimero do intervalo ]0,360] tal que

e a amplitude da circunferéncia é 360;
e a amplitude de uma semicircunferéncia € 180;

e caso P,Q € C e O ¢ [PQ], a amplitude de C N int(LPOQ) é m(LPOQ), e a amplitude de
C\ ({P,Q} Uint(£POQ)) ¢ 360 — m(LPOQ).

Definigao 6.7. Dois arcos de circunferéncia dizem-se congruentes se tém a mesma amplitude.

Seguem-se as definicoes de angulo ao centro e de angulo inscrito numa circunferéncia.

Figura 35: Angulo ao centro vs angulo inscrito

Definicao 6.8. Sejam C uma circunferéncia de centro O e P,Q,R € C. (Ver Figura 35)

Chama-se angulo ao centro da circunferéncia C ao angulo ZPOQ.

Chama-se angulo inscrito na circunferéncia C ao angulo ZPRQ. Neste caso, o arco CNint(£LPRQ)
diz-se arco interno a ZPRQ (ou arco subentendido por ZPRQ), e o arco C\ ({P,Q} Uint(£LPRQ))
diz-se arco externo a ZPRQ (ou arco capaz de ZPRQ).

Seguem mais algumas propriedades elementares das circunferéncias, cujas provas, mais uma vez,
sao bons exercicios de revisao das matérias leccionadas anteriormente nesta unidade curricular.

Teorema 35. Sejam [AB] e [CD] duas cordas de uma circunferéncia C tais que [AB] || [CD] e B, D
pertencem ao mesmo semiplano limitado pela mediatriz das cordas.
Entdo [BD] = [AC] e o arco interno a ZBAD € congruente com o arco interno a ZABC.

Dem. Proposta de exercicio.
Comece por representar a mediatriz das cordas. Pelo Teorema 34, a mediatriz é comum a ambas
as coras. (Ver Figura 36)

O
Teorema 36. Sejam C uma circunferéncia de centro O e A,B,C,D € C.
Entao
(AAOB o AC’OD) & ([AB] =] [C’D]).
Dem. Proposta de exercicio. O
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Figura 36: Auxilio a prova do Teorema 35
\

Teorema 37. Sejam C uma circunferéncia, A € C e X € int(C).
Entao a recta (AX) intersecta a circunferéncia C num outro ponto diferente de A.

Dem. Proposta de exercicio. O

Teorema 38 (Teorema do arco capaz).
A medida de um angulo inscrito, ZABC numa circunferéncia C € igual a metade da amplitude do
arco subentendido por ZABC.

Dem. Sejam C uma circunferéncia de centro O e A, B,C € C trés pontos distintos.
Denote-se por AC o arco subentendido por ZABC.
Uma e uma s6 das trés situagoes seguintes acontece:

1. O centro O da circunferéncia C pertence ao LABC)
2. O centro O da circunferéncia C pertence a int(£LABC');
3. O centro O da circunferéncia C néo pertence a int(LABC) U ZLABC.

Prove-se cada um dos casos separadamente.

Figura 37: Auxilio a prova do Teorema 38
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1. Suponha-se que O € ZABC. Sem perda de generalidade, suponha-se que O € [BA].
(ver Figura 37).

Sendo [OB] e [OC] dois raios da circunferéncia C, entdao [OB] = [OC], donde 0 AOBC é isésceles
de base [BC|. Pela Proposigao 10, tem-se ZABC = /BCO.

Como a soma dos angulos internos de AOBC' é 180, tem-se
m(LAOC) = m(LABC) + m(£BCO) = 2m(£LABCQC),

donde )
m(LABC) = gm(AAOC).

Pela defini¢ao de amplitude de um arco, Defini¢ao 6.6, conclui-se que a amplitude de AC 6 igual
a metade da medida do angulo ao centro ZAOC.

Figura 38: Auxilio a prova do Teorema 38

2. Suponha-se que O € intZABC. (ver Figura 38)
Consequentemente, & excepcao da origem B, a semi-recta [BO) estd contida no interior do
ZABC. Seja D o ponto de interseccao do AC com a semi-recta [BO).

Desta forma, tem-se m(LABC) = m(£ABD) + m(£DBC) e o centro O pertence a ambos o0s
angulos inscritos ZABD e /DBC. Tendo em consideragao o ponto 1. demonstrado acima,
conclui-se que

m(ZABC) = m(ZABD)+m(/DBC) = %m(AAOD) 4 ém(zDOC)

—_

= —(m(LAOD)+m(£DOC))

DO

= %m(lAOC).

3. Suponha-se que O ¢ (int(LABC)U LABC).

Considere a semi-recta [BO) e denote por D o ponto de intersec¢ao de [BO) com a circunferéncia
C (diferente de B). Sem perda de generalidade, assuma-se que o arco subentendido por ZDBC
contém o ponto A. (ver Figura 39).
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Figura 39: Auxilio a prova do Teorema 38

Desta forma, o ponto O pertence ao ZDBC e ao ZDBA. Mais uma vez, pelo ponto 1. demons-
trado acima, conclui-se que

m(LABC) = m(£DBC)—m(£LDBA) = %m(ADOC) — %m(ADOA)
= %(m(ADOC’) —m(£DOA))
-1 LAOC
= im( ).

Os dois resultados que se seguem sao consequéncias imediatas do Teorema 38.

Coroldrio 39. Sejam C uma circunferéncia e P,Q, R € C trés pontos distintos tais que [PQ] é um
diametro de C.
Entdao o APQR ¢é um triangulo rectangulo.

Dem. Proposta de exercicio. O

Definicao 6.9. Chama-se angulo ex-inscrito a uma circunferéncia C a qualquer angulo adjacente
suplementar a um angulo inscrito em C.

Na Figura 40, estd representado o ZABC' que é ex-inscrito a circunferéncia C porque um dos lado
contém a corda [BA] de C e o outro lado é a semi-recta [BC) que é oposta & semi-recta [BC) que
contém a corda [BD].

A medida de um angulo ex-inscrito é apresentada pelo corolario do Teorema do arco capaz que se
segue.

Corolario 40. Sejam C uma circunferéncia de centro O, A,B € C e C € £\ C tais que 0 LABC €
um dngulo ezx-inscrito a C.
Entao

1
m(LABC) = 180 — §m(4AOD),
onde D é o ponto de intersec¢ao da circunferéncia C com a semi-recta oposta a [BC).

Dem. Proposta de exercicio. O
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Figura 40: angulo ex-inscrito

Teorema 41. Sejam C uma circunferéncia de centro O, A,C € C e B € int(C).
Entao 1
m(LABC) = §(m(4AOC’) +m(£LDOE)),
onde D ¢é o ponto da intersec¢ao da circunferéncia C com a semi-recta oposta a [BC), e E é o ponto
da intersecgdo da circunferéncia C com a semi-recta oposta a [BA).

Figura 41: Imagem de auxilio a prova do Teorema 41

C

Dem. Siga o raciocinio com o auxilio da Figura 41.
Observe que 0 ZABC' é externo ao ABEC. Consequentemente,

m(LABC) = m(LBCE) +m(£LBEC).
Como Z/BCE e ZBEC sao angulos inscritos em C, pelo Teorema 38 conclui-se que

m(LABC) = %(m(LDBE) +m(LABC)).

O

Teorema 42. Sejam C uma circunferéncia de centro O, A,C € C e B € ext(C) tais que [BA]
intersecta C em D # A e [BC| intersecta C em E # C.
Entao

m(/ABC) = %(m(ZAOC’) — m(/DOE)).

39



Figura 42: Imagem de auxilio a prova do Teorema 42

7

Dem. Siga o raciocinio com o auxilio da Figura 42.
Observe que o ZAEC' é externo ao AABE. Consequentemente,

m(LAEC) = m(£LABC) + m(£LBAFE),
donde
m(LABC) = m(LAEC) — m(£/BAE). (12)
Como LZAEC e ZBAE sao angulos inscritos em C, pelo Teorema 38 tem-se que
m(ZAEC) = %m(zAOC) e m(/BAE) = %m(ZDOE)

e de (12) conclui-se que

m(LABC) = %(m(LAOC) — m(£DOE)).

O
Teorema 43. Sejam A, B,C € £ trés pontos nao colineares.
Entao existe uma, e uma s6, circunferéncia C tal que {A, B,C} C C.
Dem. Proposta de exercicio. O

Definicao 6.10. Dado um AABC, chama-se circuncentro do triangulo ao centro da circunferéncia
que contém todos os vértices do NABC.

No que segue, apresentam-se as varias posigoes de rectas relativamente a uma dada circunferéncia.
Definigao 6.11. Sejam C uma circunferéncia e r uma recta. Diz-se que
e a recta r é exterior a circunferéncia C se #(CNr)=0;

e a rectar € tangente & circunferéncia C se # (CNr) = 1. Chama-se ponto de tangéncia ao ponto
que é comum a circunferéncia e 4 recta;

e a recta r é secante & circunferéncia C se #(CNr)=2;

Exercicio 22. Mostre que ndo existem rectas que intersectam uma qualquer circunferéncia em mais
do que dois pontos.
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Teorema 44. Para qualquer AABC, existe uma, e uma so, circunferéncia tangente a todos os lados
de AABC.

Dem. Proposta de exercicio. O

Definigao 6.12. Dado um ANABC, chama-se incentro do triangulo ao centro da circunferéncia inscrita,
isto €, da circunferéncia tangente a todos os lado do AABC.

Teorema 45. Sejam C; e Co duas circunferéncias, com centros em O1 e O3 e raios r1 e ro respecti-
vamente, tais que

C1 N int(Cg) 7é @ e C1 n 6.73t(62) 75 @ (13)

Entao as circunferéncia C1 e Co intersectam-se em exactamente dois pontos.

Figura 43: Imagem de auxilio & prova do Teorema 45

Dem. Sem perda de generalidade, suponha-se que ro < ry.
Considere a recta (0102) e Hq um dos semiplanos limitado por esta.
Considere a funcao
f: ]0,180 — R
o |02P‘ ’

onde P € H; é o tnico ponto de C; tal que m(£ZP0O;03) = «a (ver Figura 43).

Defina-se m = min{O2P : P € (0105) NC1} (na Figura 43, tem-se m = O3 Py e M = O2P).

Tem-se que f(]0,180[) =]m, M| (consequéncia do axioma (AT7)) e f é estritamente crescente (pro-
var).

Sendo f uma fungdo mondtona em que quer o dominio quer o contradominio sdo intervalos, entao
f é continua.

Mais, por (13) prova-se que existem P’, P € C; tal que O3 P’ < ro e O3 P" > ro (prove).

Pelo teorema do valor intermédio existe um tinico «* tal que f(a*) = r2 (a unicidade vem porque
a monotonia de f é estrita). Consequentemente existe P* € C; N H; tal que m(LP*0102) = a* e
|OoP*| = f(a*) = ra. Logo P* € Cy. Conclui-se entdo que P* € C; N Cs.

Finalmente, pelo Teorema 31, a recta (O102) é um eixo de simetria das circunferéncias C; e Ca,
donde se conclui que, no semiplano Hs, existe um tnico ponto comum as duas circunferéncias que é
o ponto simétrico de P* relativamente & recta (O103). O

Exercicio 23.

1. Sejam C uma circunferéncia, t uma recta e T € CNt

Mostre que a recta t é tangente a C se e so se a recta perpendicular a t no ponto T contém um
diametro de C.
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2. Sejam Cy e Co duas circunferéncias de centros em O1 e Oy respectivamente.

Mostre que se existe A € [0103] tal que A € C1 NCa, entao C; NCy = {A}.

3. Considere a Figura /4.
Mostre que NABC ~ AEDC.

Figura 44: Imagem de auxilio a exercicio

4. Na Figura 45 estdo representadas duas circunferéncias, uma de centro em A e outra de centro
em B. O ponto C pertence a circunferéncia de centro A e o ponto E pertence d circunferéncia
de centro em B.

Suponha_que existe o ponto D € [AC) pertencente a interseccdo da circunferéncia de centro A
e raio AC + BE com a circunferéncia de didmetro [AB].

Mostre que se [EB] || [AC], entdo a recta (EC) € tangente as duas circunferéncias.

Figura 45: Imagem de auxilio a exercicio

5. Considere um AABC' isdsceles em que m(£LABC) = 100. Considerando a circunferéncia, C,
inscrita em NABC, o ponto D é o ponto de tangéncia do lado [CA] com C e o ponto E € o
ponto de tangéncia do lado BA com C. (Observe a Figura 46)

Sendo F' € C\ {D, E} determine os possiveis valores para m(£LDFE).
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Figura 46: Imagem de auxilio a exercicio
A
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7 Construcoes de Régua e Compasso

Construgoes de régua e compasso sao construgoes geométricas realizadas no plano euclidiano apenas
com dois instrumentos, uma régua ndo graduada e um compasso, a partir de um conjunto finito de
pontos iniciais, P C &, e respeitando um conjunto de regras pré-definidas.

A régua, sem graduacdo, serve para desenhar rectas, semi-rectas e segmentos de recta.

O compasso serve para desenhar arcos de circunferéncias e transferir medidas. Este instrumento
é constituido por duas pontas, a ponta seca e a ponta mdvel. A ponta seca coloca-se sempre
sobre o ponto que serd o centro da circunferéncia a construir, enquanto que a ponta maével é a
ponta que marca os pontos equidistantes ao centro.

Regras a seguir na realizagao de construgoes de régua e compasso:

1.

Néo é permitido seleccionar pontos aleatérios (sejam estes pertencentes a uma recta, a uma
circunferéncia, ou ao plano euclidiano);

Com a régua nao graduada s6 é possivel desenhar uma recta que passa em dois pontos pré-
estabelecidos;

Com o compasso sé é possivel desenhar uma circunferéncia de centro num ponto pré-estabelecido
e de raio igual ao comprimento de um segmento de recta, cujos extremos sejam pontos pré-
estabelecidos.

Para que as regras acima descritas possam ser utilizadas, falta definir o que se entende por ponto
pré-estabelecido.

Definigao 7.1. Chama-se ponto pré-estabelecido, num dado momento do processo de execu¢ao de
uma constru¢do de régua e compasso, a um ponto do plano euclidiano € que:

pertenga ao conjunto inicial de pontos P fornecido para a realiza¢do da constru¢do;
seja a interseccao de duas circunferéncias previamente construidas;
seja a interseccao de duas rectas previamente construidas;

seja a interseccao de uma recta com uma circunferéncia previamente construidas.

Das regras acima descritas, segue imediatamente que, para que uma construcao de régua e com-
passo se processe € necessario que o conjunto inicial de pontos P tenha pelo menos dois pontos.
Atenda-se ao exemplo que se segue.

Exemplo: Dados dois pontos distintos no plano euclidiano, ou seja A, B € &, pretende-se obter a
mediatriz do segmento de recta [AB].

Processo de construcao:

1.

Colocando a ponta seca do compasso no ponto A e com uma abertura igual a AB, constréi-se a
circunferéncia de centro A e raio [AB]. Designe-se por C; esta circunferéncia,;

Colocando a ponta seca do compasso no ponto B e com uma abertura igual a AB, constréi-se
a circunferéncia de centro B e raio [AB]. Designe-se por Cs esta circunferéncia,

Identificam-se com as letras C' e D os pontos de intersecgao das circunferéncias, C; e Cs, cons-
truidas anteriormente;
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4. Com a régua nao graduada constroi-se a recta que passa pelos pontos C' e D. Esta é a mediatriz
do segmento de recta [AB].

Veja a Figura 47 e observe a construgao finalizada.

Justificagiao do processo:

Os pontos de C; sdo equidistantes ao ponto A e os pontos de Cy sdo equidistantes ao ponto B. Con-
sequentemente, os pontos D e C' sdo equidistantes de A e de B, logo (Defini¢ao 3.1) D, C pertencem
a mediatriz do segmento de recta [AB]. Como anteriormente se verificou que a mediatriz de um
segmento de recta é uma recta, o axioma (Al) permite concluir que a recta (C'D) é a solugao pedida.

Figura 47: Mediatriz de um segmento

y

D

Tal como acontece neste primeiro exemplo, qualquer construcao de régua e compasso é composta
por duas etapas distintas: O processo de construgdo e a justificagdo do processo.

Processo de construgao Nesta etapa sao descritos, de forma sequencial, todos os procedimentos
seguidos na construcao do desenho levando a solugao do problema apresentado;

Justificacao do processo Nesta etapa apresentam-se as justificagdes necessarias para garantir que
o desenho efectuado conduz a solucao do problema posto.

A obtencao da mediatriz de um segmento de recta é uma das construcoes cldssicas de régua e
compasso. Segue-se uma lista com outras construcoes classicas, igualmente elementares:

e Dados dois pontos, A,B € £ com A # B, e P € £, desenhar a recta que passa por P e é
perpendicular & recta (AB);

e Dados dois pontos, A, B € £ com A # B, e P € £\ (AB), desenhar a recta paralela a (AB) que
passa por P;

e Construir a bissectriz de um angulo ZABC' dado;
e Construir um tridngulo equildtero, dado um dos seus lados, segmento de recta [AB].
e Transportar, somar e subtrair segmentos de recta;

e Transportar, somar e subtrair angulos.
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Entenda-se por transportar um segmento de recta, como seja construir um segmento recta congruente
com um previamente fornecido, numa dada semi-recta e com um dos extremos na origem.
Entenda-se por somar dois segmentos de recta, como seja construir um segmento recta com compri-
mento igual a soma dos dois segmentos de recta dados, numa dada semi-recta e com um dos extremos
na origem.

Entenda-se por subtrair dois segmentos de recta, como seja construir um segmento recta com compri-
mento igual a diferenca entre o comprimento de um segmento de recta dado e o comprimento de um
outro de menor valor, numa dada semi-recta e com um dos extremos na origem.

Entenda-se por transportar um dangulo, como construir um angulo, dado um dos seus lados, congruente
com um angulo previamente fornecido.

Entenda-se por somar dois angulos, como construir um angulo, dado um dos seus lados, cuja sua
medida ¢ igual a soma das medidas de dois angulos dados.

Entenda-se por subtrair dois angulos, como construir um angulo, dado um dos seus lados, cuja sua
medida é igual a diferenca entre a medida de um dado angulo com a de outro dado de menor medida.

As construgoes listadas anteriormente sao elementares e, por serem elementares, frequentemente
aparecem nas construgoes sem as justificagoes que as suportam. Compreende-se essa situacao pois, em
construgoes de uma complexidade superior, torna-se complicada a leitura se as justificagoes elemen-
tares nao forem omitidas. Mas atencao, as justificacoes sao sempre parte integrante das construgoes
de régua e compasso.

Exercicio 24. Fica como exercicio a obtencgao de cada uma das construcdes indicada na lista anterior.

Uma construgdo um pouco mais complexa é a obtengdo da recta tangente a uma circunferéncia
dada e que passa num ponto dado exterior a circunferéncia. Fica o desafio de executar esta construgao.

Exercicio 25. Sejam C uma circunferéncia, de centro O e raio [OA], e P um ponto exterior a
circunferéncia.
Obtenha, através de construcao de régua e compasso, as rectas tangentes a C que passam por P.

Uma generalizagao da construgao efectuada no exercicio anterior é a de colocar, em lugar do ponto
P uma outra circunferéncia. A resolugdo do ponto 4. do Exercicio 23 (ver Figura 45), na seccao
anterior, ajuda na resolucao do exercicio que se segue.

Exercicio 26. Observe a Figura 45.
Sejam Cy e Co duas circunferéncias de centros A e B e raios [AC| e [BD] respectivamente.

1. Fazendo depender das posicdes relativas das duas circunferéncias, diga quantas rectas tangentes
as duas circunferéncias existem.

2. Através de construcoes de régua e compasso, obtenha, nas situacdes em que € possivel, as rectas
tangentes as duas circunferéncias dadas.

Divisao de um segmento de recta em n partes iguais:

Uma outra construcao cléssica é a divisdo de um segmento de recta em n (n € N) partes iguais.
Para isso faz-se uso do Teorema 29 (Teorema de Thales). Observe a Figura 48, na qual se apresenta
a divisdo do segmento de recta [AB] em cinco partes iguais. Note que estdo omitidos os passos de
construgdo das rectas paralelas ao segmento de recta [GB]. Fica o desafio para completar o processo
de construcao e escrever a justificacao do processo de construgao de régua e compasso.

Note ainda que o processo apresentado para a divisao do segmento de recta em 5 partes iguais
pode ser replicado para efectuar a divisao do segmento em n partes iguais, qualquer que seja n € N.
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Figura 48: Divisao de um segmento de recta em 5 segmentos congruentes entre si

Segmento com comprimento igual \/n vezes o comprimento de um segmento dado:

Dado um segmento de recta [AB] e n € N, é possivel obter, por construgdo de régua e compasso,
um outro segmento de recta cujo comprimentos é \/n- AB. Aqui é o Teorema de Pitdgoras que suporta
a justificacado da construcao.

Comece-se por construir um segmento de comprimento /2. AB. (ver Figura 49).

Considerando a recta (AB), constréi-se um segmento de recta [BC] tal que [AB] L [BC| e [AB] &
[BC]. Desta forma, o AABC é rectangulo com ZABC recto. Pelo Teorema de Pitdgoras, tem-se que

AC* =AB" + BC" & AC" =AB" + AB" & AC = \|AB" + AB" & AC = v2.4B,
donde o segmento [AC] é a reposta ao problema.

Figura 49: Construcio de um segmento de comprimento v/2.AB

Y,
®

Para construir um segmento de comprimento v/3.AB, é necessario partir de um segmento de
comprimentos v/2.AB. (ver Figura 50)

Colocando a ponta seca do compasso no ponto A e a ponta mével no ponto C, desenha-se uma
circunferéncia e marca-se com a letra D um dos pontos de interseccdo desta com a recta (AB).
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Constréi-se um segmento de recta [DE] tal que [AB] L [DE] e [AB] = [DE]. O AADE é rectangulo
e o Teorema de Pitagoras assegura que

AE' =AB + AD" « AE = \/AB" + AD" = AE = \| AB" + 24AB" & AE = \/3.4B,

donde o segmento [AE] é a reposta ao problema.

Figura 50: Construcao de um segmento de comprimento v/3.AB

W

Iterando o processo n — 1 vezes, n € N, constréi-se um segmento de recta com comprimento igual

a /n.AB.

Exercicio 27. Através de uma construcdo de régua e compasso, divida um segmento em média e
extrema razdo. Ou seja, dado [AB), pretende-se encontrar C € [AB] tal que

cB_ac
AC AB’

Segmento com comprimento igual ao produto dos comprimentos de dois segmentos dados:

Dados dois segmentos de recta, como construir um outro segmento de recta com comprimento
igual ao produto dos comprimentos dos segmentos de rectas dados?

Para responder a este problema, para além dos segmentos dados, é também necesséario fornecer um
segmento de recta com comprimento igual a unidade. Note que, caso o segmento de comprimentos igual
a unidade nao for fornecido, o problema nao fica bem posto no sentido em que a resposta ao problema
serd ambigua. Imagine-se que sdo dados dois segmentos de recta, [AB] e [CD] em que CD = 2AB
(Figura 51). Claro que se considerar AB = 1, entdo o segmento recta pedido é congruente com o
segmento de recta [C'D]. Mas caso assuma que AB = 2, entéo a resposta terd que ser um segmento de
recta que nao pode ser congruente [C'D]. Esta situacao ilustra a ambiguidade da resposta ao problema.
Esta dificuldade fica ultrapassada caso seja fornecido um segmento de recta com comprimento igual
a unidade.

Novamente, a justificagao da solugao do problema apresentada abaixo assenta no Teorema de
Thales
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Figura 51: Dois segmentos de recta

A 4
e——=

[49]
w]

®
)

Figura 52: Produto dos comprimentos de segmentos de recta

e

\P]/ﬂf
.

Considere dois segmentos de recta, [AB] e [CD], e designe-se a = AB e ¢ = CD. Seja [PQ] um
segmento de recta tal que PQ = 1.

Constroéi-se, respeitando as regras das construgoes de régua e compasso, a Figura 52, onde o
[QE] = [AB], [PF] = [CD] e os segmentos de recta [QF] e [EW] s@o paralelos.

Designe-se por x o comprimento do segmento de recta [F'W]. Pelo Teorema 29 (Teorema de Thales)
obtém-se

b
= — & x=ab,
T

SHE

donde se conclui que o segmento de recta [F'WW] tem comprimento igual ao produto do comprimento
do segmento de recta [AB] pelo comprimento do segmento de recta [C'D].

Segmento com comprimento igual ao quociente entre os comprimentos de dois segmentos
dados:

Figura 53: Quociente entre dos comprimentos de segmentos de recta

49



Dados dois segmentos de recta, [AB] e [CD], e um outro [PQ] tal que PQ = 1, pretende-se agora
obter um segmento de recta cujo seu comprimento é igual ao quociente entre AB e CD.

Para isso, procede-se a construcao de régua e compasso cujo resultado final é apresentado na Figura
53, onde a = AB e b = CD. Ao contrério do que acontece na Figura 52, aqui todas as construcdes
intermédias estao omitidas e por isso se desafia o aluno a proceder & sua construgao.

Aplicado novamente o Teorema de Thales, mas na Figura 53, obtém-se

e consequentemente, o segmento [QG] é a solugao do problema.

Exercicio 28. Assuma que sdo fornecidos quatro segmentos de recta, [AB], [CD], [EF] e [PQ], com
comprimento a, b, ¢ e 1 respectivamente, onde ¢ > b.
Por uma construgao de régua e compasso, obtenha um segmento de recta cujo comprimentos x, €
solugdo da equagao
ax+b=c

Segmento com comprimento igual a raiz quadrada do comprimentos de um segmento
dado:
Dados [AB] um segmento de recta e [PQ)] um segmento de recta de comprimento igual & unidade,

como obter um segmento de recta com comprimento igual a vV AB?
Observe a construcao de régua e compasso presente na Figura 54.

Figura 54: Raiz quadrada do comprimento de um segmento de recta

Na recta que contém o segmento de recta [AB] constréi-se um segmento de recta [C A], congruente
com [PQ)], surgindo assim o segmento de recta [C'B] com comprimento igual a (a + 1), onde a = AB.
Segue-se a obtencao do ponto médio M do segmento de recta [C'B] e da circunferéncia de centro em
M e raio M B. Depois desenha-se a recta perpendicular a [C'B] que passa pelo ponto A e denota-se
por H o ponto de interseccao desta recta com a circunferéncia. Consequentemente, o ACBH é um
tridngulo rectdngulo, onde ZBHC é recto e [CB] a hipotenusa. O segmento [AH] é a solucdo do
problema, ou seja, AH = +/a.

Justificagdo: Observe que sdo também tridngulos rectangulos o ACAH e ABAH. Aplicando o
Teorema de Pitdgoras a cada um dos triangulos rectangulos, obtém-se

(1+a)?=CH +BH = (12 +AH) + (> + AH") = 1+ 240 +d?,
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e, pelo caso notavel da multiplicacao, segue que
14 2a+a%=1+24H + a2,

donde se conclui que
AH = +/a.

Exercicio 29. Considere um segmento de recta [PQ] tal que PQ = 1.
Por uma construcao de régua e compasso, obtenha um segmento de recta cujo comprimentos x,
sendo x uma solugcdo da equagao
-z —1=0.
Considere-se uma recta r do plano euclidiano e A, B € r. Suponha-se que AB = 1 e considere-se o

sistema de coordenadas em r, f : r — R, tal que f(A) =0e f(B) = 1. Sendo f uma fun¢ao bijectiva,
os pontos da recta r estao identificados com os niimeros reais.

Definicao 7.2. Sejam r € £, A, B €r e f:r — R sistema de coordenadas tal que f(A) =0 e
F(B) = 1.

Chamam-se nimeros de Tégua e compasso aos nimeros 0, 1 e a todos os outros nimeros reais que
correspondem a pontos da recta r que podem ser obtidos por construcgoes de régua e compasso.

A prova das respostas as perguntas formuladas abaixo esta fora do programa desta Unidade Cur-
ricular. Contudo o estudante pode consultar a bibliografia indicada para ter acesso as provas.

1. Serd que todo o numero real é nimero de régua e compasso?

A resposta é ndo (consultar [4]).

2. Quais os numeros reais que sao numeros de régua e compasso?

Este conjunto forma um subcorpo do corpo dos ntimeros reais e é constituido pelos niimeros 0,
1 e por todos os nimeros reais que podem ser obtidos através do nimero 1 e das operagoes

+ - xS
Consultar [4] para obtencao das provas.

Na pratica, sao todos os niimeros que se podem obter através de uma maquina de calcular usando
as teclas:

() 01 2 3 4 5 6 7 8 9 0 + — x =+ J

Por exemplo, o niimero

Gm:@m5ﬁ»x%w@:(3mxﬁ®

é um namero de régua e compasso.
Mas, por exemplo,

o5
nao é numero de régua e compasso.

Concretizando, dado um segmento de recta de comprimento igual a unidade, um outro segmento
de recta é possivel de ser obtido por construcao de régua e compasso se e s6 se 0 seu comprimento é
um numero de régua e compasso. Esta caracterizacao permite identificar se determinado problema de
construgao geométrica plana é ou nao possivel de ser construido respeitando as regras de construgoes
de régua e compasso.

Contudo, na pratica algumas situagbes nao sdo tdo imediatas como a partida se possa pensar
porque, por exemplo, se o comprimento do segmento de recta que é necessdrio construir for dado
como a solucao, zg, de uma equacao real, entao decidir se a solugdo xy é um nimero de régua e
compasso pode ser um problema dificil. Neste sentido:
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1. A solucao de uma equacao do 12 grau com coeficientes racionais é um ntimero de régua e
compasso;

2. As solucoes reais de uma equacao do 22 grau com coeficientes racionais sao nimeros de régua e
COmpasso;

3. As solucoes reais de uma equacio do 32 grau com coeficientes racionais sao nimeros de régua e
compasso se e so se a equagao tem uma solugao racional.

Os pontos 1. e 2. sao faceis de verificar (exercicio).
O ponto 3. é um Teorema cuja demostragio é feita em [4, pdgina 42].

Exercicio 30. Seja [PQ] um segmento de recta do plano euclidiano tal que PQ = 1.

Por uma construcao de régua e compasso, obtenha dois segmentos de recta com comprimento igual,
respectivamente, a cada uma das solucées da equacao

1
3x273x+§:0.
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8 Construcoes de Régua e Compasso: Problemas Classicos

Nesta seccao estudam-se alguns dos mais conhecidos problemas classicos de construgoes de régua e
€ompasso.

I - Duplicagao do quadrado

Figura 55: Duplicacao do quadrado
H G

24

A a B r b=>o F

O problema da duplicagdo do quadrado consiste em, dado um quadrado ABCD, onde a > 0 é
o comprimento do lado, obter por construcao de régua e compasso um outro quadrado EFGH cuja
drea é o dobro da area do quadrado dado, ou seja 2a? (ver Figura 55).

Tem-se A = a?, e pretende-se desenhar um segmento de recta, de comprimento b, tal que b? = 2.A.
Consequentemente,

b =24 & b=+2a.

Como v/2 é um nimero de régua e compasso, a solucdo do problema obtém-se através da construcio
de um segmento de recta de comprimento v/2a. Observe a construcao presente na Figura 56.

Figura 56: Construcao de régua e compasso da duplicagao do quadrado

H G
0/ > e
A 24
£ F
A 7 B b=+v2a
/
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IT - Duplicagao do cubo

Figura 57: Duplicagao do cubo

B =

O problema da duplicagdo do cubo consiste em, dado um segmento de recta [AB], de comprimento
a, correspondendo a aresta de um cubo, obter por construgao de régua e compasso um outro segmento
de recta [CD] de tal forma que o cubo de aresta [C'D] tem o dobro do volume do cubo de aresta [AB]
(ver Figura 57).

Tem-se V = a3, e pretende-se desenhar um segmento de recta, de comprimento b tal que b3 = 2A.

Consequentemente,
b =2a® & b= V2a.

Assim sendo, a solugao para o problema da duplicagdo do cubo resume-se a desenhar um segmento de
recta de comprimento /2a. Mas o niimero real +/2 nao é um nimero de régua e compasso, logo nao é
possivel desenhar um segmento de recta nas condigoes pedidas respeitando as regras das construgoes
de régua e compasso.

Resumindo, o problema da duplicagao do cubo nao tem solucao.
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III - Quadratura do circulo
O problema da quadratura do circulo consiste em, dada uma circunferéncia, obter por construgao

de régua e compasso um quadrado com area igual & drea do circulo definido pela circunferéncia dada
(ver Figura 58).

Figura 58: Quadratura do circulo

@ @
A ”
A=xr?
@ @
B a="7 C

Sendo r > 0 o raio da circunferéncia, entdo a area do circulo é A = wr?. Pretende-se desenhar um
segmento de recta de comprimento a tal que a?=A=mr’ Consequentemente,

a?=nmr? & a=ar.

Desta forma, a solugao para o problema da quadratura do circulo resume-se a desenhar um segmento
de recta de comprimento /7r. Mas o ntimero real /7 ndo é um nimero de régua e compasso, logo néo
é possivel desenhar um segmento de recta nas condigoes pedidas respeitando as regras das construgoes
de régua e compasso.

Resumindo, o problema da quadratura do circulo também nao tem solugao.
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IV - Construcao de um poligono regular com n lados (n € N\ {1,2})

Antes de apresentar o problema, é necessario definir poligono regular.

Definigao 8.1. Chama-se poligono regular a um poligono convexro em que todos os seus lados sao
congruentes e todos os seus angulos sao congruentes.

Nao sendo objectivo aqui estudar as propriedades dos poligonos regulares, refira-se, sem prova,
que todo o poligono regular pode ser inscrito numa circunferéncia. Mais, qualquer poligono regular
com n lados (n € N\ {1,2}) pode ser dividido em n tridngulos isésceles congruentes, em que a medida
do angulo oposto & base é 260

De volta ao problema, este consiste em, dados n € N\ {1,2} e uma circunferéncia, C, de centro O e
raio [OA], construir com régua e compasso um poligono regular com n lados inscrito na circunferéncia
C. Denote-se por r € R, o comprimento do raio, isto é r = OA.

Desenhar o poligono, com n lados, inscrito na circunferéncia C, é equivalente a ser possivel dividir
a circunferéncia em n arcos de circunferéncia todos congruentes entre si. Como a amplitude de uma
circunferéncia é 360, entdao a amplitude de cada arco deverd ser

360
o

Como a amplitude de um arco de circunferéncia é igual 2 medida do correspondente angulo ao centro,
o problema fica resolvido se for possivel construir, com régua e compasso, um angulo de amplitude

_ 360
_ 30

0

Figura 59: Pré-requisito para construgao de um poligono regular

Observando a Figura 59, conclui-se que é possivel construir o angulo de amplitude 6 se e s6 se for
possivel construir um segmento de recta, [OC], com comprimento

rcos(f) = rcos (360> .
n

Como o segmento de recta de comprimento r, [OA], é fornecido com o problema, entdo é possivel
construir o segmento de recta [OC] se e s6 se o nimero

<360>
cos | —
n

é um numero de régua e compasso. Provou-se assim o seguinte resultado.
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Proposicao 46. Sejan € N\ {1, 2}.
FE possivel construir, com régua e compasso, um poligono regular com n lados se e sé se o numero

real
(360>
cos | —
n

Exercicio 31. Considere O, A dois pontos distintos do plano euclidiano e C a circunferéncia de centro
em O e em que o segmento de recta [OA] é um dos seus raios.

€ um numero de régua e compasso.

1. Através de uma construg¢ao de régua e compasso, obtenha um quadrado inscrito em C;

2. Através de uma construgdo de régua e compasso, obtenha um octégono regular inscrito em C
(entende-se por octdgono reqular um poligono regular com 8 lados);

3. Dado n € N\ {1}, descreva um processo que permite obter, através de uma construgdo com régua
e compasso, um poligono reqular com 2" lados inscrito em C;

4. Dado um poligono regular com n € N\ {1,2} lados inscrito em C e m € N, descreva um processo
que permita obter, através de uma construgcdao de régua e compasso, um poligono reqular com
2™ - n lados inscrito em C.

Exercicio 32. Considere O, A dois pontos distintos do plano euclidiano e C a circunferéncia de centro
em O e em que o segmento de recta [OA] é um dos seus raios.
Através de uma construgao de régua e compasso, obtenha um triangulo equildtero inscrito em C;

Dada uma circunferéncia C, de centro em O e [OA] um dos seus raios, serd possivel construir um
decdgono (poligono com 10 lados) regular inscrito em C?

A resposta é sim.

Sem perda de generalidade, suponha-se que AO = 1. Como % = 36 ¢é necessario construir um
tridngulo isdsceles, AAOB, em que a medida do dngulo oposto & base é 36, isto é m(LAOB) = 36.
Consequentemente cada um dos outros dois angulos internos do tridngulo mede 72.

Figura 60: Pré-requisito para construgao de um decagono regular

L]

Sendo a semi-recta [BC') a bissectriz do ZABO, prova-se o seguite

1. [BA] 2 [OC] (verifique);
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2. AOAB ~ ABAC (verifique).

Consequentemente -
oA _ B
AB CA’

que ¢ equivalente a (denotando a = BA = OC)

ou seja, para obter o comprimento do lado do decdgono regular é dividir o raio [OA] em média e
extrema razao. Algo que é possivel e ja foi pedido num exercicio anterior. Note que

1 —1++/5
72L®a2+a—120®a=7\[
a 1l-a 2
e como a representa o comprimento de um segmento de recta, tem-se
-1+56
a = T.

Consequentemente a é um numero de régua e compasso, logo é possivel construir um segmento de
recta com comprimento igual a a, donde se conclui que é possivel construir um decdgono regular
inscrito em C.

Exercicio 33. Considere O, A dois pontos distintos do plano euclidiano e C a circunferéncia de centro
em O e em que o segmento de recta [OA] é um dos seus raios.

1. Através de uma construcao de régua e compasso, obtenha um decdgono reqular inscrito em C;

2. Partindo do desenho obtido na alinea anterior, obtenha, com régua e compasso, um pentigono
reqular inscrito em C.

Um heptdgono (poligono com 7 lados) regular é o poligono regular com menor nimero de lados
que nao ¢é possivel de ser construido com régua e compasso. Para provar isso é suficiente mostrar que

o numero real
Cos @
7

que nao é um nimero de régua e compasso. Sai fora do ambito do programa o estudo das ferra-
mentas matemdticas que permitem provar este facto. O estudante poderd consultar [4] para obter os
conhecimentos necessarios para a prova.
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V - Trisseccao de um angulo

Figura 61: Trisseccao de um angulo
A

O problema da trissecgdo de um angulo consiste em, dado um ZABC, obter por construcao de
régua e compasso duas semi-rectas, [BD) e [BE), que dividem o ZABC' em trés angulos congruentes
(Figura 61). Ou seja, por construcao de régua e compasso obter D, E € int(£LABC) tais que

/ZCBD = /DBE = /EBA.

Figura 62: Trissec¢ao de um angulo 2

B BD = cos(a/3)

Sem perda de generalidade, suponha-se que os pontos A e C pertence a circunferéncia de centro
B e raio [BC], com BC = 1. O problema resolve-se construindo, com régua e compasso, o ponto X
tal que m(LCBX) = «/3, pois o trabalho seguinte é bissectar 0 ZABX que é uma das construgoes
elementares ja abordadas. O ponto X obtém-se como a interseccao da circunferéncia com a recta
perpendicular a (BC') que passa em D. Para construir de régua e compasso o ponto D, é necessério
e suficiente que o comprimento do segmento de recta BD seja um ntimero de régua e compasso, isto

é que o numero
«
cos ( 3)
seja um nuimero de régua e compasso.

Como se verifica abaixo, apesar de existirem angulos possiveis de serem trissectados através de
uma construgao de régua e compasso, este problema nao tem solugao para um angulo arbitrariamente
dado. Para comprovar este facto, é suficiente indicar um angulo impossivel de ser trissectado por uma
construgao de régua e compasso.
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Das propriedades das funcgoes trigonométricas estudadas numa Unidade Curricular de Analise
Matematica ou de Geometria ao nivel de um curso de licenciatura em Matemadtica, para qualquer
B € R, obtém-se

cos(38) = cos(8 +28) = cos(8) cos(28) — sen (B)sen (26)
= cos(B)(cos*(B) — sen(B)) — sen (8)2sen (8) cos(B)
= cos®(8) — cos(B)sen?(8) — 2sen*(8) cos(B)
= cos®(8) — Bcos(B)sen?(B)
= cos*(8) — Bcos(B) (1 — cos*(8))

= 4cos®(B) — 3cos(B),

donde
cos(38) = 4cos®(B) — 3cos(p).
Considerando 3 = 20°, ou seja 3 = 3, e sabendo que cos(60°) = %, tem-se que & = cos(20°) é solugao
da equagao cibica
1

5:43&”—3:c<:>8x3—6:c—1:0. (14)

Facilmente se verifica que a equacdo (14) ndo tem rafzes racionais, donde cos(20°) néo é um nimero
de régua e compasso, logo nao é possivel trissectar um angulo de medida a@ = 60 = 33 através de uma
construcao de régua e compasso.

Exercicio 34. Considere um LABC tal que m(£LABC) = 90.
Através de uma construgao de régua e compasso, obtenha a trissec¢do de ZABC.
[Sugestdo: Obtenha um tridngulo equildtero]

Figura 63: Imagem de auxilio ao Exercicio 35

C =

m e

=

Exercicio 35. Considere um LCAB.

Em sequida considere a construgdo presente na Figura 63. Ou seja, a recta (CD) € paralela o semi-
recta [AB), a recta (CG) é perpendicular & recta (AB), em que {G} = (AB) N (CG), e a semi-recta
[AD) intersecta a recta (CG) no ponto F de tal forma que FD = 2AC.

1. Encontre o circuncentro do ANCF D, denotando-o por M ;

2. Mostre que sao isdsceles o NACM e o ACMD;

3. Mostre que m(£/GAF) = tm(ZCAB);

4. Partindo do ZCAB, € possivel construir a Figura 63 respeitando as construcoes de régua e
compasso? Justifique a sua resposta.

60



9 Geometria Analitica

Nesta breve seccao introduzem-se as coordenadas cartesianas de pontos do plano euclidiano &, a
equagao cartesiana de uma recta, a equagao de uma circunferéncia e a distancia entre dois pontos de
E.

No plano euclidiano &, considerem-se duas rectas perpendiculares, I; e I, e designe-se por O o
ponto de intersecgao de l; com 5.

Figura 64: Plano Cartesiano

Pelo Axioma (A5), Axioma da recta graduada, é possivel considerar em cada uma das rectas l; e
Iy um sistema de coordenadas f1 : l; — Re fo:lo — R tais que f1(0O) =0 e f2(O) = 0 (ver Figura
64).
Definigao 9.1. Chama-se sistema de eixos cartesianos, ou referencial cartesiano ao conjunto de duas
rectas perpendiculares, l1,la em &, cada uma monida de um sistema de coordenadas f1 : 13 — R e
f2 1 la = R tais que f1(0O) =0 e f2(O) =0, onde O € o ponto de interseccao das rectas ly e ls.

O ponto de interseccao O designa-se de origem.

Uma das rectas, por exemplo 11, designa-se por eizo horizontal, ou eizo das abcissas, enquanto que
a outra recta, la, designa-se por eixo vertical, ou eizo das ordenadas.

O plano euclidiano monido de um sistema de eixos cartesianos chama-se plano cartesiano.

Note que, estando definido um sistema de coordenadas em cada uma das rectas que define um
sistema de eixos cartesianos, estao em cada eixo estd definida uma orientacao.

Para cada ponto P € &, considere-se P; € [y, respectivamente P, € ls, a projeccao ortogonal de
P sobre a rectas 1, respectivamente sobre a recta lz, (ver imagem & esquerda na Figura 65). Desta
forma é possivel definir a fungao

F: & — R?
P = (fi(P), f2(Py))

que estabelece uma bijeccdo entre o conjunto dos pontos do plano euclidiano £ e o conjunto R2.
Recorde que

(15)

R? = {(z,y) : 7,y € R}.
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Figura 65: Ponto no plano Cartesiano

I £ Iy £

i, i P=(0,)t~~ 9P =(z,9)

e == ———

) = (z,0) h

Definicao 9.2. Considere-se a bijec¢ao F definida em (15) e P € £.

Chama-se coordenadas de P a imagem F(P) = (f1(P1), f2(P2)), onde Py € a projec¢do ortogonal
de P sobre a recta ly e Py € a projeccao ortogonal de P sobre a recta ls.

A componente x = f1(Py) chama-se abcissa de P e a componente y = fo(P2) chama-se ordenada
de P. Usa-se a nota¢do P = (x,y) para representar o ponto P através das suas coordenadas.

Resumindo, cada ponto P de &£ é identificado pelas suas coordenadas (z,y) € R? e cada par
(7,) € R? identifica um tinico ponto P no plano euclidiano (ver imagem & direita na Figura 65).

Dados dois quaisquer pontos de plano euclidiano, A = (a1,a2) e B = (b1,b2), como obter a
distancia entre os pontos A e B?
A resposta é dada pelo resultado que se segue.

Proposicao 47. Sejam A = (a1,a2) e B = (b1, ba) dois pontos em E.
Entao

E = \/(bl — (11)2 + (b2 - a2)2. (16)

Dem. Sejam A = (aq,a2) e B = (b1, by) dois pontos em &. o
Pela Definicao 1.3, a distancia entre os pontos A e B é dada por AB. Trés situagoes podem ocorrer:

1. Se A = B, entdo pelo Axioma de medida, (A4), tem-se que AB = 0. Como a bijeccao F garante
que a1 = by e ag = by a igualdade (16) verifica-se;

2. Caso a reta (AB) seja paralela a um dos eixos cartesianos. Suponha-se que (AB) || I; (andlogo
se (AB) || l2). Considerando A" a projeccao ortogonal de A sobre I; e B’ a projecc¢ao ortogonal
de B sobre I, tem-se [AB] = [A’ B’] (verifique), pelo que

AB =48 = |fu(B') ~ f(A)] = |ar — o] = /(o1 — ).

Como (AB) || I3, entéo as = by e a igualdade (16) verifica-se;
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3. Se a recta (AB) néo é paralela nem perpendicular a [;, entdo o ponto C' = (b1, as) néo pertence
a (AB), donde é possivel considerar o AABC. Desta forma a projecgdo ortogonal de B e
de C sobre [; coincidem e o mesmo acontece com a projeccao ortogonal de C e A sobre [s.
Consequentemente, o ZAC B é recto, donde, pelo Teorema de Pitagoras, Teorema 28, obtém-se

Figura 66: Distancia entre pontos no plano Cartesiano
I
B = {b'labz)

AB = AC° +CB < AB=\AC" +CH’,

E = \/(b1 — a1)2 + (b2 - 02)2. (17)

ou seja

O

Dados um ponto A = (a1, az) e um ntimero real r > 0, a circunferéncia C de centro A e raio r, é o
conjunto de pontos P = (x,y) de £ que estdo a distancia r de A, Defini¢ao 6.1, ou seja o conjunto de
pontos P € £ tais que

AP =r.

Pela Proposicio 47 obtém-se /(z — a1)2 + (y — a2)? = r, pelo que

C={P=@ye&:(z—a)’+ (y—a2)’=r"}.

Esta conclusdo da consisténcia a definicao que se segue.

Definicao 9.3. Sejam A = (aj,a2) er > 0.
Chama-se equacao da circunferéncia de centro A e raio v & equacao

(x —a1)? + (y —az)? = r%

Dado um qualquer ntimero real ¢ € R, o conjunto dos pontos do plano cuja abcissa é igual a a é
{P = (a,y) : y € R}, pelo que é uma recta paralela ao eixo das ordenadas, designada por recta vertical,
e a equacao que a identifica é

T = a.

O conjunto dos pontos do plano cuja ordenada é igual a a é {P = (z,a) : y € R}, pelo que é uma
recta paralela ao eixo das abcissas, designada por recta horizontal, e a equacao que a identifica é

Y =a.

Por dltimo, a questdao que se impoe neste momento é a seguinte: Dados dois pontos A = (aq, az)
e B = (b1,b) distintos do plano euclidiano, como obter uma caracterizagdo dos pontos P = (z,y)
pertencentes a recta (AB)?

Sendo A e B distintos, entdo existem pontos P = (z,y) da recta (AB) em cada uma das trés
situagoes seguintes (ver Figura 67):
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1. P € [AB];
2. A€ [PBJ;
3. Be[PA.

Figura 67: Recta (AB) no plano Cartesiano

h

Suponhamos que a recta (AB) nédo é vertical nem horizontal (situagdo anteriormente abordada).
Considere-se C' o ponto de interseccao das rectas identificadas pelas equacoes © = by e y = ao,
tendo-se C' = (b1, a2), e P’ a projecgdo ortogonal do ponto P sobre a recta vertical z = b;. Entéo
tem-se P’ = (by,y).
Em cada uma das trés situagoes distintas em que os pontos P da recta se encontram, verifica-se
que (ver Figura 67)
AACB ~ APP'B,

pelo critério AA da semelhanga de tridngulos (verifique). Consequentemente

l‘—bl - y—bg

a; — by _02—b2' (18)
Assim sendo, todo o ponto P = (z,y) pertence a recta (AB) verifica a equacao (18). Reciprocamente,
qualquer ponto P = (zg,yo) que verifica a equacao (18) é também um ponto da recta (AB). Com
efeito, considere @ o ponto de intersecgdo da recta (AB) com a recta vertical x = xg, cujas coor-
denadas sdo Q = (xg,y*). Como @ € (AB), entdo as coordenadas de @ verificam a equacao (18).
Consequentemente, com x = xp, tem-se que yg € y* sao solugoes de uma equacao do 12 grau em y,
logo yo = y*, donde P = @, ou seja P pertence a recta (AB).

Definicao 9.4. Sejam A = (a1,a2) e B = (b1, b2) pontos do plano euclidiano & tais que a recta (AB)
nao € vertical nem horizontal.
Define-se a equagao (18) como sendo a equagao cartesiana da recta (AB).
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10 Funcgoes Trigonométricas

Nesta seccao apresentam-se as fungoes trigonométricas, com destaque para as fungoes seno e cosseno.
As nogdes trigonométricas sdo suportadas pelas propriedades das semelhangas de triangulos.
Considere os tridngulos rectangulos, AOA; By e AO As By apresentados na Figura 68, onde m(ZOA;By) =

m(ZOAQBQ) =90e 0= m(éAgOBz) 6]0, 90[

Figura 68: Triangulos rectangulos semelhantes

y By
By
b O
0 Ay Az

Uma vez que os triangulos AOA1B; e AOA3;B; tém um angulo em comum, o ZA>0OBs, e
ZOA1B; = ZOAs By, entao pelo critério AA da semelhanca de tridngulos, conclui-se que

AOA By ~ AOA2Bs.

Consequentemente, angulos correspondentes tém a mesma medida e lados correspondentes sao pro-
porcionais, donde

AQBQ o OBQ o OA2
A,B; OB, OA;

Por (19) obtém-se as razoes

N A232 _ AlBl. N AQB2 _ AlBl. o OBQ o OBl .
OB, OB;’ OA, OA;’ A.By A B,

, 04 O4r , 04, 04 , 0B: 0B
OB, OB’ A,By A By 04, OA;

que, por dependerem apenas da medida do ZA30B5, ou seja de 0, e ndo dos tridngulos rectangulos
ANOA; By e AOAsBs considerados, se designam por razoes trigonométricas.

Defini¢ao 10.1. Seja 6 € 10, 90].

s}

1. Define-se seno de 0, denotando-se por sen(f), como sendo a razio 1?)131 ;
1

2. Define-se cosseno de 0, denotando-se por cos(6), como sendo a razao 8‘;1 ;
1

3. Define-se tangente de 0, denotando-se por tg(6), como sendo a razdio 1?)151 ;

-

4. Define-se cotangente de 0, denotando-se por cotg(8), como sendo a razdo Ao?gl ;
e — 101

5. Define-se secante de 8, denotando-se por sec(), como sendo a razdo Ofl ;
1

Q|

6. Define-se cossecante de 0, denotando-se por cosec(0), como sendo a razdo =
1

65



Figura 69: Circulo trigonométrico
1

B = (cos(6), sen(f))

Uma vez que as razoes trigonométricas nao dependem do tridangulo rectangulo, mas apenas do
angulo, por simplicidade de cédlculo, pode-se considerar sempre um triangulo rectangulo onde a hi-
potenusa tem comprimentos igual a unidade. Desta forma, o comprimento do cateto contido num
dos lados do ZAOB é igual ao cosseno de 6 e o comprimento do cateto oposto ao ZAOB é igual ao
seno de @ (ver Figura 69). Desta forma, considerando-se a circunferéncia de centro em O (origem do
referencial cartesiano) e raio 1, cujo circulo que define se designa de circulo trigonométrico, tem-se
que o vértice B do AOAB tem por coordenadas B = (cos(f), sen(6)).

Aplicado o Teorema de Pitdgoras, Teorema 28, ao AOAB obtém-se

OB’ = 04" + 4B,
ou seja
1 = cos?(#) +sen?(0), V0 €]0,90], (20)

conhecida como a Férmula Fundamental da Trigonometria.

Para 0 ¢ ]0,90[ j& ndo é possivel (em geometria euclidiana) construir um tridngulo rectangulo
onde 6 é a medida de um angulo que néo o recto. No entanto é possivel definir fungdes (e nao razoes)
trigonométricas por forma a estender as propriedades verificadas para 6 € ]0,90[, nomeadamente a
Foérmula Fundamental da Trigonometria, a outros nimeros reais 6.

Figura 70: Circulos trigonométricos
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Definigao 10.2. Define-se:

1. sen(0) =0, sen (90) = 1, cos(0) =1 e cos (90) = 0;

sen(180 — 6), 6 190, 180] —cos(180 — 8), 6 €]90,180]
2. sen(f) = ¢ —sen(f —180), 6 €]180,270] ; cos(f) =< —cos(d —180), 6 €]180,270] ;
—sen(360 — 6), 6 €]270,360] cos(360 — 0), 6 €270, 360]

3. sen(f) = sen(yp), onde 8 = (p + 360k) € R\ [0,360] com ¢ € [0,360] e k € Z;

4. cos(f) = cos(p), onde 0 = (¢ + 360k) € R\ [0,360] com ¢ € [0,360] e k € Z.
Exercicio 36. Mostre que

1. sen(f) = cos (90 — 0), VO € R.

2. 1 =cos?(0) +sen?(9), V0 € R.

67



11 Isometrias no Plano

Esta seccao é dedicada ao estudo de transformagoes no plano, mais concretamente ao estudo de
isometrias no plano. Para isso assume-se que o estudante estd familiarizado com nogoes base de
Algebra Linear, mais concretamente com propriedades do espaco vectorial R? sobre o corpo R. Importa
também recordar algumas defini¢oes base sobre fungoes que é necessario saber para o estudo presente
nesta secgao.

Definigao 11.1. Sejam F : & — & uma fung¢ao, P € £ e X C€&.
1. O ponto P diz-se ponto fizo de F se F(P) = P;

2. O conjunto X diz-se conjunto invariante por F se

F(X)={F(X): X € X} C X.

As isometrias no plano euclidiano £ sdo funcoes de £ em £ que preservam as distancias entre os
pontos. Mais formalmente tem-se a definicao que se segue.

Definicao 11.2 (Isometria). Seja I : £ — & uma fungao bijectiva.
Diz-se que a funcao I € uma isometria no plano se

AB = I(A)I(B), VA BEeE.

Recordando a bijeccdo (15) estabelecida entre o plano euclidiano £ e o conjunto R?, nio existe
ambiguidade em se referir a uma isometria como sendo uma funcdo bijectiva de R? em R? que preserva
as distancias.

Um primeiro resultado, garante que qualquer isometria no plano preserva as medias dos angulos.

Proposigao 48. Sejam A, B,C trés ponto de £ ndo colineares e I : £ — £ uma isometria.
Entao m(LABC) = m(LI(A)I(B)I(C)).

Dem. Sejam A, B,C € £ nao colineares e [ : £ — £ uma isometria. Por simplicidade, denote por A’,
B’ e C’ os pontos correspondentes, respectivamente, as imagens A, B e C pela isometria I. Considere
0 ANABC e o NA’B’'C’. Por definigao de isometria, tem-se

AB=A'B', BC=BC" e AC=AC,
donde, pelo critério LLL da congruéncia de tridngulos, se obtém que
AABC =2 NA'B'C'.
Consequentemente m(ZLABC) = m(£LA'B’'C"), o que conclui a prova. O

Um outro resultado base sobre isometrias é que a composta entre duas quaisquer isometrias no
plano é também uma isometria no plano.

Proposigao 49. Sejam I, I : £ — & isometrias no plano.
Entao I o Is € uma isometria no plano.

Dem. Sejam I e I duas isometrias no plano.
As funcoes I e Iy sao bijectivas, logo a sua composta, I o I3, é também uma fungao bijectiva.
Sejam A, B € £.
Sedo I, uma isometria, entdio AB = I,(A)Iz(B). Mas Iy(A),I;(B) € £ e I} é também uma
isometria, logo I5(A)I2(B) = I1(I2(A))I1(I2(B)). Assim sendo,

AB = I(A)I2(B) = L(I(A) [1(I2(B)) = (11 0 I)(A)(I1 0 I)(B),

donde se conclui que I; o I é uma isometria no plano. O
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Exercicio 37. Sejam A, B,C trés ponto nao colineares e I : £ — £ uma isometria no plano.
Mostre que se A, B,C sdo pontos fixos por I (isto é [(A) = A, I(B) =B e I(C) = C), entdo

I(X)=X, VXEE.

No que se segue estudam-se os diferentes tipos de isometrias que existem no plano. Por facilidade
de calculos e de andlise, o estudo serd feito considerando a identificacio de £ com R?. Assim, no que
se segue, sempre que se referir uma isometria, estd-se a considerar uma funcao I : R? — R? bijectiva
que preserva as distancias.

O primeiro tipo de isometria a estudar sao as translacoes.

Definigao 11.3. Chama-se translacdo a uma funcao da forma

T: R2 — R?
X = X+7

onde v = (v1,v9) € R2.
O vector U chama-se vector da translagdo de T .

Facilmente se verifica que uma translacao é uma isometria (verifique).

As translacoes deslocam os pontos do plano na direcgao e sentidos do vector ¢ para uma distancia
de \/v? 4+ v3 em relagao aos pontos iniciais. A titulo ilustrativo, na figura 71 est4 representado o efeito
de uma translacao com vector de translacao . Por exemplo, a circunferéncia C' é transformada na
circunferéncia C' e AABC é transformado no AA’B'C’.

Figura 71: Translagao

(0 o

<

[ehay'y B

Exercicio 38. Considere T uma translag¢ao cujo vector de translagao € U.
1. Mostre que se uma translacao T tem um ponto fixo, entdo T € a funcdo identidade.

2. Supondo que U é um vector ndo nulo, mostre que qualquer recta r que possui U como um seu
vector director é um conjunto invariante por T.

3. Suponha que U € um vector ndo nulo. Apenas as rectas que tém v como vector director sdo
conjunto conjuntos invariantes por T ? Justifique.

Uma das forma de trabalhar com isometrias no plana é através do uso de matrizes. Facilmente se
verifica que uma qualquer translagao T pode ser escrita na forma

n-sesner(5)-[3 1)[3] (5]
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onde a matriz [ ;j ] representa o elemento X = (z,y) € R?, a matriz I, = [ } representa a

0 1

. . v S
identidade em R? e matriz { vl } representa o vector ¢ = (v1,vs2). Desta forma tem-se
2

T(X) =T(z,y) = (x +v1,y + v2).

Pela Proposigao 49, tem-se que a composta de isometrias é uma isometria. Que fungao resulta da
composta de duas translacoes?

Exercicio 39. Mostre que a composta de duas translacées € uma translagao.

O segundo tipo de isometria no plano a estudar sao as rota¢des. Para isso recorde as defini¢oes de arco
de circunferéncia e de amplitude (Definigdo 6.5 e Defini¢ao 6.6). Previamente & defini¢do de rotacao
é necessario introduzir a seguinte notagao.

Sejam C uma circunferéncia de centro O e raio r > 0 e A, B € C. Denota-se por

Z(OA,0B)

a amplitude do arco de circunferéncia, contido na circunferéncia C, delimitado pelos pontos A, B,
partindo de A e seguindo o sentido positivo (anti-hordrio) termina em B. Observando a figura 72,

—
a amplitude do arco de circunferéncia a verde dglota—sc por Z(OA, O?) e a amplitude do arco de
circunferéncia a vermelho denota-se por Z(O? ,OA).

Figura 72: Arcos de circunferéncia

m

Definigao 11.4. Sejam Q € R? e a €]0,360).
Uma funcdo R : R?2 = R? diz-se uma rotacio de centro Q e amplitude o se

* R(Q)=Q;
e Para qualquer P € R?, tem-se [R(P)Q] = [PQ)] e 4(@7QR(P;) =

Exercicio 40. Mostre que, para quaisquer Q € R? e a €]0,360] a rotacdo de centro Q e amplitude o
€ uma isometria.

Pretende-se agora obter uma funcao matricial que represente uma rotacao. Por simplificagao,
assuma-se que o centro da rotacdo é a origem do sistema de eixos cartesianos @ = (0,0). Dado
a €]0,360], entdo denotando por R a rotagdo de centro @ e amplitude «, tem-se (ver figura 73)

R(1,0) = (cos(a),sen(a)) e R(0,1) = (—sen(a),cos(a)).
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Figura 73: Rotagéo de centro @ = (0,0) e amplitude «

o Jo

)

(—sen(a), cos(a)

(cos(a), sen(a))

(a4

Q (1,0

Consequentemente, a representacao matricial para a rotacao R é

x cos(a) —sen(a) x
R =
y sen(a)  cos(a) Yy
Para obter a representacdo matricial de uma rotacao, R*, de centro em V = (vq,v2) e amplitude

a, basta trazer o ponto V para a origem, através da translacio, T~!, com vector de translacio —QV/,
aplicar a rotacao R e voltar a transferir a origem para V', através da translacao, 1', com vector de
translagdo QV. Concretizando,

R x — (ToRoT™) x _ | cos(a) —sen(a) z—v | v
Y Yy sen(a)  cos(a) Y — U Ug
Exercicio 41. Mostre que a composi¢cdo de duas rotagoes, Ry e Ry de amplitude oy e ag respectiva-
mente, €;
1. Uma translacao, caso aq + ag = 360;

2. Uma rotacdo, caso oy + as # 360.

Exercicio 42. Mostre que composi¢ao de uma rotagdo com uma transla¢do é uma rotagdo (indepen-
dentemente da ordem,).

O terceiro tipo de isometria no plano a estudar sao as simetrias. Para isso é necesséario recordar a
Definicao 6.2, onde se define ponto simétrico relativo a uma recta.

Definigao 11.5. Uma fungio S : R? — R? diz-se uma simetria (ou reflexdo) se existe uma recta v

tal que, para qualquer P = (p1,p2) € R? tem-se que S(P) é o ponto simétrico de P relativamente d
recta 7.
A recta r chama-se eizo de simetria de S.

De forma trivial demonstra-se que uma simetria admite um e um sé eixo de simetria (verifique).
Mais, imediatamente da defini¢ao se conclui que: Se S é uma simetria, entdo So.S é a funcao identidade
em R2. Consequentemente S é uma funcio bijectiva pois:

e Para qualquer P € R? tem-se que P = S(S(P)), logo S é sobrejectiva;
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Figura 74: Simetria
P

eixo de simetria

e Para quaisquer P,Q € R? tais que S(P) = S(Q) tem-se, por S ser funcio, que S(S(P)) =
S(5(Q)), donde se conclui que P = @Q, ou seja S é injectiva.

Uma outra consequéncia imediata da definicao é que o eixo de simetria, r, de uma simetria S é o
conjunto dos pontos fixos de S.

Proposigao 50. Uma simetria é uma isometria no plano.

Dem. Considere-se S : R? — R? uma simetria e denote-se por r o seu eixo de simetria.

Figura 75: Imagem de auxilio a prova da Proposigao 50
A A A

Sendo S uma fungao bijectiva, é suficiente provar que
AB = S(A)S(B), VA,BcR2

Sejam A, B € R?.
Trés situagoes ha a considerar:

1. Um dos pontos A e B (ou os dois) pertence ao eixo de simetria r;
2. Os dois pontos A e B pertencem ao mesmo semiplano definido por r;
3. Os pontos A e B pertencem a semiplano diferentes definidos por r.

Considere-se A’ = S(A) e B’ = S(B). Cada um das situagoes estd ilustrada no Figura 75. Fica ao
cuidado do estudante provar que, nos trés caso se tem [AB] = [A’B’], donde se conclui que

AB = A'F’

e o resultado fica demonstrado. O
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Pretende-se agora obter uma fungao matricial que represente uma simetria no plano.

Por simplificagao, assuma-se que que S é uma simetria cujo eixo de simetria, r, contém a origem,
Q@ = (0,0). Comece-se por supor que o eixo de simetria tem declive positivo, isto é, o declive de r é
tg (%) com a € [0, 7| (situacdo ilustrada na Figura 76). Consequentemente Z(QA, Q?) =Ze

S(1,0) = (cos(a),sen(e)) e 5(0,1) = (sen(w), — cos(a)), (21)

Figura 76: Simetria

B =(0,1)
\\ (cos(ar),sen(ar)) r
\
\ \
\ C
\ \
\
a2\
\
Q e A= (1.0)
\
\
\
(Sen(q:]j — (:03{0.'))

donde se obtém a representacao matricial para a simetria S

s([a]) - a1 1] -

Exercicio 43. Com base na Figura 76, mostre as igualdades presentes em (21).

Exercicio 44. Seja S : R?2 — R? uma simetria em que o eizo de simetria contém a origem do
referencial. Mostre que:

1. Se o eizo de simetria € a recta de equac¢do x = 0, entdo a sua representacdo matricial é
x cos(m) sen(m) x
S = .
Yy sen(m) — cos(m) y

2. Se o eizo de simetria tem declive negativo, isto €, tg (%), com « €]m, 27|, € o declive de r, entdo
a sua representacao matricial € dada por (22).

Para obter a representagao matricial de uma simetria, S*, cuja origem do referencial cartesiano
nao pertence ao eixo de simetria, r*, basta transferir o eixo de simetria para a recta paralela a r*
que passa na origem, através da translacdo, 7!, com vector de translacio —QV (pensar como obter

este vector,), aplicar a simetria S e, finalmente, aplicar a translagao, T, com vector de translacao W .
Concretizando,

s ([7])=wesern([5])=[ o) e J[omn ]+ 0]

onde V = (vy,v2).
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Exercicio 45. Mostre que a composicao de duas simetrias, S1 e Sa, com eixos de simetria r1 e ro
respectivamente, €;

1. Uma translagdo, caso rq || ra;
2. Uma rotagao, caso r1 e ro sejam rectas concorrentes.

Exercicio 46. Mostre que a composi¢ao de uma simetria com uma rotagio é uma simetria (ndo
interessa a ordem,).

Exercicio 47. Mostre que a composicdo de uma simetria, de eixo de simetria r, com uma translacao,
de vector de translagdo U € uma simetria caso ¥ ndo seja um vector director da recta r.

Por tultimo, o que resulta da composigao de uma simetria, de eixo de simetria r, com uma translagao,
de vector de translagao ¥, em que ¥ é um vector director da recta r?
E um outro tipo de isometria chamada simetria deslizante (ver Figura 77).

Figura 77: Simetria deslizante

Definicao 11.6. Sejam S : R? — R? uma simetria e v o seu eizo de simetria.

Chama-se simetria deslizante a composta T o S, onde T é uma translacdo em que o vector de
translacao € vector director da recta r.

Ao eizo de simetria de S, r, chama-se eizo de simetria da simetria deslizante.

Exercicio 48. Seja D : R? — R? uma simetria deslizante. Identifique:
1. O conjuntos dos pontos fixos de D;
2. Os conjuntos invariantes por D.

Uma consequéncia imediata da definicao, a representagao matricial de uma simetria deslizante
resulta das representagoes matriciais da simetria e da translacao que a constitui.

Considere-se D = T oS uma simetria deslizante onde, por simplicidade, se considera que o eixo de
simetria r contém a origem do referencial cartesiano. Consequentemente, a representacao matricial

dese x cos(a) sen(a) ][z
sy ) -1= == 110 )
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com a € [0, 27].
Sendo T uma translagdo em que o vector de translagao, 7, é um vector director de r, entao
v = (a cos (2) , asen (9)), com a € RT. Assim, a representacao matricial de T' é

rGD-0 ]
Consequentemente,

o([D)=a=o([])-[= =] =]
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