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CONTEUDO 5
Notas iniciais

Este documento surge como uma aglutinacao de notas pessoais que se desen-
volveram ao longo de varios anos de leccionacao da unidade curricular Cdlculo I
da Licenciatura em Matematica da Universidade do Minho.

Devo referir que a sebenta sete das publicagbes do Departamento de Ma-
temdtica da Universidade do Minho [6] tem sido, ao longo destes anos, a principal
base bibliografica de suporte as minhas aulas, pelo que muitos dos exercicios e
raciocinios de prova foram extraidos da referida publicacao.

O objectivo final para a construcao deste texto foi fornecer aos alunos um
texto de apoio tao proximo quanto possivel da forma como eu leccionei as aulas
no periodo em que as aulas decorreram obrigatoriamente em modo on-line.
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Capitulo 1

Corpo ordenado e completo dos
numeros reais: R

1.1 Conjuntos

Entende-se por conjunto uma lista de objectos de qualquer natureza na qual é
irrelevante a ordem e o niimero de vezes que cada objecto € listado. Em lugar de
lista, pode ser colocada a palavra coleccao, aglomerado, ou mesmo class. Neste
sentido, as palavras lista, coleccdo, aglomerado, classe sdo aqui nestas notas
entendidas como sinénimos. Os objectos que compoem os conjuntos designam-se
por elementos. Usam-se letras maitusculas para denotar conjuntos, A, B,..., e 08
seus elementos sao denotados por letras mintsculas, a, b,.. ..

Um elemento = diz-se que pertence a um conjunto X se x aparece na lista,
representando-se por

re X,

caso contrario diz-se que x ndo pertence a X, representando-se por
x ¢ X.
Os conjuntos podem ser representados por extensao
X =A{xy1,29,..., 20},

em que x1,x2,...,T, Sa0 os elementos pertencentes ao conjunto X, ou por com-
preensao
X ={acA:P},
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em que antes de “:”descreve-se a natureza dos elementos do conjunto X e depois

de “”apresenta-se a propriedade P que identifica os elementos que pertencem ao

conjunto. Por vezes, em lugar de “:”usa-se uma barra vertical, “

@, ’77

Axioma: Eziste um conjunto que nao tem elementos.

Este chama-se vazio e representa-se por ) ou por {}.

Definicao 1.1. Sejam A e B dois conjuntos.

1.

Os conjuntos A, B dizem-se iguais, representando-se por A = B, se tém 0s
mesmos elementos, isto é

xz € A seesdsex € B.

O conjunto A diz-se subconjunto de B, representando-se por A C B, se
todo o elemento de A € também elemento de B, isto é

sex € A, entdo x € B.

Escreve-se A € B para indicar que A ndo é subconjunto de B.

Se no conjunto A existe um niumero finito de elementos, entao o conjunto A
diz-se finito, representando-se por #A o nimero de elementos pertencentes

a A. Caso #A = 1, o conjunto A designa-se por conjunto singular. Um

conjunto que nao seja finito diz-se infinito.

Por convengdo, considera-se que o conjunto vazio € finito e que #0 = 0.

. Define-se o conjunto das partes de A como sendo

P(A) = {X : X C A}.

Define-se a unidgo de A com B, representa-se por AU B, como sendo o
conjunto constituido pelos elementos que pertencem a pelo menos um dos
conjuntos A e B, isto é

AUB={z:2x€ A oux € B}.

Define-se a interseccdo de A com B, representada por AN B, como sendo
o conjunto constituido pelos elementos que pertencem simultaneamente aos
dois conjuntos A e B, isto €

ANB={z:2€ Aexc B}.
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7. Define-se a diferenca do conjunto A pelo conjunto B por

A\B={z:x€ A ex ¢ B}.

8. Define-se o produto cartesiano de A por B por

AxB={(a,b):a€ Aebec B}.

Proposicao 1.1. Sejam A, B conjuntos.
Se ACBeBCA, entio A=B.
Dem. Exercicio a encargo do leitor. O

Exercicio 1.1.

1. Considere os conjuntos A = {1,—3} e B = N. Identifique cada um dos
sequintes conjuntos:

AUB; ANB; A\B; B\ A; BN A; P(A); Ax B; B x A.

2. Prove que, para quaisquer conjuntos A,B,C, se A C B e B C C, entdo
ACC.

3. Apresente um exemplo, ou justifique que ndo existe, de um par de conjuntos
A, B tais que A€ BeACB.

4. Complete com € ou com ¢:

(a) 1...{1,71}; (k) 5...{3,6}\ {6,5};
(b) 0...{3,-2,5}; (1) 6...{3,6}\ {6,5};
(c) {2}...{-3,2,5}; (m) 3...{3,6}\ {6,5};

(d) {3} {{2},{3,5}};

(n) 5...{3,61U{6,5);
(e) 2...{{2},{3,5}};

(0) 5...{3,6}N{6,5};

(f) N...P(N);

(9) {0}...{0,{0}}; (r) P(VD . P(P(D);

(h) 0...{0,{0}}\ 0; (¢) {0y n{{0}}...{0,{0}};
(i) (2,3)...{1,2} x {3,5}; (r) {0y U{{0}}...{0,{0}}:

() (3,2)...{1,2} x {3,5}; (s) ©...{c0,#}.
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5. Complete com C ou com ¢:

(a) 0...{3,-2,5}; (h) {(2,3)}...{1,2} x {3,5);
(b) {2}...{-3,2,5}; (i) {6}...{3,6}\ {6,5};

(c) {3}...{{2},{3,5}}; () {3}...{3,6} \ {6,5};

(d) N...P(N); (k) P(0)...P(P(0);

(e) {0}...{0,{0}}; M) {{2h {20} {{2}}:

(f) 0...{0,{0}}\ 0; (m) {0} N {{0}}... {0, {0}};

(9) {{(2,3)}}..-{1,2} x{3,5}; (n) {0y U {{0}}...{0,{0}};

1.2 Funcgoes (generalidades)

Nestas notas assume-se que o leitor entende os simbolos usados na elaboracao do
raciocinio légico que se seguem:

= # = « Vv 3 3.

Definigao 1.2. Define-se funcdo como sendo wm terno ordenado (X, Yx —
f(:c)), onde X,Y sdao conjuntos nao vazios e x — f(x) € uma regra de cor-
respondéncia que a cada elemento x € X associa um sd elemento f(x) € Y.
Usualmente denota-se uma funcgdo f por

f: X =Y
z = flz)

Exercicio 1.2.

1. Para cada alinea, diga se €, ou justifique que nao €, funcdo:

f: R - R
(a) r — 22’
j: 0 - N
b .
() x — 3
[: N - R
(c) x — 3
g: R — [0,400]
d .
(d) xr = T ’
h: [0,+c0] — R
(e) N solugdo da

equacdo em a: a® = x;
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.. alunos da o feminino,
f) Uminho masculino | ;
x +— sexo dew

kE: R — PR)
x = 3

(9)

Nota: Se ndo entender alguns dos simbolos apresentados no exercicio anterior,
entao nao o resolva e continue a ler.

Para melhor lidar com funcgoes, introduzem-se as designacoes que se seguem.
Definig¢ao 1.3. Considere f uma fung¢ao

fi X —» Y
v oo f@)

e O conjunto X designa-se por dominio da funcgao f;

e O conjunto Y designa-se por conjunto de chegada da funcdo f;

e O conjunto f(X) ={f(z):x € X} designa-se por contradominio de f, ou
por imagem de f;

e Os elementos de X designam-se por objectos;
e Os elementos do contradominio de f designam-se por imagens;
e Designa-se por grdfico de f o conjunto
Gr(f) ={(z,y) e X xY :y = f(2)};
e Dado A C X, designa-se por imagem de A por f, o conjunto

fA) ={f(z): 2z e A};

e Dado B CY, designa-se por imagem reciproca de B por f, o conjunto

fYB)={zxeX: f(z) € B}.

Nao havendo relevancia em explicitar todas as componentes de uma funcgao
(dominio, conjunto de chegada e regra de correspondéncia), por vezes indica-se
apenas por f: X — Y, ou simplesmente por f, uma fungao

fr X —- Y
r — f(z)’

Para proceder a andlise das fungoes, introduzem-se de seguida algumas das
caracteristicas elementares a serem observadas nas funcoes.
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Definicao 1.4. Seja f : X — Y uma fung¢do. Diz-se que:

e a funcao f € injectiva se, para quaisquer elementos x1,xo de X tais que as
imagens f(x1) e f(x2) sdo o mesmo elemento em Y, entdo x1 e xa sdo o
mesmo objecto, ou seja:

Vacl,acg c X (f(a:l) = f(m'g)) = (acl = :L'Q).

FEquivalentemente
Vo, g € X 1 (21 # x2) = (f(21) # f(x2)) -

e a funcdo f € sobrejectiva se, para qualquer elemento y € Y, existe pelo
menos um objecto x tal que y = f(x), ou seja:

VyeY,dz e X :y= f(z).

e a funcao f € bijectiva se a funcdo € injectiva e sobrejectiva, ou seja:
Yy eV, e e X y=f(x)
A operagao composicao de funcoes permite definir uma nova fungao partindo
de duas fungoes dadas.

Definigao 1.5. Sejam f: X =Y eg: Z — W duas fungoes tais que f(X) C Z.
Define-se fung¢do composta de g com f, ou equivalentemente g apds f, denotando-

se por go f, como sendo a fungao

gof: X —
z = og(f(x)

Definigcao 1.6. Seja X um conjunto nao vazio.
Define-se funcdo identidade em X, como sendo a func¢do

dx: X — X
x = x|

Definigcao 1.7. Seja f : X — Y wma funcdo.
Uma funcio g : Y — X diz-se func¢ao inversa de f se

fog=ridy e gof=1idx.

Proposicao 1.2. Uma funcgao f : X — Y € invertivel se e so se f é uwma func¢do
bijectiva.
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Dem. E necessdrio demonstrar uma dupla implicagao.
Primeiro demonstra-se a condicao suficiente (=).

Assuma-se que f : X — Y é invertivel, entdo existe g : ¥ — X (fungao
inversa) tal que go f =idx e fog=1idy.

Provar que f é bijectiva, é equivalente a provar que f é injectiva e sobrejectiva.

Sobrejectividade Seja y € Y. Como f o g = idy, entao

y=ridy(y) =fogly)=flg(y)) e gy €X,
logo f é sobrejectiva.

Injectividade Sejam 1,29 € X tais que f(z1) = f(z2). Como go f = idx,
tem-se

f(x1) = f(z2) g(f(z1)) = g(f(z2))
go f(z1) = go f(x2)

idx(z1) = idx(x2)
Ty = T2,

te ol

logo f é injectiva.

Conclusao, f é uma fungao bijectiva e a condicao suficiente esta demonstrada.
Falta demonstrar a condigao necesséria (<).
Assuma-se que f é uma funcao bijectiva. Entao

vy eY,3'z, € X 1y = f(z,).

Defina-se a funcao
g: 'Y — X
y o= oxy

Mostre-se que g é inversa de f, ou seja, que fog =1idy e que go f = idx. Assim
e Dadoy €Y, tem-se fog(y) = f(9(y)) = f(zy) =y, logo fog=ridy;

e Dado z € X, tem-se go f(x) = g(f (7)) = xf(,) =z, logo go f = idx.
(Obs: z4(;) € o tinico elemento em X cuja imagem por f é f(z))

Consequentemente f é invertivel. O

Proposicao 1.3. Seja f: X — Y uma funcao que admite inversa.
Entao existe uma tnica inversa de f.

Dem. Exercicio a cargo do leitor. O

Como consequéncia da Proposi¢ao 1.3, uma funcao f : X — Y que admite

inversa diz-se invertivel e a sua inversa representa-se por 1.
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Exercicio 1.3. Seja f: X = Y uma fungao invertivel.

1 g p L . 1y -1
Mostre que f~1 é também uma funcdio invertivel e que (f 1) = f.
Para a resolugao dos exercicios seguintes é necessario que o leitor conhega o

conjunto dos nimeros reais e suas propriedades béasicas. Algo que serd introdu-
zido axiomaticamente na seccao seguinte.

Exercicio 1.4.

m
=)
D=

1. Considere a fungao f :]0,1] — R definida por f(x) =

SN

8 8 8
I

m
DO o] =

=

Determine:

“H({z}) =0}

“L({z}) € um conjunto singular};
2. Apresente um exemplo de:

(a) f:R—R tal que f~1({1}) = [1, +o0[;
(b) f:R—R tal que f~1({1}) =] — 00, 1[;
(c) f:R—R tal que f~1([0,1]) = {1}.

3. Para cada par de fungoes que se seque, obtenha a funcao composta f o g,
ou justifique que esta nao existe.

fio 0,400 = R g: R = R
(a) ; 5
r = Nz r =
f: R - R g: [0,400] — R
(b) 2 ’
r = x r = T
f: R - R g: [0,+0] — R
(c) ; ;
r = Tz r =
f: [0,400] — R g: R - R
(d) ; :
x = T x = Tx
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1.3 Numeros reais

Nesta secgao faz-se a apresentacao axiomadtica (nao construtiva) do conjunto dos
nimeros reais. Comega-se pelo seguinte axioma de existéncia:

Axioma: Eziste um corpo ordenado e completo, R.

Claro que é necessario esclarecer o que se entende por corpo, por corpo orde-
nado e por corpo ordenado e completo. Estas estruturas sdo apresentadas axio-
maticamente.

Axiomas de corpo:
Considere-se o conjunto R munido das funcgoes

+: RxR — R

(0y) o oy )

RxR — R
que por simplicidade se adopta a notagao r +vy = +((z,y)) e z-y = -((x,y)),

(multiplicagao),

para quaisquer x,y € R, verificando as sequintes propriedades:
(C1) Ve,ye R xz4+y=y+uz; (comutatividade da adigdo)
(C2) Vz,y,2€ R x4+ (y+2)=(x+y)+z; (associatividade da adi¢ao)

(C3) I0eR,VzeR 0+xz=ux; (existéncia de elemento neutro da adi¢do)

(C4) VzeR,IyeR z+y=0; (ezisténcia de elemento simétrico)

(C5) Ve,ye R z-y=y-a; (comutatividade da multiplicagdo)

(C6) Vx,y,z e R x:(y-2) = (x-y)-2; (associatividade da multiplicagao)

(C7) 31 e R\ {0},Vx e R\ {0} 1.z =u; (existéncia de elemento neutro da
multiplica¢do)

(C8) Vx e R\ {0},IyeR =z-y=1; (exzisténcia de elemento inverso)

(C9) Vr,y,z e R z-(y+2) = (z-y)+(x-2); (distributividade da multiplicagdo
relativamente a adi¢ao)

O conjunto de axiomas (C1)-(C9) conferem a (R, +,-) a estrutura de corpo.
Observe que o axioma (C3) garante que o conjunto R possui pelo menos um
elemento, pelo que quer o dominio, quer o conjunto de chegada das fungoes que
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definem as operagdes + e -, sdo nao vazios. Mais, os axiomas (C3) e (C7) garantem
que R tem pelo menos dois elementos. Efectivamente, o conjunto de axiomas de
corpo nao garante a existéncia de mais algum elemento em R. Para ja, é possivel
demonstrar algumas propriedades bases da aritmética.

Proposicao 1.4. Sejam x,y,z € R. Tem-se

~

. Existe apenas um elemento neutro da adi¢do;
2. O simétrico de um elemento € unico;

3. Sex+z=y+z, entio x =y; (lei do corte na adi¢ao)

<

.0-2=x-0=0; (elemento absorvente da multiplica¢ao)

N

. Existe apenas um elemento neutro da multiplicacao;

6. O inverso de z, caso x # 0, € unico;

7. Sex-z=y-zez#0, entdo x = y. (lei do corte na multiplicagao)
Dem.

1. Suponha-se que existem dois elementos neutros para a adicao, isto é dois
elementos em R, # e ©, com a propriedade descrita pelo axioma (C3).
Assim, por (C3), tem-se que

h+0 =0,

porque # é neutro para a adicdo. De igual forma, porque © é também
neutro para a adi¢do, por (C3) tem-se

O+0=40.

Consequentemente, e usando (C1), tem-se
O=0+0=0+0=0,
donde © = 6.

2. Seja x € R. Suponha-se que x tem dois simétricos: z1 e s.

Pelo axioma (C2), tem-se
(1 +2) + 22 =21 + (T + 22).
Pelo axioma (C1), tem-se

(z +21) + 12 = 21 + (7 + 22).



1.3. NUMEROS REAIS

Sendo z1 e g ambos simétricos de z, pelo axioma (C4) tem-se

0+xz2=21+0.

Novamente por (C1), obtém-se

0+x2=0+z1
e por (C3) conclui-se que
Tro9 = X21.
. Sejam z,y, z € R tais que
r+z=y+z.

17

Por (C4) existe z; € R elemento simétrico de z (pelo ponto anterior, z; é

tnico). Assim

r+z=y+z = (x+2)+z21=(wWy+2)+2 (porque “+7” é funcao

= z+(z+2z)=y+(2+21)

= z4+0=y+0

= x=uy.

. Seja z € R. Tem-se

0O-z = (040)-z (por (C3))
= z-(0+0) (por (C5))
= (x-0)+ (z-0) (por (C9))

(0-2)+ (0-z) (por (C5))

Consequentemente, por (C3), tem-se
0+0-2)=(0-2)+(0-x)

e, pelo ponto 3. (anteriormente provado), conclui-se que

Por (C5) obtém-se

analogos aos apresentados na prova dos pontos 1., 2. e 3..

(por (C2)
(por (C4)
)

)
)
)
(por (C3))

Os pontos 5., 6. e 7. sao deixados como exercicio, pois usam-se argumentos

d
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Notacao:

e O elemento neutro da adicao designa-se por zero e denota-se por 0;

e O elemento neutro da multiplicacao designa-se por um e denota-se por 1;

e Dado = € R, denota-se por —z o elemento simétrico de x;

e Dado z € R\ {0}, denota-se por z~! o elemento inverso de z.
Exercicio 1.5.

1. Mostre que o zero ndao tem inverso.

2. Mostre que, para qualquer z € R, se tem —x = (—1) - x.
Proposicao 1.5. Sejam x,y € R. Tem-se

1. —(—z) =x;

2. Sex #0, entdo (z71)"! = x;

3. —(z+y) = (—2) + (-y);

4o —(w-y) = (-2) y=x-(-y);

0. (=) (—y) ==z y;

6. z-y=0seesose(x=0ouy=0) (lei do anulamento do produto).
Dem. Prova deixada como exercicio ao leitor. O
Notagao: Sejam z,y € R.

e Designa-se por subtraccao entre x e y, identificada por x — y, como sendo
a soma & + (—y);

x
e Se y # 0, entdo designa-se por divisao de z por y, identificada por ;, como

sendo o produto z -y~ L.

Definicao 1.8. Chama-se conjunto dos niumeros naturais, representando-se por

N, ao subconjunto de R construido recursivamente por:

1eN

neEN=n+1eN

Estando definido o conjunto dos niimeros naturais, de forma natural definem-se

o conjunto dos nimeros inteiros e o conjunto dos nimeros racionais.
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Definigao 1.9.

1. Chama-se conjunto dos numeros inteiros, representando-se por Z, ao sub-

conjunto de R
Z =NU{-n:n e N} U{0}.

2. Chama-se conjunto dos niumeros racionais, representando-se por Q, ao sub-

conjunto de R
Q={m-n"':mecZenecN}

E importante referir que, o simples facto de se definirem aqui os conjuntos Z
e Q, até ao momento nada garante que Z # N nem que Q # N.

Notagao:
Por (C7) tem-se que 1 € R, logo (1,1) € R x R e consequentemente +((1,1)) =
1+1eR. Assim:

e representa-se por 2 a imagem +((1,1)) =1+ 1;
e representa-se por 3 a imagem +((2,1)) =2+ 1;
e representa-se por 4 a imagem +((3,1)) =3+ 1;
o -

Com o conjunto de axiomas de corpo (C1)-(C9) nao é possivel demostrar que o
conjunto N ¢ infinito (por exemplo, ndo é possivel demonstrar que 3 # 1). Mas

consegue-se demonstrar que N nao é um conjunto singular.

Exercicio 1.6. Mostre que o conjunto N ndo é um conjunto singular, isto é, que

#N > 1.
[Sugestao: mostre que 2 # 1]
Dado x € R:

2

e representa-se por x° a imagem -((z,x)) = x - x;

e representa-se por z° a imagem -((z%,x)) = 2% - x;

® ...

ficando assim estabelecida a notagao

n vezes

para cada n € N.
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Proposigao 1.6. Sejam =,y € R.

Tem-se

22 =y% se e sdse(x=youx=—y).

Dem. Prova deixada como exercicio ao leitor. O

Exercicio 1.7. (Método de indugao)
Sejam P(n) uma condi¢ao que depende den € N e

C={neN:P(n) é verdadeira}.
Mostre que C =N se e s¢ se

P(1) € verdadeira
Vn e N, (P(n) ¢ verdadeira = P(n+1) é verdadeim)

Axiomas de ordem:

Eziste RT™ C R, designado por conjunto dos nimeros positivos

(01) Vz,ye Rt z+yeRT ex-yeRT;
(02) Dado z € R, acontece uma e uma sé das sequintes situagoes

r=0, zxze€R", —zeR".

Exercicio 1.8.
1. Mostre que RT # 0 e que R\ (RT U {0}) # 0.
2. Mostre que 1 € RT.
3. Justifique que N C RT.

Existindo elementos de R que nao sao o zero nem sao nimeros positivos, é
relevante definir o conjunto desses elementos.

Definicao 1.10. Define-se conjunto dos niumeros negativos como sendo o con-

Junto
R™ ={-z:z€R"}.

Observe que o axioma (02) garante que R~ =R\ (R U {0}), ou seja
R=RTU{0}UR".

Mais, (02) garante também que 0 ¢ (RT UR™) e que (RTNR~) = 0. Como o
nome indica, os axiomas de ordem induzem uma ordem no conjunto R. Ordem
essa apresentada pela Definicao 1.11 abaixo.
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Definicao 1.11. Sejam z,y € R.

1. Diz-se que x é menor que vy, e denota-se por v < vy, sey —x € RT;

2. Diz-se que x é menor ou igual que y, e denota-se por x <y, se y = ou

T <y,

3. Diz-se que x é maior que y, e denota-se por v > vy, se x —y € RT;

4. Diz-se que x € mator ou igual que y, e denota-se por x > y, se y = x ou
>y

Seguem-se algumas das propriedades bases da ordem definida.

Proposicao 1.7. Sejam x,y,z € R. Tem-se:

1. (z<yey<z)=z<z (transitividade)
2.x<yert+z<y+tz; (monotonia da adi¢ao)

3 (r<yez>0)=z-2<y-z; (monotonia da multiplicag¢do)
4. (z<yez<0)=z-z2>y-z; (monotonia da multiplicagao)

5. 2#40=122>0.
Dem.

1. Sejam z,y,z € R tais que z < y e y < z. Pela Definicao 1.11, tem-se
y—z €R' ez—yeRT. Pelo axioma (O1), obtém-se

(y—2)+(2—y) R
Pelos axiomas de corpo (identifique quais), conclui-se que
(y—z)+(2—y) ERT & (2—2)+(y—y) e RT & (2—2)+0 € RT & z—x € RT,
donde se conclui (pela Defini¢ao 1.11) que z < z.
A prova dos restantes pontos fica como exercicio. O
Exercicio 1.9.
1. Prove que Z # N.
2. Prove que 2 > 1.

3. Prove que se (xt € RT ey € R™), entdo (z-y) € R™.
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4. Prove que se x € RT, entio 2~ € Rt;
5. Sejam a,b,c,d € R" tais que a < b e ¢ < d. Mostre que ac < bd.

Com o objectivo de obter a completude do conjunto R, mediante a introdugao
de um axioma de completude, é necessario introduzir algumas nocoes prévias.

Definigao 1.12. Sejam a € R ¢ X C R tal que X # (.

1. Diz-se que a € majorante de X se

VeeX z<a;

2. Diz-se que a € minorante de X se

Vee X a<ux;

3. Diz-se que a € mazrimo de X se a € majorante de X e a € X;

4. Diz-se que a € minimo de X se a € minorante de X ea € X.

Com naturalidade, também se introduzem as seguintes nocoes.
Definigao 1.13. Seja X C R ndo vazio.

1. Diz-se que X € um conjunto magjorado se X possui algum majorante.

2. Diz-se que X é um conjunto minorado se X possui algum minorante.
Definigao 1.14. Sejama € R ¢ X C R tal que X # ().

1. Diz-se que a € supremo de X se

Vee X, z<a (a é magjorante de X)

Se b e R tal que (Vx € X,z <b), entioa <b (a é o menor dos
majorantes de X)

2. Diz-se que a € infimo de X se
Vee X, a<z (a € minorante de X)

Se b € R tal que (Vr € X,b < x), entiob<a (a é o maior dos
minorantes de X)
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Resumidamente, o supremo de um conjunto é o menor dos majorantes e o
infimo é o maior dos minorantes. Naturalmente, se um dado subconjunto de R
nao tiver majorantes, entao também nao tem supremo. Dualmente, se nao tiver
minorantes, também nao tem infimo.

Proposicao 1.8. Seja X C R. FEntao:
1. O supremo e o infimo de X, quando existem sao unicos;

2. O mdximo (respectivamente o minimo) de X, se existir, entdo € igual ao
supremo (respectivamente infimo) de X.

Dem. Proposta de exercicio ao leitor. ]

Axioma do supremo: (ou da completude)
(S1) Todo o subconjunto majorado de R tem supremo.
Proposicao 1.9. Todo o subconjunto minorado de R tem infimo.

Dem. Proposta de exercicio ao leitor. O

Serd que o corpo ordenado completo R é tnico?

A menos da natureza dos elementos, a resposta é sim. A prova desta resposta
sai fora do programa desta unidade curricular. Contudo, informa-se do seguinte.

Se (K.+x, 'k, <k) e (R,+,-, <) sao corpos ordenados e completos, entao é
possivel provar que existe f : R — K bijectiva tal que

flx+y) = f(z) +x f(y)
Vr,y € R

flx-y) = f(x) & f(y)

<y flz) <k f(y)-

Consequentemente, os corpos sao indistinguiveis do ponto de vista das proprie-
dades, ou seja sao estruturalmente iguais.

Quando se fala no conjunto R como sendo um corpo ordenado e completo,
fala-se na estrutura algébrica que o suporta em detrimento dos elementos que
constituem o conjunto suporte.

Daqui em diante, chamar-se-ao nimeros ao elementos do conjunto R.

Teorema 1.10. O conjunto dos numeros naturais, N, nao € majorado.
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Dem. Suponha-se que N é majorado.
Como 1 € N, logo N # (). Pelo axioma (S1), existe s € R tal que s é supremo
de N.

Pela definicao de supremo, conclui-se que
dIneN: s—1<m.

Mas s —1 < m implica que s < m+1 com m+ 1 € N. Mas isto contradiz o facto
de s ser supremo de N. O absurdo surgiu pelo facto de se ter assumido que N é
majorado, donde se conlui que N nao é majorado. O

Definicao 1.15. Um subconjunto X de R diz-se limitado se for minorado e
majorado.

Tendo em conta a definigao anterior e o Teorema 1.10, conclui-se que o con-
junto N nao é limitado. Um exemplo de o conjunto limitado é X = {-2,5,0}
porque é majorado (por exemplo, 5 é majorante de X) e é minorado (por exemplo,
-2.5 é minorante de X).

Proposicao 1.11. Sdo equivalentes as segquintes condigdes:
I.VeeRT,VyeR,IneN: y<n-z (propriedade arquimediana);
2. O conjunto N ndo € majorado;
3. VxeRT,IneN: 0<%<x.

Dem.

(1 =2) Sejaxz =1ey € R. Entao, por hipétese, existe n € N tal que y < n -1,
ou seja y < n, logo y ndao é majorante de N.
Como y € R é arbitrario, conclui-se que nao existem majorantes de N,
donde N nao é majorado.

(2 = 3) Seja x € RT. Pelo Exercicio 1.9 tem-se que x~ € RT.

Como, por hipétese, N nao é majorado, entao existe n € N tal que % < n.
Assim, pelo Proposicao 1.7, tem-se

<n} (1 x x) 1
2> |——<n- = — <.
>0 r n n n

Como n~! > 0, tem-se que 0 < % < x.

3 8I=
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(3=1) Sejam z € RT e y € R.

Se y < 0, imediatamente se tem que y < 0 < 1-z, donde n -z > y, com
n=1.

Se y > 0, entao ﬁ € RT, e pela hipétese conclui-se que existe n € N tal

que0<%< % Como n -y > 0, entdo 0 < %(ny) <§-(n~y)e

consequentemente 0 < y < n - z.
O

Pela Teorema 1.10, o conjunto N nao é majorado, ou seja, a condicao 2. da
Proposigao 1.11 é verdadeira. Sendo as condigoes 1.,2. e 3. da Proposicao 1.11
todas equivalentes, conclui-se que todas sao verdadeiras no corpo ordenado e
completo dos ntmeros reais.

Para simplificacdo da escrita, e sempre que nao ocorra qualquer ambigui-
dade de interpretacao, dados x,y € R escreveremos simplesmente xy para repre-
sentacao a operacao produto x - y.

Exercicio 1.10. Mostre cada uma das sequintes afirmagoes:
1.VzeRT, g Q: 0<q<ua;
2. o zero € infimo do conjunto {% 'n € N};
3. Q#ZL;
4. Sejam a,b € R tais que a < b. Mostre que existe € > 0 tal que a + & < b;
Do estudo efectuado até agora, sabe-se que
NCZCQCR,

com N # Z e Z # Q. Serd que Q # R?
A resposta é sim, mas serd provada adiante.

Definigao 1.16. Define-se intervalo de nimeros reais a qualquer conjunto X C R
ndo vazio tal que

Ve,ye X,VzeR:z<z<y=z2¢€X.
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Para representar intervalos de nimeros reais, dados dois quaisquer niimeros

reais a,b € R tais que a < b, denota-se:

1.

2.

3.

4.

Ja,bl={x €R:a <z < b} 5. [a,4+oo[={z €R:a <z}
la,b] ={zr eR:a <z <b} 6. Ja,+ool={zr€R:a<z};
[a,bj={z €R:a <z <b}; 7. ]—o00,a) ={z €R:z < a};
[a,b] ={zx € R:a <z <b} 8. | —oo,al={z eR:z < a}.

Definicao 1.17 (Mé6dulo). Seja = € R.

Define-se valor absoluto (ou mddulo) de x como sendo

|z =

Proposigao 1.12. Sejax € R er € Rt. Tem-se:

1.

2.

5.

6.

|x| > 0;

|z| = max{z, —x};
—lz] <0 < [z|;

—lz| <@ <|zf;

lz| <r<e —r<z<r;

lz| >r< (z>r oux < —r);

Dem. Os pontos 1., 2., 3. e 4. ficam como exercicio.

5.

(—r<z<r)& (-r<zezx<r)s (—z<rex <r)<s max{—z,z} <
relz <r

6. (@>rouz<-—-r)&S(x>rou —zx>r)e max{-z,z}>rs |z >r

Proposigao 1.13. Para quaisquer xo € R e r > 0, tem-se

{reR:|x—xg| <r}=[rg—r,x0+7].

Dem. Proposta de exercicio. O



1.3. NUMEROS REAIS 27

Figura 1.1: Proposigao 1.13

[ 1

Tg—T Ty Top+7r

Defini¢ao 1.18. Dados z,y € R, define-se distancia entre x e y como sendo o
nimero real nao negativo |x — y|.

Proposicao 1.14. Sejam x,y,z € R. Tem-se que
1oz +yl < |zl + lyl;
2. |wy| = [x].lyl;
3 lzl = [yl < = —yl;
4oz —yl <o —zl+ ]z -yl
Dem.
1. Sejam z,y € R. Pelo ponto 4. da Proposigao 1.12 tem-se
“al<a<lal e —lyl<y<lyl
Consequentemente
—lel =yl <z +y <lzl+yl & —(lz| +|y]) <z +y <[z + |y|.
Pelo ponto 5. da Proposicao 1.12 conclui-se que
|z +y| < |z + [yl
2. Proposta de exercicio.

3. Pelo ponto 1. anteriormente demonstrado e pelas propriedades de corpo,
tem-se

lz] = |z —y+yl < |z —yl+ [yl = [z] - |y| < |z -y

lyl=ly—x+z| < |y —z|+[z] = —(|z| - |y]) < |z -y

donde max{|x| — |y|, —(|z| — |y|)} < |z —y| e consequentemente, pelo ponto
2. da Proposicao 1.12, obtém-se

2| = lyl| < |z —yl.
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4. Proposta de exercicio.

Exercicio 1.11.

1. Seja (R,+,+,<) o corpo ordenado e completo dos nimeros reais:

(a) Mostre que, para qualquer sucessao de intervalos fechados

IO = [ao,bo], Il = [al,bl], I2 = [CLQ,bQ], e ,In = [an,bn], e

tais que
IpD2L 2D DI, 2.

existe pelo menos um x € R tal que a,, < x < b, para todo n € NU{0},

isto €

2. Seja a € [0,+00][. Com o objectivo de demonstrar que existe um e um sé

x € RT tal que

proceda da sequinte forma:

(a) Mostre a unicidade;
(b) Justifique porque pode assumir que a > 0;

(c) Construa uma sucessao de intervalos encaizados
[ao, bo] 2 [a1,b1] 2 [ag,b2] 2 ... 2 [an,bn] 2 ...

da sequinte forma:

ao+bo _ a+l.
T =

e ap=0,bp=a+1 e defina-se co = 5

® sc cg = a, entdo x = ¢y e o problema estd resolvido;
e sec3 < a, defina-se a; = cy e by = by;

® se cg > a, defina-se a1 = ag € by = ¢p;

(1.2)

Trivialmente, tem-se by —a; = bO_T“O e a% <a< b%. Considerando ¢; =
%, procede-se de forma andloga para definir o intervalo [ag,bs].
Recursivamente obtém-se os intervalos encaizados (1.2), em que b, —

an:boginaoz%nl e a? < a < b2 para todon € N.
2

Mostre que existe um elemento x € m [an,byn] € que z° = a.
neN
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3. Sejam a € [0, 400 e n € N.

Mostre que existe um e um s6 x € [0+ oo tal que 2" = a.

Definigao 1.19. Sejam a >€ RT en € N.

O namero real x > 0 tal que ™ = a, chama-se raiz indice n_de a e representa-

1
se usualmente por {/a ou por an .

4. Mostre que, v/2 ndo é um mimero racional. Consequentemente R\ Q # 0.

Defini¢ao 1.20. Os niumeros pertences ao conjunto R\ Q chamam-se
numeros irracionais.

5. Sejam a € R um ndmero racional diferente de zero e x € R um numero
irracional.

(a) Mostre que ax e a + x sGo nimeros irracionais;

(b) Dé exemplos de dois irracionais o e [3 tais que af3 € um nimero raci-
onal;

(¢) Dé exemplos de dois irracionais o e (3 tais que o + 3 € um nimero
racional.

6. Apresente um miumero racional r tal que

1000 1001°

7. Apresente um numero irracional i tal que

1000 ~ '~ T001°
8. Sejam x,y € R tais que x < y. Mostre que:
(a) IreQ:z<r<y;
(b) I eR\Q:z<i<y.

9. Em cada um dos conjuntos que se seque, identifigue o conjunto dos majo-
rantes e o conjunto dos minorantes. Indique ainda se tem mdximo, minimo,
supremo, infimo e se € limitado.

(a) ]-2,1; (@) {reR: w2ty > £
(b) 12,5[U{-2,0}; (e) {t e R\Q:2 <022 1| <
(c) {xr eR:|z—3|=]|2x|}; x+5};
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(f) {zeR: |z =5 < |z +1]}; (k) QN [1,v2];
(g) ]—00,71'[,' 1 0,1 ;
AR TR W 0.1\ Q
(i) N (m) 10,110 Q;

(1) Z; (n) 1V2,+00[\Q.

10. Seja f: R — R tal que f(x) = 2%, Vo € R. Determine:

(a) sup f([-1,1]);

(b) inf f([—1,1]);

(c) o conjunto dos majorantes de f([3,7[NQ);

(d) um conjunto A tal que f(A) ndo seja majorado;
(e) o conjunto dos minorantes de f(R).

Exercicio 1.12. Seja oo € R\ {1}.

Mostre que
n
1— n+1
Zak = L, Vn € N.
l—-«a
k=0

Definicao 1.21. Dado n € N define-se factorial de n, representando-se por n!,
como sendo o numero natural

nl=nn—-1)(n—2)x---x2x1.

Masis, define-se 0! = 1.
Dados n,k € N U {0}, define-se combinacées de n, k a k, como sendo o

numero real
n\ n!
k] El(n — k)’

Exercicio 1.13. Mostre que:

1
1. Vn,k € NU {0}, <Z>+<kil>:<211>

n
2. Ve,y e R,Vn € N, (x—i—y)”: ( n >xn—kyk.
k=0

A igualdade presente no ponto 1. do Exercicio 1.13 é conhecida por regra de
Pascal (ou relacao de Stifel), ao passo que a igualdade presente no ponto 2. do
Exercicio 1.13 é conhecida por binémio de Newton.
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1.4 Nocgoes topologicas em R

Definicao 1.22. Sejam X CR ey € R.

1. Diz-se que y € ponto interior de X se

J>0: Jy—ey+eCX;

2. Diz-se que y € ponto aderente de X se

Ve>0: Jy—e,y+e[nX #0;

3. Diz-se que y € ponto de acumulacdo de X se

Ve>0: (ly—ey+el\{y})NnX #0;

4. Diz-se que y € ponto de acumulacao a direita de X se

Ve>0: Jy,y+enX #0;

5. Diz-se que y é ponto de acumulacdo a esquerda de X se

Ve>0: Jy—e,yNX #0;

6. Diz-se que y € ponto fronteiro de X se
Ves0: Jy-eytenX A0 e Jy—ey+eln(R\X) A0
(isto é, y € ponto aderente de X e de R\ X)

7. Diz-se que y é ponto isolado de X se

J>0: Jy—e,y+enX ={y}.

Definig¢ao 1.23. Seja X C R. Designa-se por:

1. interior de X, representando-se por )2', o conjunto dos pontos interiores de
X .

7

2. aderéncia de X, representando-se por X, o conjunto dos pontos aderentes
de X;

3. derivado de X, representando-se por X', o conjunto dos pontos de acu-
mulagdo de X. O conjunto dos pontos de acumulagdo a direita de X
representa-se por Xg_, enquanto que o conjunto dos pontos de acumulacao
a esquerda de X representa-se por X' ;
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4. fronteira de X, representando-se por fr(X) (ou por 0X), o conjunto dos
pontos fronteiros de X ;

Observe que X' = X’ U X’ | para qualquer X C R.
Exercicio 1.14. Considere o subconjunto de R que se seque:
X :] — 00, _1[U([0a 1] N Q) U ([273] \Q) U {4}

Intentifique o interior, a aderéncia, o derivado, a fronteira e o conjunto dos
pontos isolados de X.

Definigao 1.24. Seja X C R:

1. O conjunto X diz-se aberto se X = X;

2. O conjunto X diz-se fechado se X = X.

Atencao: As definigoes de aberto e fechado acima introduzidas nao sdo contrarias.
E um facto que existem subconjuntos de R que nao sao abertos nem fechados e
outros ha que sao abertos e fechado.

Exercicio 1.15.

1. Apresente um exemplo de um subconjunto de R que ndo € aberto nem fe-
chado.

2. Apresente um exemplo de um subconjunto de R que é aberto e € fechado.
Proposicao 1.15. Seja X C R. Tem-se

1. XCXCX;

AN

2. R\ X = R\X ;

3. X € fechado se e sd se R\ X € aberto.
Dem.

1. Este ponto é deixado como exercicio.

2. Pelas definicoes tem-se sucessivamente

TeR\X & 2¢XeIe>0z—cr+enNX =10
& Fe>0:r—¢ex+elC (R\X)

~
& ze R\X.
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3. Neste ponto é necessario demonstrar uma dupla implicagao.
(=) Por hipétese X é fechado, ou seja X = X. Assim

~ -
R\X =R\ X =R\ X,

donde R\ X é um conjunto aberto.
~~
(<) Por hipétese R\ X é aberto, ouseja R\ X =R\ X. Assim, fazendo
uso do ponto 2. e das defini¢oes, tem-se
- - ~~~
reX=>2¢R\X=2¢ R\X =2¢R\X=z2ecX.
donde X C X. Tendo em atencdo que por 1. se tem sempre X C X,
obtém-se que X = X, ou seja, X é um conjunto fechado.

Definigao 1.25. Sejam X,Y CR tais que X C Y.
Diz-se que X € denso emY casoY C X.

Quer o conjunto @Q, quer o conjunto R\ Q sdo densos em R. Trivialmente, o
conjunto R é também denso em R.

Exercicio 1.16.
1. Seja X CR. Mostre que:

(a) o conjunto X € fechado;
(b) o conjunto X ¢é aberto;
(c) se tem fr(X)=X\X.

2. Para cada um dos conjuntos apresentados no ponto 9. do Exercicio 1.11,
obtenha o interior, a aderéncia, a fronteira e o derivado.

3. Apresente um exemplo, ou justifique que ndo existe,

(a) de um conjunto X C R tal que X C fr(X) e fr(X) # X;

(b) de um conjunto X CR ez € R tais que X € aberto e X \ {a} nao é
aberto;

(¢) de um conjunto X C R aberto tal que #X =1;
(d) de um conjunto X C R infinito tal que X = 0;
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(e) de um conjunto X C R tal que #(X') =1

(f) de um conjunto X C R tal que fr(X) =]0,1[;

(9) de um conjunto X C R tal que fr(X) =10,1];

(h) de um conjunto X C R tal que fr(X)=[0,3] e X =[1,2];

4. Para cada um dos subconjuntos de R que se seque, identifique o interior, a
aderéncia, a fronteira e o derivado:

A= {\/ﬁ—I—f:neN}U]%@A], B=1[0,7]NQ.



Capitulo 2

Sucessoes e séries numericas

Neste capitulo estudam-se as sucessoes e séries de nimeros reais, sendo estas as
primeiras fungoes a serem estudadas nesta unidade curricular.

2.1 Sucessoes de numeros reais

Nesta seccao estudam-se as sucessoes de nimeros reais, uma nogao que permite
descrever fenémenos discretos. Comece-se entao por definir o objecto de estudo
nesta seccao.

Definig¢ao 2.1. Chama-se sucessdo real a uma funcao de N em R, isto é

a: N —- R

n +— a(n)=a, 2.1)

Tendo todas as sucessoes o mesmo dominio, N, e 0 mesmo conjunto de che-
gada, R, estas ficam identificadas pela sua regra de correspondéncia. Consequen-
temente usa-se a notacao (a,)nen, ou simplesmente (a,,), para se fazer referéncia
a sucessao definida em (2.1).

A terminologia usualmente adoptada as sucessoes é a seguinte:

e Designa-se por termo geral a regra de correspondéncia, a,, de uma sucessao

(an)n;
e Designam-se por termos as imagens de uma sucessao (an)n;

e Para cada n € N, designa-se por termo de ordem n a imagem de n por uma

sucessao (an)n.-

Exemplo: Ao escrever (ay), = (%)n, esta-se a considerar a sucessao

a: N —
n

3~ =

35
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Um sucessao pode também estar definida por recorréncia, isto é, o cédlculo de
alguns termos depende do célculo prévio de um ou mais termos precedentes. Por
exemplo, a sucessao (by), estd definida recursivamente ao considerar-se o termo
geral

1, n=1

/14+by1, n>1

Neste exemplo tem-se

51:1; b2:\/§; 63:\/1—1—\/5; b4:\/1+ 1—1—\/5;...

Definigao 2.2. Seja (a,), uma sucessio. A sucessio:

1. diz-se estritamente crescente se

an < Gpt+1, YN €N;

2. diz-se crescente se
an < Apt1, VN €N;

3. diz-se estritamente decrescente se

an > Apt1, VN €N;
4. diz-se decrescente se
On 2> an+1, Vn € Na
5. diz-se mondtona se um dos quatro pontos anteriores estiver satisfeito.

Definicao 2.3. Uma sucessao diz-se limitada se o conjunto dos seus termos for
um conjunto limitado.

Exemplo: Considere a sucessao (ap), = (%)n

e Dado n € N arbitrario, tem-se

1 1 n—(n+1) -1 <0
a — Q. = _—— = =
T LT n n(n+1) n(n+1) ’

donde se conclui que (ay), é estritamente decrescente.

I3

e O conjunto dos termos da sucessao (ay,), é

1
{:nEN},
n

que ¢ limitado (identifique os seus majorantes e os seus minorantes), donde
a sucessao (an), € limitada.
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Define-se agora a operagao soma, a operacao produto e a multiplicagdo escalar
no conjunto das sucessoes reais.

Definicao 2.4. Sejam (an)n e (bn)n sucessoes reais e o € R. Define-se:
1. a soma de sucessoes por, (an)n + (bp)n = (an + bp)n;
2. o produto escalar por, a(ap), = (aan)n;
3. o produto se sucessoes por, (an)n - (bp)n = (apn - bp)n-

O enquadramento de fungoes é uma técnica muito usada na andlise de su-

cessoes.

Definicao 2.5. Uma sucessdo (xy,), diz-se enquadrada pelas sucessoes (ap)p €

(bn)n se
an < xp <b,, VneN.

Exemplo: A sucessao (%)n encontra-se enquadrada por (0), e (%)n porque

1 2
0<—<—-, VneN
no-n

Também se encontra enquadrada por (—1), e (%)n porque

2
— <<=
n

, VneN.

S|
SRS

2.1.1 Limites

Uma sucessao pode representar certo fenémeno de tempo discreto. Uma das
formas de entender o comportamento futuro desse mesmo fenémeno, é estudar
aquilo que em Andlise Matematica se apelida de convergéncia.

Definicao 2.6. Sejam (an)n, uma sucessio e a € R.
Diz-se que (an)n € convergente para a se:

Ve>0,IpeN: n>p=la,—a|<e. (2.2)
A convergéncia de (an)n para a representa-se por
an, —> a, ou por lima, = a,
n n

e o valor a diz-se limite da sucessio (ap ),

Uma sucessao que nao seja convergente, diz-se divergente.
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Notando que na condigao de convergéncia (2.2), a inequagao |a, — a| < €
é equivalente a a, €la — ¢,a + €[, a convergéncia de uma sucessao (a,), para
um numero real a, pode ser descrita da seguinte forma. Dada uma vizinhanca
de a (diga-se um intervalo aberto que contém a) é sempre possivel obter uma
ordem suficientemente grande, p € N, por forma a que todos os termos de ordem
superiores a p pertencem a vizinhanca inicialmente considerada.

Uma das dificuldades de aplicacdo da definicao de convergéncia, condigao
(2.2), reside no facto de ser necessario identificar previamente um valor para limite
a. Esta dificuldade é ultrapassada com a introducao da definicao de sucessao de
Cauchy mais adiante.

A negagao da condicao (2.2) é expressa da seguinte forma. Uma dada sucessao
(an)n nao converge para a € R, isto é li7rln an # a, se

Je>0,VpeN,In>p: Ja, —a|>e. (2.3)

Definicao 2.7. Seja z € R.
Define-se caracteristica de x, representando-se por [x]|, como sendo o mdzimo
do conjunto
] — 00, z] NZ.

Por outras palavras, a caracteristica de um nimero real, zyp € R, é o maior
inteiro menor ou igual a xo. Por exemplo [v2] =1, [3] =0, [-1.3] = —2.

A nocao de caracteristica de um nimero é Gtil quando se pretende identificar
nimeros inteiros em subconjuntos de R, tal como acontece na analise, por de-

finicao, de limites de sucessoes.

.o 1
Exemplo: Demonstrar, por defini¢ao, que lim — = 0.
non
Para isso é necessario mostrar que

1
Ve >0,dp e N: ané‘n—O‘<€.

Seja e > 0.
Escolha-se p = E] + 1 (naturalmente esta escolha depende do valor de ¢ e foi
feita depois de efectuar as contas abaixo). Desta forma, tem-se

1 1 1
p= {] +1>—-, donde - <e. (2.4)
€ £ D

Seja n > p. Consequentemente % < = e por (2.4) tem-se

1
_0’:

n
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o que demonstra que lim — = 0.
n n
A condic@o de negagao (2.3), pode ser usada para demonstrar que certa su-
cessao nao converge para determinado valor. Mas atencao, isto nao significa que
a sucessao nao convirja para um outro nimero real.

Exemplo: Demonstrar, por definicao, que lim % # 2.
non

Para isso é necessario mostrar que

n

| N,In > p: —
e>0,VYpeN,In>p —

2‘25.

Escolha-se € = 1 (claro que a escolha deste valor foi feita depois de se efectuarem
as contas que se apresentam de seguida).
Seja p € N e escolha-se n = p. Tem-se

I
p+1

; ’

_p—2 2 1
— |2 A I
n+1 p+1

Cop+1 p+1

~ ~ n ~
Note que nao se provou que a sucessao (m)n nao converge. Apenas se demons-

n .
trou que <n—+1)n nao converge para 2.

Exercicio 2.1. Prove, por definicdo, que

lim —"— = 1.
n n+1

Exercicio 2.2. Estude a monotonia das sucessoes de termo geral:

1. a,=n%—n 2. b, = n 3. ¢ = _ﬁ!
n
Exercicio 2.3. Prove, por definicdo, que
lim ——— =
n n?+1
Exercicio 2.4. Prove, por defini¢cao, que
lim Y7 0,
n on
Exercicio 2.5. Mostre que
n?—1

lim ——— # 0.
im +7$
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Exercicio 2.6. Prove, por defini¢do, que

1.

. 1
lim
n n+1

Teorema 2.1. O limite de wma sucessao, quando existe, € unico.

Dem. Seja (ay,), uma sucessao real.
Suponha-se que (a,), tem dois limites, a,b € R. Sem perda de generalidade
assuma-se que a < b. Assim

lima, =a< (Ve >0,IpeN: n>p=la, —a|] <e¢) (2.5)

lima, =bs (Ve>0,IpeN:n>p=la, — b <e¢) (2.6)
n
Considere-se € = b*T“ > 0.
Por (2.5), existe p; € N tal que |a, —a| < e < a, €la —¢,a+ €], Vn > p;.
Por (2.6), existe pa € N tal que |a, —b| < e < a, €]b—¢,b+ €[, Yn > pa.
Escolha-se ng = max{pi,p2}. Entao

any €la —e,a+ €]

no €l — €, Nb—e,b
anoe]b—a,b—l-e[} = (ao la—e,a+eNb—¢ +€[>

= <]as,a+s[m]bs,b+s[7&®>.

Mas
a+z—::a—|—b_a = a+b:b— b-a =b—e¢g,
2 2 2
donde
la—¢e,a+elNb—e,b+e[=0,
o que é absurdo. Consequentemente (ay), nao pode ter dois limites. O

Teorema 2.2. Seja (ay), uma sucessao.
Se (an)n € convergente, entao (an), € limitada.

Dem. Sendo (ay), uma sucessao convergente, entdo possui limite. Seja a € R o
limite da sucess@o (ay),. Pela Definigao 2.6, tem-se

Ve>0,I3peN:n>p=a, €la—¢,a+e¢[
Em particular, escolhendo € = 1, tem-se que existe p € N tal que

n>p=a,€la—1a+1]
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donde se obtém que
A={a,:neN} C{ay,az,...,ap—1}Ula—1,a+1]. (2.7)

Considerando A = {a1,...,ap—1,a — 1,a + 1}, tem-se que A é finito, logo tem
méximo e tem minimo. Definindo m = min.A e M = max A, por (2.7), conclui-se
que

m<ap, <M, VnéeN,

ou seja (ap)n é limitada. O

Devido a complexidade de muitas sucessoes, o uso da definicao nem sempre
¢ a forma adequada de estudar a convergéncia das mesma. Com o objectivo
de ultrapassar a dificuldade do uso da definicdo no estudo da convergéncia de
sucessoes, seguem-se alguns critérios gerais de convergéncia.

Teorema 2.3. Sejam (an)n e (by)n duas sucessoes tais que
li}ln an=0 e (by)n € limitada.
FEntao liﬁn anpb, = 0.
Dem. Sendo (b,), uma sucessao limitada, entao existe M > 0 tal que

lbn| < M, VneN.

Seja € > 0.
Como 7 > 0, pela definicao de lima, = 0, conclui-se que existe p € N tal
n
que
€
n2pz>\an—0|<ﬂ.

Assim, para n > p, tem-se
€
lanby, — 0] = |an||bn| < lan|M < MM =c.
Fica entao provado que lima,b, = 0. O
n

Exemplo: Pretende-se estudar a convergéncia da sucessao (%)

.- A fungao
seno verifica

—1<senn<1, VnéeN,

logo a sucessdo (senn), é limitada. Como a sucessao (%)n converge para zero

conclui-se, pelo Teorema 2.3, que
. senn
lim
n

1
= lim —senn = 0.
n n

Nota: ainda nao se definiram as fungoes trigonométricas (algo a estudar adiante
nesta UC). Contudo assume-se que os estudantes ja as estudaram em estudos
anteriores.
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Teorema 2.4 (Aritmética de limites).
Sejam (an)n € (bn)n duas sucessoes tais que
lima, =a e limb,=0b (a,b € R).
n n
Entao
1. lim(ay, + b,) = a + b;
n

2. lim a,b, = ab;
n

3. Se b, # 0 para todon € N e b # 0, entdo lim &% = 2.
n by b
Dem.
1. Seja e > 0.

e 5>0elima, = a, logo existe p; € N tal que
n

n2p1:>]an—a\<§ (2.8)
e 5>0elimb, = b, logo existe p» € N tal que
n
5
nzp2=|bn =0l <3 (2.9)

Escolha-se p = max{p1,p2}. Paran > p, tem-se n > p; e n > py e por (2.8)
e (2.9) conclui-se que

(a0 +b0) = (@+0)] = |(an—a)+ (b — )| < la — al + b, — b]

2. Pelo ponto 1. tem-se que
li7rln(anbn) =ab seesdse 1iTrln(anbn —ab) = 0.
Tem-se
anby, — ab = apb, — apb + apb — ab = ay(by, — b) + (ap, —a)b  (2.10)

Pelos Teoremas 2.2 e 2.3 tem-se

(an)n convergente = (an), limitada
= 1lim(an (b, — b)) = 0(2.11)
limb, =b = lim, (b, —b) =0 "



2.1. SUCESSOES DE NUMEROS REAIS

Ainda pelo ponto 1. e pelo Teorema 2.3, tem-se

lima, = a = lim(a, —a) =0 = lim(a, —a)b = 0.

Novamente pelo ponto 1. e por (2.10), (2.11) e (2.12), tem-se

lirrln(anbn —ab) = li}ln(an(bn —b)+ (an — a)b)
= 1171L11(an(bn -b)+ li}ln((an —a)b) =0.

3. Pelos pontos 1. e 2. anteriormente demonstrados, tem-se

lim(ba,, — ab,) = 0.

donde existe p € N tal que

b2 b2 b2 b2
n p:>bnb€]b—2,b —1—2[—]2,32 [,

e consequentemente

ou seja, a sucessao (—blb) ¢ limitada.
n
n

Como

an, @ ba,, — ab,, B 1
b b o ban—abu)pes

finalmente, pelo Teorema 2.3, conclui-se que

. an, ay . . al_g
h}Ln (bn_b> =0 ouseja hrrln b, b

Proposicao 2.5. Sejam (an)n € (by)n Sucessées convergentes.

Se existe ng € N tal que
n>ng = a, < by,

entao <linzn an) < (li}Ln bn).

43

(2.12)

Pelo ponto 2. anterior tem-se que lim b,b = b*>. Como b # 0, tem-se % > 0,
n
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Dem. Sejam a,b € R tais que
lima, =a e limb, =b.
n n

O objectivo é mostrar que b > a.
Pelo Teorema 2.4 tem-se lim(b, — a,,) = b — a, ou seja

Ve>0,3peN:n>p= (b, —an) €lb—a—¢e,b—a+e].

Suponha-se que nao se tem b > a, ou seja b < a. Consequentemente “T_b > 0,
donde existe n € N tal que

n>p= (bp—a,) € b—a—a2_b,b—a+agb[:}g(b—a),b;a[g]—oo,()[.

Em particular, para todo n > max{p,no} tem-se b, — a,, < 0, o que contradiz a
hipdtese. ]

Teorema 2.6 (Sucessoes enquadradas).

Sejam (an)n € (bn)n duas sucessoes convergentes para ¢ € R.

Se (cn)n € uma sucessao enquadrada por (ap)n € por (by)n, entao (cp)n € uma
sucessao convergente, tendo-se

lime, = c.
n

Dem. Por hipétese, para todo n € N, tem-se a, < ¢, < by, donde a, — ¢ <
¢, — ¢ < b, — ¢ e consequentemente

len — ¢f < max{|a, — |, |bn, — c|}. (2.13)

Seja € > 0.
liTILn a, = ¢, entao existe p; € N tal que n > p; = |a, —c¢| < e (2.14)
liﬁn b, = ¢, entdo existe ps € N tal que n > py = b, —¢| < e (2.15)

Escolha-se p = max{p1, p2}. Para n > p, por (2.13), (2.14) e (2.15) tem-se
len — ¢ < max{|a, — ¢|,|bn, — |} < &,
o que conclui a prova. O

Exemplo: Mostrar que lim {/n = 1.
n

Faz-se uso do binémio de Newton

Ve,y e RyVvneN, (z+y)" = ( n ) L
k=0
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Por definigao de raiz indice n tem-se {/n > 1. Definindo a sucessao (a, ), por
Qp = {I/’E - 17

Tem-se a,, > 0 para todo n € N.
Por outro lado, para cada n € N\ {1}, tem-se a,, = /n—1 & {¢/n=1+a, &
n = (1+ a,)". Consequentemente

n
n nn—1 n(n—1
n—(l—i—an)n—;( L >aﬁ21+nan+(2)a%21+(2)ai7

o que implica que

(n—l)—”("Ql)aflzo & (n—l)(l——a2>>0

4
—_

|

\
IS

[N}
V
o

Conclusao

2
OSanS\/i, Vn € N.
n

. 2 - .
Como lim4{/— = 0, pelo Teorema das sucesstes enquadradas, conclui-se que
n \n
lim a,, = 0, e consequentemente lim {/n = lim(a, + 1) = 1.
n n n
Teorema 2.7. Toda a sucessao mondtona (crescente ou decrescente) e limitada

€ convergente. Mais

1. Se (apn)n € crescente e limitada, entao lim a, = sup{a, : n € N};
n
2. Se (an)n € decrescente e limitada, entdo lim a,, = inf{a, : n € N}.
n

Dem. Seja (ay,), uma sucessao crescente (a situagao é andloga se for decrescente).
Considere-se o conjunto dos termos de (ay,)y, isto é

A ={a,:n e N}

Sendo (ap)n, limitada, entdo A é um conjunto limitado, logo possui supremo.
Denote-se a = sup A.

Seja € > 0.

Por defini¢do de supremo, tem-se que a — & nao é majorante de A. Logo existe
p € N tal que ap > a —¢, ousejaa—a, <ce.

Para todo n > p tem-se que a, > ap, porque (a,), é uma sucessao crescente,

lan —al =a—ap <a—ap, <e,

o que prova que lima,, = a = sup{a, : n € N}. O
n
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Exemplo: A sucessao (%)n ¢é decrescente e

inf{l:nEN}zo.
n

Consequentemente, pelo Teorema 2.7, conclui-se que lim — = 0.
n n
~ 1\n T
Exemplo: A sucessao ((1 + ﬁ) )n é limitada e crescente.

Pelo binémio de Newton, e pelo facto de k! > 2F~1 ¥k € N, tem-se, para todo
n €N,

1\" “[n)1 “[n)1 - n!
1+-) = S 141 S =9 L —
( +n> Z(k)nk * +Z(k>nk —I_g::zk!(n—k)!n’C

n 1 n 1 n 1 k—1 1_(%)71
< 2+ZH:1+ZH§1+Z 3 =1+ —20

Consequentemente

1 n
1§(1+> <3, VneN,
n

ou seja, a sucessao ¢ limitada.
Verifique-se agora que a sucessao é monodtona crescente.
Por um lado, para n > 2, tem-se

<1+T1L)n = 2+ ~1lnmn-1)---(n—k+1)

Por outro lado, para n > 2, tem-se ainda

1+1 n+1—2+11 L +11 1 1 2 +
n+1 - 21 n+1 3! n+1 n+1
1 1 n—1
— (1= 1=
+n!< n—i—l) ( n—i—l)
1 1
o (1-———) . (1= ,
(n+1)! n+1 n+1
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donde se conclui que

1 n 1 n+1
<1+> §(1+ ) , VneN.
n n+1
1

Sendo ((1 + E)n)n uma sucessao crescente e limitada, pelo Teorema 2.7,
conclui-se que ((1 + %)n)n é convergente.

Definicao 2.8. O limite da sucessdo ((1 + %)n)n chama-se nimero de Neper e

representa-se por e.

Exercicio 2.7 (consultar bibliografia se necessario).
Mostre que

. 1 1 1 1y
im —|—ﬂ+5+-"+m =e.

2.1.2 Limites infinitos

Definicao 2.9. Uma sucessao (an), diz-se que tende para +00 se

VM >0,3peN:n>p=a,>M

€ eScreve-se

ap — +oo  ou lima, = +oo.
n n

Defini¢ao 2.10. Uma sucessao (ay), diz-se que tende para —oo se

VM <0,3peN:n>p=a, < M

e escreve-se
anp — —o00  ou lima, = —oo.
n n

Note que, se uma dada sucessao (a,), tende para 400, ou tende para —oo,
esta sucessao (a,)n é divergente porque {—o0,+oco} NR = (.

Teorema 2.8. Seja (ay), uma sucessao tal que a, # 0 para todo n € N.
Entao:

hman =0 se e s0 se hm ] = +400.
an

Dem.
(=) Por hipétese tem-se lim a,, = 0.
n
Seja M > 0. Tem-se ﬁ > 0 e, pela hipdtese, conclui-se que existe p € N

tal que

n>p=lay| < > M,

! =
M |ay|

1
ou seja hm = +00.
|an]
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1
(<) Por hipétese tem-se lim — = +o0.
o lan|

. 1 o s . .
Seja e > 0. Tem-se - > 0 e, pela hipétese, conclui-se que existe p € N tal

que

1 1
an:>—>g:>|an—0|<€,

|an

ou seja lima, = 0.
n

]
Teorema 2.9. Sejam (an)n, (bn)n sucessoes e b € RU {+oo}.
Se lima,, = 400 e limb,, = b, entdo lim(a,, + b,) = +oo.
n n n
Dem. Proposta de exercicio. ]

Atencao, a aritmética de limites nao é valida nos limites infinitos.
Exemplo:

{an:(n+1)~%+oo
1 n

e ap+b,=2—2
bp=(—n+1) — —c0 e n
n

anp=(Mn+1) — 400
2 n e ap+b,=-n+1— —0
b, = —2n — —00 n
n
an=(n+1) — 400 n
3. n " e ap,+b,=—-—+1— +0
n

an =n+ (—1)" — +o0
4 n e ap+b, =(—1)" nao é convergente.

b, =—n— —0
n

Os quatro pontos anteriores sdo a razao pela qual se chama (+00) 4+ (—o0) de
uma indeterminagao. Outros tipos de indeterminagoes sao apresentados abaixo.

(~00) + (+00), 0+ (00), oo, (oo, 1659, (Y.

2.2 Subsucessoes

Definicao 2.11. Seja (ay), uma sucessao.
Diz-se que (by)n € uma subsucessdo de (ay,)r se existe p : N — N estritamente
crescente tal que

Vn € N.

by, = QAp(n)s
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Exemplo:
Considere a sucessao (a, ), cujos termos sao

(an) 11 1111 1111 11
a — o e e e e e e e e e e —e .
n/n 727 ’37 747 ’57 767 ’77

Sao exemplos de subsucessoes de (ap)n

e A subsucessdo dos termos pares, (ay(n))n, €m que @(n) = 2n, ou seja,

(a2n)n:
az, Jn = 2’3’4’576777 .

e A subsucessao dos termos fmpares, (ay(n))n, €m que p(n) = 2n—1, ou seja,
(a2n—1)n:

(a2,-1)n = (1;—1;1;—1;1;—1;-..>_
e A subsucessao (aw(n))n, em que p(n) =4n — 1, ou seja, (ag4n—1)n:
(a4, —1)n = < -1;-1;-1;-1;—-1; -1; - - - >
Nao é subsucessao de (ay),, por exemplo

111111
L=Lgigipigizini )
< 2374567 >

Proposigao 2.10. Se (a,), € uma sucessio convergente para a € R, entdo qual-
quer sua subsucessao, (%;(n))n; converge para a.

|

Dem. Proposta de exercicio. ]

Corolario 2.11. Seja (an), uma sucessao.

Se ezistem (aym))n € (Ayn))n subsucessoes de (an)y tais que
hylln a(p(n) =0 7& Cc= 117ILII a¢(n),
entao (an)n € divergente.

Dem. Consequéncia imediata da Proposigdo 2.10 e da unicidade de limite, Teo-
rema 2.1. O

Proposicao 2.12. Seja (x,), uma sucessao positiva.
Tn+1

In

Se lim < 1, entao limx, = 0.
n n
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Tn41

Dem. Seja lim
n Ty

¢ €]a, 1], entdo existe p € N tal que

= a, com a € RT U {0}. Por hipétese a < 1. Considerando

Tn+1
n>p= nt <c
Tn
Para n > p tem-se
Tn+1
0<zpt1 = nt Ty < CLp < Ty,

n
donde se conclui que (z,,), decresce (a partir de certa ordem) e consequentemente
(2 )n € limitada. Sendo limitada e decrescente (a partir de certa ordem), conclui-
se que (xy,), é convergente. Seja limz, = b (claro que b > 0). Como (zp+1), €
subsucessao de (xy,)n, entao lim l“nZl =b.

Tendo-se xp 41 < cTp, entz;o limx,41 < limczy,, donde b < ¢b e consequente-
mente b = 0. ! " O

Proposicao 2.13. Sejam (an)n uma sucessao e (ag, (n))ns (Gpy(n))ns - (Agy n))ns
um nidmero finito de subsucessoes de (ay)n, k € N.

Se
1. N= 1 (N) Upa(N)U--- Ugg(N)

=...=lima
n

=lima
n

2. lima

=a

w1(n) w2(n) wr(n)

entdo (an)n € uma sucessao convergente e tem-se lima, = a.
n
Dem. Seja € > 0 Pela hipotese 2. tem-se

e lima
n

01(n) = a, IOgO Elpl eN:n Zpl = |a<,01(n) — CL| <€

liyrlnam(n) =a, logo Ip2 € N1 n > pay = |ag,m) —al <¢

° lima¢k(n) =a,logo Ipr, € N: n>p = |a<Pk(”) - a\ <e€

n

Escolha-se p = max{1(p1), ..., vr(pk)}-

Paran > p, tem-se, pela hipétese 1., que n € ;(N), para algum i € {1,...,k},
donde existe m € N tal que n = ¢;(m). Sendo ¢; estritamente crescente, tem-se
pi(m) =n2>p=>¢i(pi) = pi,

donde
lan — a| = |ag,(m) — al <e,

e a prova fica concluida. O
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Exercicio 2.8. Verifique que a Proposi¢do 2.13 € vdlida se em lugar da hipctese
1. se impor a condicao menos exigente de que

NA (p1(N) Uga(N) U - -- U pp(N))
seja um conjunto finito.

Teorema 2.14 (Bolzano-Weierstrass).
Toda a sucessao limitada admite uma subsucessao convergente.

Dem. Seja (an), uma sucessao limitada.

Pelo Teorema 2.7, tem-se que toda a sucessao monétona e limitada, é con-
vergente. Consequentemente, basta verificar que (ay,), possui uma subsucessao
mondétona.

Considere a seguinte definigao:

Um termo ay,, com ng € N, diz-se um pico da sucessao se

Qpy = A, VN 2> ng.
Considere-se P = {n € N: a,, é pico} C N.
— Se P ¢ infinito, entdao denotando por
np<ng<ng<---<n; <---

as ordens dos picos, tem-se que (a,,); ¢ uma subsucessao de (ay), decres-

cente.

— Se P é finito (que pode ser P = (), considera-se n; = ng+1, onde ny = maxP,
caso P # () (ou ny = 1 caso P = ). Desta forma

® a,, nao é pico, logo existe ny > n; tal que ap, < an,
® a,, Na0 ¢é pico, logo existe ng > ng tal que ap, < an,

® a,, nao ¢ pico, logo existe nqg > n3 tal que a,, < an,

e iterando o processo, constréi-se uma subsucessao, (ap,); de (an)n cres-
cente.

O]

2.3 Sucessoes de Cauchy

O objectivo nesta seccao é a apresentagao das sucessoes de Cauchy e a prova de
que uma sucessao ser de Cauchy é equivalente a ser convergente.
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Definicao 2.12. Uma sucessio (ay,)y diz-se de Cauchy se
Ve>0,IpeN,Vn,meN: n,m>p=la, — an| <e. (2.16)

A condigao de Cauchy, (2.16), afirma que, para ordens suficientemente gran-
des, os termos da sucessao estao proximos uns dos outros. Comparativamente
com a condicdo de convergéncia de uma sucessdo, (2.2), a condigdo de Cauchy
nao exige o conhecimento prévio do limite da sucessao.

A condigao de Cauchy, (2.16), pode ser escrita equivalentemente da seguinte

forma:

Ve>0,IpeN,Vn,l e N: n>p=la, —anyi] <e. (2.17)

1
Exemplo: Prove-se, por definicao, que a sucessao ( 1> ¢é de Cauchy.
n

n—+

Seja € > 0.
1

Escolha-se p = [} + 1. (escolha feita ap6s as contas abaixo)
€

Sejam n,l € N tais que n > p. Tem-se % < %

1 1
n+1l n+l+1

l
(n—l—l)(n—i—l—i—l)‘

l 1 1
v L.
n+l+1n+1 - n+1

0 que conclui a prova.

A andlise que se segue tem como objectivo demonstrar que uma dada sucessao
(an)n é de Cauchy se e s6 se (ay,), é convergente. A condi¢ao necessdria é provada
no resultado seguinte.

Teorema 2.15. Toda a sucessao convergente é de Cauchy.

Dem. Seja (ay,), uma sucessao convergente, ou seja, existe a € R tal que

lima, = a. (2.18)
n
Seja € > 0.
Tendo-se 5 > 0, por (2.18) tem-se que existe p € N tal que
€
n>p=la, —al < 7
Assim, para n, m > p, tem-se
e €
|an, — am| = |an —a+a — ap| < lay —al + |am —al < §+§ =g,

o que conclui a prova. O
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Para se demonstrar a condicdo suficiente, s@o necessarios dois resultados

prévios.

Teorema 2.16. Toda a sucessdo de Cauchy € limitada.

Dem. Seja (an)n sucessao de Cauchy.
Considerando € = 1, existe p € N tal que

n,m>p=|a, — an| < 1.
Em particular, para m > p tem-se
lap—am| <1le -1<ap—an<le -1<an—a<lea—1<an<ap+1.
Assim, tomando
m =min{ay,...,ap—1,a, —1} e M =max{ai,...,ap_1,ap + 1},

tem-se que
an € [m,M], VnéeN,

donde se conclui que (ay), é limitada. O

Teorema 2.17. Toda a sucessao de Cauchy que admite uma subsucessdo con-
vergente é convergente.

Dem. Sejam (an)n uma sucessdo de Cauchy e (ay(,))n uma sua subsucessio con-

vergente.
Consequentemente, ¢ : N — N é uma funcao estritamente crescente e existe
a € R tal que
1i7rln Ap(n) = a-
Seja e > 0.

[

Como 5 >0 e (an)n ¢ de Cauchy, entdo existe p; € N tal que

n,m > py = |an — ap| < g (2.19)

Como 5 >0e liTan ay(n) = a, entao existe po € N tal que

3

5 (2.20)

n > py = lagm) —al <

Escolha-se p = max{p1,p2}. Para n > p, tem-se ¢(n) > n > p, porque ¢ é
estritamente crescente, e por (2.19) e (2.20) conclui-se que

€ €
an — al = [an — aum) + apm) — al < lan — agmy| + lagm) —al < 3 + ;=&

e consequentemente lim a,, = a. O
n
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Finalmente, estd-se em condigoes de enunciar o resultado de equivaléncia entre
as sucessoes de Cauchy e as sucessoes convergentes.

Teorema 2.18.
No corpo ordenado e completo dos nimeros reais, uma sucessao (ayn)n € de

Cauchy se e s6 se (an)n € convergente.

Dem. Pelo Teorema 2.15, toda a sucessao convergente é de Cauchy.

Assumindo que (ay), é uma sucessao de Cauchy, pelo Teorema 2.16 tem-se
que (ay), é limitada.

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, Teorema 2.14, a sucessao (ay,), possui
uma subsucessao convergente.

Sendo (ay), uma sucessao de Cauchy que possui uma subsucessdo conver-
gente, pelo Teorema 2.17, conclui-se que (ay,), é uma sucessao convergente. [

Seguem-se dois exemplos de aplicagao do resultado anterior.

Exemplo: Prove-se que a sucessao (ay), de termo geral

11 1 1
an—I—F?‘i‘?-i-..."f—nfn
é convergente.
Seja e > 0.

1
Escolha-se p = [} + 1.
€
Sejam n,l € N tais que n > p. Tem-se

1 1 1 1
an = G ‘(n—l—l)"” R Coy ) | B e § T R ey o
1
= — 1+ —+ ...+ ————
(n+1)n+1< Tari T +(n—|—1)l—1>
1
_ R s )
(n+1)ntt 17#_1
1 11 a4+l
(n—iil)”Jrl 11—%+1 (n4+1)7tt n
<-<-<e.

(n+1)" " n " p

Consequentemente, a sucessao (a,), ¢ de Cauchy e, pelo Teorema 2.18 conclui-se

que é convergente.
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Exemplo: Prove-se que a sucessao (a, ), definida por recorréncia por

a] = 1
1
apy1 =1+ an
¢é convergente. De seguida calcula-se o valor do limite.
Comece-se por observar que, para cada n € N tem-se a,, > 1, donde an1a, =

(1+ i)an = a, + 1 > 2 e consequentemente an+l1an < %

Para n € N tem-se também que

1 1 Aptr1 — @ 1
|an+2_an+1|:’1+ _<1+>’: ol Tn gf‘anJrl_an-
Ana1 (079 Gn4+10n
Iterando o processo conclui-se que
1 n—1 1 n—1
|ant1 — an| < <2> lag — a1]| = <2> , VneN. (2.21)
Seja e > 0.
1
Tome-se p = [} + 3.
€

Para n,l € N tal que n > p, tem-se, usando (2.21),

|an+l - an‘ < ‘an—l-l - an—&—l—l‘ + |an+l—1 - an+l—2| +...+ ’an—i—l — Qn

)T )
- () [6) 7 6) e

(Nl o\, 1 B
- \2 -1 =12 T2 2= p_2°F

T2

Consequentemente, a sucessao (ay,), é de Cauchy e, pelo Teorema 2.18 conclui-se
que é convergente.

Seja a € R o limite da sucessao (ap),. Sendo (an+1), uma subsucessao
de (an)n, entdo também converge para a e, passando ao limite na férmula de
recorréncia de (ay,)n, obtém-se

1++v5

1
a=1+-wd-a-1=0a= .
a 2

Sendo (a,,), uma sucessao positiva, conclui-se que

1++5

lima, = .
n
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Exercicio 2.9. .

1. Diga, justificando, quais das segquintes sucessoes sao limitadas:

14+ (=1)" (=1)"n+1

L W d) d. — .
n+ 2 1 1 1
b) by = : iy oL
(%) b n§+3’ (¢) en =145+ 4+ o0
n?+3 11 1
(c) en="—"5 () fa=1+ g+ + 5.

2. Sejam (un)n € (vn)n duas sucessoes reais. Mostre que:

(a) Se (up)n € (vn)n sGo mondtonas crescentes, entao (un~+vy)yn € mondtona
crescente;
(b) Se (un)n € (vn)n SGo mondtonas decrescentes, entao (up + vn)n €

mondtona decrescente;

3. Mostre, por definicdo, que

lim =1.
n n+1
4. Mostre, por definicdo, que
li 1.
o n+1 7

5. Seja (zpn)n uma sucessio. Mostre que:

Se lim |z, | = 0, entdo limz,, = 0.
n n

6. Seja (ap), uma sucessao convergente de termos nao negativos. Mostre que:

Se lim afl =0, entdo lima, = 0.
n n

7. Seja (xn)n uma sucessao de termos nao negativos tal que limx,, = a.
n

Mostre que:

(a) a sucessao (\/xn)n ¢ limitada;

(b) lim /7, = Va.
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8. Apresente exemplos de sucessoes (Tn)n € (Yn)n tais que limz, =limy, e
n n

Tn
a) lim — = 0;
(a) lin "

Tn
b) lim — =1;
() n Yn

(c) lim " = +o0;
" Yn

x
(d) lim = ndo eziste.
n Yn

9. Sejam a € R e k € N. Calcule, caso exista, o limite de cada uma das

segquintes sucessoes:

nk:
(a) an = E;
an
(b) by, = H;
nk)
(C) Cn = ;77};
(e) en = Vn!;
#) fa=(5)"

10. Calcule, ou justifigue que ndo existe, cada um dos sequintes limites:

n 3n3—|—n2—1;

(b) liTan\/n—i- —/n;

. Vnt+3n-2
(C) hm33—2;
n /3nd+nc -1

(d) 1171111 sen (nm);
(e) 1171111 sen <2n2+ 17r> ;
(7) tim 3/l
. 1 1
(h) lim (seni) e~ 8,

n

N C |
1 .
(1) im =

(9) gn = {/a (assuma que a > 0);

24446+ +2n

(h) hn = ’I’L2

n n

vVt +n’

() ju = ——

Y/n+ (3n)n

o cos(n)n+2
() = 7
(k) lim /37 42 V7,
, (n!)? _
Ot S 1 =5
, 3"ncos(3")
@ 1)

+ +
n\/n4—|—1 Vnd+2
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11.

12.

13.

1.

15.

16.
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Dado um conjunto finito de nimeros reais positivos
X =A{x1,...,zn}, comméeN,

define-se média geométrica de X por

Seja (an)n uma sucessao positiva tal que limy, a, = a.

Mostre que a média geométrica dos seus n primeiros termos converge para
a, ou seja mostre que

lim ¥ai---a, = a.
n

Seja (an)n uma sucessao de termos positivos.
Qnp,

. 1 -
Mostre que se lim = a, entdo lim, ¥Ya, = a

n a’I’L
(Sugestao: aplique o resultado apresentado no exercicio anterior.)

Seja (xn)n uma sucessao real tal que lim x,, = a, para algum a € R. Mostre
n
que

. 1 taet+ -tz
lim
n n

Seja p € N. Use o exercicio anterior para determinar o valor do limite que
se seque:

o IP 2P P
11:’[Ln np+1

Mostre que, para qualquer a € N, a sucessao (ay)n de termo geral

.
1 . Z
z—i-ﬁ, seewzstezeNtalquen:Zk;
k=1

an =
1 i

m+ —, se existe (m,i) € N? talquemgien:m—i—Zk
" k=1
L -

possui uma subsucessao convergente para a.
Considere a sucessio (ap)n definida por recorréncia por

a)p = 1
(="

(p41 = ap + nrl

Mostre que a sucessao (an), € convergente.

[Sugestao: mostre que (an)n € de Cauchy/
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17. Apresente um exemplo, ou mostre que ndao existe, de:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(9)

(h)

(3)

(k)

uma sucessao (ay), mondtona, mas nao convergente;

uma sucessao (an), convergente, mas ndo mondtona;

uma sucessao (an )y limitada, mas ndo convergente;

uma sucessao (ay), ndo mondtona e que nao admite subsucessoes con-
vergentes;

duas sucessoes (an)n € (bn)n tais que li7ILn anby, = 0, mas liTILn a, 70 e
lim by, # 0;

n

uma sucessao (an )y, divergente tais que (aon)n, (a2n—1)n € (asn)n sejam
convergentes;

uma sucessao (ap), mondtona tal que as suas subsucessoes (agp)n €
(ag2n—1)n ndo sejam mondtonas;

uma sucessao nao mondtona (ay)y, tal que as suas subsucessoes (azn)n,
(ag2n—1)n sejam mondtonas;

uma sucessao (an)n, mondtona, divergente tal que a sua subsucessao
(agn)n seja de Cauchy;

uma sucessao (ap )y nao limitada que admite uma subsucessao conver-

gente;

uma sucessao (ap )y limitada tal que as subsucessoes (agn)n € (a2n—1)n
nao sejam convergentes.

2.4 Séries Numéricas

Tal como foi introduzida na seccao 1.3, a operacao soma estd definida entre dois

nimeros reais a+b, com a,b € R. Devido ao axioma da associatividade da adigao,

é possivel somar uma lista finita de nimeros reais ay, as, .. ., a, da forma

Zak:a1+a2+---+an:((---((a1+a2)+a3)+-~~+an_1)+an). (2.22)

k=1

Com a nocao de série numérica, a introduzir de seguida, estende-se a nocao de

soma finita, (2.22), a uma soma com um numero infinito de parcelas. A saber

[ee]
Zan:a1+a2+"'+an+"'~ (2.23)

n=1
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Definicao 2.13. Seja (ay), uma sucessao.
Chama-se série numérica (ou real) ao par ((an)n, (sn)n) tal que

n
sn:a1+a2+-~+an:Zak, Vn € N.
k=1

o A sucessio (an)n diz-se sucessio geradora da série;

o A sucessio (sy)n diz-se sucessao das somas parciais.

Para definir o que se entende por soma infinita, atenda-se a definicao seguinte.

Definicao 2.14. Seja (an), uma sucessao.
A série gerada por (an)n diz-se convergente se a sucessio das somas parciais
(Sn)n, de termo geral

n
sn:Zak, Vn € N,
k=1

for convergente. Ao wvalor do limite isto é, ao numero S € R tal que

n
S =lim E ag |,
n
k=1
chama-se soma _da série.

A série gerada por (ay,)y diz-se divergente, se nao for convergente.

Pelas definigoes 2.13 e 2.14, uma soma com um ntmero infinito de parcelas
(2.23) ¢é entendida como o limite de uma sucessao, concretamente como

[o@) n
Zan:hm(al—i—ag—l—---—i—an):lim Zak .
n=1 " " k=1

Por simplicidade de escrita, a série gerada por uma sucessao (a, ), denota-se
por

oo
E an ou simplesmente por E Q.
n=1 neN

Por vezes, também se denota por

oo
E an ou por g A,
n=0

n€Ng

caso seja conveniente comecar em n = 0 e ag estiver definido.
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Exemplo: A série

o0
Za”, com a € R, (2.24)
n=0

é conhecida como série geométrica. No final da sec¢ao 1.3, viu-se que cada termo

da sucessao das somas parciais, (sy,)n, pode ser escrito na forma

0 1 2 3 n_ l—a™!
Sp=a +a +a"+a"+---+a" = 1 , VnéeN, coma#1.
—a
Consequentemente,
1
, al <1
T |al
1_an+1
limsy =lim ——"—= 13 joo, a>1
nao existe, a < —1

donde se conclui que

0 converge, caso |a|] <1
Za" —
n=0 diverge,  caso |a| > 1

Note que, de forma trivial, se verifica que a série (2.24) diverge quando a = 1.

Exemplo: A série
o0
P
“—n(n+1)

é convergente. Com efeito, para cada n € N tem-se

1 1 1
nn+1) n n+1’
donde
1 1 n 1 1 1 1 1 1 n 1 1 1
S, = _— _—— = —_—_— - _— _—— = ] —
" 2 2 3 3 4 n—1 n n n+l n+1
Consequentemente,

li =1 1 1 =1
17?1371—171}1 _n—i-l =1,

concluindo-se que a série é convergente. Mais, a soma da série é igual a 1.
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Exemplo: A conhecida série harmoénica

oo

1
>
n=1

é divergente. A prova deste facto é feita verificando que a sucessao das somas
parciais, (sp)n, nao é de Cauchy e, pelo Teorema 2.18 conclui-se que (sy), é
divergente, ou seja, a série harmonica é divergente.
Negando a condi¢ao de Cauchy, (2.16), conclui-se que (s, ), nao é de Cauchy
caso
Je>0,Ype N, In,m >p: s, —sm| >e.

1
Escolha-se € = —.

Seja p € N e considere-se n = 2p e m = p. Claramente n,m > p e

1 1 1 1 1 1
|sop — sp| = 1++-~+++-~+—<1++---+)
2 p p+1 2p 2 P
] 1] 1 1
VRS 2p| p+1 2p
ppa;rcelas
11
= p2p—2-

Consequentemente, (s,), nao é uma sucessao de Cauchy, ou seja nao é conver-
gente, donde se conclui que a série harmonica é divergente.

Definicao 2.15. Duas série numéricas dizem-se da mesma natureza se forem
ambas convergentes ou ambas divergentes.

Imediatamente das propriedades da aritmética de limites de sucessoes, apre-
sentadas na seccao anterior, obtém-se o seguinte resultado.

o0 oo
Proposicao 2.19. Sejam E Gn € g b, duas séries convergentes cujas somas
n=1 n=1

sao S, e Sy respectivamente. Entdao

o0

1. a série E (an + by) € convergente e a sua soma € S, + Sp;

n=1

oo
2. para qualquer o € R, a série g (cvay,) € convergente e a sua soma € aS,.

n=1

Dem. Proposta de exercicio. O
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Apresentadas que estao as séries numéricas, é agora objectivo nesta secgao
estabelecer critérios gerais que permitam decidir, em alguns casos, se uma série
é ou nao é convergente.

Teorema 2.20 (Critério Anastécio da Cunha).

Seja (ap)n uma sucessao.
o0

A série E an € convergente se e sO se

n=1

Ve>0,I3peNVIEN: n>p=lapt1+ -+ any| <e. (2.25)

oo
Dem. Por definicao, a série g a, € convergente se e s6 se a sua sucessao das

n=1
n

somas parciais, (Sp)n, = (Z ak> , for convergente. Pelo Teorema 2.18 tem-se
k=1 n

(Sn)n € convergente < (sy), é de Cauchy.
A sucessao das somas parciais é de Cauchy se

Ve>0,IpeNVIEN: n>p= sy, — spp| <e.

Mas
n n+l n—+l
[sn = Snti| = Zak—zak =|- Z ak| = lany1+ -+ anyil
k=1 k=1 k=n+1
0 que prova o resultado. O

Um reparo: Este critério é conhecido como o critério de Cauchy. Acontece que
esta foi a definicao de série convergente usada por Anastédcio da cunha no seu livro
“Principios Mathematicos” publicado em Lisboa em 1790. Trabalho naturalmente
precedente aos trabalhos de Cauchy (Augustin-Louis Cauchy nasceu a 1789).

Corolario 2.21. Seja (an), uma sucessao.

oo
Se a série g an € convergente, entao lima, = 0.
n

n=1

oo
Dem. Sendo Z a, uma série convergente, entao, considerando em (2.25) I =1,

n=1
obtém-se

Ve>0,I3peN: n>p=lapy1 — 0] <e,

que ¢ a defini¢ao de lima,41 = 0. Consequentemente lim a,, = 0. O
n n
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Exemplo: A série

“n+2
;n—l—i%

P . n+2
é divergente porque lim =
non+3

1+#0.

E importante chamar a atengao que o reciproco do Coroléario 2.21 é falso. Por
[e.e]

1 . . .
exemplo, lim — = 0 e a série harmonica, E —, é divergente.
n n n
n=1

Teorema 2.22 (Critério Abel-Dirichlet).

(o)
Seja Zun uma série tal que a sucessio das somas parciais é limitada (a
n=1
série pode ser divergente).
Seja (vp)n uma sucessao decrescente tal que limwv,, = 0.
~ n
Entao a série Z(un -vp) € convergente.

n=1

o0
Dem. Sendo (sp)n = (Z un> uma. sucessao limitada, entao existe M > 0 tal
n=1 n

que |s,| < M, para todo n € N. Em particular,

|Snt1 — Sn| < |Snt1| + |sn| <2M, Vn,leN. (2.26)
oo

Denote-se por (wy,), a sucessao das somas parciais da série Z(un - vp), Ou seja
n=1

n

wy, = Z(uk ‘), VYneN
k=1

A prova deste resultado é feita usando o critério de Anasticio da Cunha, Teorema
2.20.
Seja e > 0.
Como 577 >0e li}ln vp, = 0, entao
€

: > n — .
JdpeN n_p:>|v+1\<2M (2.27)

Paran > pel € N, por (2.26), por (2.27) e como (vy,),, é decrescente nao negativa,
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obtém-se

[Wnt —wn| = [Unt1Vn41 + 0+ UnprOn|
= |un+1(Vnt1 — Vnt2) + (Unt1 + Unt2)(Vnt2 — Uny3)
+(Un+1 + Unt2 + Unt3) (Un43 — Unsa)
+(Ung1 + Ung2 + Ung3 + Unya)(Vnga — Vnys)

4+t (Un+1 + Up4+2 + "'+Un+l)vn+l|

IN

2M‘Un+1 - Un+2’ + 2M’Un+2 - 'Un+3| + 2M|Un+3 — Un+4

+2M|vpa — Vngs| + o0+ 2M v

-1
= 2M Z(’l}n+k - ’Un+k+1) + 2M’Un+l = 2M’Un+1 < 2M -
k=1

- €
2M 7
0 que prova o resultado. O

Definigao 2.16. Chama-se série alternada a uma série que pode ser escrita na

Z(—l)"an ou Z(—l)"“am

neN neN

forma

em que (an)n € uma sucessao de termos positivos.

Uma aplicagao directa do critério de Abel-Dirichlet, permite obter um critério
de convergéncia para as séries alternadas.

Corolario 2.23 (Critério de Leibniz).
Seja (vp)n uma sucessao decrescente com limwv,, = 0.
n

Entao a série alternada

€ convergente.

Dem. A sucessao das somas parciais da série E (—1)" é limitada, porque

n=1

—1, n impar
Sp = , VnéeN.
0, n par
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Por hipétese (vy,)n, é decrescente e converge para zero. Pelo critério de Abel-

Dirichlet conclui-se que
o0

(=1)"vy,
n=1

é uma série convergente. O

Exemplo: A série harmonica alternada

i (=1)" (2.28)

n

n=1

é convergente porque trata-se de uma série alternada e a sucessao de termos
positivos (%)n é decrescente e converge para zero. Consequentemente, o critério

de Leibniz garante a convergéncia da série.

o
Definicao 2.17. Uma série g an diz-se absolutamente convergente se a série

n=1

oo
gerada pela sucessao dos modulos, E |ay|, for convergente.

n=1

o oo
Teorema 2.24. Se E an € uma série absolutamente convergente, entao E an
n=1 n=1
€ convergente.

Mais,
o o
> el
n=1 n=1

Dem. A prova é feita usando o critério de Anastacio da Silva, Teorema 2.20.
Seja € > 0.
o

Sendo Z lan,| convergente, entao existe p € N tal que

n=1

n>p=llapt1] + -+ lanpl| <e.
Dadon >pel €N tem-se

|ny1 4+ ] < apga| + -+ langa| = [lanaa] + -+ lanpl] <e.

oo
Logo, pelo Teorema 2.20, conclui-se que Z an € convergente.
n=1
Mais, pelas propriedades dos médulos, tem-se

n n
Zak < Z lax|, Vn eN.
k=1 k=1
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Logo, pela Proposicao 2.5, obtém-se

n n
lim g ar | <lim E lag| | ,
n n
k=1 k=1
ou seja

o0 o0
> an <) lanl.
n=1 n=1

O
Exemplo: Considere a série
o (— )bn %, n par
_ b, = . 2.29

n, n impar

Observe que a série apresentada nao verifica as hipéteses do critério de Abel-
Dirichlet.
Considerando a série dos médulos, obtém-se

o

o0
Z n—|—1 z:: n—|—1

n=1

que é uma série convergente, tal como verificado num exemplo apresentado a
quando da introducao da definicao de série numérica. Consequentemente, a série
(2.29) é convergente.

Observe que o reciproco do teorema anterior nao se verifica. Por exemplo, a
série harmoénica alternada, apresentada em (2.28), é convergente, mas nao abso-
lutamente convergente.

Com este resultado termina a apresentagao de critérios de convergéncia aplicaveis
a séries geradas por sucessoes de termos reais (positivos ou negativos). No que se
segue serao apenas apresentados critérios de convergéncia para séries de termos
nao negativos, ou seja séries geradas por sucessoes de termos nao negativos.

As séries de termos nao negativos tém sucessoes de somas parciais crescen-
tes, pelo que a andlise da convergéncia destas séries resume-se a verificar se a

respectiva sucessao das somas parciais é limitada. Recorde o Teorema 2.7.
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Proposicao 2.25. Seja (ay), uma sucessao de termos nao negativos.

Se a sucessao das somas parciais (Sp)n, de termo geral

n
sn:Zak, Vn € N,
k=1

o0
€ limitada, entdo a série g an € convergente.

n=1

o0

Dem. Por definicao, a série g an € convergente se a sucessao das somas parciais,
n=1

(8n)n, for convergente.

Por um lado, a hipétese assegura que (s, ), é uma sucessao limitada.

Por outro lado, como a,, > 0, para todo n € N, tem-se

n+1

n n
=3 < (z) o =S a = s, e,
k=1 k=1 k=1

ou seja, (sp)n € crescente.

Sendo (sp), uma sucessao limitada e crescente, pelo Teorema 2.7 conclui-se

o0
que (8,)n é convergente, ou seja a série E an € convergente. O

n=1

Teorema 2.26 (19 critério da comparagao).

Sejam (an)n € (bp)n sucessoes de termos nao negativos tais que

dpeN: n>p=a, <b,. (2.30)

o oo
Se E b, € convergente, entao g an € convergente.

n=1 n=1

n n
Dem. Sejam (s,)n = <Z ak> e (th)n = <Z bk> as sucessoes das somas
n k=1 n

k=1

oo oo
parciais das séries E an € g b, respectivamente.
n=1 n=1
Por definicao de sucessdao de somas parciais e por (2.30), para todo n > p,
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tem-se

n
Sn = > ap=a1+agt a1t apt ot an=sp1+ap+-+an
k=1

< Spo1tbpt by =8p1 —tp_1+tp_1 Fbp++ by
= Sp_1—tp1+bitbat-+by1+b,+-+0by

= Sp—1— tp—l + tn,
ou seja

Sp <tp+ (Sp—1 —lp-1), Vn>p. (2.31)
—_——
nao depende de n

o
Por hipétese E b, é convergente, donde a sucessao (t,), é convergente e conse-

n=1
quentemente limitada.

Como a,, > 0 para todo n € N, de (2.31) obtém-se que (sp), é limitada e,

[e.e]
pela Proposicao 2.25, conclui-se que a série E an é convergente. O

n=1
Exemplo: Considere a série

[e.e]

1
Z 27 log(n + 1)’

n=1

onde “log”’representa a funcdo logaritmica de base e. A funcao logaritmica serd
estudada mais adiante, mas aqui assume-se que os estudantes ja conhecem as
suas propriedades base em resultado de estudos pré-universitarios.

Tem-se log(n + 1) > 1 para todo n > 2, donde

1 11
27log(n+1) 27 log(n + 1)

< Vn > 2,

1
on’
ou seja, a condigao (2.30) verifica-se. Como ja se verificou que a série geométrica

oo n
de razao %, E <2> , € convergente, o primeiro critério da comparagao permite
n=1

concluir que a série
o0

1
Z 2nlog(n+1)

n=1

é convergente.
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Do Teorema 2.26, imediatamente se obtém um critério de nao convergéncia
de uma série numérica.

Corolario 2.27. Sejam (an)n e (by)n sucessoes de termos nao negativos tais que

IpeN: n>p=a, <b,.

o0 o0
Se Z an € divergente, entdo Z b, € divergente.

n=1 n=1

Dem. Consequéncia imediata do Teorema 2.26. O

Exemplo: Considere a série

=1
Zn—?

n=3

C
omo 1

< )
n—2

Vn > 3,

S|

(0.0
1
e a série harmonica, E —, é divergente, o Corolario 2.27 permite concluir que a
n
n=3
série
oo
>
n—2

n=3

é divergente.

Na aplicacao do primeiro critério de comparacao, e também do segundo que
abaixo se apresenta, a decisao da convergéncia ou divergéncia de uma série
numérica passa por a comparar com uma outra série que previamente se sabe que
é, ou nao é, convergente. Neste sentido é importante ter conhecimento prévio de
um conjunto de séries numéricas sobre as quais é conhecida a sua convergéncia ou
divergéncia. Exemplo dessas séries sao as séries geométricas e a série harménica
tratadas acima. A série harmonica pertencem a uma conjunto de séries, conhe-
cidas como séries de Riemann, ou de Dirichlet, cuja convergéncia ¢é analisada em
seguida.

Definicao 2.18. Chama-se série de Riemann (ou de Dirichlet) a uma série do
tipo

— 1

Z — com o € RT.

ne’
n=1
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Proposicao 2.28. A série de Riemann

[e.e]

1
ne
n=1
diverge caso o €]0,1] e converge caso a €]1, 400
Dem.

1. Caso 0 < o < 1.

Nesta situacao, para todo n € N, tem-se

1
0<a<l=n*<n= > —
n

ne
(o]
Como a série harmonica, g —, é divergente, o primeiro critério da com-
n

n=1
[e'S)

paragao (Coroldrio 2.27) permite conclui que a série Z —,com0<a<l,
n

n=1
diverge.

2. Caso a > 1.

Pela Proposicao 2.25, é suficiente mostrar que a sucessao das somas parciais

"1
Sn:;ka, \V/TZEN,

¢ limitada para concluir a sua convergéncia.

Fixe-se n € N\ {1} arbitrariamente. Consequentemente existe p € N tal
que 2P < n < 2Pt Assim,
= () b (b A) e

< b (E ) b (bR (b k) (e 4t )

IN
—_
_|_
Bl
+
Bl
_|_
%00
_|_
+
Sy
Q

_ 1- (2a171)p+1 < 1
1 2a1—1 - 1 2a1—1 ’

donde (s, ), é uma sucessao limitada, o que conclui a prova.
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O]

Segue a apresentagao do segundo critério da comparagao.

Teorema 2.29 (2° critério da comparagao).

Seja (ap)n uma sucessio de termos nao negativos e (by), uma sucessao de
termos positivos tais que

lim— =a, com a € [0,c0[U{+0}.
n by
(o] o0
1. Se o € RT, entdo as séries Zan e Z b, sao da mesma natureza;
n=1 n=1

2. Se a =0, entao
o oo
(Z bn convergente) = (Z an convergente) ;
n=1 n=1
3. Se a = +00, entdo
oo o0
(Z an convergente) = (Z by, convergente) .
n=1 n=1
Dem.

a
1. Suponha-se que o € RT. Como lim — = «, entdo
n

S

n

dJpeN: n>p= =

n
(0%
5 =
2

< 3%. (2.32)

o
Se g an, € uma série convergente, entao, pela Proposicao 2.19, a série

n=1
— (2
g (an> é convergente e de (2.32) tem-se
a
n=1

2
bn < —an, Vn>np.
o

o
Assim, pelo primeiro critério da comparagao conclui-se que a série g by, €

n=1

convergente.

o o

. s - - 3o .

Se Z b, é uma série convergente, entao a série <2bn> ¢é convergente

n=1 n=1
e de (2.32) tem-se

3a
n < —b,, Vn>p.
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Novamente pelo primeiro critério da comparagao conclui-se que
(o)

E a, € convergente.

n=1

a
2. Suponha-se que a = 0. Como lim — = a = 0 < 1, entdo
n Op

JpeN: n2pz>a—n§1,
br,
donde
n < by, VYn>p.

[e o]

73

a série

(2.33)

Se g b, é uma série convergente, entao, pelo primeiro critério da com-

n=1
oo
paracao conclui-se que a série E a, € convergente.
n=1

3. A prova deste ponto é muito semelhante a prova do ponto anterior, pelo

que é deixada como exercicio.

Exemplo: Considere a série
o0

377,
D

n=1

oo n
A série geométrica Z <5> é convergente. Calculando o limite do quociente
n=1

das duas sucessoes geradoras, tem-se

3’)1
57—gn 5"

liTILn T

lim

SOL

=1,

o
donde, pelo segundo critério da comparagao, conclui-se que a série E mn

_2n

n=1
convergente.

371,
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Teorema 2.30 (Critério da raiz).

Seja (an)n uma sucessao de termos nao negativos tal que

1.

2.

Dem.

1.

lim {/a, = a € [0, +oo[U{+o0}.
n

o0
Se a < 1, entdo a série g an € convergente.

n=1

oo
Se a > 1, entdo a série g an € divergente.

n=1

Suponha-se que a < 1. Entao existe r €|a, 1] e, como lim /a,, = «, tem-se
n
peN: n>p= Ya, <r.

Consequentemente

Como a série geométrica g r" é convergente (r < 1), o primeiro critério

n=1

oo
da comparagao permite concluir que a série g an é também convergente.

n=1

. Suponha-se que r > 1. Entao existe r €]1, o[ e, como lim {/a,, = «, tem-se
n

peN: n>p= Ya, >,
donde
anp >1",  ¥Yn>p. (2.34)

Como r > 1, entao limr™ = +o00. Da condi¢ao (2.34) obtém-se que
n

lim a,, = 400,
n

(o.¢]
donde se conclui, pelo Corolario 2.21, que a série Z an é divergente.

n=1
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Exemplo: Considere a série numérica
§:2M+1’1

3n2—-1) °
n=1

Trate-se de uma série de termos nao negativos e, aplicando o critério da raiz

tem-se
o2\ w41 2
lim _— =lim—s— =-<1.
n 3n2 -1 n 3n2—1 3

Consequentemente, pelo ponto 1. do Teorema 2.30, a série apresentada é conver-
gente.

Teorema 2.31 (critério de d’Alembert).
Seja (an)n uma sucessao de termos positivos.

1. Se existem r <1 e p € N tais que

an+1

nz=p= <,
Qn
[ee]
entdo a série Z an € convergente.
n=1
2. Se existe p € N tal que
an+1
n>p= >0,
Qnp
o0
entdo a série Z an € divergente.
n=1
Dem.
1. Sejam r €]0,1[ e p € N tais que a’;é < r, para todo o natural n > p. Entao,
n
Gn _ @n  Gno1 Gn2 Opr20pil oy
Gp n—-1 Qap—2 Aan—-3 Gp41 Ap
n—p factores
donde n
Gn _ T ap\
— < —&a, < )r", Vn>p.
ap rP TP
a oo
Como —i nao depende de n e a série geométrica Zr", com r €]0,1[, é
r
n=1

convergente, o primeiro critério da comparacao permite concluir que a série

o
g an € convergente.

n=1
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~ L a,
2. Sendo (ay), uma sucessao de termos positivos e Z—n“ > 1, para n > p,
entao (an), é crescente e positiva a partir da ordem p. Consequentemente

(o]
lima, # 0 e, pelo Corolario 2.21, conclui-se que a série Z an € divergente.
n

n=1

O]

Uma consequéncia imediata do critério de d’Alembert é o conhecido critério

da razao, cuja prova ¢é deixada como exercicio.

Corolario 2.32 (critério da razao).

Seja (an)n uma sucessao de termos positivos tal que

. Qp41
lim —*

no anp

o
1. Se a < 1, entdo a série E an € convergente.

n=1

[ee]
2. Sea>1, entdo a série Z an € divergente.

n=1

Dem. Proposta de exercicio. ]

Exemplo: Considere a série numérica

[e.e]

2TL
n!’
n=1
Tem-se
2n+1 2n+1 | 2
. 1)! . n. .
li (n;_n) =lim——=lim——=0< 1,
= n 2(n+1)!  n n+4+1
n:
X 9n
logo, pelo critério da razao, conclui-se que a série Z - é convergente.
n!
n=1

Duas observagoes importantes devem ser tomadas em atencao quando se apli-
cam quer o critério da raiz, quer o critério da razao. Suponha-se que (ay,), é uma
sucessao de termos positivos.

Primeiro, se na tentativa de aplicar o critério da razao se obtiver

. Qnp41
lim —F

no ap

=1,

entao nada se pode concluir, sendo necessario outra estratégia de analise.



2.4. SERIES NUMERICAS 7

oo
- - 1
Note que, para a série harménica g —, tem-se
n

n=1

F

lim 2L = Jim —— =1
n = n n+1
n
o0
e sabe-se que a série é divergente. Mas para a série T; m tem-se
RV (n+1)
n(n n

lim DOy - —1
ST C=ny n (n+1)(n+2) n+2

e ja anteriormente se verificou que esta série é convergente.
Segundo, se na tentativa de aplicar o critério da raiz se obtiver

lim ¥a, =1,
n

entao nada se pode concluir, sendo necessario outra estratégia de andlise.

oo n
1
Note que, para a série g (1 + ) , tem-se
n

n=1

: " 1
lim{/(1+—) =liml+—=1
n n n n
1 n
e sabe-se que a série é divergente porque lim <1 + ) = e # 0. Mas para a
n

=1
série E — tem-se
n2
n=1

lim ¢ 1

1 . 1
— =lim—— =
n\ n? n Ynin

e esta série é convergente, pois é uma série de Riemann com expoente 2 > 1.

Exercicio 2.10.

o0 oo
1. Sejam g an € E b, duas série numéricas convergentes cujas somas Sao
n=1 n=1
A e B, respectivamente. Mostre que:

o0
(a) a série Z(an + by,) € convergente com soma A+ B;
n=1
oo
(b) para qualquer X\ € R, a série Z(/\an) € convergente com soma M\A.

n=1
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o o
2. Apresente um exemplo de duas séries numéricas, g an € E bn, conver-

n=1 n=1
oo

gentes tais que a série E (anby) ndo é convergente.
n=1
3. Mostre que se (a € uma sucessao de termos positivos tal que a série
n)n
(o] o0
g an € convergente e (by,), € uma sucessao limitada, entdo série E (anbp)

n=1 n=1
€ convergente.

o o
4. Mostre que se g an € absolutamente convergente, entdo E a,% € conver-
n=1 n=1
gente.
o0 o0

5. Sejam Z an € Z b, séries absolutamente convergentes. Mostre que

n=1 n=1

oo
(a) a série Z(an + bp)? € convergente;
n=1

o0 oo
(b) a série E (an +bn)? pode ser divergente, caso g by, seja convergente
n=1 n=1
mas ndo absolutamente convergente.
oo
6. Seja (an)n € uma sucessao positiva tal que a série E an € convergente.

n=1
Mostre que a série

> (et

n=1

€ convergente.

n.
n=0

| = n?
7. Considere as séries Z — e Z ol
n=1
(a) Mostre que cada uma das séries apresentadas é convergente.
= 1
(b) Calcule a soma da série Z

m.
n=0

(¢) Fazendo uso do resultado da alinea anterior, calcule a soma da série
o 2

>

n=1
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8. FEstude a natureza de cada uma das sequintes séries numéricas:

(a) ann’

neN

(b) Zn3 ) Z cos %

neN
— n. neN
@3 T" 1
neN -
g , (9) > an, coma, =
(d) ZN e s 0.

9. Considere a série
> 1

T; n (logn)®’

com a € RT.

Mostre que a série diverge caso a < 1 e converge caso o > 1.

79

n impar

n par

[Sugestao: utilize argumentos andlogos aos apresentados na prova da Pro-

posicao 2.28.]

10. Apresente um exemplo de uma sucessao (an)n, ou mostre que ndao existe,

tal que:

[e.e]
(a) a série E an converge e a série E a’ diverge;

n=1 n=1

[e.e] o0
(b) a série g ap € absolutamente convergente € a série g V |an| diverge;

n=1 n=1

(c) estritamente crescente tal que a série E an, € convergente;

n=1

(d) para todon € N, ap, >0 e agz, > azny1 < Ag(n41) € @ 5€TIC Z(—

n=1
converge;

o
(e) lim(na,) =0 e Zan ¢ divergente;
n

n=1

oo
(f) li7£n(n2an) =2e Z an € divergente;

n=1

o0
(9) an >0, para todo n € N, a série Z a, € convergente e

n=1

1
VneN,dp>n:ap, > —.
p

1)"ay,
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11. Verifique se as sequintes série numéricas sao convergentes ou divergentes:

) i senrgzﬁ)’ 6 cR:

n+ 1007

| 1
(J);W,

() é—l)n (1 nsend )

[e.e]
1
), Zsenn—a, com a € RT;

n=1

1-3-5---(2n+1)
(m) Z3 6-9---(3n+3)’

E
2

()Z

nsenn
(o) 3o 1,
n=1

- 1

(p) ;M;
o) 1 n
0 1\n 1

iy T
n=1

(s) ;471 <n+1> ’
e TL3 _1\n\n

(u) Z sen( 2n—1)g>;

2 cos(nm)
(z) Z \/T’

(y) ZT}
n=1"7 n

> nsenn
(Z) Z en ;

n=1




Capitulo 3

Funcoes reais de variavel real

3.1 Nocoes base de funcoes reais de variavel real

Definigao 3.1. Chama-se fungdo real de varidvel real a uma fungdo

fr X =- Y
z = f(z)

onde X,Y CR, com X #D eY # 0.

Apresentam-se de seguida caracteristicas gerais sobre funcées. Caracteristicas
essas que, sendo estudadas, contribuem decididamente para se entender o seu

comportamento.

Defini¢ao 3.2. Um conjunto X C R diz-se simétrico relativamente a zero se
X =-X, onde
—X={-z:2e X}

Por outras palavras, um conjunto de niimeros reais simétrico relativamente a

zero é um conjunto que verifica a seguinte propriedade:
reX=—-xelX.

Definigao 3.3. Seja f : X — Y uma fungdo real de wvaridvel real em que o
dominio, X, € um conjunto simétrico relativamente a zero. Diz-se que:

® a fungao f € par se

Vo e X f(z) = f(~a);
e a funcao f € impar se

Ve e X : f(z) = —f(—x).

81
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As nogoes de fungao par e de funcao impar nao sao contrarias nem com-
plementares, isto é existem fungoes pares que nao sao fmpares, existem fungoes
impares que nao sao pares, existem fungoes que nao sdo pares nem impares e
existem funcgOes que sdo pares e sdo impares. Atenda ao exemplo que se segue.

Exemplo:
: R —
1. A funcao ! é par, mas nao é fmpar;
R R
2. A funcao g é ifmpar, mas nao é par;
T — senx
h: R R
3. A funcéo nao é par e nao ¢é impar;
z = x+1
. l: R — R , .,
4. A funcao é par e é impar.
z = 0

Definicao 3.4. Seja f: X — Y wuma funcdo real de varidvel real.
Diz-se que xo € X € um zero, ou raiz, de f se f(xzg) = 0.

Definigao 3.5. Seja f: X — Y uma funcdo real de varidvel real. Diz-se que
e a funcao f € crescente se

Vez,ye X, x<y= f(z) < fly);

e a funcao f € estritamente crescente se

Vez,ye X, x<y= f(z) < f(y);

e a funcao f € decrescente se
Ve,ye X, z<y= f(z) = f(y)

e a funcao f € estritamente decrescente se

Ve,ye X, x<y= f(z)> f(y);

e a funcao f € mondtona se f € crescente ou decrescente.

Exemplo:

1. A funcao é estritamente crescente;

fr R - R
A
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< - R e
2. A fungao ¢é estritamente decrescente;
r = —x+
~ R — ,
3. A funcao é crescente e decrescente;
T
.l R - R _
4. A funcao nao é crescente nem decrescente.
r = 2

Um primeiro resultado afirma que a inversa de uma fungao mondtona, caso
exista, é também uma funcao mondtona.

Proposicao 3.1. Seja f: X — Y uma fungao real de varidvel real bijectiva.

Se f é uma funcgao estritamente crescente (respectivamente decrescente), entao
a funcdo inversa f=1:Y — X € estritamente crescente (respectivamente decres-
cente).

Dem. Suponha-se que f : X — Y é uma funcao real de varidvel real bijectiva e
estritamente crescente.

Sendo f bijectiva, a Proposiciao 1.2, garante que existe a funcio inversa, f~!.
Pretende-se provar que f~! é estritamente crescente.

Sejam y1,y2 € Y tais que y; < ys.

Suponha-se que f~(y1) > f~!(y2). Sendo f estritamente crescente e idy =
fofl tem-se

FUET) > F(F ) < Fof M) > fofHy2) & y2 >,

o que é absurdo. Consequentemente, f~1(y1) < f~!(y2) e como y; Zya e f1é
bijectiva, obtém-se que f~!(y1) < f~'(y2) e consequentemente f~! é uma funcio
estritamente crescente.

De forma dual se prova que se f é estritamente decrescente, entio f~! é
estritamente decrescente. O

Definigao 3.6. Seja f : X — Y wma funcdo real de varidvel real. Um nimero
ro € X diz-se

e ponto de mdximo local de f se

Je >0, Vz €lag —e,z0 +e[NX : f(z) < f(zo),
e a imagem f(xg) chama-se mdzimo local de f;

e ponto de minimo local de f se

Je > 0, Vx €]zg — e, 20 +e[NX : f(z) > f(z0),

e a imagem f(xo) chama-se minimo local de f;
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e ponto de mdximo absoluto de f se

Vee X:  f(z) < f(zo),

e a imagem f(xg) chama-se mdzimo absoluto de f;

e ponto de minimo absoluto de f se

Vee X:  f(z) > f(xo),

e a imagem f(xg) chama-se minimo absoluto de f;

e ponto de extremo (local ou absoluto) se xo for ponto de mdzximo ou ponto
de minimo (local ou absoluto) de f.

Definicao 3.7. Seja f : X — Y uma fungdo real de varidvel real. Diz-se que

e a fungao f é minorada se o contradominio, f(X), for um conjunto mino-
rado, ou seja
dneRVzeX: m<f(x),

e a fungao f € majorada se o contradominio, f(X), for um conjunto majo-
rado, ou seja
IMeRVzeX: f(z)<M,

e a fungao f é limitada se o contradominio, f(X), for um conjunto limitado,
ou seja
Im,M e RVz e X: m< f(z) <M.

Proposicao 3.2. Seja f: X — Y uma funcgdo real de varidvel real.
1. Se f possui um mdximo absoluto, entdo f € majorada;
2. Se f possui um minimo absoluto, entdo f € minorada.
Dem. Este resultado é consequéncia imediata das defini¢oes 3.6 e 3.7. ]

O reciproco dos pontos 1. e 2. da proposi¢ao anterior nao é vélido.

Exemplo:
N Rt - R , . . .
1. A funcao ; ¢ minorada, mas nao tem minimo;
r T
. R~ R , . - ..
2. A funcao ; ¢ majorada, mas nao tem maximo;
x = =
x
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3. A fungao
h: R — R

—x+1, >0
X d 9
zv—1, x<0

tem um ponto de maximo local em x = 0 (h(0) = 1 é maximo local de h),
mas h nao tem maximo absoluto. A funcao h nao tem minimo local nem
absoluto.

As nocoes apresentadas até aqui sao relativas a caracteristicas de fungoes. As
definicoes que se seguem apresentam diversas formas de definir outras funcgoes
com base em fungoes previamente conhecidas.

Defini¢ao 3.8. Sejam f: X — Y eg: Z — Y duas fungdes reais de varidvel
real tais que Z C X e f(x) = g(x) para todo x € Z. Entao

1. a fungao g diz-se uma restricao de f, denotando-se por f|,;
2. a funcdo f diz-se um prolongamento de g.
Exemplo: Considere a fungao

f: R - R

Considerando X C R* tal que X # (), a restricao f|x € tunica. Por exemplo,
tomado X = [1, +o0o[, tem-se

f|[1,+oo[ : [1,400] — R
r = 22
O prolongamento de fungoes nao é unico, pois
l: R — R
h: R —- R 9
9 e e, x> -1
r = T =
z+1, < -1

sao exemplos de prolongamentos da funcao f.

Defini¢ao 3.9 (Aritmética de fungoes).
Sejam f: X =Y eg: X =Y funcdes reais de varidvel real. Define-se:

1. soma de f com g como sendo a fungdo

f+g: X — Y )
z = f(z)+g@)’
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2. produto de f com g como sendo a fung¢do

frg: X =Y
z = f(z)-g(x)

)

3. quociente de f com g como sendo a funcdo

@
=

8
—

X —
T

Q

—~
8

|

caso g(z) # 0, Vz € X.

Exercicio 3.1.

1. Para cada uma das fungdes que se seque, identifique a sua paridade:

(a) f:R—=R, com f(z)=3x;

(b) f:]-1,2] = R, com f(x) = 3z;
(c) f:R—=R, com f(x) = cos(x);
(d) f:R—=R, com f(z) =3z + 2;
(e) f:R—=R, com f(x)=3.

2. Sejam f,g: X — R duas fungoes reais de varidvel real tais que g(X) C X.
Estude, em func¢do das paridades (par ou impar) das fungoes f e g, a pari-

dade da funcao fog.

3. Para cada uma das fungoes que se seque, identifique os seus estremos (caso
existam) e estude a monotonia.
(a) f:R—R, com f(x)=3x;
(b) f:R =R, com f(z) = |22 +2 —2|;
(c) f:R—=R, com f(x) = %;
(d) f:R\{0} = R, com f(z) =
(e) f:RT - R, com f(x) = %
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3.2 Limites

Definicao 3.10 (Limite segundo Cauchy). Sejam f : X — R wuma func¢do real
de varidvel real, a € X' e L € R.
Diz-se que L € limite de f quando x tende para a se

Ve>0,30 >0,Vz e X: 0< |z —al] <d=|f(x)— L|<e, (3.1)

denotando-se por
lim f(z) = L.

Figura 3.1: Limite

De observar que, na defini¢ao de limite de uma fungdo num ponto a, ndo se
exige que esse ponto pertenga ao dominio da fungao, mas sim que seja ponto de
acumulacao do dominio da funcao. Sendo a ponto de acumulacdo do dominio,
entao existem objectos arbitrariamente préximos de a.

Interpretando a condigao de limite de uma fungdo num ponto, (3.1), (observe
Figura 3.1), um numero real L é limite de uma func¢do f num ponto a (pertencente
ao derivado do dominio) se objectos arbitrariamente préximos do ponto a tém
imagens arbitrariamente proximas de L.

A condigao (3.1) é equivalente a

Ve > 0,30 > 0,Vx € X : <3c €la—d,a+ 5[\{a}) = <f(yc) €|L — E,L+€[)(3.2)
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Imediatamente da defini¢do se conclui que
<li£n f(zx) %L) & (35 >0,¥9>0,3ze€eX: 0<|z—al]<de|f(z)—L|> a>.

Exemplo: Considere a fungao

f+: R — R

2
N x4, x#0
1, =0

Pretende-se mostrar, por definicdo, que li_r)l%) f(xz)=0.
Seja € > 0. ‘
Escolha-se 6 = /e > 0. (escolha feita apds os cdlculos abaixo apresentados)
Seja x € R tal que 0 < |z — 0| < §. Consequentemente,

0<|z—0/<ee0<|z]<d= (2> <dex#0).

Assim,
|[f(z) =0 = |2 = 0] =2® < §* = (Ve)* =,

donde se conclui que lim f(z) = 0.
z—0

Exercicio 3.2. Mostre, por definicdo, que

1. lim x = a, para qualquer a € R;
Tr—a

2. li_r>n c = c, para quaisquer a,c € R.
xX a

Proposicao 3.3 (Unicidade de limite).
Sejam f: X — R uma funcdo real de varidvel real e a € X'.

Se existe limite de f quando x tende para a, entdo este é unico.

Dem. Suponha-se que existem Lj, Ly € R tais que L; # Ly e quer L, quer Lo,
sao limites de f quando z tende para a.

Sem perda de generalidade, assume-se que Ly > Lo, ou seja L1 — La > 0,
donde % > 0.

Como lim f(x) = Li, entao existe 6; > 0 tal que
Tr—a

Li—-L Li—-L
z €la—d,a+0[NX = f(ac)e]Ll—12 12[

L
5 Mt

L L1 3Ly - L
N f(a:)e] 2; 17 12 2[
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Como h_r)n f(z) = Lo, entdo existe d2 > 0 tal que
xX a

Li—L Li—L
.’EG]G—(;Q,CL—}—(SQ[QX = f(l')G:|L2— ! 2 ! 2|:

7L2+ 9

(3.4)

- f(x)e}?)LQLl L2+L1{'

2 ’ 2
De (3.3) e (3.4) conclui-se que

x €]a — min{d1, d2}, a + min{dy, 2 } [N X

3Ly — L1 L L L L, 3L — L
:>f(x)e} 22 1’ 2-2F 2[0} 242- 17 12 2[7

o que é absurdo porque

3Ly — L1 Lo+ Lo ﬂ Lo+ L1 3Ly — Lo _0
2 72 2 2 -

O absurdo surgiu porque se assumiu que Lj # Lo, e dai a unicidade de limite.
O

Uma definicao equivalente a definicado de limite apresentada é, como se ver4,
a definicao de limite segundo Heine.

Definicao 3.11 (Limite segundo Heine).
Sejam f: X —Y wuma fungao real de varidvel real, a € X' e L € R.
Diz-se que L € limite sequndo Heine de f quando x tende para a se

V(an)n sucessio em X \ {a} tal que lima, = a, entdo lim f(a,) = L. (3.5)

Teorema 3.4. Sejam f : X — Y uma funcdo real de varidvel real, a € X' e
L eR.
Entao
r—a

<lim f(z) = L) & <L é limite sequndo Heine de f quando x — a)

Dem.
(=) Seja (ap), uma sucessao em X \ {a} tal que lima, = a.
n

Seja € > 0. Como lim f(x) = L, entao existe § > 0 tal que
r—a
O0<|z—a|<d=|f(z)—L|<e. (3.6)
Como 6 > 0 e lima, = a, entdo existe p € N tal que
n

n>p=la, —al <. (3.7)
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Mais, a,, # a para todo n € N, logo, para n > p tem-se 0 < |a, —a|] < d e
por (3.6) obtém-se
‘f(an) - L’ <kg,

donde se conclui que lim f(a,) = L.

(<) Esta implicagao prova-se por contra-reciproco.

Suponha-se que liin f(x) # L. Entao
F>0,V6>0,JxeX: 0<|z—a|<del|f(x)—L|>ec. (3.8)

Escolha-se € > 0 nas condigoes de (3.8).

Para cada n € N, considere-se § = % e o conjunto
1
An:{xeX:0<|x—a|<e|f(x)—L|25—:}.
n

Por (3.8), tem-se A, # (. Consequentemente, para cada n € N, é possivel
escolher a, € A,. Desta forma obtém-se uma sucessao (a,), que verifica

1
0<l|a,—al<—, VneN,
n

donde se conclui que lima,, = a. Mais, para cada n € N, |f(a,) — L| > ¢,
n
logo
n

ou seja L nao é o limite segundo Heine de f quando x — a.

O]

Apresentada que estd a definicdo de limite de uma funcao num ponto e a sua
caracterizacao através de sucessoes (limite segundo Heine), é necessario proceder
ao seu calculo. Para isso apresenta-se de seguida um conjunto de técnicas gerais
que ajudam no calculo de limites sem recorrer directamente a definicao.

Fazendo uso da defini¢ao de limite segundo Heine de uma fungao num ponto
e das propriedades da aritmética de limites de sucessoes é possivel demonstrar o
resultado que se segue.
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Teorema 3.5 (Aritmética de limites). Sejam f,g : X — Y fungdes reais de
varidvel real e a € X'.
Se existem
lim f(z) e lim g(z),

Tr—a r—a

entao

1.l (f +g)(x) = lim f(2) + lim g(z);

Tr—a

2. Tim (f - 9)(@) = (lim f(2)) - (1im g(x));

r—a r—a
3. Se lim g(x) # 0, entdo lim = (r) = 224 ——.
T—a z—a g lim g(m)
T—a
Dem. Proposta de exercicio.
Sugestao: usar o Teorema 2.4 em conjunto com o Teorema 3.4. O
Exemplo: Para calcular o limite de
o oxd—1
lim ,
=2 T+ 3

usam-se as propriedades da aritmética de limites, obtendo-se

-1 22-1 7

lim = = —,
=2 x+ 3 243 5

Teorema 3.6 (Enquadramento).
Sejam f,g,h: X — Y funcoes reais de varidvel real, a € X' e L € R tais que

1. 3Ja>0: f(z) <g(z) <h(z), Vre(XNla—a,a+al)\{a};

2. lim f(x) = lim h(x) = L.

Tr—a r—a

Entao existe lim g(x), tendo-se
Tr—a

lim g(z) = L.

r—a

Dem. A prova é feita recorrendo ao Teorema 3.4.

Seja (ap)n, uma sucessao em X \ {a} tal que lima, = a.

Por um lado, como il_r}r(ll f(x) = ilg(ll h(z) =1L, e?ltéo, pelo Teorema 3.4, tem-se
que L é o limite de f, e de h, segundo Heine quando z tende para a. Da Definicao
3.11, conclui-se entao que

1i711n flan) =L = liTlgn h(an). (3.9)
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Por outro lado, como a, € X \ {a} para todo n € N, a > 0 e lima, = q,
n

entao existe p € N tal que, para n > p,
an € (XNja —a,a+ af) \ {a},
e da hipdtese conclui-se que
flan) < glan) < h(an), Vn=p. (3.10)

Por (3.9), por (3.10) e pelo Teorema das sucessoes enquadradas, Teorema 2.6,
conclui-se que
lim g(a,) = L,
n

donde o limite de g segundo Heine quando x tende para a é L. Finalmente, pelo
Teorema 3.4, se conclui que

li = L.
lim g(z)
O
Exemplo: Pretende-se calcular
lim V2.
z—0
Para todo z € [—1, 1] tem-se
22 <2 < z,
e j4 se verificou anteriormente que lim 2> = 0 = limz. Pelo Teorema 3.6,
z—0 z—0

conclui-se que
lim V22 = 0.
x—0
Proposicao 3.7. Sejam f,g: X — Y funcoes reais de varidvel real e a € X'.
Se
1. lim f(z) =0;

r—a

2. existe a > 0 tal que Iaa.aralnx € limitada,

entao
lim f(z) - g(z) = 0.

T—a

Dem. A prova é feita recorrendo & definicao.

Seja € > 0.

Pela hipétese 2., tem-se que existe M > 0 tal que |g(z)| < M para todo
z€la—a,a+a]NX.
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Como 47 > 0 e lim f(x) = 0 (hipdtese 1.), entao existe d; > 0 tal que, para

r—ra

x e X,

£

"

Escolha-se 6 = min{c, d;}. Para z € X tal que 0 < |z — a| < 0 tem-se

[f(2) - g(x) = O] = |f(@)] - [g(x)| < |f(2)[M <

Provou-se assim que lim f(x) - g(x) = 0.
Tr—a

O0<l|zr—a|<dr=|f(z)—0] <

3

MM:a

Exemplo: Pretende-se calcular

: 1
lim V22 - cos <) .
x—0

xT

(3.11)

Nota: A fungdo cosseno nao foi ainda aqui abordada. Contudo, os conhecimentos

adquiridos nos estudos pré-universitarios sao suficientes para o aluno entender os

raciocinios desenvolvidos neste exemplo.

Como —1 < cos (%) <1, para todo =z € R\ {0}, e HH(I) Va2 =0 (ver exemplo
T—

anterior), a Proposigao 3.7 permite concluir que
1
lim V22 - cos <> =0.
z—0 T

Definicao 3.12 (Limites laterais).
Sejam f: X —Y uma fungao real de varidvel real, a € X' e L € R.
Diz-se que

e o0 numero L € o limite de f a direita de a se

Ve > 0,30 >0,V € X : z €la,a+d[= |f(x) — L| <e,

denotando-se por
L= lim f(x);

z—at

e o0 numero L € o limite de f a esquerda de a se

Ve >0,30 >0,Vz € X : z €la—d,a[= |f(x) — L| <e,

denotando-se por
L= lim f(x).

r—a~

Proposicao 3.8. Sejam [ : X — Y uma fungao real de varidvel real, a € X' e

L eR.
Entao
lim f(x) =L < lim f(z)=L= lim f(x).

T—a T—a~ r—a™t
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Dem. Consequéncia imediata das defini¢oes. O

Exemplo: Estudar o seguinte limite

lim [sen (7z)], (3.12)

T—2

onde [-] representa a fungao caracteristica (ver Definigao 2.7).

Nota: A funcao seno nao foi ainda aqui abordada. Contudo, os conhecimentos
adquiridos nos estudos pré-universitarios sao suficientes para o aluno entender os
raciocinios desenvolvidos neste exemplo.

A andlise do limite (3.12) passa por estudar os limites laterais e fazer uso da
Proposicao 3.8. Observe que

lim [sen(7z)] =0 e lim [sen(7z)| = —1

g fsen (m)] i [sen ()] = 1,
ou seja, os limites laterais sdo diferentes. Consequentemente a Proposicao 3.8
garante que o limite (3.12) nao existe.

Exemplo: Estudar o seguinte limite
lim |z 4+ 1]. (3.13)
z——1

Estudando os limites laterais de (3.13), obtém-se (pela defini¢ao da funcao médulo
e pela aritmética de limites)

lim |z+1]= lim (z+1)=-14+1=0

z——1t z——11

lim |[z+1]= lim (—z—1)=—(-1)—-1=0,

r——1" r——1—

e pela Proposicao 3.8 conclui-se que
lim |z + 1] =0.
z——1

Com o resultado anterior termina-se esta listagem de resultados gerais que
auxiliam o calculo de limites de fun¢oes num ponto sem recorrer directamente a
definigdo. Segue-se um ultimo resultado importante para a localizacao pontual
das imagens de uma funcao, conhecido um seu limite pontual.
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Proposicao 3.9. Sejam f: X — Y uma fungao real de varidvel real, a € X' e
ceR.

1. Se li_r}n f(z) > ¢, entao
30 >0,Vz € (Ja—6,a+0\{a}) N X : f(z)>c.
2. Se li_r)n f(x) < ¢, entao

30 >0,V € (Ja—d,a+d\{a}) N X : f(z)<ec

Dem. Aqui s6 se apresenta a prova do ponto 1.. A prova do ponto 2. é inteira-
mente analoga, pelo que fica como exercicio a sua formalizagao.
Seja o = lim f(x). Tem-se a > c.
r—a
Considerando ¢ = o — ¢ > 0 e como lim f(z) = «, entao existe § > 0 tal que,

r—a

para z € (Ja — 6,a+ 6[\{a}) N X, tem-se
f(z) €la—e,a+e[& f(z) €la—(a—c),a+(a—c)[& f(z) €]c,2a—c[= f(z) > c
O

Observe que o reciproco, quer do ponto 1., quer do ponto 2., da Proposicao
3.9 é falso. Por exemplo, considere a funcao

f: R — R

Para 6 = 1 tem-se
f(z) >0, Vxel0o—1,0+1[\{0},

mas il_H;(l) f(x) # 0. Isto mostra que o reciproco do ponto 1. nao se verifica.
Apresente um exemplo que demonstre que o reciproco do ponto 2. também
nao se verifica.
Contudo consegue-se obter o seguinte resultado:

Proposicao 3.10. Sejam f: X — Y wma funcao real de varidvel real, a € X' e
c € R tais que existe lii:ﬂ f(z).
xr a

1. Se existe § > 0 tal que
f(x)>¢, Vze(a—d,a+d\{a})NX,

entdo lim f(z) > c.
T—a
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2. Se existe § > 0 tal que
flz)<e, Vre(a—d,a+d\{a})NX,

entdo lim f(x) < c.
Tr—a

Dem. E consequéncia imediata da definicao de limite de uma fun¢ao num ponto,
(3.1). Fica ao cuidado do estudante o trabalho de formalizar os argumentos. [J
3.3 Limites infinitos

Definicao 3.13. Sejam f : X — R uma funcdo real de varidvel real e a € X'.
Define-se:

e lim f(x) = +oo por

Tr—a
VM >0,30>0Vze X: 0<|z—a|] <= f(z)> M;
e lim f(z) = —o0 por
T—a

VM <0,30>0,Vze e X: 0<|z—a|]<d= f(z) < M.
Definigcao 3.14. Sejam f: X — R uma funcao real de varidvel real e L € R.
1. Quando X nao € majorado, define-se
. xgrfoof(x) = L por

Ve >0,AN >0,Vz e X : x> N = |f(x) — L| < ¢;

e lim f(z)= +o0 por

T—+00
VM >0,3N >0,Vee X: x> N = f(x) > M;
o xll}riloof(a:):—oo por

VM <0,AN >0,Vz e X: 2> N = f(z) < M.

2. Quando X ndao € minorado, define-se:

e lim f(z)=L por

T—r—00

Ve>0,AN <0,Vx e X: x < N = |f(x) — L| < ¢;
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e lim f(z) =400 por

T—>—00
VM >0,3IN <0,Vz € X : o <N = f(z) > M;
e lim f(z)= —o0 por
Tr——00

VM <0,3N<0,Vze X: z<N= f(zx) <M.

E importante ter em atencao que, analogamente a situacao com limites de su-
cessoes, no geral as propriedades da aritmética de limites nao sao validas quando
se trabalha com limites infinitos. Por exemplo:

1
lim — =+o00 e lim |z| =0,
z—0 ‘37| z—0
tendo-se .
lim < : ]a;) =1
z—0 |x\
Mas,
lim — =400 e limz=0,
x—0 |:L‘| x—0

nao existindo o limite (verifique)

. 1
Iim(— -z |.
z—0 <|93| >

No entanto, existem alguns resultados que permitem lidar com limites infinitos
sem recorrer directamente as definigoes. O resultado que se segue é um exemplo.

Proposigao 3.11. Seja f: X — R uma fungao real de varidvel real e a € X'.
Se existe § > 0 tal que f(z) # 0, Vx €la — d,a + 6[\{a}, entdo

. , . 1
;ﬂf(x)—OSeesose iligm——l—oo.
Dem. Proposta de exercicio. O

A finalizar, refira-se que a técnica do enquadramento, apresentada no Teorema,
3.6, é também vélida quando L € {£o0} ou, ndo sendo o dominio X um conjunto
limitado, quando a € {£oo}. A verificagdo deste facto fica, uma vez mais, ao
cuidado do estudante.



98 CAPITULO 3. FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Exercicio 3.3.

1. Prove, por definicdo, que:

(a) lim(z® +1) = 5; N S
T—2 ) (d) il_% r—1 37
b) lim(z“+1)=2;
(®) wﬁl( ) (e) lim+ 5 1= +00;
(c) dado a € R, li_r>n(:r2 +1) = poltr
a’+1; (f) lim = =005

z—1- T —1

2. Determine, caso existam, o valor dos sequintes limites:

1
(a) lim ; R 5] 8+ x2
ez =1 ] St
! ZL‘2 11 (’]) z_>nzloo :I:(LU + 1)

x
(b) lim ; 1
vl z—1 (k) lim 2%sen—;
(¢) lim |z]; o
T—
3 —
/2 (1) Tim x — senx ’_
(d) lim —; z—+00 2x + senx
z—=0 X 1
1 li +
(e) lim —; “”ﬂ&ﬁ(m<ﬁ)
1
1 sen <> >;
(f) i}g%) m, T
. z ) P4 a+1
(9) }3%\/1—.%—\/1—332, (n) ilglz 2 + 2 4
t4x)? —t? i -
(h) hi% (—l—:ca)c’ onde t € R; (0) mhamg te();
x
5% — 3z + 1 1—V1— 22
) lim oL T im —— Y.~
K8 F T & L

3. Sejam f: Q — R um funcao mondtona e a € R.

Mostre que existem

lim f(z) e lim f(z).

z—a™t T—a~
4. Apresente um exemplo de uma fungdo f: R — R tal que:
(a) f(1) =4 ¢ lim f(z) = 2;
z—1
(b) f(1)=3, lim f(z)=2e lim f(x)=4;
z—1— r—1t

(c) lim f(z) =2 e ndo existe lim f(z) para todo a € R\ {1}.
z—1 T—a



3.3. LIMITES INFINITOS 99

5. Sejam f: R — R exg€R.
Diga, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as sequintes afirmacdes:

(o) lim f(z)=2 lim f(z);
(b) lim f(2x) =2 lim f(z);
(c) hm f(@)=2lim f(2z).

6. Calcule, ou justifique que nao existe, cada um dos sequintes limites:

i’ +7 d l COS T

(a) xgmoo 3$3+l’2’ () $—1>I-I-IOO€ z+1
3 2

. x>+ 7 . .
(b) Jim s (e) Jim = —
3+ 7 . Va2
(¢) Mmoo (f) Jim ——.

7. Apresente exemplo, ou justifique que ndo existe(m):
(a) duas fungoes f,g: R — R tal que
lim f(z) = +oo, lim g(x) = —oc ¢ lim (f+g)(x)=0;

T—+00 r—r-+00 T—+00

(b) duas funcoes f,g: R — R tal que
lim f(z)=+o00, lim g(z)=—-oc0 e lim (f+g)(z)=3;

r—r+00 r——+00 Tr——+00

(c) duas fungées f,g: R — R tal que
lim f(z) =400, lim g(z)=—-occe lim (f.g)(x)=1;

T——+00 T—r+00 T—r+00

(d) duas fungoes f,g: R — R tal que
lim f(z)=0, lim g(z)=—-occe lim (f.g)(x)=1;

T—+400 T—400 T—400

(e) duas funcgées f,g: R — R tal que
. . . _ g(z) _
Jim f(z)=1, lim g(z)=—coe lm flz )7 =1,

r—-+00

(f) duas fungées f,g: R — R tal que
lim f(z)=1, lim g(z)=—ocoe lim f(z)'® #£1;

r——+00 T——+00 r——+00

(9) uma funcao f: R — R tal que
hm f(x) =3 e nao existe lim f(n);

r——+00
(h) uma funcao f: R — R tal que
hrl;n f(n) =3 e nao existe xgar_loof(a:)
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3.4 Continuidade

Nesta secgao estuda-se a continuidade de fungoes reais de variavel real. Para
além da continuidade pontual, assunto abordado em estudos pré-universitarios,
estuda-se também a continuidade uniforme.

3.4.1 Continuidade pontual

Comega-se pela continuidade pontual.

Definicao 3.15. Sejam f: X — R uma func¢ao real de varidvel real e a € X.
Diz-se que f € continua em a se

Ve>0,30 >0,Vz e X : |z —a|<d=|f(z)— fla)] <e. (3.14)

Diz-se simplesmente que a fungdo f € continua se f € continua em todos 0s
seus objectos.

A negacao da condi¢ao de continuidade (3.14) é escrita na forma
Je>0,V6>0,3x € X : |[x—a|<de|f(z)— fla)] > ¢, (3.15)

e nesta situagao diz-se que a funcdo f nao é continua em a € X. Observe que,

em ambas as condigoes, (3.14) e (3.15), aparece f(a), pelo que s6 faz sentido dizer
que f é, ou nao é, continua em elementos do seu dominio.

Exemplo: Mostrar, por definigdo, que a funcao f : R — R, definida por f(x) =
x2, é continua em a = 2.
Seja € > 0.
Escolha-se 6 = min {1, %} (escolha tendo em atengao as contas seguintes)
Seja x € R tal que |z — 2| < §. Tem-se |zt —2| < 1, donde 1 < = < 3, e

|z — 2| < £. Assim
£
£(&) — F@)| = 12 =22 = (2~ D@ +2)| = |~ 2o +2/ < [¢ 2.5 < 5=

Exercicio 3.4. Mostre, por defini¢cao, que:

id: R — R
1. a funcao identidade, , € continua;
T —

f:

2. a funcao constante , com c € R, € continua.

8 =
o =

—
—
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A comparacao da condigdo de continuidade (3.14) com a defini¢ao de limite
(3.1) é inevitdvel. Estudando com atengao as duas defini¢oes, verifica-se que essa
comparacao s6 poderd ser feita para elementos a € X’ N X, sendo X o dominio
da funcao f, obtendo-se o resultado que se segue.

Proposicao 3.12. Seja f: X — Y uma fungdo real de varidvel real e a € X.

1. Seac X'NX, entdio

(f € continua em a) < (lim flx) = f(a)) ;

T—ra

2. Seae€ X\ X', entio f € continua em a.
Dem.
1. Casoa e X'NX.
(=) Se f é continua em a, entao, por definigdo, tem-se
Ve>0,30 >0,V e X : |[z—a|<d=|f(z)— fla)] <e
e em particular
Ve>0,30 >0,Vz e X: 0<|z—al<d=|f(x)— fla)| <e,

donde se conclui, por definicao, que

lim f(z) = f(a).

r—a

(<) Se
lim /(z) = f(a)
entao, por definicdo, tem-se

Ve>0,30 >0,Vz e X : 0< |z —al] <d=|f(x)— fla)] <e.(3.16)

Como a € X e a tese da implicagao em (3.16) é verdadeira caso x = a,
tem-se

Ve>0,30 >0,Vz € X : |z —a| <d=|f(z)— fla)] <e¢,

donde se conclui que f é continua em a.
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2. Casoa e X\ X
Prove-se, por definicao que f é continua em a.
Seja € > 0.
Como a € X, mas a ¢ X', entdo existe 6 > 0 tal que
la—6,a+6[NX = {a}.

Consequentemente, para z € X tal que |x — a| < §, tem-se z = a, logo

/(@) = fla)] = f(a) = fla)| =0 <&,

donde se conclui que f é continua em a.

O
Exemplo: Mostrar que a funcao
f: ]=00,1[U{2} — R
z, x>0
x — 9
4, <0
é continua.
1. Como (] — 00, 1[U{2}) =] — 00,1] e 2 € (] — 00, 1[U{2})\] — o0, 1], entdo

pela Proposicao 3.12 conclui-se que f é continua em 2;
2. Para a €]0, 1] tem-se

lim f(z) = limx = a = f(a),

r—a T—ra

donde, pela Proposigao 3.12, conclui-se que f é continua em a;
3. Para a €] — 00,0] tem-se

lim f(z) = lim 22 = a® = f(a),
r—a Tr—a

donde, pela Proposicao 3.12, conclui-se que f é continua em a;
4. Para a = 0 tem-se

lim f(z)= lim =0 e lim x:limxzz(),
z—0t f( ) r—0t —0— f( ) z—0—

donde se conclui que
lim f(z) =0.

z—0

Como f(0) = 0, pela Proposigao 3.12, obtém-se que f é continua em 0.
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Finalmente, pelos pontos 1., 2., 3. e 4. acimas descritos, conclui-se que a fungao
f é continua em todos os seus objectos ou seja, f é uma funcao continua.

Exercicio 3.5. Mostre que a funcdo

h: R\ {0}

X

—- R
|_>

8|

€ continua.

Exemplo: Estudar a continuidade da fungao (a Figura 3.2 apresenta um esbogo
do grafico de g)
g: R — R

r, z€Q
M- {3627%%@

Figura 3.2: Esboco gréfico da fungao g

|

|

Observe-se que o dominio de g nao tem pontos isolados, pelo que nao existem
objectos na situagao descrita no ponto 2. da Proposigao 3.12.

Seja a € R.
Tem-se
lim g¢g(z)= lim z=a e lim g(z)= lim z*=d?
r—a r—a r—a r—a
reQ reQ z¢Q r¢Q

donde o lim g(x) existe se e s6 se a = a®. Assim, para R\ {0,1}, o ponto 1. da
r—a

Proposicao 3.12 permite concluir que g é descontinua em a.
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Caso a € {0, 1}, tem-se
lim g(z) = g(a),
r—a

logo, pelo ponto 1. da Proposicao 3.12, a funcao g é continua em a.

A semelhanca do que acontece com a nogao de limite de uma funcao num
ponto, é igualmente possivel decidir a continuidade de uma fun¢ao num objecto
através do estudo das imagens dos termos de sucessoes convergentes para o ob-
jecto.

Definicao 3.16 (Continuidade segundo Heine). Sejam f : X — Y wma funcdo
real de varidvel real e a € X.
Diz-se que f € continua sequndo Heine em a se:

V(an)n sucessao em X : (liTrlnan = a) = (h}ln flay) = f(a)) : (3.17)

Como consequéncia da Definigdo 3.16 (continuidade segundo Heine), da Pro-
posicao 3.12 e do Teorema 3.4, obtém-se o resultado seguinte.

Teorema 3.13. Sejam f: X — Y uma fungdo real de varidvel real e a € X.
A funcao f € continua em a se e $6 se f é continua sequndo Heine em a.

Dem. Consequéncia da Definicao 3.16 (continuidade segundo Heine), da Pro-
posicao 3.12 e do Teorema 3.4. A formalizagao fica ao cuidado do estudante. [

O Teorema 3.13 permite concluir que uma fungdo continua transforma as
sucessoes convergentes no seu dominio em sucessoes convergentes no seu contra-
dominio. Note que se diz, sucessoes convergentes no seu dominio e nao sucessoes
de Cauchy do seu dominio.

Exercicio 3.6. Apresente um exemplo de uma funcdo real de varidvel real [ :
X =Y continua e de uma sucessio, (an)n, em X que seja de Cauchy, mas que
a sucessao das imagens, (f(an))n, nao é de Cauchy.

Os resultados que se seguem apresentam critérios gerais que permitem concluir
a continuidade de fungoes sem recorrer directamente a definicao nem a Proposicao
3.12.

Proposicao 3.14. Sejam f,g: X — Y funcgéoes reais de varidvel real continuas
emaéc X.
Entao:

1. A fungdo f + g € continua em a;

2. A funcdo f-g € continua em a;
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f

3. Se estiver definida, a funcdo 5 € continua em a.

Dem. Consequéncia imediata da Proposicao 3.12 e das propriedades da aritmética
de limites, Teorema 3.5. ]

Exemplo: Estudar a continuidade da funcao polinomial

p: R —- R
T = anx Fan_ 12" N+t ar+ar+ay
onde, n € N e ay,an_1,...,a1,a9 € R, com a, # 0.

No Exercicio 3.4 verificou-se, por definicao, que a funcao identidade e as
fungoes constantes sao fungoes continuas. Como a funcdo p é o resultado de
produtos e somas entre a funcao identidade e fungoes constantes, os pontos 1. e
2. da Proposicao 3.14 permitem concluir que p é uma funcao continua.
Teorema 3.15. Sejam f: X =Y eg: Z — W funcoes reais de varidvel real
tais que f(X) C Z.

Se f € continua em a € X e g € continua em f(a) € Z, entao a fung¢ao

composta, go f, € continua em a.

Dem. Recorre-se a definicao para provar este resultado.
Seja € > 0.
Como g é continua em f(a), entao existe n > 0 tal que

YyeZ: |ly— fla)] <n=lg(y) —g(f(a))] <e. (3.18)

Sendo n > 0 e f continua em a, entao existe § > 0 tal que, para z € X tal
que |z —a| < § tem-se |f(z) — f(a)] <n, com f(xz) € Z (note que f(X) C Z).
Consequentemente, por (3.18), obtém-se que

9(f(x)) —g(f(a))] <e,

donde se conclui que g o f é continua em a. O

Como consequéncia do Teorema 3.15 tem-se os seguintes resultados.
Corolario 3.16. Sejam f: X - Y eg: Z — W funcgoes reais de varidvel real
tais que f(X) C Z.

Se f e g sdo funcdes continuas, entdo go f € wma funcdo continua.

Dem. Imediato da definicao de fungao continua e do Teorema 3.15. O
Corolario 3.17. Sejam f : X — Y eg: Z — W fungdes reais de varidvel real

tais que f(X)C Z ea € X'.

Se g € continua e existe | = lim f(x), com | € Z, entdo
T—a

lim g(f(2)) = g (lim f(2)).
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Dem. Proposta de exercicio. ]

Exemplo: Estudar a continuidade da fungao

f: R - R

r — sen?(x) = (sen(x))?

A funcéo seno serd estuda mais adiante, onde se demonstrara que é uma funcao

continua. Neste sentido, assume-se que

sen: R — R
x +— sen(x)

é uma funcao continua.
A funcao
g: R —- R
y — v
é também uma funcao continua porque é uma funcao polinomial.
Como f = (g osen) e quer g, quer sen, sao fungoes continuas, entdao pelo
Corolério 3.16 conclui-se que f é uma fungdo continua.

Exemplo: Calcular o limite que se segue:

lim (sen (:U2 — 4)) .

r——2

Sendo a fungdo seno uma funcao continua e lim (z? —4) = 0, pelo Corolério

r——2
3.17 tem-se

lim_(sen (z* —4)) = sen ( lim (22 — 4)> = sen (0) = 0.

r——2 r——2

3.4.2 Continuidade uniforme

Antes de se apresentar a definicdo de continuidade uniforme, atenda-se aos dois
exemplos que se seguem. Em cada um deles prova-se a continuidade de uma
funcao usando a Definicao 3.15.

Exemplo: Provar, por defini¢cao, que a fungao

f+ R - R
o g2 (3.19)

é continua.
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Uma fungao diz-se continua se for continua em todos os seus objectos. Para
realizar a prova de que f é continua em qualquer dos seus objectos, fixa-se ar-
bitrariamente um objecto e prove-se que f é continua nesse objecto através da
definicao.

Seja xg € R. E necessério provar que

Ve > 0,30 >0,Vz e R: |z —2o| <0 =|f(x) — f(zo)] <e.

Seja € > 0.
Escolha-se

(5:min{1,2|xog|+1}. (3.20)
Seja x € R tal que |z — xo| < §. Como § < 1, entdo tem-se
|z — 20| <1 & x4+ 20 —200| < 1= |2+ 20| — 2|20| < 1= |2+ 20| < 2|]20] + 1.
Assim tem-se

[f(@) = fl@o)l = [2? = af| = [(z — o) (x + 20)| = |z — 20| - |2 + 2|

z—x0|- 2lxg| +1) < =———2|xg| + 1) = ¢,
o= o] - @lag| + 1) < g (2lao] + 1)

IN

o que prova que f é continua em zg. Sendo x( arbitrario em no dominio de f, R,

conclui-se que f é um funcao continua.

Observe que, no exemplo acabado de apresentar a escolha que é feita para
o valor de 0 (ver (3.20)) depende, para além de e, do objecto xy ou seja, o &
escolhido poderd assumir valores diferentes para diferentes objectos xg € R.

Exemplo: Provar, por defini¢do, que a fungao

g: [0,1] — R
—

) (3.21)

x X

é continua.

Para realizar a prova de que g é continua, fixa-se arbitrariamente um objecto
e prova-se que g é continua nesse objecto através da definicao.

Seja xg € [0, 1]. E necessério provar que

Ve > 0,36 > 0,Vz € [0,1] : |x — 20| <0 = |g(z) — g(z0)| < e.

Seja e > 0.
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Escolha-se

5 = 3 (3.22)

Seja x € [0, 1] tal que |z — 29| < §. Como z € [0, 1], entdo tem-se
|z + xo| < 2.
Tem-se
If(2)—f(20)| = |2®—2d| = |(z4x0)(x—20)| = |+20|-|2—20| < 2]T—20| < 26 = €,

0 que prova que g é continua em zy. Sendo z( arbitrdrio no dominio de g, [0, 1],

conclui-se que g é um funcao continua.

Observe agora que, neste tltimo exemplo foi possivel escolher um valor para §
(ver (3.22)) independente do objecto zp. Ou seja, na funcao g é possivel escolher
um mesmo § para todos os objectos do dominio de g.

Na prova da continuidade de uma fungao, a possibilidade de escolher um valor
de 0 comum para todos os objectos é que caracteriza as fungoes uniformemente

continuas.

Definicao 3.17. Seja f : X — Y wuma fungdo real de varidvel real.
Diz-se que f € uniformemente continua se

Ve>0,30 >0,Vz,ye X: |z —y|<d=|f(x) — fly)] <e. (3.23)

Das definicoes 3.15 e 3.17 imediatamente se conclui que toda a fungao uni-
formemente continua é continua. O reciproco é falso, ou seja nem toda a funcao
continua é uniformemente continua. Por exemplo, a funcao apresentada em (3.19)

nao é uniformemente continua.

Exemplo: Prove-se que a fungéao

f: R R
x

—
> a?
nao é uniformemente continua.
Negando a condicao (3.23), é necessario mostrar que

Je>0,V9>0,3r,yeR: [z —y|<de|f(z)— fly)] >e.

Escolha-se e = 1.
Seja d > 0.
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Escolhendox:%ey:%—i—%,tem-se]x_y]:%<5e
2 2 2
F@ =Sl = 2= =) - G+ = [F-F -2 - %
82| _ 52
= ‘— ~&l=1+%>1,

donde se conclui que f nao é uniformemente continua.

Observe que as fungoes uniformemente continuas transformam sucessoes de
Cauchy no seu dominio em sucessées de Cauchy no seu contradominio. Atenda
ao exercicio que se segue.

Exercicio 3.7.

1. Seja f: X =Y uma funcdo real de variavel real uniformemente continua.

Mostre que se (an)n € uma sucessio de Cauchy em X, entdao (f(ay))n €
uma sucessao de Cauchy.

2. Considere a funcdo g :)0, +oo[— R definida por g(x) = L.

x

(a) Apresente um exemplo de uma sucessao (ap)n em |0,+oo| de Cauchy
tal que a sucessao das imagens, (g(ap))n, nao é de Cauchy.

(b) Conclua que g nao é uma fungao uniformemente continua.

Com o objectivo de apresentar e demonstrar um critério de continuidade
uniforme, Teorema de Cantor, é necessario previamente introduzir a nocao de
familia e provar um conhecido resultado da Topologia, Teorema de Heine-Borel.

Definigao 3.18 (Familia). Sejam A um conjunto nao vazio, designado por conjunto
de indices, e X um conjunto ndo vazio.
Chama-se familia em X a uma funcgdo
F: A - X
A = F(A) = F) ’

denotando-se por
(F/\))\GA :

Observe que uma sucessao, (ay),, ¢ um exemplo de uma familia em R, sendo
N o conjunto de indices.
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Teorema 3.18 (Heine-Borel). Sejam [a,b] um intervalo fechado e limitado de R
e L o conjunto de todos os intervalos abertos em R.
Se (In)ycp € uma familia em T tal que

la,0] € | I (3.24)
AEA

(neste caso diz-se que (Ix)ycp € uma cobertura aberta de [a,b]), entdo existem
neNel,...,\y €A tais que

I

3

(3.25)

-

[a,b] C

=1

(neste caso diz-se que (Iy)\cp admite uma subcobertura de [a,b] finita).

Informalmente: O teorema de Heine-Borel afirma que qualquer cobertura aberta
de um intervalo fechado e limitado, admite uma subcobertura finita.

Dem. A prova do Teorema de Heine-Borel faz-se por reducao ao absurdo, se-
guindo as seguintes etapas:

1. Assume-se que [a, b] ndo é coberto por um nimero finito de conjuntos Iy;

2. Contréi-se uma sequéncia de conjuntos
[a’b] 2 [abbl] 2 [a27b2] D [anvbn] D

em que cada intervalo [a;, b;] ndo é coberto por um numero finito de con-

juntos Iy;

3. Prova-se que

lima, =limb, =1,
n n
para algum [ € [a, b];
4. Como [ € [a,b], entdao | € Iy para algum \* € A;

5. Pelo facto de Iy« ser um conjunto aberto, e usando o ponto 3., consegue-se
demonstrar que existe ng € N tal que

[@ng s bng] C Inx, (3.26)

e surge o absurdo, pois (3.26) entra em contradigdo com as propriedades

descritas no ponto 2..
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Suponha-se, por absurdo, que nao existe um ntmero finito de intervalos I
cuja uniao contém [a, b], ou seja, supde-se que (1)), nao admite uma subcober-
tura de [a,b] finita. Consequentemente, (Iy),c, também nao admite uma sub-

a+b a+b

cobertura finita de pelo menos um dos seguintes intervalos: [a, T] ou [T, b].

Escolha-se o intervalo para o qual (1)), nao admite uma subcobertura finita e

denote-se por [a1,b;]. Claro que by — a3 = bfTa ea<a; <b <b.
Como (I))ycp ndo admite uma subcobertura de [a1, b1] finita, pelo mesmo
raciocinio obtém-se um intervalo [az, bo] C [a1, b1] para o qual (1)), nao admite

uma subcobertura finita, by — as = bl_T‘“ = b;—;l eal <as <by <b.
Iterando o processo, obtém uma sequéncia infinita de intervalos

la,b] D [a1,b1] 2 [ag,b2] D -+ [an,by) D -+,

em que cada intervalo [a;, b;] ndo é coberto por um nimero finito de intervalos
abertos I,. Mais, pelo processo iterativo descrito, conclui-se ainda que:

h—
) bn—anzzTa, Vn € N;

e ap < apy1 < bn+1 < by, Vn € N;

e Para cada n € N, o intervalo [ay, b,] nao estd contido numa uniao finita de
intervalos da familia (Iy)ycy-

A sucessao (ay)n € crescente e limitada, logo convergente, donde existe a € R tal
que

lima,, = a.
n

A sucessao (by,)n é decrescente e limitada, logo convergente, donde existe b € R

tal que
limb, =b
n
Mais, tem-se
ap <a<b<b, VneN, (3.27)
donde
b

b—a _
Consequentemente, como lim on = 0, conclui-se que @ = b. Denote-se [ = a =
n

b.
Tem-se [ € [a,b], donde pela hipétese (3.24), existe A* € A tal que | € Iy«.
Sendo I+ um intervalo aberto, entao existe é > 0 tal que

[l — 6,1+ 8]C Iy
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b—a
O limite lim o = 0, garante a existéncia de ng € N tal que
n

b—a
bno—an0:2TO<(5,

e as desigualdades em (3.27) garantem que [ € [ap,, bp,|. Assim,

b—a b—a
l—an0§W<5 (§] bno—lg ono

< 4,

donde
l—0<an, e by, <I+0.

Consequentemente [ay,, bn,| €]l — 0,1+ 0[C Iy, 0 que é absurdo porque [an,, by,]
nao esta contido numa unido finita de intervalos da familia (I)),cx-

O absurdo surgiu porque se assumiu que (1)), nao admitia uma subcober-
tura de [a, b] finita, pelo que se conclui que (3.25) verifica-se. ]

Esté-se agora em condigoes de demonstrar o Teorema de Cantor.

Teorema 3.19 (Cantor).
Sejam a,b € R tal que a <b e f:[a,b] = R uma fun¢do continua.
Entdo f € uma funcdo uniformemente continua.

Dem. A demonstracao faz-se por definicao.
Seja e > 0.
Sendo f uma fungao continua e § > 0, entao,

Vi € [a,b],30, > 0,y € [a,0] : |z —y| < 0s = |f(2) — fly)] < % (3.28)

Considere-se a familia

1) )
(I2) pera :Ga:—gc,x—i-xD .
€lab) 2 2 z€[a,b]

A familia (1) | ¢ uma cobertura aberta de [a, b], donde se conclui, pelo Teo-

z€la,b
rema de Heine-Borel (Teorema 3.18), que existem z1,...,z, € [a,b] tais que
n
O, O,
[a,b]QU]xi—;Z,xi—l— ;l[ (3.29)
=1
. Ox 1
Escolha-se § = min {71, R %} > 0.

Sejam x,y € [a, b] tais que |x — y| < 0.
Tem-se z € [a,b], entdo, por (3.29), existe j € {1,...,n} tal que =z €
O 2

Oz ;
5 donde |z — x| < <% e por (3.28), obtém-se

(@) = f@y)| < . (3.30)
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. Oz .
Mais, como |z — z;| < =%, tem-se ainda que

Op;, Oy, O,
-zl =ly—o+o -zl <ly—al+lo—al <o+ D<oy,
donde, novamente por (3.28), se obtém
5
£w) ~ Flay)] < 5. (3.31)

Finalmente, por (3.30) e por (3.31), tem-se

[f(@) = fl = [f(@) = flag) + fxg) = F@) < |f (@) = [l + [f(25) = F)

< sti==

donde se conclui a continuidade uniforme da funcao f.

Exemplo: Considere a funcao

f: 10,3 - R
}_>

T 3

Pretende-se estudar a continuidade uniforme da fungao f.

Sendo f uma fun¢ado continua, pois é uma func¢ao polinomial, e [0, 3] um in-
tervalo fechado e limitado, o Teorema de Cantor permite concluir que f é uma
funcao uniformemente continua.

Exemplo: Considere-se a funcao

g: [0,2]\ {1} — R

z—1 -
T V-1

Pretende-se estudar a continuidade uniforme da fungao g.

A fungdo g é continua (justifique porqué), mas nao verifica as hipdteses do
Teorema de Cantor porque o dominio, [0,2]\ {1}, ndo é um intervalo.

Mas
r=1 _ (JE-)(/E+D)

Jro1 o am VT —1 =lm(Ve+1) =2,

donde o prolongamento da fungao g que se segue,

lim g(z) = lim
z—1 z—1

g: [0,2] — R
z—1
1
r e V=1 z#
2, z=1
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é uma funcao continua.

Sendo g uma fungao continua com dominio, [0, 2], um intervalo fechado e limi-
tado, o Teorema de Cantor permite concluir que g é uma funcao uniformemente
continua. Como g é uma restricdo de uma func¢ao uniformemente continua, g,
entao g é também ela uma fungao uniformemente continua. (Verifique que uma
restrigdo de uma fungao uniformemente continua é uniformemente continua.)

3.5 Funcoes continuas em intervalos

Neste seccao estudam-se propriedades de funcoes continuas que tenham como
dominio um intervalo de niimeros reais.

O primeiro resultado a estudar é o Teorema de Weierstrass que estabelece
que qualquer funcao continua cujo dominio é um intervalo fechado e limitado,
tem maximo e tem minimo absolutos.

Teorema 3.20 (Weierstrass).
Sejam a,b € R tais que a < b e f : [a,b] = R uma fungdo continua.
Entao existe ¢,d € [a,b] tais que

fle) < f(z) < f(d), Vz € la,b].

Dem. Aqui é apresentada apenas a prova para a existéncia de maximo absoluto,
isto porque a prova da existéncia de minimo faz-se usando argumentos analogos.
A prova para a existéncia de maximo faz-se em duas etapas: primeiro prova-se que
o conjunto imagem da funcao é majorado, donde o Axioma do Supremo garante
que possui supremo; segundo prova-se que o supremo é também uma imagem da
funcao pelo que se conclui que é maximo.

1. Prova de que f([a,b]) = {f(x) : € [a,b]} é majorado.

Pelo Teorema de Cantor, Teorema 3.19, a funcao f é uniformemente continua,
ou seja

Ve > 0,30 > 0,Vx,y € [a,b] : |z —y| <d=|f(x)— fy)| <e.
Considerando ¢ = 1, entao existe d; > 0 tal que
Vo, y € la,b]: |z —y| <dr=[f(2) - fy)| <1= fly) < f(z)+1.(3.32)

Como

0,0 € | Jz— b1,z + 6],
z€[a,b]
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o Teorema de Heine-Borel permite concluir que existem z1, za, ..., T,, com
n € N, tais que

n

[a,b] € U]ﬂfz — 01,2 + 61]. (3.33)
i=1

Definindo M = max{f(x1) +1,..., f(2,) + 1}, este ¢ um majorante de
f([a,b]). De facto:

Se y € [a, b], entao, por (3.33), existe j € {1,...,n} tal que y €]z; —d1,z;+
1] e, dado que |y — ;| < &1, por (3.32) tem-se f(y) < f(z;) +1 < M.

Como y é arbitrario em [a, b], conclui-se que
fly) <M, Vyela,b],

ou seja, M é majorante de f([a,b]).

Como f([a,b]) é um conjunto majorado e nao vazio, pelo Axioma do Su-
premo, tem supremo.

Seja S = sup f([a, b]).

2. Prova de que S é maximo de f([a,b]).
Para provar que S é maximo de f([a,b]), é necessério e suficiente provar
que S € f([a,b]), ou seja que existe d € [a,b] tal que f(d) = S.

Por definicao de supremo, tem-se
1
Vn € N, 3y, € f([a,b]) : S — - < yYn. (3.34)

Para cada n € N, considere-se z, € [a, b] tal que y, = f(zy).

Claro que (z,,), é uma sucessao limitada, donde possui uma subsucessao
convergente, ou seja, existem ¢ : N — N estritamente crescente e d € [a, b]
tais que

=d.

lim x

- e(n)

Como f é uma fungao continua, pela continuidade segundo Heine tem-se
que

hgnf (Z(n) = f(d)-
Como, por (3.34), tem-se

obtém-se
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Sendo S = sup f([a, b]), conclui-se que f(d) =S, ou seja f(d) é maximo de
f.

Atenda aos trés exemplos que se seguem.
Exemplo: Considere a funcao

[ (12

N
T >

8= =

A fungao f é continua e o seu dominio é um intervalo fechado e limitado. Assim
sendo todas as hipdétese do Teorema de Weierstrass estao satisfeitas, pelo que se
conclui que f possui maximo e minimo absolutos. Efectivamente tem-se

pelo que 1 é o maximo absoluto de f e % é o minimo absoluto de f.

Exemplo: Considere a fungao

g: 10,2 —
xr

8~ =g

Tem-se ¢(]0,2]) = [%, 400 [, pelo que a funcao ¢ nao tem méximo.

A funcao g nao verifica todas as hip6teses do Teorema de Weierstrass porque
o dominio de g nao é fechado.
Exemplo: Considere a funcao

h: [-1,1] — R

1
x — z ©70
0, z=0

Tem-se h([—1,1]) =] — 0o, —1] U {0} U [1, +o0], pelo que a funcao h nao tem
maximo nem minimo.

A funcao h nao verifica todas as hipéteses do Teorema de Weierstrass porque
a funcao h nao é continua.

Teorema 3.21 (Bolzano-Cauchy). Sejam a,b € R tais quea < be f :]a,b] - R
uma fungao continua.

Entao f([a,b]) contém o intervalo de extremos f(a) e f(b).
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Dem. Se f(a) = f(b), entao nao ha nada a provar.
Suponha-se, sem perda de generalidade, que f(a) < f(b).

Considere-se d €]f(a), f(b)[. O objectivo é provar que d é uma imagem de f.
Definam-se os conjuntos

A={z€la,b]: f(zr)<d} e B={xe€lab]: f(x)>d}

O ntimero b é majorante de A e A # () (porque a € A), logo A possui supremo.
Considere-se o« = sup(A). Tem-se « € [a, b] (justifique).
Como a = sup(A), entao (verifique) existe uma sucessao (an), em A tal que

lima, = «
n
e, pelo Teorema 3.13 e pela continuidade de f segundo Heine em «, tem-se
lim (@) = f(a).

Mais, como a, € A para todo n € N, tem-se (definigao do conjunto A) f(ay,) < d
para todo n € N, donde, pela Proposicao 2.5 se conclui que

f(a) <d.

Para se concluir a prova falta verificar que

fla) =d.
Suponha-se que nao, ou seja, suponha-se que f(«) < d.
Como f é continua em « e considerando € = %@“) > 0, entao existe § > 0

tal que
z €la—0,a+d= f(z) €f(a) —¢, fla) + ¢l

Em particular, para x €]a, a + [ tem-se

Ld=fle) _dtf() _d+d_

f@) < f(a) +e=fla)+ == : :

d,
donde se conclui que
reA VreEla,a+l.

Mas isto é absurdo porque a = sup(A). Consequentemente f(«) = d e a prova
esta concluida. O

Uma consequéncia do Teorema de Bolzano-Cauchy é a de que o contradominio
de uma funcao continua com dominio um intervalo é um intervalo.
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Corolario 3.22. Seja I um intervalo e f: I — R uma funcdo continua.

Entao f(I) é um intervalo.

Dem. Seja f: I — R uma fungao continua, onde I C R é um intervalo.

Mostrar que o contradominio de f é um intervalo é equivalente a mostrar que
[e,d] C f(I), Ve, de f(I), comc<d.
Sejam ¢,d € f(I) tais que ¢ < d. Por defini¢ao, existem a,b € I tais que
c=fla) e d=[f(b)

Sem perda de generalidade, assuma-se que a < b. Aplicando o Teorema de
Bolzano-Cauchy a fungao f|[a . obtém-se que

[c,d] € f([a, b)),

donde
[c,d] € f([a,b]) € f(I),

o que finaliza a prova.
O

Uma segunda consequéncia do Teorema de Bolzano-Cauchy é o Corolario que
se segue, o qual apresenta condigoes suficientes para a existéncia de zeros de
fungoes continuas.

Corolario 3.23. Sejam a,b € R tais que a < b.
Se f:]a,b] = R € uma funcao continua tal que

fla)- f(b) <0,
entao eziste ¢ €)a, b[ tal que f(c) = 0.
Dem. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua tal que
fla)- f(b) <0.
Consequentemente uma das seguintes situagoes acontece:
L. f(a) <0< f(b);
2. f(b) <0< f(a).
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Sem perda de generalidade, assuma-se que se verifica a situagao 1.. Pelo Teorema
Bolzano-Cauchy tem-se

0 €]f(a), FO)C [f(a), FO)] € f(la, b)),

donde se conclui que existe ¢ €]a.b] tal que f(c) = 0.

Exemplo: Considere a funcao

R

p: R
x :334—771‘4-\@'

%
H

Note-se que p(0) = v/2 > 0 e que p(—1) = —1 —7++/2 < 0. Como a funcio p
é continua, pois é um polinémio, entao a funcao Pl verifica todas as hipdteses
do Corolario 3.23, logo existe ¢ €] — 1,0[ tal que p(c) = 0.

Nem toda a funcao inversa de uma funcdo continua e bijectiva é continua.
Por exemplo, a funcao

f: [071]U]273] — [072]

T, 0<x<1
T —
{az—l, 2<x<3

é continua e bijectiva, a sua fungéo inversa

f_l : [072] — [07 1]U]273]
x, 0<x<1
z+1, 1<x<2

T

nao é continua, porque f~! nio é continua em 1.

Segue-se um conjunto de resultados que culminarao com um Teorema no qual
se apresentam condigOes suficientes para que a inversa de uma funcao continua
seja também uma funcao continua.

Teorema 3.24. Sejam I um intervalo de nimeros reais e f : I — R uma func¢ao
continua e injectiva.
Entao f € estritamente mondtona.

Dem. Comece-se por observar que, sendo f uma funcao injectiva, entao f é
mondtona se e s se € estritamente mondtona.

Por absurdo, suponha-se que f nao é estritamente mondtona. Como con-
sequéncia da definicdo, conclui-se que existem a, b, c € I tais que a < b < ¢ e um

dos dois seguintes casos acontece:
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L f(a) < f(c) e f(b) & [f(a), f(c));
2. f(a) > f(c) e f(b) ¢ [f(c), fla)].
Suponha-se que acontece 1.

e Se f(b) < f(a) < f(c), entao pelo Teorema de Weierstrass (Teorema 3.20)
aplicado & fungao fi, . conclui-se que existe x €]b, [ tal que f(z) = f(a).

Como = # a, porque a ¢]b,c[, e f(z) = f(a), entdo f nao ¢ injectiva, o que
contradiz a hipétese.

e Se f(a) < f(¢) < f(b), entdo novamente pelo Teorema de Weierstrass
(Teorema 3.20) aplicado a fungao f|[a . conclui-se que existe y €la,b[ tal

que f(y) = f(c).

Como y # ¢, porque ¢ ¢la,b[, e f(y) = f(c), entdo f nao é injectiva, o que
contradiz a hipétese.

Conclui-se entao que a situagao 1. nao pode ocorrer. De forma andloga também
se conclui que a situacao 2. nao pode ocorrer, obtendo-se assim que a funcao f
é estritamente mondtona. O

Proposicao 3.25. Sejam I um intervalo de nimeros reais e f : I — R uma
fungao mondtona.

Se f(I) é um intervalo, entao f é continua.

Dem. Suponha-se que f é uma fungdo mondtona crescente (no caso em que a
funcdo é monétona decrescente, a prova é andloga).

Seja xg € I.

Sendo f crescente tem-se, para quaisquer a,b € I tais que a < zg < b,

fla) < f(xo) < f(b).

Ainda por f ser crescente, os limites laterias de f em zg existem, pelo que se
conclui que

lim f(z) < f(zo) < lim_f(x).
T—=T( T
Note que, caso xg = supl, entdao s6 existe o limite lateral & esquerda, e caso
xo = inf I, entao sé existe o limite lateral a direita.
Para concluir a continuidade de f em xg falta verificar que

lim f(x) = f(zo) = lim f(a).

IHCL‘O x%xo



3.5. FUNCOES CONTINUAS EM INTERVALOS 121

Suponha-se que zg # inf I e lim f(z) < f(zp). Entao existe a > 0 tal que

CE*)Z‘O

lim f(z) < f(zo) — a < f(zo),

I—)IO
donde, uma vez que f é crescente, tem-se |f(zg) — «, f(xo)[Nf(I) = 0, o que é
absurdo, porque f(I) é um intervalo. Consequentemente, se xo # inf I, entao

lim f(x)= f(zo). (3.35)

.T*)%O

Analogamente, se xg # sup I, obtém-se

lim f(z) = f(zo). (3.36)

+

Por (3.35) e por (3.36) conclui-se que

lim f(z) = f(zo),

T—TQ

ou seja, f é continua em xg.
Sendo x( arbitrario em I, tem-se entao que f é continua. ]

Teorema 3.26. Sejam I e J intervalos de nimeros reais e f : I — J uma func¢ao
bijectiva e continua.

Entio f~':J — I é uma funcdo continua.

Dem. Sendo f uma fungao continua e injectiva, pelo Teorema 3.24 tem-se que f
¢ uma funcao estritamente mondtona. Uma vez que f € bijectiva e estritamente
monétona, pela Proposicio 3.1 obtém-se que a funcdo inversa f=' : J — I é
estritamente monétona com f~1(J) = I.

Finalmente, sendo f~! uma funcio mondtona em que o contradominio é um
intervalo de niimeros reais, pela Proposicio 3.25 conclui-se que f~! é uma funcio
continua. O

Exercicio 3.8.
1. Mostre, por definicdo, que:

(a) toda a func¢do real de varidvel real constante é continua;

id: R R
(b) a funcgao identidade, ! - , € continua;
xr = x
| — 00,2[ R

(c) a fungao

— p p
1 € continua em x = 1;
= z—2

T
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-2,3 —- R
d) a funcdo 9: [ _ € continua em x = 1;
z—1
z = (z+2)(z—3)
: — R
(e) a fungao ri [0, 4ocl é continua.
x = Lz

2. Determine os valores de a e b para que a fungao f: R — R, definida por

5 sex < —1
f@)=< ar+b se —1<x<1 |
22 sex >1

seja continua.

Estude a continuidade, em todos os pontos do dominio, de cada uma das
funcdes que se seque:

(a) f:R — R definida por f(x) = [z]|, onde || representa a caracteristica
de x;

(b) g:R\ {0} — R definida por g(x)

=
T

sex <0
x sex>0"

8] =

(¢c) h:R — R definida por h(x) = {

(d) 1:R — R definida por l(z) = /|2 + 22 + 1;
(e) m:R\ {0} = R definida por m(z) = i

x ’

x se x € racional

(f) z: R — R definida por z(x) :{ )

x se x € irracional

. Sejam f,g: R — R duas fungdes continuas.

Mostre que a func¢ao max(f,g) : R — R, definida por max(f,g)(x) =
max{ f(z),g(x)}, é continua.

O que pode dizer sobre a continuidade da fun¢dao min(f,g) : R — R, definida
por min(f, g)(z) = min{ f(z), g(x)}? Justifique.

Apresente um exemplo, ou justifique que ndo existe, de uma func¢ao real de
varidvel real f tal que:

(a) f:R — R € continua em 0, mas |f| é descontinua em 0;

(b) f:R — R descontinua em 0, mas |f| é continua em 0;

(c) f: R = R, é continua em 1 e descontinua em todos os pontos de
RA {1}

(d) f:R — R € continua apenas nos pontos de Z;
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(e) f:]0,1] = [0,1] € continua tal que f(z) # = para todo x € [0,1];

(f) f:R — R € descontinua e a fungio g : R — R, definida por g(x) =
f(z|), € continua;

(9) f:R — R écontinua e a fungdo g : R — R, definida por g(x) = f(|z|),
€ descontinua;

(h) f:R — R € continua, mas ndao é uniformemente continua;

(i) f:R — R € uniformemente continua, mas nao é continua;

(G) f:R — R € continua, limitada, mas nao € uniformemente continua;
(k) f:]-1,1] = R € continua, mas nao € limitada;

(1) f:[-1,1] = R € limitada, mas ndo é continua;

(m) f:R — R € descontinua, mas fiw
mente continuas.

o € f|[07+00[ sao ambas uniforme-

6. Dé exemplos de funcdes f : R — R em que o conjunto de pontos onde f €
continua é:

(a) [0,1];
(b) {%:neN};
(c) {2" :n € N}.

7. Seja f : R — R wma func¢do continua ndao constante tal que:

Ve,y e R, flz+y) = fz)- fy).
(a) Mostre que f(x) # 0 para todo x € R;
(b) Calcule f(0);
(¢) Mostre que f(1) > 0;
(d) Calcule f(n), n € Z, em fun¢ao de f(1).

8. Prove, por defini¢cao, que:

(a) a fungdo f:[0,+oo[— R, definida por f(z) =

continua;

1
w41 € uniformemente

(b) a fungdio g : [1,+oo[— R, definida por g(z) = =

2, € uniformemente

continua;

(c) a fungdo h :]0,4+o00|— R, definida por h(x) = %, nao ¢ uniformemente
continua;

9. Considere as funcées f,g: X — R, com X C R nao vazio.
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(a) Para qualquer X\ € R, a func¢ao (\.f) € uniformemente continua? Jus-
tifique a sua resposta.

(b) A funcao (f+g) € uniformemente continua? Justifique a sua resposta.

(c) A fungao (f-g) € uniformemente continua? Justifique a sua resposta.
10. FEstude a continuidade uniforme de cada uma das sequintes funcdes:

(a) A fungao identidade em R, ou seja id : R — R definida por id(x) = x;

(b) f:0,3] = R definida por f(z) = z3;

(c) g:]1,2] = R definida por g(x) = ﬁ;

(d) h:]0,1] — R definida por h(x) = Ser;(x ;

(e) 1:]0,1] = R definida por I(z) = sen (1).

N

11. Considere a funcdo

h: [-1,11nQ — R

7q+ 2, qg<0 ,
q —
A+cosq, ¢>0

sendo A um parametro real.

(a) Determine o valor de A por forma a que a func¢do h seja cotinua;

(b) Considerando o valor de A obtido na alinea anterior, justifique que h
€ uniformemente continua.

12. Sejam a,b € R com a < b e f e g fungoes continuas em [a,b] tais que
f(a) < g(a) e f(b) > g(b). Mostre que existe x €]a,b| tais que f(x) = g(x).

13. Mostre que a funcdo f : R — R, definida por f(x) = 2° + 322 — 3z + 1,
POSSUT UM TATZ.

14. Localize, em intervalos de amplitude mdzima de uma unidade, os zeros do
sequinte polindmio p : R — R definido por

p(x) = 323 — 72?2 — 52 + 6.

15. Apresente um exemplo, ou justifique que ndo existe, de:

(a) Uma funcgao f: X — Y real de varidvel real continua, bijectiva tal que
a funcdo inversa f~1:Y — X € descontinua;

(b) Uma funcao f:[0,1] — R continua e invertivel;
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(¢) Uma fungio f: X —'Y real de varidvel real continua, injectiva e nao
mondtona,

(d) Uma fungio f:R — R continua tal que f(R) = {0,1};
(e) Uma funcio f : R — R nao sobrejectiva tal que Erf f(z) = 400,
lim f(z) = —oo;
Tr——00

(f) Uma funcao f: R — R continua, sobrejectiva tal que lirf f(x) =3;
r—r—+00

(9) Uma fungao f : |a,b] — [a,b], com a,b € R (a <b), continua tal que
@) £, Vo efab).

16. Seja f:[0,1] — R uma fungao continua tal que f(0)- f(1) < 0.
Mostre que

xren[%r’ll] {(f(x))* 2z €[0,1]} =0.
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3.6 Funcoes Trigonométricas

Nesta seccao apresentam-se as fungoes trigonométricas e as fungoes trigonométricas
inversas. Para o fazer serd necessdrio usar alguns resultados da geometria plana
cujas provas saem fora do programa desta Unidade Curricular.

3.6.1 Funcoes trigonométricas
Considere os triangulos rectangulos, AOA; B e AO Ay By apresentados no figura

3.3.

Figura 3.3: Tridngulos rectangulos semelhantes
By

B,

O
0] A Ay

Uma vez que os triangulos AOA1B; e AOA2By tém os angulos ZOB1A;
e ZOBy Ay congruentes (com a mesma medida), o angulo de medida 6 €]0, 5|
e o angulo recto, conclui-se que AOA1 By e AOAsBy sao triangulos semelhan-
tes. Consequentemente, angulos correspondentes tém a mesma medida e lados
correspondentes sao proporcionais, donde

AQBQ . OBQ . OA2
A1B, OB, OAy

(3.37)

onde XY represente o comprimento de um segmento de recta [XY]. Por (3.37)
obtém-se as razoes

o AQBQ B AlBl‘ o AQBQ N AlBl' o OBQ - OBl .
OB, OB’ OA, OA;’ AsBy, A B

, 04 OA , 04  OA , 0B: 0B
OB, OB; A.By, A B OAy, OA;

que, por dependerem apenas do angulo 6 e nao dos tridangulos rectangulos AOA; By
e AO Ay B considerados, se designam por razdes trigonométricas.

Definicao 3.19. Seja 0 € ]O, 3 [

1. Define-se seno de 0, denotando-se por sen(8), como sendo a razao
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2. Define-se cosseno de 0, denotando-se por cos(6), como sendo a razao 821 ;

3. Define-se tangente de 0, denotando-se por tg(0), como sendo a razdo 140151 ;
- 1

4. Define-se cotangente de 0, denotando-se por cotg(f), como sendo a razdio

OA; .
A1B; ’
5. Define-se secante de 0, denotando-se por sec(f), como sendo a razao 81]‘:1 ;
1

6. Define-se cossecante de 8, denotando-se por cosec(f), como sendo a razdo
OBy
A1B; :

Uma vez que as razoes trigonométricas nao dependem do tridngulo rectangulo,
mas apenas do angulo, por simplicidade de calculo, pode-se considerar sempre
um tridngulo rectangulo onde a hipotenusa tem comprimentos igual a unidade.

Exercicio 3.9. Seja 0 € ]0, o [
1. Mostre que sen(f) = cos (5 — ).

2. Existe uma relacao andloga para as restantes razées trigonométricas? Jus-
tifique a resposta.

Para 6 ¢ ]0,%[ ja ndo é possivel (em geometria euclidiana) construir um
triangulo rectangulo onde # é a medida de um angulo que nao o recto. No entanto
é possivel definir fungoes (e nao razoes) trigonométricas por forma a estender as
propriedades verificadas para 0 € ]0, g[ a outros numeros reais 6.

Figura 3.4: Circulos trigonométricos

% >
NIV

-1 -1

Definigao 3.20. Define-se:

1. sen(0) =0, sen (%) =1, cos(0) =1 e cos (5) =0;
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sen(m — 0), 9e|z,x —cos(m—0), 0¢€]Z ]
2. sen(f) =4 —sen(@ —m), 6O€]m 3] ;cos(d) =4 —cos(@—m), O€]|m 3] ;
—sen(2r — 6), 0 €], 2n] cos(2m —0), 0 €], 2n]

3. sen(f) = sen(yp), onde § = (¢ + 2km) € R\ [0,27] com ¢ € [0,27] e k € Z;

4. cos(f) = cos(p), onde 0 = (p + 2km) € R\ [0,27] com ¢ € [0,27] e k € Z.
Exercicio 3.10. Seja x € R. Mostre que:

1. sen(zx) € [—1,1];

2. cos(z) € [-1,1];

3. (sen(zx) + cos(z)) €] — 2,2].

Da Definicao 3.19 e 3.20 é possivel definir todas as seis fungoes trigonométricas:

Seno
sen: R — R
T — senx
Cosseno
cos: R —- R
T > COST
Tangente
tg : R\{%Jrlm:kez} - R
senx
r — tgx =
cos T
Cotangente
cotg : R\{km:keZ} — R
coS &
r +— cotgx =
senzx
Secante -
sec : ]R\{§+k7r:k€Z} - R
1
T — secx =
coS &
Cossecante
cosec : R\{km:keZ} — R
1

T > COsecT =
senx
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Segue-se uma lista com propriedades relevantes verificadas pelas fungoes tri-

gonométricas.

Proposicao 3.27. Para qualquer x,y € R tem-se:

1.

2.

10.

11.

sen’z 4 cos?x = 1;
sec?z —tg?r =1, para x € R\ {g+k:7r ke Z};

cosec’z — cotg’r = 1, para x € R\ {km : k € Z};

. sen(—x) = —sen(x); (0 seno é uma fungao impar)
cos(—x) = cos(x); (o cosseno é uma fungao par)
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sen(y)sen(z);
sen(x + y) = sen(z) cos(y) + sen(y) cos(z);
sen(x + 2m) = sen(z) (a fungdo seno € periddica de periodo 2 );
cos(z + 2m) = cos(x) (a fungdo cosseno € periddica de periodo 27);

cos(z) — cos(y) = —2sen (25¥) sen (ZHY);
sen(z) — sen(y) = 2sen (5%) cos (4HY)

Dem. As propriedades de 1. a 5., 8. € 9. sdo de verificagdo elementar (na prova

da propriedade 1. faz-se uso do Teorema de Pitdgoras), pelo que sao deixadas ao

estudante como exercicio. Apds aprova da propriedade 6., a prova da propriedade

7. faz-se recorrendo a 6., pelo que é igualmente deixado ao cuidado do estudante.

6. Para z,z € R, das propriedades anteriores tem-se

(cos(x + z) = cos(z) cos(z) — sen (z)sen (z))

& (cos(z — (—z)) = cos(x) cos(—z) + sen(—=z)sen (z)),  (3.38)
ou seja (fazendo y = —z), é necessério e suficiente provar que

cos(x — y) = cos(z) cos(y) + sen (y)sen(x), Vz,y e R. (3.39)

Aqui apresenta-se apenas a prova de (3.39) para z,y € [0, g], pois a prova
s s

para z € R\ [0,%] ouy € R\ [0,%] segue directamente da Defini¢ao 3.20.

Sejam x,y € [0, %] Sem perda de generalidade, assuma-se que « > y. Note
que a situacao x = y corresponde ao ponto 1..

Considere a Figura 3.5, onde /BPA e /BQA séo rectos.
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Figura 3.5: Imagem de auxilio a prova da propriedade 6.

— |

Uma vez que o raio da circunferéncia é igual a 1, da definicdo do seno e do
cosseno conclui-se que

PA=cosy—cosz e PB=senx—seny.
Por aplicacdo do Teorema de Pitagoras ao APAB e ao AQADB obtém-se

AB° =PA’+PB’ = (cosy — cosx)? + (senz — seny)?

AB’ = QA+ QB = (1 - cos(z — y))? +sen(z — y)
Consequentemente,
(cosy — cosx)? + (senz — seny)? = (1 — cos(z — y))* + sen?(z — 7)),
ou seja

cos? y + cos? x — 2 cosy cos x + sen 2z + sen ?y — 2sen xseny
= 1+cos?(x —y) —2cos(z —y) +sen?(z —y),

donde
—2cosycosz + 2 — 2senzseny = 2 — 2 cos(z — y)

e finalmente
cos(x — y) = cosx cosy + senzseny.

10. Pelo ponto 6. tem-se, para todo z,w € R

cos(z + w) = COS z COS W — sen zsen w

cos(z — w) = cos z cos w + sen zsen w
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donde
cos(z + w) — cos(z — w) = —2sen z sen w.

Fazendo r =24+ w e y = z — w, tem-se

rT=z+w r=y+2w w= 5
_ = _ A _ Tty
y_z_w Z—y+w Z—T

donde

11. Sejam z,y € R.

Pela completude do conjunto dos nimeros reais, existem @1, 2 € [0,27] e
ki,ko € Z tais que x = 1 4+ 2k17m e y = 2 4 2kom, donde, pelo ponto 3. da
Definigao 3.20 tem-se

sen(z) =sen(p1) e sen(y)=sen(p2). (3.40)

Consequentemente, pela propriedade apresentada no Exercicio 3.9 e pelo
ponto 2. da Definicao 3.20 obtém-se

sen (1) = cos (% — cpl) = cos (g —x+ 2k17r>

e sen(y) = cos (g —y+ 2k27r> . (3.41)

Das igualdades (3.40) e (3.41), e de a fungao seno ser periédica de periodo
27 (ponto 8.), conclui-se que

sen (x) — sen (y) = cos (g - x) — cos (g - y)

Finalmente, pelo ponto 10. e por o seno ser uma func¢ao impar (ponto 4.),
obtém-se

sen(z) —sen(y) = cos(5 —xz)—cos(5 —y)




132 CAPITULO 3. FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Para demonstrar a proposicdo que se segue, mais uma vez, faz-se uso de
resultados da geometria. Desta vez, os resultados sao relativos a dreas de figuras
geométricas planas. A saber:

1. Area de um AABC:
bxh

2 )

onde b = AB é o comprimento da base e h = CD é a altura do triangulo

(ver figura 3.6);

Figura 3.6: Area tridngulo

2. Area de uma seccao de um circulo:

onde 6 € [0,27] é a medida do angulo ao centro que define a secgao do
circulo e r é o raio da circunferéncia que define o circulo (ver Figura 3.7).

Figura 3.7: Secgao de um circulo
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Proposicao 3.28. Tem-se
. sen(0)
lim

=1.
6—0 0

Figura 3.8: Imagem de auxilio a prova da Proposicao 3.28

1

z A ]

Dem. Seja 6 € ]0,5[. (Observe a Figura 3.8)

Das propriedades de areas de figuras geométrica planas, tem-se que a area da
seccao de circulo definida pelos pontos OAC é menor do que a area do AOAB,
sendo esta menor do que a drea do AOD B que é menor do que a sec¢ao de circulo
definida pelos pontos ODB. Assim sendo, obtém-se as desigualdades
cos(f)sen () 1-sen(f) 0

2
0 —. 42
cos”(6) < ) < ) <3 (3.42)

Da primeira desigualdade em (3.42), obtém-se

sen (6)
0 )

cos(f) <

e da terceira desigualdade em (3.42), obtém-se

sen (6)

<1 (3.43)

Consequentemente,

cos(f) <

dado que 60 é arbitrario em ]O, 5 [
Assim, pelo Teorema 3.6, tem-se que
sen (0)

lim cos(f) < lim < lim 1,
6—07F 6—0+ 0 6—07F
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donde se conclui que

i S0 (0)

=1.
0—0+ 0

Sendo o seno uma funcao impar, conclui-se ainda que

lim SRO) _ oy, Zsen®) o osen(Z0) o sen(p)
6—0- 0 00— —0 6—0-  —0 o0t @
Por (3.44) e por (3.45), obtém-se
iy S0 (z) 1
z—0 €T

Baseado na prova acabada de apresentar surge o seguinte resultado.

Proposigao 3.29. Tem-se
lsen(z)| < |z|, VxeR.
Dem. Na prova da proposicao anterior demonstrou-se que, ver (3.43),

) 1o sen(e) <z vee]o. ]
x

donde

—sen (z) > —r = sen(—x) > —x =sen(y) >y, Vye€ }—g,O[.

Assim sendo
T
< ) v E]_*vi[’
|sen (z)] < |x| T 53

donde se conclui que (atenda ao Exercicio 3.10)

|sen(z)| < |z|, VzeR.

Teorema 3.30. Todas as funcdes trigonométricas sao continuas.
Mais, as fungdes seno e cosseno sao uniformemente continuas.

(3.44)

(3.45)

Dem. Recordando a Proposicao 3.14, mais concretamente que o quociente entre

duas fungoes continuas, existindo, é uma funcao continua, e atendendo as de-

finicoes das funcoes trigonométricas, é suficiente provar que o seno e o cosseno

sao fungoes continuas.
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De facto, verifica-se que quer o seno quer o cosseno sao func¢oes uniformemente
continuas.

Prove-se, por defini¢ao, que o seno é uma funcao uniformemente continua.

Seja e > 0.

Escolha-se 6 = ¢.

Sejam z,y € R tais que |z — y| < . Tem-se, pelo ponto 11. da Proposigao
3.27 e pela Proposigao 3.29, que

2sen r-y Ccos Ty
2 2
sen Ty - |cos Ty
2 2
r—y r—y
<2
sen( 5 )‘_ 5

0 que prova que a funcao seno é uniformemente continua.

[sen () —sen (y)| =

= 2

IN

2

’z|m—y\<5=€,

De forma analoga se prova que a funcao cosseno é também uniformemente

continua e conclui-se a prova. O

Exercicio 3.11. Mostre que a funcdo cosseno é uma funcao uniformemente
continua.

3.6.2 Funcoes trigonométricas inversas

Nenhuma das fungoes trigonométricas é bijectiva, logo nenhuma tem funcgao
inversa.

Contudo, considerando subconjuntos convenientes, quer do dominio quer do
conjunto de chegada, em cada uma das fungoes trigonométricas é possivel cons-
truir fungoes bijectivas e assim definir as chamadas “fungoes trigonométricas in-
versas” .

Definem-se as funcoes:

Arco-seno :
Sendo a fungao

(3.46)

bijectiva, a sua inversa chama-se arco-seno, isto é:

arcsen : [—1,1] — [—%’%]

T = sen’lzv
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Arco-cosseno :
Sendo a fungao
0,7] — [-1,1]
T > COoSXT

bijectiva, a sua inversa chama-se arco-cosseno, isto é:

arccos : [—1,1] — [0,7]
1

xr  coslx
Arco-tangente :
Sendo a funcao

bijectiva, a sua inversa chama-se arco-tangente, isto é:

5.5

arctg : R — ]—5,5

T tg_lx

Arco-cotangente :

Sendo a funcao
10,7 - R
r +— cotgx

bijectiva, a sua inversa chama-se arco-cotangente, isto é:

arccotg : R — ]0,7]
1

r +— cotg iz’
Arco-secante :
Sendo a fungao
0.5 = [1,+o0]
T — secx

bijectiva, a sua inversa chama-se arco-secante, isto é:

arcsec : [1,4o00[ — [0,7%]

x — sec iz’

Arco-cossecante :
Sendo a funcao
10,5] — [1,+o0]
T > COosecrT

bijectiva, a sua inversa chama-se arco-cossecante, isto é:

arccosec : [l,4oo[ — ]O’g]

T cosec’lx '
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Exercicio 3.12.
1. Mostre que todas as funcdes trigonométricas inversas sao continuas.

2. Determine o dominio e o contradominio das sequintes funcoes:

(CL) f(QU) =14 2cosz; (d) f(gj):arcsen (iﬁ:‘f);
(b) f(x) =senz — 2;
a2
() J(w) =1+ tge; (¢) #(@) = axceos (2555 ).
3. Calcule:
(a) sen (arccos%); (e) cos (arccos@);
(b) sen(arctgl);
Y.
(c) arccos (sen2F); (F) axccos (cos )
(d) cos (arctgy/3); (g) sen(arccosy).
4. Mostre que a fung¢do arco-seno é uma fungao impar.
5. A fungdo arco-cosseno € uma funcdao par? Porqué?
6. Resolva cada uma das sequintes equacoes:
(a) sen(z +1) = —3; 0;
(b) sec(3z) = v/2; (d) tg(arccosz) = tg(arcsent);

(c) arcsen <2m\/ 1- x2)+arcsen(—2:v) fe) 2sen(2x) = —V/3.
7. Mostre que a equac¢ao
sen®(z) + cos®(z) = 0,
possui pelo menos uma solugdo no intervalo [—1,1].
8. Considere a funcao

f: R > R
r +— sen(z)+ cos(z)

(a) Mostre que a funcao f possui mdzimo e minimo.

(b) Mostre que o mdximo da fun¢ao f pertence ao intervalo |1,2].
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9. Mostre que a funcgdo
g: R —- R
r > cos(x?)

nao € uniformemente continua.

10. Mostre que

. sen(2r)
@M =
. l—cos(z) 1
O Ty

3.7 Funcao exponencial

E ob jectivo desta seccao definir e apresentar as propriedades base da fungao expo-
nencial, da funcao logaritmica, das fungoes hiperbdlicas e das fungoes hiperbdlicas

inversas.

3.7.1 Funcao exponencial

Recordando a notacao estabelecida em (1.1), tem-se

n vezes

para quaisquer @ € R e n € N. Mediante o estudo realizado na Seccgao 1.3, estd
definido o nimero real a”, onde a € R™ e r € Q \ {0}. Concretizando, o nimero
racional r pode ser escrito no forma r = g, com p € Z\ {0} e ¢ € N, tendo-se,

caso p € N,

P 1\P
a = aZ = (a«lz) , (347)

1
onde a4 é o inico numero real z > 0 tal que 27 = a (recordar a Defini¢ao 1.19).
Caso —p € N, tem-se

SIS

a =a

_-p —p\ !
=a q:(aQ) . (3.48)
A questao que se coloca neste momento é:
Como definir a*, com x € R?

Na situacao em que x = 0, define-se simplesmente por

a’ =1.
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Para se definir ¢”, onde x é um ntumero irracional, é necessario realizar o estudo
prévio que se segue.
De tudo o que foi escrito até aqui, para cada a € R é possivel definir a funcao

Ea: - R
a Q; o (3.49)

Seguem-se algumas propriedades das funcoes &,.
Proposigao 3.31. Seja a € RY. Tem-se

1. a" >0, VreQy,

2. a"t* =a"a®, Vr,s € Q;

3. (aﬂ")s =a", Vr,s € Q;

4. Sea>1, entdo &, € uma funcao estritamente crescente;

5. Sea <1, entao &, € uma funcdo estritamente decrescente;

6. Sea =1, entao E(r) =1, Vr € Q.
Dem. Proposta de exercicio. O

E objectivo estender, de forma continua, as fungoes &£, ao dominio R. Desta
forma ficard definido a®, para x € R\ Q. Para isso é necessario provar que sao
continuas as fungoes &,.

Lema 3.32. Para cada a € RT tem-se

lim " = 1.
r—0
(reQ)
Dem. A situacdo em que a = 1 é trivial.
Suponha-se que a > 1. Consequentemente a funcao &, é crescente, donde se
conclui que existem os limites laterais (recorde um exercicio na Secgao 3.2)

lim a" e lim a".
r—0t r—0—
(reQ) (reQ)

Por um lado, como existe lim a", entdo

r—0t

(reQ)
lim o = limar = lim Va=1. (3.50)
r—0t n n

(reQ)
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Por outro lado, como existe lim a”, entdo
r—0~
(reQ)

1
lim ¢" =lima™ » =lim =1. (3.51)

r—0~ n n C/&

(reQ)

Finalmente, por (3.50) e por (3.51), conclui-se que

lim " = 1.
r—0
(reQ)
Na situacao em que 0 < a < 1, a fungao &, é decrescente, donde a conclusao

obtém-se por um raciocinio analogo. O
Teorema 3.33. Para cada a € RT a funcdo &, é continua.

Dem. Seja a € RT.
Fixe-se arbitrariamente rg € Q. A funcao &, é continua em 7y se e sé se
lim a" = a"®.

T—T0
(reQ)

Como consequéncia do Lema 3.32 tem-se

lim (a" —a®)=a" lim (a" " —1) =a™(1-1) =0,
=70 =70
(reQ) (reQ)
donde se obtém que &, é continua em rg. Sendo 7y arbitrario do dominio, conclui-

se que cada fungao &, é continua. O

Teorema 3.34. Para cada a € RT, existe

lim a", VxeR.
r—T
(reQ)
Dem. Seja a € RT.
No caso em que a = 1, é trivial.
Suponha-se que a > 1 (no caso em que 0 < a < 1, a prova segue de forma

andloga). Sendo &, estritamente crescente, tem-se que existem os seguintes limi-

tes:
lim " e lim a. (3.52)
r—xt r—r—
(reQ) (reQ)

Uma vez que Q é denso em R, ou seja, todo o niimero real é ponto de acumulacao

do conjunto Q, entao existem sucessoes (7,)n € (Sn)n em Q tais que
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Figura 3.9: Imagem da auxilio a prova do Teorema 3.34

Tn H A€ % Sn

1. (rn)n € estritamente crescente e limr, = ;
n
2. (8p)n € estritamente decrescente e lim s, = x.
n

Como existem os limites em (3.52), entao

lim o" =lima® e lim o" =lima™,
r—xt n r—x " n
(reqQ) (reQ)

donde é suficiente mostrar que
lima®* = lima™
n n

para concluir a prova.
Pela aritmética de limites de sucessoes e da Proposicao 3.31 tem-se

lima™ — lima®™ = lim (™ — @) =lima® (""" — 1).
n n n n

A sucessao (a®"), é limitada (porque é convergente) e lim,(r, — s,) = 0, logo,

pelo Lema 3.32, tem-se lim (aT"*S“

— 1) =1-—1=0. Assim sendo, o Teorema
n

2.3 garante que

li7rln a’ (aT”_s” — 1) =0,

donde se conclui que

lima®" = lima™,
n n

o que conclui a prova. O

O Teorema 3.34 garante as condigoes para se definir a funcao exponencial,
respondendo assim a questao colocada no inicio desta subseccao.

Definigao 3.21 (Funcao exponencial). Seja a € RT.
Define-se funcao exponencial de base a como sendo a funcdo

Fxp,: R — R
1
P)p —
(a)P, sex—qe@

lim a", sex € R\Q

r—T
(reQ)
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Observe que, para cada a € R, a funcao Exp, é um prolongamento da funcao
&, e, pelo Teorema 3.33 e pela Definicao 3.21, tem-se que Exp, é uma fungao
continua.

Proposigao 3.35. Seja a € RT. Tem-se
1. a® >0, Vxr € R;
2. a®Y = a%a¥, Vx,y € R;
3. (ax)y =a"¥, Vx,y € R;
4. Sea>1, entio Fxp, € uma funcdo estritamente crescente;
5. Sea <1, entao Exp, € uma funcao estritamente decrescente;
6. Se a =1, entio Exp,(x) =1, Vo € R.

Dem. A prova de cada um dos pontos desta proposicao passa pela utilizacido da
Proposicao 3.31, da Defini¢ao 3.21 e das propriedades dos limites de fungoes reais
de varidvel real. Como tal é deixada como exercicio ao estudante. A titulo de
exemplo, é aqui realizada a prova do ponto 2.

2. Pretende-se mostrar que
a®tY =a%a¥, Vz,y €R.

Pela Proposicao 3.31 a propriedade é valida para x,y € Q.
Assuma-se agora que € Q e y € R\ Q. Pela Defini¢ao 3.21, pelo ponto 2 da
Proposigao 3.31 e pelas propriedades da aritmética de limites, tem-se

a*t¥ = lim o = lim a®™ = lim (a”a®) = a” lim a® = a”aY.
r—r+y S—yY S—Y S—yY
(reQ) (s€Q) (s€Q) (s€Q)
Finalmente considere-se z,y € R\ Q. Pela Defini¢ao 3.21, pelas propriedades da
aritmética de limites, pela continuidade da funcao Exp, e pela situacao acabada

de demonstrar, tem-se

z+ (lim rey r> <lim r—y (x+r)>
A — g re®) ) — ¢\ (eQ = lim a®*"
r—y
(reQ)

= lim (a¢"a") = a” lim a" = a"a”.
=Y =Y
(reQ) (reQ)
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3.7.2 Funcao logaritmica

Para a € RT \ {1}, a fungao
(3.53)

é bijectiva e continua. Sendo bijectiva, entdo tem funcao inversa.

Definigao 3.22 (Fungao logaritmica). Seja a € RY \ {1}.
Define-se logaritmo de base a como sendo a funcdo inversa da funcdo definida

em (3.53), denotando-se por
log, : RT™ — R.

Como consequéncia da definicao de funcao inversa, imediatamente se obtém
as seguintes propriedades.

Proposicao 3.36. Seja a € R\ {1}. Tem-se:
1. log,(a®) =z, VxeR;
2. a8 =y vy eRt.
Dem. Consequéncia imediata da Definigao 3.22 e da Definicao 1.7. O

Por notagao, usualmente representa-se apenas por “log”a funcao logaritmo de
base e (nimero de Neper).

Proposigao 3.37. Seja a € R\ {1}.
Entao a fungao log, € uma fungao continua.

Dem. Sendo Exp, uma funcao continua, entdo a funcao definida em (3.53) é
continua. Por definicao, a funcao log, ¢ a inversa de uma funcao continua em que
quer o dominio quer o conjunto de chegada sao intervalos. Consequentemente,
pelo Teorema 3.26, conclui-se que log, é uma fungao continua. O

Como consequéncia das propriedades da funcao exponencial, obtém-se as se-
guintes propriedades da funcao logaritmica.

Proposicao 3.38. Sejam a,b € Rt \ {1}. Tem-se
1. log,(zy) = log,(x) +log,(y), Yo,y € RT;
2. log,(b*) = xlog,(b), Vx € R;

3. log,(z) = (log, (b)) - (logy(x)), Yz € RT.
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Dem. Sejam a,b € RT \ {1}.

1. Sejam z,y € RT.

Sendo a fungao definida em (3.53) bijectiva, entao existem «, 5 € R dnicos
tais que

donde, pela definigdo da funcao logaritmica, tem-se a = log,(z) e 8 =
log,(y). Assim, pela Proposigao 3.35 e pela Proposicao 3.36, tem-se

log, (zy) = log, (a“ -a’ ) = log, (a“% ) = a+ B = log,(x) + log,(y).

Seja x € R.
Pela Proposicao 3.36 e pela Proposicao 3.35 tem-se

bt — (aloga(b))x —a® loga(b)‘
Sendo log, uma funcao, entao

log, (1) = log, (a”'%®)
e pela Proposicao 3.36 conclui-se que

log, (b") = & log, (b).

Seja z € RT.

Pelo ponto anteriormente demonstrado e pela Proposigao 3.36 tem-se

(log, (b)) - (logy () = (logy () - (1og, (b)) = log, (6°#()) = log, ().

3.7.3 Funcgoes hiperbdlicas

Definicao 3.23. Definem-se as fungoes que se sequem (chamadas de fungoes

hiperbolicas):

e Chama-se seno hiperbdlico a func¢ao

sh: R — R

ef—e”

T =
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Chama-se cosseno hiperbdlico a fungdo

ch: R - R
ef4e” "
Tr 5

Chama-se tangente hiperbdlica a funcao

Chama-se cotangente hiperbdlica a fungao

coth: R\{0} — R
ch(m) eTteT -+

sh(x) et —e~ T

T

Chama-se secante hiperbolica a fungao

sech: R — R

P —

ch(z)

Chama-se cossecante hiperbdlica & fungao

cosech: R\ {0} — ]R
T

sh(:v)

Segue-se uma lista com propriedades relevantes verificadas pelas fungoes hi-
perbolicas.

Proposicao 3.39. Para qualquer x,y € R tem-se:
1. ch?z —sh?z = 1;
2. th%z + sech?z = 1;

3. coth? x — cosech?z = 1, para z # 0;

4. ch(z) +sh(z) = e*;
5. sh(—x) = —sh(z); (o seno hiperbélico é uma fungdo impar)
6. ch(—x) = ch(z); (o cosseno hiperbdlico € uma fungdo par)

7. sh(x +y) = sh(z)ch(y) + sh(y)ch(z);

8. ch(zx + y) = ch(z)ch(y) + sh(y)sh(x).
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Dem. Proposta de exercicio a demonstracao de cada uma das igualdades. O

Exercicio 3.13. Prove que a fung¢do seno hiperbdlico é uma fungdo bijectiva.
Sugestao: Siga as sequintes etapas:

1. Mostre que sh € uma funcao estritamente crescente;

2. Calcule lim sh(z) e lim sh(z);

—+00 T——00

3. Conclua que sh € uma fung¢ao bijectiva.

3.7.4 Funcgoes hiperbdlicas inversas

O seno hiperbdlico é uma funcao bijectiva, logo possui funcao inversa. Mais, para
quaisquer z,y € R, tem-se (verifique)

shxzy@leog(y+\/y2—|—1>.

Definicao 3.24. Chama-se argumento do seno hiperbdlico, d fung¢do inversa do

seno hiperbdlico, ou seja a funcdo
argsh: R — R
T = log<x—|—\/x2—|—1> '

A funcao cosseno hiperbdélico nao é bijectiva (verifique que ch nao é injectiva
nem sobrejectiva) e como tal ndo tem inversa. Contudo, a fungao

[0,400] — [1,400]

3.54
T +— chx ( )

é bijectiva (verifique) e como tal tem inversa.

Definigao 3.25. Define-se argumento do cosseno hiperbélico como sendo a fungdo

inversa da funcdo definida em (3.54), isto €

argch: [1,4+o00[ — [0,+00]

T log(m+\/x2—1) '

A funga@o tangente hiperbdlica nao é bijectiva, porque nao é sobrejectiva,
(verifique que th é injectiva e tem contradominio | — 1,1[), e como tal nao tem
inversa. Contudo, a fungao

(3.55)

é bijectiva e como tal tem inversa.
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Definigao 3.26. Define-se argumento da tangente hiperbdlica como sendo a fungao

inversa da fungdo definida em (3.55), isto €

argth: |—1,1] — R
o 11 1+2x2Y\ .
x —lo
2 % \1- 2

A fungéo cotangente hiperbdlica nao é bijectiva, porque nao é sobrejectiva,

(verifique que coth é injectiva e tem contradominio R \ [-1,1]), e como tal nao

tem inversa. Contudo, a fungao

R\ {0} — R\[-1,1]

3.56
r +— cothx ( )

é bijectiva e como tal tem inversa.

Definigao 3.27. Define-se argumento da cotangente hiperbdlica como sendo a

fungdo inversa da fungdo definida em (3.56), isto €

argcoth : | — oo, —1[U]1,4+00[ — R\ {0}
x 110 1y
2 B\ -1

A funcao secante hiperbdlica nao é bijectiva, porque nao é sobrejectiva nem
injectiva, (verifique), e como tal nao tem inversa. Contudo, a funcao

[0,+00] — ]0,1]

3.57
z +— sechx ( )

¢é bijectiva e como tal tem inversa.

Definigcao 3.28. Define-se argumento da secante hiperbdlica como sendo a funcdo

inversa da fungao definida em (3.57), isto é

argsech : ]0,1] — [0,4o0]
r +— log (71—“/;_7)'

A funcao cossecante hiperbdlica nao é bijectiva, porque néo é sobrejectiva
(verifique), e como tal ndo tem inversa. Contudo, a fungao

R\ {0} — R\{0}
xr +— cosechzx (3:58)

¢é bijectiva e como tal tem inversa.
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Definicao 3.29. Define-se argumento da cossecante hiperbdlica como sendo a

fungdo inversa da fungdo definida em (3.58), isto €

argcosech : R\ {0} — R\ {0}
x +— log (71+\/$1+W) '

Exercicio 3.14. Demonstre a regra de correspondéncia de cada uma das fungoes
hiperbolicas inversas.

Exercicio 3.15. Justifique que as fungoes hiperbolicas e as hiperbdlicas inversas
s@o funcoes continuas.

Exercicio 3.16.

1. Determine o dominio e o contradominio das sequintes funcgoes:

(a) f(z) = 1+1ew (d) f(z) = th(sen(z));
(b) f(z)= 17%; (e) f(x)= argth(sen(z));
(¢) f(z) =argch (z + 1); (f) f(z) = argcoth(cosx);

2. Para cada uma das funcgoes apresentadas no exercicio anterior, identifique
a sua paridade (caso exista,).

3. Mostre que

22 -1 1 + th(z)

_ — +. — 2T
(a) th(logm)—x2+1,Vx€R ; (b) T —th(z) e“’ Vr e R.

4. Resolva cada uma das sequintes equacoes:

(a) log(z? — 1)+ 2log2 = log(4x —  (d) log(x) +log(z — 1) = 1;

1); (6) e — 2% = O,‘
(b) et — el—a: .
’ e 4+ 1 + 4e”
(c) 2773 = 6; (f) R =0.
5. Cualcule:
lim sh(z)

Tr—+400 X

6. Mostre que

1 x
lim <1 + > =e.
r——+00 xX
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7. Sejam a,b € R\ {0}.
Calcule
a\ br
lim (1+2)".
T—>+00 x
8. Seja f: R — R a funcdo definida por

a — th(z), sex <0
flx)=1< 2, sex =0,

sh(xz) +ch(z) + 8, sex>0
onde a, B € R.

(a) Determine v e 3 por forma a que f seja uma fungdo continua;

(b) Calcule
lim /(@) € lim /(@)

rz—+oo et z——00 e
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3.8 Derivadas

Definigao 3.30. Sejam f: I — Y uma fungdo real de varidvel real, em que I €
um intervalo, e a,b € I com a < b.
Define-se taza de variagio média de f em [a,b] como sendo o nimero real

Fb) = f(a)

—a

(3.59)

Figura 3.10: Taxa de variacao média

Gr(f)

f(b) = mmmmmm e TN mmmmmm e o

fl@) $====~

P ¥

—_—
S
o

Entrando um pouco pela geometria analitica, e supondo, sem perda de gene-
ralidade, que f(a) < f(b), tem-se que a taxa de variagao média de f em [a, b] ndo
¢ mais do que o declive da recta que passa nos elementos de Gr(f), (a, f(a)) e
(b, £(b)). Ou seja

1) = f(a)

b—a
sendo « a medida do angulo formado pela semi-recta que contém o segmento de
recta de extremos (a, f(a)) e (b, f(b)), e pela semi-recta {(z, f(a)) : * > a} (ver
Figura 3.10).

Fazendo o b tender para a, a taxa de variacao média transformar-se-4 numa
taxa de variagao instantanea. (ver Figura 3.11). Ou seja, fazendo b — a, o limite
do declive das sucessivas rectas secantes serd, caso exista, o declive da recta
tangente (pintada a vermelho na Figura 3.11). Este declive da recta tangente
corresponde a taxa de variacao instantanea da funcao f no objecto a. E a esta

tg(a) =

taxa de variacao instantanea que se chama derivada. Na definicao que se segue
formaliza-se a nogao de derivada.
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Figura 3.11: Taxa de variacao instantanea

fl@) ¢=====

=

Definicao 3.31. Sejam f : X — Y wma funcao real de varidvel real e a € XNX'.

I -
=2l

Diz-se que a fungdo f € derivdvel em a se existe o limite

i S = f(@)

T—a T —a

(3.60)

Ezistindo o limite (3.60), este chama-se derivada de f em a, denotando-se por

1 f@) = fla)

T—a Tr—a

f'(a) =

Observe-se que, fazendo a mudanca de varidvel = a + h, o limite (3.60)
assume a forma

Fla@) =t 10D = T ()

61
h—0 h (3.61)

A andlise geométrica prévia a introducao da definicdo de derivada de uma
fungao num objecto, motiva a definicao que se segue.

Definigao 3.32. Seja f : X — Y wuma funcdo real de varidvel real derivdvel
ae XNX'.
Define-se equacdo da recta tangente ao grdfico de f em (a, f(a)) como sendo

y = [f'(a)(x—a)+ f(a).

Definigao 3.33. Seja f: X — Y uma funcao real de varidvel real.

Diz-se que f € derivdvel se existe f'(x) para todo x € X.
Sendo f uma funcdo derivdvel, chama-se derivada de f a funcdo
v X —- R
z = fl(z)
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Exemplo: A fungao

é derivavel em a = 2. Efectivamente,

! _ . o .
T = T T
—2)(z +2
B )| G ) N P P S
T—2 T —2 z—

donde f é derivavel em a = 2, tendo-se f'(2) = 4.
Pela Definicao 3.32, a recta tangente ao gréfico de f no ponto (2, f(2)) = (2,4)
tem por equagao
y=4(x —2) + 4.

O facto de uma funcao ser derivdvel num objecto, nao garante que seja uma
funcao derivavel.

Sera que a fungao f é derivavel?

A resposta é sim. Efectivamente, fixando arbitrariamente a € R, tem-se

f(z) — f(a) z® —a’

f'(a) = ilg}l — = lim ——
T —a z—a T —a
= lim E=a(@+a) = lim(zx +a) =a+ a = 2a,
T—a Tr—a T—a

donde se conclui que f é derivavel e

ff: R - R
x — 2z

Exercicio 3.17. Mostre, por defini¢do, que:

fe: R —
r =
derivdvel, tendo-se fl(x) =0 para todo x € R;

1. Qualquer funcdo constante, com ¢ € R, € uma funcgdao

g: R — R

€ uma funcdo derivdvel
T = Az ’

2. Para qualquer A € R, a funcdo

tendo-se g)(x) = X para todo x € R.

O estudo do limite de uma fungao real de varidvel real num ponto de acu-
mulacao do seu dominio pode ser realizado estudando os respectivos limites la-
terais (recorde a Definigao 3.12 e a Proposigao 3.8). Uma vez que a derivada de
uma funcao num seu objecto é um limite, entao o limite que define a derivada

pode ser estudado recorrendo aos limites laterais.
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Definigao 3.34. Sejam f : X — Y uma funcao real de varidvel real ea € XNX'.

e Se a € X', define-se derivada a direita de f em a como sendo o limite

by oy f@)=fla) . fla+h)— f(a)
fila) = Jm e T hlgcr)l+ h '

lateral

e Sea € X', define-se derivada a esquerda de f em a como sendo o limite

lateral
) -t TE S fa k)~ fa)
T—a~ r—a h—0~ h
Exemplo: Considera a funcao médulo
f+ R - R
r o~ |z

Para a € R, da definicdo de médulo de um nimero real, obtém-se

r—a

lim+ =1, a>0
r—a
i @@ el ]
+ z—at Tr—a z—at T —a
im 2D _ g a0
z—a™t Tr—a
€
im 2%, a>0
_ _ z—a~ T — Q
i SO I@ el ol _
r—a~ r—a z—=a~ T —Q —r— (=
Tl ) B A
T—a~ T —a -

Consequentemente f é derivdvel em todo z € R\ {0}, tendo-se

1, a>0
fl(z) = :
-1, a<0
mas f nao é derivavel em a = 0 porque f (0) =1 # —1 = f’ (0). Pela Definicao
3.33, a funcao médulo nao é derivavel.

Exemplo: Mostrar que a funcao seno é derivavel e obter a sua fungao derivada.
Fixe-se a € R. Por definicao de derivada, pelo ponto 11. da Proposicao 3.27,

pela Proposicao 3.28 e pela continuidade da fungoes cosseno, tem-se

2sen (x_“) cos (%"1)

sen’(a) = lim = lim 2
T—a r—a T—a T —a

sen (%52
= lim %cos (x;—a) =1-cos (a—;—a) = cos(a).

rT—ra _—

sen(x) — sen(a)
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Sendo o objecto a arbitrdrio em R, conclui-se que a fungdo seno é derivavel,
tendo-se
sen’(z) = cos(z), VreR.

Exemplo: Mostrar que a fungdo exponencial Exp, : R — R é derivavel, calcu-
lando a fungao Exp.
Para isso faz-se uso de um dos pontos do conjunto de Exercicios 3.16. Con-

cretamente, a prova dos seguintes limites

1\° -1\
lim (1 + ) =e e lim (1 + ) =e. (3.62)
T—+00 x T—+00 X
Seja a € R.
Tem-se . .
. eth _ o e —1
Balo) = iy =

Fazendo uso da mudanca de varidvel y = e” —1 < h = log(1+y) e da continuidade
da funcao logaritmica tem-se

, L oeh—1 y o 1
Expl(a) = e%lim =e’lim ———~ =" lim ————
h—0 y—0 10g(1 + y) y—0 7 ]og(l + y)
e? e?
= e hmy_>0 7 = ) log (e) = e%.
o147 1o [hm(l + y)v}
y—0

Note que, por (3.62) e pela mudanca de varidvel z = %, tem-se

1 1\*
lim (1+y)y = lim (1+—-) =e
x

y—0t T—+00

1 —-1\" -
lim (14 y); = lim (1 + ) =(e7!) P,
x

y—0~ T—>+00

donde

1
lim(1+y)v =e.
y—0

Assim, Ezp, é uma funcao derivavel, tendo-se

Exp/(z) = (¢*) = e* = Expe(x), VzcR.

Teorema 3.40. Sejam f : X — Y uma funcdo real de varidvel real e a € X NX'.

Se f € derivdvel em a, entao f é continua em a.
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Dem. Assuma-se que a funcao f é derivdvel em a € X N X'.
Considerem-se as funcoes

g: X — R

f@) S
x — r—a
f'(a), T=a
e
h: X — R
r = r—a
Sendo f derivavel em a, entao
. o Sl = fla) L,
ig}zg(x) —il_rgﬁ = f(a) = g(a),

logo g é uma funcao continua em a. A funcdo h é uma fungao polinomial, logo
também é continua em a. Consequentemente, pelo ponto 2. da Proposigao 3.14,
tem-se que ¢ - h é uma funcao continua em a.

Mas

donde
f(z) = g(z)h(z) + fla), VzeX,

ou seja, a funcao f é o resultado da soma de duas fungoes continuas em a donde,
novamente pela Proposi¢ao 3.14, se conclui que f é continua em a. O

Como consequéncia imediata do Teorema 3.40 e das Definigoes 3.15 e 3.33,
obtém-se o Corolario que se segue.

Corolario 3.41. Toda a funcio f : X — Y real de varidvel real derivdvel é
continua.

Dem. Sendo f : X — Y derivavel, entao f é derivavel em todo a € X. Pelo
Teorema 3.40 tem-se que f é continua em todo a € X, ou seja, f é uma fungao
continua. O

Observe que o reciproco do Coroldrio 3.41 nao se verifica. Por exemplo, a

fungao moédulo
R

f: R —

¢é continua, mas nao é derivavel.
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O uso da definicao para o cédlculo da derivada de uma funcao é um processo

pouco eficiente para ser sempre seguido. Por esse motivo, obtiveram-se um con-

junto de regras que permitem obter a derivada de uma fungdo num dado objecto

sem recorrer directamente a definicao.

Segue-se o estudo de um conjunto de regras de derivacao.

Proposicao 3.42. Sejam f,g: X — Y funcoes reais de varidvel real derivdveis

ema € XNX'. Entdo:

1. A fungao f+ g € derivdvel em a e (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a);

2. Para qualquer X\ € R, a fungao \- f é derivdvel em a e (\- f) (a) = Af'(a);

3. A fungao f - g é derivavel em a e (f - g)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);

4. Se existe a funcao L entio 5 € derivdvel em a, tendo-se

Dem.

E;

1. Suponha-se que f e g sao funcgoes derivaveis em a.

Tem-se, pela definicao da funcao soma e pelas propriedades dos limites,

(f+9)(a) =

L F+0)@) = (F+9)@) _ . (@) +9(@) — f(a) - g(a)

lim (f(x; - (Jl"(a) n g(w; - Z(@))

o FE —F@ 0@ 0@

T—a Tr—a r—a T —a

2. Suponha-se que f é derivavel em a e considere-se A € R.

Tem-se, pela definicao da funcao produto e pelas propriedades dos limites,

(A~ f)(a)

(A=) = (A- la) Af(z) — Af(a)

- il—rf}z T —a :£1_r>1}1 T —a
= AlimM:/\f’(a).

T—a T —a

3. Suponha-se que f e g sao fungoes derivaveis em a.
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Pelo Teorema 3.40, a funcao g é continua em a. Fazendo uso da definigao
de derivada, das propriedades dos limites e da continuidade de g em a,

obtém-se
(F-9/(@) = lim (fg)(xi - ifg)(a) - Im f(x)g(wi - CJL“"(a)g(a)
o J@)9@) — F(@g(@) + Fa)g(x) — H@)g(a)
= I 1 4 i 2 )
= g(a)f'(a) + ¢'(a) f(a).

4. Suponha-se que f e g sao fungoes derivaveis em a.

Pelo Teorema 3.40, a fungdo g é continua em a. Fazendo uso da definigao
de derivada, das propriedades dos limites e da continuidade de g em a,
obtém-se

/ (i) (z) — (i) (a) fx) _ fla)
<f > (@) = lim 2 g 9@ ~ g(@

= lim J
g T—a Tr—a T—a T —a

f(x)g(a) = fla)g(x)

o @
_ i T®)9(a) — f(a)g(a) + f(a)g(a) — fla)g(z)
T—a g9(z)g(a)(z — a)
L1 (@ f@) o g) -~ gl)
= 1 (o e - @ )

Exemplo: Mostrar que a funcao cossecante é derivavel.
Por definicao, a cossecente é a funcao

cosec : R\{kr:keZ} — R
1

senx

T
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Como quer a funcao seno, quer a funcao constante igual a 1 sao derivaveis, pelo
ponto 4. da Proposi¢ao 3.42 conclui-se que a funcao cossecante, com dominio
R\ {kr : k € Z}, é derivavel, tendo-se

I'sen(z) — 1sen’(z) 0 — cos(x)

cosec’(x) = sen?(z) = —T = —cotg (x)cosec (x),

para todo x € R\ {k7 : k € Z}.

Exemplo: Mostrar que a fungao

R

h: R
- 3

%
=
é derivavel.

J& anteriormente se verificou que a fungao

f+ R - R

x = a2

é derivavel, tendo-se f’(x) = 2z para todo = € R. Mais, a funcao

g: R - R
xr =

é também derivavel (Exercicio 3.17), tendo-se ¢’(x) = 1 para todo = € R.
Como h = f-g, pelo ponto 3. da Proposicao 3.42 conclui-se que h é derivavel,
tendo-se

W (z) = f'(z)g(z) + f(z)g'(z) =2z -z + 2?1 =322, VzeR.
Exercicio 3.18. Mostre que, para cada n € N, a funcdo

fa: R = R

Tz — x"

€ derivdvel, tendo-se
fi(x) =nz"',  VreR.

n

[Sugestao: Prove por indugdo sobre n./

Teorema 3.43 (Regra da Cadeia).

Sejam X, YW CR, f: X =Y eg:Y — W funcoes reais de varidvel real,
aceXNX eb=f(a) €Y'

Se f ¢ derivdvel em a e g € derivdvel em f(a), entdo go f é derivdvel em a

tendo-se

(g0 f)(a) =g'(f(a))f (a)
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Dem. Esta prova de que existe a derivada da fungdo composta é feita por de-
finicao, mas recorrendo a equivaléncia entre aos limites segundo Heine e segundo
Cauchy, Teorema 3.4.
Por hipétese, a fungao f é derivavel em a, logo (Teorema 3.4)
) -t F0) = 1(@)
n Tp — @

,V(n)n sucessao em X \ {a} tal que limz, = a(3.63)

Ainda por hipétese, a fungao g é derivavel em f(a), logo (Teorema 3.4)

: — i 9Wn) = 9(f(a))
o (@) =i 200
V(Yn)n sucessdao em Y \ {f(a)} tal que lim, y, = f(a). (3.64)

Seja (z,)n uma sucessao em X \ {a} tal que lim 2, = a. Como f é uma funcao
n
continua em a, entao lim f(z,) = f(a).
n
Considerem-se os conjuntos

Ni={neN: f(z,) # f(a)} e No={neN:f(z,)=f(a)}
e Se Ny é infinito, entdao, por (3.63),

Fo) = i T =S
(n€Ng) "
) —e@) o) —g(ila)
(nGnNQ) Tn =@ (n€nN2) Tn =@
= ¢(f(a)).f'(a) (3.65)
e Se N ¢ infinito, entdo, por (3.63) e por (3.64),
AU =9 @) o) (@) Sen) — Flo)
) Ty — G ) f(zn) — f(a) T, — a
= 4 (f(a))-f'(a). (3.66)

Consequentemente, por (3.65) e por (3.66), obtém-se que

V(xp)n sucessao em X \ {a} :

(1, = a) = (1 LD ZIID) g0 1))

Ty — G

donde, pelo limite segundo Heine, Definicao 3.11, e pelo Teorema 3.4, conclui-se
que existe

(g0 f)(a) = lim 9(f(x)) — g(f(a))

T—a T —a

= g'(f(a))f'(a).



160 CAPITULO 3. FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Exemplo: Mostre que a fungao

f: R - R
r > sen3(x)

é derivavel.
A fungado f é uma fungdo composta, f = g o h, onde g e h s@o as seguintes
fungoes:
g: R - R h: R - R
5 e

T =T r +— sen(z)

Ja anteriormente se verificou que, quer a fungao g, quer a funcao h sdo derivaveis,
tendo-se
Jd(x) =32 e Mh(x)=cos(x), VzcR,

Sendo g e h funcoes derivéaveis, pelo Teorema 3.43 conclui-se que f = goh é uma
funcao derivavel, tendo-se

f'(x) = (goh) (x) = ¢'(h(z))R' (z) = 3(h(z))? cos(z) = 3sen?(z) cos(x), Vz € R.

Teorema 3.44 (Derivada da funcao inversa).
Sejam f : X — Y uma funcdo real de varidvel real bijectiva e a € X N X' tais
que:
1. a funcao f € derivdvel em a;
2. a funcgdo inversa f~1:Y — X € continua em f(a).
Entdo a fungdo inversa f~1 € derivdvel em f(a) se e s6 se f'(a) # 0.
No caso de =1 ser derivdvel em f(a) tem-se
’ 1
7 (f@) = 57
() o
Dem. Seja (zy,), uma sucessao em X \ {a} tal que limz,, = a.
n
Sendo f derivavel em a, pelo Teorema 3.40, entao f é continua em a, donde
se conclui que lim f(x,) = f(a). Sendo f uma funcao injectiva, entao (f(xy))n €
n

uma sucessao em Y \ {f(a)} e consequentemente f(a) € Y NY".

(=) Por hipétese assume-se que f~! é derivavel em f(a).

Pela definicao de funcao inversa tem-se
fltof=idx, ouscja [f'(f(z)) =2z, VoreX.

Tendo-se f derivével em a e f~! derivavel em f(a), pela regra da cadeia,
Teorema 3.43, tem-se
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donde se conclui que f'(a) #0 e

(<) Por hipétese, assuma-se que f'(a) # 0.

Sendo f uma funcdo bijectiva, continua em a e a sua inversa f~! continua

em f(a), entdo qualquer sucessao (yn)n, em Y \ {f(a)} é convergente para

f(a) se e sé se a correspondente sucessao em X \ {a}, (x,), tal que z,, =

f~Y(yn), é convergente para a.

Desta forma, para qualquer (yy,), sucessao em Y \ {f(a)} tal que limy, =
n

f(a), tem-se que limx,, = a, onde x,, = f~(y,), e consequentemente
n

) =) 1
n Yn — f(a) lim Yn — f(a)
n 7 (yn) — f7H(f(a))
B 1 1
N AR (OO}

Pela caracterizagao dos limites segundo Heine, Teorema 3.4, conclui-se que
f~1 é derivavel em f(a), tendo-se

_1 o _1 a
FY (F@) = lim LW jj (fa)) 1

y—f(a) y— f(a) f'(a)
O
Exemplo: Mostrar que a funcao arcsen : [—1,1] — [—%, g] ¢é derivavel em todo
y €] — 1,1[ e obter arcsen’(y)
Seja y €] — 1,1[. Sendo arcsen bijectiva, entao existe um unico x € }—%, %[

tal que arcsen(y) = x.
Por definicao, a funcao arcsen ¢é a inversa da funcao

fo %3 = L1
z +— sen(z) ’

pelo que y = sen(z), f é derivdvel em z e f~! = arcsen é continua em y, donde
as hipoteses do Teorema da derivada da fungado inversa, Teorema 3.44, estao
verificadas.
Como f/(z) = cos(z) # 0 para x € ]—g, 5 [, entdao pelo Teorema da derivada
da funcdo inversa conclui-se que a funcao arcsen é derivavel em y €] — 1, 1],
tendo-se
1 1 1

arcsen’ (y) = f(x) - cos(x) - cos(arcsen(y)) (367)
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Pela férmula fundamental da trigonometria tem-se
sen?(arcsen(y)) + cos?(arcsen(y)) = 1,

donde se obtém

cos(arcsen(y)) = /1 — sen2(arcsen(y)) = /1 — 32,

pois arcsen(y) € | -7, 5 [. Finalmente, de (3.67) conclui-se que

1
V1—y?
Teorema 3.45. Seja f : X — Y uma fungdo real de varidvel real derivdvel em
a€ X NX' tal que f'(a) # 0.

Entao:

arcsen’(y) =

1. se f'(a) > 0, entdo existe 6 > 0 tal que

Va,y € X, <a—5<x<a<y<a+5:>f(a:)<f(a)<f(y)>;
2. se f'(a) <0, entao existe § > 0 tal que

Ve,y € X, <a—5<x<a<y<a—|—5:>f(:v)>f(a)>f(y)>.

Dem. Suponha-se que f’(a) > 0 (andlogo se f'(a) < 0).

Assim,
f’(a) — lim f(x) — f(a>

T—a T —a

> 0,

logo pela Proposicao 3.9, existe § > 0 tal que
f(z) — f(a)

r—a

z €la—d,a+0[NX = > 0. (3.68)

Finalmente:
e Se x €la — d0,a[NX, entdo (x — a) < 0 e por (3.68) obtém-se
flz) = fla) _ f(z) — f(a)

r—a r—a

& (f(2) = fla)) <0 & f(z) < f(a);

(x—a)<0-(z—a)

e Se y €la,a+ 6[NX, entdo (y —a) > 0 e por (3.68) obtém-se

M>O PN M-(y—a)>0-(y—a)
y—a y—a

& (fly) = f(a) > 0= f(y) > fla).
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Assim, para z,y € XNJa — §,a + §[ tais que z < a < y tem-se f(z) < f(a) <

f(). O

Como consequéncia imediata do Teorema 3.45 tem-se o seguinte resultado
(recorde a Definigao 1.22 e a Definigao 1.23).

Corolario 3.46. Seja f: X — Y wma funcao real de varidvel real derivdvel em
ae XNX_ NX,.
Se a é um extremante local de f, entdo f'(a) = 0.

Dem. Supondo que f'(a) # 0, entdo um dos pontos, 1. ou 2., do Teorema 3.45
acontece. Em ambas as situacoes conclui-se que a nao é extremante local de f, o
que contradiz a hipétese. Consequentemente f’(a) = 0. O

Observe que o facto de uma funcao real de variavel real ter derivada positiva
num ponto, nao garante que seja uma fungdo mondtona crescente. Nem mesmo
que exista um intervalo, contido no dominio, onde a funcao seja mondtona cres-
cente. Por exemplo: Considere a fungao

f+: R — R
a?, reQ
2r—1, z¢Q

X

cujo o esbogo grafico é apresentado na Figura 3.12. A funcao f é derivavel em
a =1, tendo-se f’(1) = 2 (verifique), mas nao existe I C R intervalo, tal que fj,

seja monotona crescente.

Figura 3.12: Esboco gréfico da fungao f

Mais, existem funcoes reais de variavel real, g : X — Y, derivaveis tais que

g'(x) > 0, para todo z € X, e ndo sdo mondtonas.
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Exercicio 3.19. Apresente um exemplo de uma funcdo real de varidvel, g : X —
Y, derivdvel tal que g'(x) > 0, para todo x € X, e g ndo é mondtona.

Por ultimo, é importante ter em atencao que o reciproco do Corolario 3.46
é falso. Por exemplo, a funcdo h : R — R, definida por h(x) = 23, é derivavel,
h'(0) = 0 e h ndo possui extremantes (verifique).

Teorema 3.47 (Teorema de Rolle).
Sejam a,b € R tais que a < b e f: [a,b] = R uma funcao continua em |a,b]
e derivdvel em todo x €]a,bl.

Se f(a) = f(b), entao existe ¢ €]a,b| tal que f'(c) = 0.

Dem. Sendo f : [a,b] — R continua, entao pelo Teorema de Weierstrass, Teorema

3.20, f possui maximo e minimo.

e Se a e b sdo simultaneamente maximizante e minimizante de f, entao f s
pode ser uma funcao constante, logo f’(¢) = 0 para todo ¢ €]a, bl.;

e Caso contrario, entao existe ¢ €|a,b] que é extremante de f, donde, pelo
Corolério 3.46, se conclui que f'(¢) = 0.

Teorema 3.48 (Teorema de Lagrange).
Sejam a,b € R tais que a < b e f: [a,b] = R uma fungdo continua em |a, b
e derivdvel em todo = €]a, b.

Entao existe ¢ €|a, b[ tal que

Dem. Defina-se a fungao

v: [a,b] - R
z oo )= MG

A fungao ¢ é continua em [a, b].

A fungao ¢ é derivével em todo o x €|a, b, tendo-se
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Mais, tem-se

f) = fla) _ fla)(b—a) = f(b)a+ f(a)a

pla) = fla)- =T, - L
_ fl@)b—fb)a _ fla)b— f(b)b+ f(b)b— f(b)a
b—a b—a
L IO S@, gyhme gy S0 S@),

= ¢(b).

Consequentemente, a funcao ¢ satisfaz toda as hipéteses do Teorema de Rolle,
logo existe ¢ €]a, b tal que ¢'(c) = 0, ou seja

/ f(b) = fla) _
f (C) - b—a - 07
donde se conclui que

O]

Como consequéncia do teorema de Lagrange, obtém-se os seguintes resultados
que permitem estudar a monotonia de funcoes derivaveis.

Corolario 3.49. Sejam a,b € R tais que a < b e f : [a,b] — R wma fungao
continua em [a,b] e derivdvel em todo x €la, b|.
Se f'(x) =0 para todo x €la,b|, entdo f é uma func¢ao constante.

Dem. Seja x €]a, b].
Aplicando o Teorema de Lagrange a funcao f|[a oy conclui-se que existe ¢; €
la, x| tal que

ou seja f é uma fungao constante. O

Corolério 3.50. Sejam a,b € R tais que a < b e f : [a,b] =& R uma funcdo
continua em [a,b] e derivdvel em todo = €|a,bl.
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1. Se f'(x) > 0 para todo x €]a,b|, entdo f € estritamente crescente.

2. Se f'(x) < 0 para todo = €]a,b|, entao f € estritamente decrescente.

Dem. Sejam y,z € [a,b] tais que y < z. Aplicando o Teorema de Lagrange a

fungao fi ., existe c €ly, z[ tal que

ou seja

Notando que z — y > 0, tem-se:

1. Se f'(x) > 0 para todo x €]a,b|, entdo f(z) — f(y) > 0, donde f é estrita-

mente crescente.

2. Se f'(x) < 0 para todo z €]a, b, entdao f(z) — f(y) < 0, donde f é estrita-

mente decrescente.

Exercicio 3.20.

O]

1. Mostre cada uma das igualdades que se seque, identificando o conjunto X C

R onde a respectiva igualdade se verifica:

(a) (ax) =a, parac e Rex € X;

(b) (a®) = a*log(a), para a > 0 e
e X;

(c) logy(z) = zloga
RT\ {1} ez € X;

(d) (%) = az® !, para a € R e
reX;

, para a €

(e) cos'(x) = —sen(x), para x € X;
(f) tg'(z) = sec?(x), para x € X;

(g) cotg'(x) = —cosec’(z), para
reX;

(h) sec(x) = sec(z)tg(x), para x €
X;

(i) cosec’(x) = —cosec(x)cotg(x),

para x € X;

(j) sh'(z) = ch(z), para x € X;
(k) ch’(x) = sh
(1) th'(z) = sech?(z), para z € X;
(m) coth’(z) =
reX;
(n) sech’(x) = —sech(z)th(z), para
r € X,

(z), para x € X;

—cosech?(x), para

(0) cosech’(z) = —cosech(x)coth(z),
para x € X;
1

V1—22

(p) arcsen’(z) =
reX;

para

(q) arccos'(z) =

X;

, para x €
— 22

V1
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1 .
(r) arctg(z) = T2 baraw € X;
X; (w) argth’(z) = {2 Pwaw €
_ —x
(s) arccotg’(z) = T2 Para s € X;
T
. 1
X; . (z) argeoth’(z) = T2 baraw €
-z
(t) arcsec’(r) = ————, para X;
xVa?—1 1
T € X; argsech’(z) = ———
; = , para
4 (v) argsecti(z) = Zi—s
(u) arccosec (x) = T para e X;
x e X; -1

2) argcosech’(z) = ———,
(x) axgeosedi(z) - = o=

(v) argsh’(z) = , para x €

para x € X;

1
vVr?+1

2. Da lista que se seque, identifique, justificando, as funcdes que sao e as que
nao sao derivdveis.

(a) f: R - R ) m: R — R
= a®+ 3z’
x x x (e) N sen(z), = >0
] —oo,0]U{l} — R z, <0

) 7

x — 2343z

h: R - R :
(c) r > sh(sen?(z)) () x {s_e:r;(w), izg
l — R
@ sn(e), >3 ; s: R\{0} o R
{xv ﬂfﬁé (g) T ch(%)’

3. Para cada uma das funcoes que se seque, identifique os objectos onde €
derivdvel, calculando a respectiva derivada.
(a) f:R — R definida por f(z) = cos®(sh(x));
(b) g:R — R definida por g(x) = Sh%(:c);
(c) h:R — R definida por h(z) = logs(1 + cos?(x)).
4. Considere a funcdo
f: R - R
r + x+sen(z)
(a) Mostre que a funcao f € derivdvel.
(b) Estude o sinal de f' e identifique os intervalos de monotonia de f.

(c) Obtenha a equagdo da recta tangente ao grdfico de f em (5,75 + 1).

7



168 CAPITULO 3. FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

5. Estude a monotonia da fungdo

h: R — R
r > sh(sen?(z)) ’

identificando os extremos locais e globais, caso existam.

6. Mostre que
log(z +1) <z, VreRT.

[Sugestao: aplique convenientemente o Teorema de Lagrange]

7. Sejam I C R um intervalo e f: I — R uma funcdo derivdvel. Mostre que:

(a) Entre dois zeros de f' existe, no mdzimo, um zero de f;

(b) Entre dois zeros de f existe, pelo menos, um zero de f’.
8. Utilize o exercicio anterior para mostrar que o polinomio
p(z) =23 — 622 + 92 — 1
possui exactamente um zero no intervalo 1, 3[.
9. Considere a fungao

f: [1,400] — [2,400]
r + 322 -2 —log(x)
(a) Justifique que f € uma fun¢do derivdvel e obtenha a fungao f';
(b) Mostre que f € uma funcgao bijectiva;
(c) Calcule (f_l)/(Q);
(d) Mostre que

lim [f (n—i— i) _ f(n)] _s.

(e) Estude a continuidade uniforme de f em [1,4o0[;

(f) Obtenha um polindmio do 1° grau, p(x) = mx + b, tal que a fungao

g: R — R

flx), z=1
v {p(m), x <1

€ derivdvel.

(9) Justifique que g, obtida na alinea anterior, é uma func¢do bijectiva.
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10. Apresente um exemplo, ou justifique que nao existe:

(a) Uma fungao f: R — R ndo derivdvel tal que |f| é derivdvel.

(b) Duas fungoes f : X - R e g:Y — R nao derivdveis tais que f(X) C
Ye(gof): X =R € derivdvel.

(¢) Uma fungio f : X — R derivdvel, nao crescente tal que f'(x) > 0 para
todo v € X.

(d) Uma fungao f : R — R, nao injectiva, derivdvel e cuja fun¢dao derivada
f! nao se anula.

(e) Uma funcao f : X — R, ndo injectiva, derivdvel e cuja func¢do deri-
vada f' nao se anula.

(f) Uma fungao f: R — R tal que f(—1) = f(1) =1, mas f'(z) # 0, para
todo x € R.

(9) Uma fungao f: X — R par tal que f é derivdvel em pelo menos um
obejecto a € X \ {0} e f possui derivada positiva em todos os objecto

onde f seja derivdvel.

(h) Uma fungao f:R — R derivdvel em apenas um objecto.
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