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Capitulo 1

Funcoes vectoriais de variavel
real

As fungoes vectoriais de varidvel real sdo fungdes que permitem descrever o mo-
vimento de um objecto no plano ou no espago. Assim sendo, com o estudo de
tais fungoes pretende-se compreender as propriedades inerentes a dinamica do
movimento de um objecto ao longo do tempo.

1.1 Definigoes e notagoes

Do curso prévio de Algebra Linear, os alunos conhecem o espaco vectorial real
R™, com n € N, como sendo o conjunto

R" = {(z1,...,zy,) : x; € R},
no qual estao definidas duas operagoes:
Adigao: Dados X = (z1,...,2,) e Y = (y1,...,yn) vectores de R™, define-se

X+Y:(x1+ylaaxn+yn)7

Multiplicagao Escalar: Dados a € Re X = (x1,...,2,) € R", define-se

aX = (axy,...,qxy,);

que satisfazem certas propriedades que conferem ao conjunto R" a estrutura de

espaco vectorial real.
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Definicao 1.1 (Produto interno). Dados dois vectores X = (x1,...,2,) e Y =
(Y1, ...,yn) de R™, define-se produto interno entre X e Y por

=1

Definicao 1.2 (Distancia). Dados dois vectores X = (z1,...,2n) €Y = (Y1, -, Yn)
de R", define-se distancia entre X e Y por

1X =Y = Vo =12+ G — )

A norma de um vector X = (z1,...,z,) € R" define-se como sendo a sua

1XN = /ot + -+

As noc¢oes de norma e de produto interno permitem introduzir a nocao de dngulo

distancia a origem, isto é

entre dois vectores X,Y € R™ como sendo o numero real, do intervalo [0, 7],

definido por
XY

£(X,Y) = arccos <> .
XY
No espaco R? define-se ainda o produto externo, também conhecido como

produto vectorial, entre dois vectores, X = (x1,22,73),Y = (y1,v2,93) € R3,
como sendo o vector

X XY = (w2y3 — x3Yy2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — TaY1).

Observe que o vector X x Y, quando nao é o vector nulo, é simultaneamente um
vector perpendicular a X e a Y isto é, £(X, X xY) = £(YV,X xY) = 7. Para
simplificar o calculo do produto externo, observe que X x Y se pode obter através
do calculo formal do “determinante”

17k
X xY = xr1 T2 X3 |,
Yyr Y2 Y3

sendo (%,3, l%) a base canénica do espaco R3.

Definicao 1.3 (Bola). Sejam X € R™ e r um ndmero real positivo (r > 0).
Chama-se bola de centro Xg e raio r ao conjunto

B, (Xo) ={X e R" : || X — Xol|| < r}.



1.1 Defini¢oes e notagoes 3

Um ponto Xg do espago R" diz-se ponto aderente de um subconjunto A C R™
se na sua “proximidade” existem pontos de A, formalmente, se

Vr > 0, (B,,(Xo)> NA#D.

A aderéncia de A designa o conjunto de todos os pontos aderentes a A, representando-
se por A, e A diz-se fechado quando A = A.

Um ponto Yy do subconjunto A C R" diz-se ponto interior de A se na sua
“proximidade”sé existem pontos de A, formalmente, se

Ir >0, B.(Yp)C A.

O interior de A designa o conjunto de todos os pontos interiores de A, representando-
se por int(A), e A diz-se aberto quando A = int(A).
Chama-se fronteira de um subconjunto A C R™ ao conjunto

fr(A) = A\ int(A).

Um ponto Xy do espaco R" diz-se ponto de acumulacdo de um subconjunto
A C R"™ se na sua “proximidade”’existem pontos de A diferentes de X, formal-
mente, se

Vr >0, (BT(XO) \ {X0}> NA#D.

Um ponto Yy do subconjunto A C R"™ diz-se ponto isolado de A se na sua
“proximidade”’nao existem pontos de A diferentes de Yj, formalmente, se

Ir >0, B(Yy)NA={Yy}.

Defini¢ao 1.4 (Funcao vectorial). Chama-se fungao vectorial de varidvel real a
qualquer func¢dao
¥: DCR — R”
t = (r(t), ..., ra(t)
O conjunto D chama-se dominio de 7 e as n fungoes r; : D — R chamam-se
as fungdes coordenadas (ou fungdes componentes) de 7.

Exemplo 1.1 Sao exemplos de fungoes vectoriais:

7 R\ {0} — R*
Lo (6g)]

§: [0,2n] — R3
t —  (sent,cost,1)
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Embora as propriedades a estudar sejam vélidas para as fungoes vectoriais
dadas pela Definicao 1.4, neste curso iremos apenas trabalhar com fungoes vecto-
riais que tomam valores nos espacos vectoriais R? e R3. Mais, os resultados serdo
apresentados apenas para funcdes vectoriais com valores em R?, mas os alunos
terao de ter em conta que, mesmo nao sendo explicitamente escrito, os resultados
sdo também vélidos para as funcoes vectoriais com valores em R2.

Sendo 7 = (1,0,0), j = (0,1,0) e k = (0,0,1), tem-se que (z,],k) é a base
canénica de R? e uma funcio vectorial

7: DCR — R3
t = (r1(t),r2(t), 73(1))

pode ser escrita da forma
() = r1(t)i + ra(t)j + r3(t)k.

Reciprocamente, dadas fungoes reais de variavel real, r1, ro e r3, pode definir-se
uma funcao vectorial 7 por 7(t) = r1(t)i + r2(t)j + r3(t)k, sendo o dominio de 7
a interseccao dos dominios de 71, 1o € 3.

1.2 Limites e continuidade

Definigao 1.5 (Limite). Seja 7 : D — R3 uma funcdo vectorial e a € R ponto
de acumulacdo de D.

Diz-se que (by,b2,b3) € R? € o limite de 7 quando ¢ tende para a se, para
cada i =1,2,3, se tem limr;(t) = b;, ou seja

t—a
Jim 7(t) = (}L“% ri(t), lim (1), lim rg(t)) — (b, ba, bs).

Definicao 1.6 (Continuidade). Seja 7: D — R3 uma fungdo vectorial e a € D.

Diz-se que 7 é continua em a se cada uma das suas funcoes coordenadas for
continua em a, isto €

lim 7(t) = (r1(a). r2(a). 73(a)).

Uma fungao vectorial diz-se continua se for continua em todo o ponto do seu

dominio.

Proposicao 1.1. Sejam 7(t) = r1(t)i + r2(t)] + r3()k, t € R, uma fungio
vectorial, a € R e b= (b1, ba,b3) € R3. Entdo

t—a

lim 7(t) = b < <V5>O,E|5>O:O<\t—a|<5:>\F(t)—gH<€>;

7(t) € continua em a < <V5 >0,30>0:|t—a| <d=|Ft) —7(a)| < 5>.

Demonstragdo. (ver [3]) O
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1.3 Curvas e suas parametrizacoes

Defini¢ao 1.7 (Caminho). Chama-se caminho a qualquer fun¢ao vectorial continua
cujo dominio € um intervalo real.

Definicao 1.8 (Curva). Chama-se curva no espago ao contradominio de um
caminho 7 : I — R3.
Chama-se curva no plano ao contradominio de um caminho p: J — R?.

Como consequéncia da definigdo anterior, cada funcao vectorial continua de-
finida num intervalo I, #(t) = r1(t)i + r2(t)j + r3(t)k, define uma curva C' no
espaco dada por

C={(r1(t),r2(t),r3(t)) : t € I}.

Tal como acontece em muitos problemas da Fisica, se o parametro t repre-
sentar o tempo, entao a curva C' no espago pode ser interpretada como a tra-
jectéria de uma particula em movimento, a qual, no instante ¢, ocupa a posicao
(r1(t),r2(t),73(t)), e o caminho 7(t) é interpretado como a descri¢do do movi-
mento da particula.

Defini¢ao 1.9 (Parametrizagdo). Chama-se parametrizacao de uma curva C' a
qualquer caminho cujo contradominio seja C.

Atencao, uma mesma curva admite varias parametrizagoes, mas um caminho
define uma e uma sé curva.
Exemplo 1.2 A curva no plano {(z,y) € R? : 22 + 3? = 1} (circunferéncia de
centro na origem e de raio 1) admite como parametrizagoes:

7(t) = (sent,cost), t €[0,2n]; §(t) = (cost, sent), t € [0,4n]. (1.1)

Definigao 1.10 (Caminho e curva simples). Um caminho 7 : [a,b] — R? diz-se
simples se

Vs, t € [a,b] : 7(s) = 7(t) = {s,t} = {a,b}.
Uma curva diz-se simples se admite um caminho simples.

Note que, nos caminhos apresentados em (1.1), 7(¢) é simples mas §(t) nao
é simples. No entanto, ambos os caminhos sao parametrizagoes de uma curva
simples.

Definicao 1.11 (Curva fechada). Uma curva diz-se fechada se admite uma pa-
rametrizacdo 7 : [a,b] — R3 tal que 7(a) = 7(b).
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1.4 Derivada

Defini¢ao 1.12 (Derivada). Sejam 7(t) = r1(t)i + ro(t)] + r3(t)k, um caminho
de dominio I ea € 1.
Chama-se derivada de 7 em a, denotando-se por 7'(a), como sendo o limite

#la) = }ng}) (a + h})L —7(a)

— <lim ria+h) —ri(a) | ra(a+h) —ra(a) . rs(ath) - T3(a)>

h—0 h h—0 h h—0 h

= (Tll (a)’ TIQ(a)v Té(a)),

caso este exista.

Dado um caminho 7#(t) = r1(t)i + r2(t)] + r3(t)k, com ¢ € I (I intervalo de
R), define-se derivada de 7 como sendo a fungao vectorial

7. DCI — R3
t o 7(t) ]

onde D = {t € I : existe 7¥'(t)}.

Figura 1.1: Curva

Dada uma curva C' no espago (ou no plano), uma sua parametrizagao 7(t) =
r1(t)i4ro(t)j+r3(t)k, t € I, e um ponto Py € C, entdo Py = (r1(to), ra(to), r3(to))
para algum to € I. Geometricamente, o vector 7'(ty), caso exista e nao seja o
vector nulo, tem declive tangente a curva C no ponto Py. Assim sendo, faz sentido
a definicdo de recta tangente a curva.

Definicao 1.13 (Recta tangente). Sejam C uma curva, 7(t) uma sua parame-
trizagcdo e Py = 7(to).
A recta tangente a C' no ponto Py € definida pela equagdo

X = Py+ M'(tg), N €ER,

desde que 7'(tg) exista e nao seja o vector nulo.
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Exemplo 1.3 Considere a curva C' definida pelo caminho
7(t) = senti 4 costj, t € [0,2x].

Determine a equacao da recta tangente a curva C' no ponto Py = (?, @)

Resolugao: Tem-se (senty, costy) = (@, @), com ty € [0,27], se e s6 se tg = 7.
o 7 (1) — : ; > _ (V2 _V2
Tem-se também 7’ (t) = costi — sentj, donde 7' (§) = (7, —7>.

Assim, a equacao da recta tangente a curva C' no ponto Py é:

(m,y) = <\/§7\/§> + A <\/§,—ﬂ> , AER.

2 2 2 2

Como consequéncia da definicao de derivada de um caminho e das regras de
derivacao de fungoes reais de variavel real, obtém-se o seguinte resultado.

Proposicao 1.2. Sejam 7,5 : I — R3 caminhos derivdveis, A\ € R e f : R — R
uma funcdo derivdvel. Entdo, para cada t € I, tem-se:

1. (F(t) + 8(t) =7'(t) + 3'(¢);

2. (M) = AF'(1);

3. (fO)F(@)) = f/(0)r(t) + f(&)7 ()

4. (F(t) - 5@)) = 7'(t) - §(t) + 7 (t) - §'(t), (produto interno);

5. (F(t) x (1)) = 7'(t) x §(t) + F(t) x 5'(t), (produto externo);

6. (F(f(t)) =7 (f(t)f(t), caso f(t) €I, (derivada da composta).
Demonstragéo. Fica como exercicio 0

Definigao 1.14 (Curva regular). Seja 7 : I — R® uma parametrizacdo de uma
curva C.

Se 7(t) ¢ de classe O (i.e. 7(t) é derivdvel e a sua derivada 7' (t) é continua),
entdo a curva C' diz-se regular.

A curva C diz-se seccionalmente regular se é possivel escrever a curva C
como unido finita de curvas requlares, isto é

C=CUCU---UCY, onde Cj € regular, j =1,...,k.

Quando a parametrizacao 7(t), t € I, de uma curva regular é interpretada
como a descrigao do movimento de uma particula no espago (ou no plano) sendo
7(t) o vector posicional da particula no instante t, os vectores

P e ()
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sao vistos, respectivamente, como o wvector velocidade e o vector aceleragcao da
particula no instante ¢t. Aos escalares

1@ e 7@l
chama-se, respectivamente, velocidade e aceleracdo no instante .

Assim, se [a,b] C I, entdo

b
D:/ |7 (¢)]]dt (1.2)

corresponde a distancia total percorrida pela particula no intervalo de tempo
[a,b]. Atencao, D pode nao corresponder ao comprimento da curva 7([a, b]) por-
que, na sua trajectéria, a particula pode percorrer mais do que uma vez parte da
curva. Como exercicio, calcule a distancia total percorrida pela particula quando
o seu movimento é descrito por cada um dos caminho em (1.1).

Definicao 1.15 (Comprimento da curva). Seja C' uma curva regular definida
pelo caminho simples 7 : [a,b] — R3.
Define-se comprimento de C' como sendo o valor de (1.2).

1.5 Exercicios

1. Faga um esboc¢o das curvas C' com as seguintes parametrizagoes:

(a) 7(t) = (t,t?), com t € [0,2];
(b) 7(t) = (2t,4t%), com t € [0,1];
(c) 7(t) = (=5 +1,t+2), com t € R;
(d) 7(t) = (=L +1,t+2), com t € [-1,2];
(e) 7(t) = (sent,cost), com t € [0, 27];
(f) 7(t) = (2cost, sent), com t € [0, 27].
2. Encontre uma parametrizagdo para cada uma das seguintes curvas, nos sentidos indi-
cados:

a) Circunferéncia de centro (0,0) e raio 2 percorrida em sentido hordrio;

C

(a)

(b) Circunferéncia de centro (0,0) e raio 2 percorrida em sentido anti-horario;
(c) O segmento de recta no plano desde o ponto (1,2) até ao ponto (—2,1);
(d)

d) O segmento de recta no espaco desde o ponto (1,2,0) até ao ponto (—2,1, 3).

3. Para a curva C = {(z,y) € R? : 22 4+ y* = 1} no plano, obtenha:

(a) um caminho simples com dominio [0, 27];

(b) um caminho simples com dominio [0, 7];



1.5 Exercicios 9

(c) um caminho n&o simples com dominio [0, 27].

4. Considere as curvas com as seguintes parametrizagdes:

(a) 7(t) = (3%, t3 +1), com t € R;

(b) 7(t) = (3sen (t?) — 1,3 cos(t?)), com t € [0,V/27];
(c) 7(t) = (3sen?t,cost — 1,t%), com t € R;

(d) 7(t) = (*,7%), com t € R.

Para cada uma das curvas apresentadas, determine:

i) O vector velocidade 7 (t);

ii) A velocidade ||7(¢)|];

iii) Os tempos ¢t em que ocorre uma paragem da particula.

5. Determine uma equacdo da recta s, tangente a curva C, definida pelo caminho

et A
F(t) = 52 + e_tjv

no ponto (1, 1).
6. Determine uma equacgdo da recta s, tangente a curva C, definida pelo caminho
F(t) = cos® ti + (3t — %) + tk,

no ponto 7(0).
7. Determine o comprimento da curva C' dada pela parametrizagio:
(a) 7(t) = (,t%), com t € [0, 2];
(b) 7(t) = (cost,—sent), com t € [0, 3n];
(c) 7(t) = (¢, ]t]), com t € [-1,2].

8. Suponha que uma particula, cujo seu movimento é descrito pelo caminho &(t), sai
"disparada no instante t = ty. Na auséncia de atrito e de gravidade, calcule a posi¢do
que a particula ocupard no instante ¢ = ¢;.

(a) )
(b) &)
(c) )

(tQat3 — 4t70), onde to =2e t1 = 3;

(et,e_t7cost), ondetg=1et; =2;

(4et, 6t cost), onde tg =0 e t; = 2.
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Capitulo 2

Funcoes reais de varias
variaveis

Do ponto de vista das aplicagBes, as fun¢des sdo usadas para descrever fenémenos(fisicos,
quimicos, biolégicos, etc.) e com o seu estudo pretende-se compreender a sua evolucgo.
Contudo a grande maioria dos fendmenos que nos rodeia tém um comportamento influenciado
por vdérias varidveis e n3o apenas por uma. Por exemplo, o valor da drea de um rectangulo
depende de duas varidveis (comprimento da base b, comprimento da altura a)

Area =b x a.

O trabalho realizado por uma for¢a ( Trabalho=For¢ax Deslocamento) também depende de
duas varidveis. Assim, o estudo de fun¢des de uma sé varidvel, tal como foi feito em unidades
curriculares anteriores, é manifestamente insuficiente para descrever muitos dos fenémenos
em estudo nas diversas ciéncias. Neste capitulo faz-se um primeiro estudo de funcdes reais
de varias varidveis reais.

2.1 Graficos e curvas de nivel
Comece-se por definir o objecto de estudo neste capitulo.

Definicao 2.1 (Fungdo). Chama-se funcio real de vérias varidveis reais a uma fungao

f:' D — R
X = f(X)’

com D C R" ndo vazio. O conjunto D chama-se dominio de f, R € o conjunto de
chegada, os elementos X = (z1,...,2,) € D chamam-se objectos e f(X) € R designa-
se por imagem de X por f.

Chama-se contra-dominio de f ao conjunto das imagens isto é,

f(D) ={f(X): X € D}.

11
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Definigao 2.2 (Fungdo vectorial). Chama-se funcao vectorial de vérias varidveis reais
a uma funcdo
F: DCR* — RF
X — (f1(X),,f}€(X)) ’
com k € N, sendo as fungoes reais f; : D CR™ - R, i =1,...,k, chamadas de func¢oes
componentes.

Definicao 2.3 (Fungao limitada). Uma fungdo f : D C R™ — R diz-se limitada se o
conjunto das imagens for um subconjunto limitado de R isto é:

3L > 0:|f(X)| < L, VX € D.

Exemplo 2.1 S3o exemplos de fungdes reais de varias varidveis:
f: R — R
(zy) = 2°+y

[ ] 2 ’
g: R3\{(0,0,00} — R
@y,2) = e
Frequentemente, tal como acontece com as fungdes de uma sé varidvel, uma fungdo
é apresentada pela sua expressdo designatdria. Quando assim acontecer, entende-se que o
dominio da funcdo é constituido por todos os valores do espaco para os quais a expressio
tem sentido. Por exemplo, para a funcio dada por f(x,y) = log(zy), o dominio é

{(z,y) eR?*: 2y > 0} = (] —00,0[x] — oo,O[) u <]0,+oo[x]0,+oo[).

Tal como para fungdes de uma sé varidvel, o grafico constitui uma ferramenta importante
para estudar o comportamento das funcdes.

Defini¢ao 2.4 (Grifico). Seja f: D C R™ — R uma fungao.
Chama-se grafico de f ao subconjunto de R™! constituido pelos pontos

(ml, ey Ty [0, - - ,:cn)) e R,

com X = (x1,...,2,) € D isto €

graf(f) = {(:cl,...,xn,f(X)) X =(z1,...,2,) € D}.

Apesar da definicdo fazer todo o sentido para qualquer funcio real de vdrias varidveis
reais, € evidente que, do ponto de vista estritamente geométrico, sé tem sentido para fungdes
reais de duas varidveis. Neste caso, o grifico da fungdo é interpretado como uma superficie
no espaco, R3, constituida pelos pontos (z,y, z) tais que z = f(x,y) e (z,y) pertencente
ao dominio da funcao f.

Exemplo 2.2 A figura 2.1 representa o gréfico da fungdo g(x,y) = cos (\/x2 + yz).

Uma outra forma de estudar graficamente uma fungdo é através do uso dos conjuntos
de nivel.
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Figura 2.1: Grafico da fungao g

Definigao 2.5 (Conjunto de nivel). Seja f: D CR™ — R uma funcao e k € R.
Define-se conjunto de nivel k como sendo o conjunto dos pontos do dominio D cuja
imagem € igual a k, ou seja

Ny ={X e D: f(X) =k}

Para funcdes de duas varidveis f(z,y), um conjunto de nivel chama-se curva de nivel e
um conjunto de curvas de nivel chama-se diagrama de nivel. Para fun¢des de trés variaveis
f(x,y, 2), os conjuntos de nivel chamam-se superficies de nivel.

Exemplo 2.3 Para a fungdo f(z,y) = 2% + y? tem-se que o seu grafico é um paraboldide e
as suas curvas de nivel sdo circunferéncias concéntricas de centro (0,0). Observe a figura 2.2.

Exemplo 2.4 Considere a fungdo h(z,y,z) = 2% + y? + 2z2. O gréfico da fungdo h é um
subconjunto do espaco R*, dai n3o ser possivel apresentar um esboco do mesmo. Contudo,
é possivel visualizar, em R3, os conjuntos de nivel k (k € R) de h, as chamadas superficies
de nivel, que “resultam da intersec¢do do grdfico de h com um espaco R? ao nivel k". De
facto, as superficies de nivel k de h sdo as seguintes:

Ni={(z,y,2) eR*:a? +y® + 22 =k} =0, se k <0;
No={(z,y,2) €R®: 2% +y? + 22 = 0} = {(0,0,0)}, se k = 0;

Ny = {(2,y,2) € R®: 2% +y? + 22 = k}, esferas de centro (0,0,0) e raio vk, se k > 0.

2.2 Limites e continuidade

A ideia de limite e de continuidade de fung¢des reais de vdrias varidveis sdo as mesmas que
resultaram nas definicdes de limite e de continuidade para funcdes reais de uma sé variavel.
No entanto, na pratica, existem diferencas resultantes do facto de o espaco R ser orientado
isto é, existe uma ordem entre os seus elementos, e o espaco R™ (n > 1) n3o o ser.
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Figura 2.2: Seccdes horizontais de f(z,y) = x2 + y?

Definigao 2.6 (Limite). Sejam f : D C R™ — R uma fungdo e A um ponto de acu-
mulacdo de D.
Diz-se que o limite de f quando X tende para A € o numero real £ se

v5>0,36>0:(0<||X—A||<5 eXeD):>|f(X)—£|<s,

denotando-se por
lim f(X)=~/.
XaAf( )

A ideia presente na definicdo apresentada é a de que um numero real £ é o limite de uma
funcdo f quando X tende para A se, sempre que os objectos X € D\ {A} se aproximam de
A ent3o as respectivas imagens f(X) se aproximam de ¢. Para fung8es de uma sé varidvel,
z — a significa que x — a® ou x — a~, ao passo que, para funcdes de varias variaveis,
escrever X — A significa que os objectos X seguem uma qualquer trajectéria para chegar
a A, existindo uma infinidade de trajectdrias distintas para o fazer. Assim sendo, em R"
(n > 1), ndo faz sentido falar em limites laterais, mas sim em limites trajectoriais, i.e., dada
uma curva C que contém o ponto A, fazer tender X para A com X pertencente a curva C.
Os limites trajectoriais representam-se por

lim f(X).

X—=A
XecC

Como consequéncia da definicdo de limite tem-se que, se existe )%imAf(X) =/, entdo
—
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todos os limites trajectoriais )1111}4 f(X) existem e s3o iguais a £. Dai que, se existem C; e
XecC
C5 curvas distintas contendo A tais que

Alim f(X) ou  lim f(X)# lim f(X),
Xeoy Xecy XEeCy

entdo o limite )%imAf(X) nao existe. Mais, a conclusdo de que certo limite existe ndo pode
—

ser obtida apenas pela andlise dos limites trajectoriais, mas sim através da defini¢cdo ou do
uso de alguma proposicdo apresentada adiante.

Seguem-se algumas propriedades dos limites cujas demonstragcées estdo omitidas. Os
alunos poderdo consultar as provas na bibliografia indicada, [2]. Sendo f : R" — R e
g : R™ — R duas fung¢des, sdo validas as seguintes proposi¢des:

Unicidade de Limite: se lim f(X)=/¢; e lim f(X) = {5, entdo {1 = {5;
X—A X—=A
Enquadramento: se existem £ € R e r > 0 tais que

|f(X) — €] < g(X), VX € B.(A)\ {A}
, entdo lim f(X) ={.
lim g(X) =0 XA
X—A
Produto de uma fungao limitada por um infinitésimo:

lim f(X)=0
X—=A
Se , entao lim f(X)g(X)=0.
X—A

g é limitada
Aritmética de limites: Se )}@Af(X) =/l e )}gnAg(X) = {3, entdo:
lim Af(X)= M\, paratodo A € R;
X—=A
Jim fOX) + g(X) = b+ by

)}gnAf(X)g(X) = l10s;

f(X) _ 4
)PLHAM ~h caso l3 # 0.

—5xy°

li —— = 0.
(z,y)lir}o,o) 212 + 312

Exemplo 2.5 Usando a definicdo de limite, mostre que

O dominio de f(z,y) = % ¢ D=R?\{(0,0}. Pretende-se provar que
—5xy°

Ve >0,36>0: ((ay)eRQ\{(O,O} e Va4 y? <6) = 37 1 32 <
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Note que
5| Sy 2 < gy
_TOBYT L D il —Y < 2,
9222 + 342 3 Wl g2 = 3100
e como
|| = Va2 < \/x? + y? e lyl = Vy* < Va? +y?
conclui-se que
|z| < d 3
—bxy 5
(122 42 < § =— 7 =62
Tty ‘2x2+3y2 3
ly| <4

Consequentemente, dado arbitrariamente € > 0, pretende-se obter

3
/5 .2 Y
1'2+y <5:> ’22_|_32 <eg,
mas ja se viu que
2 5 y3 552
V <6 = || <5
vty ‘22—&-331 3

: 5 . /3 .
Assim, basta escolher ¢ tal que 3 62 =¢,ouseja 6 = 5 €, para se mostrar o pretendido.

. r+y
1m
(z,9)—(0,0) 22 + y?

Exemplo 2.6 Mostre que ndo existe

Considerando as rectas n3o verticais que passam pela origem, de equacdo y = mx, meR, e
calculando os respectivos limites trajectoriais obtém-se

z+y . T+ mx . 14+m
@n=00 72 +y z—=0 22+ m2x z—=0 x(1+ m?2)
Como o tltimo limite existe apenas quando m = —1, caso em que vale 0, conclui-se que o
limite ndo existe.
2?2 — 42

Exemplo 2.7 Mostre que n3o existe lim ———.
(2,9)—~(0,0) 22 + y?

Considerando as rectas de equagdes y =0 e =z = 0, tem-se

. 22 — g2 -

lim = lim — =1
@n=00 32 +y2 =0 2

ppa

. 22 — 2 2

lim — = lim — = —-1.
(@n)=0,0 2 4 2 e—0 g2

x=0

Como os dois limites trajectoriais sdo diferentes, conclui-se a n3o existéncia do limite.

Exemplo 2.8 li <“+ «'y ) li ( Y 4 z! )
X . 1m e = m e =
P (2,5)—(0,0) xt + y? (2,y)—(0,0) x4 + y? Y
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.’L‘4

e =1, Ogmgl,V(w,y)#((lO), €

porque lim

i lim y
(,y)—(0,0) (,y)—(0,0)

Exemplo 2.9

1
Sen <\/ﬁ>
e +y 1
lim = lim 22 4+ 1°) sen| —— | =
(@.9)—(0,0) 1 <z,y)—><o,o>( ) Va2 + 2

$2+y2

porque lim (22 +9y?) =0 e <1, V(z,y) # (0,0) .

(z,9)—(0,0)

1
sen | ———
/xZ + y2
Como caso particular dos limites trajectoriais, aparecem os chamados “limites iterados”.
No célculo do limite

Iim f(X) = lim L1y, Tp),
X—)Af( ) (z1,00sTn)—=(a1,..,an) f( ' )

todas as componentes x; estdo a tender, em simultaneo, para os correspondentes a;, ao
passo que, no limite

lim < lim ( lim f(xl,...,xn)> ) (2.1)
Tp—>An Tp—1—0n—1 T1—aq

as componentes x; tendem sucessivamente para os correspondentes a;. A cada um dos n!
limites do tipo (2.1) chama-se limite iterado.

Exercicio Justifique que os limites iterados s3o limites trajectoriais.

—92 3
Exemplo 2.10 O limite lim 2z 3y

e o0 Brta? ndo existe porque os seus limites iterados
z,y)—(0,0 x Yy

sdo diferentes:

. =2+ 38 38 . =2+ 38 . —2z 2
lim lim ———— = lim —=- =0; lim lim ———— = lim — = ——.
y—0 xz—0 S5x + y2 y—0 y z—0 y—0 15%4 —+ y2 z—0 Hx 5

Nota 2.1 Ao estudar o limite }}imAf(X), ainda que existam todos os limites iterados e
—

sejam iguais a um certo ¢ e exista um numero aprecidvel de limites trajectoriais, também
todos iguais a ¢, n3o se pode concluir, de forma alguma, que o limite )}imAf(X) exista e
—

muito menos que seja igual a £. Apenas se pode dizer o seguinte: se o limite existir ele serd
igual a £.

Definigao 2.7 (Continuidade). Sejam f: D CR™ — R uma fun¢io e Xo € D.
Diz-se que f € continua em Xy quando

Xo € um ponto isolado de D

ou

Xo € um ponto de acumulagdo de D e lim f(X) = f(Xo).
X‘)XU



18 Fungoes reais de varias variaveis

Diz-se que uma fun¢do f : D — R é continua quando f é continua em todos os pontos
do dominio D.

Como consequéncia imediata da definicdo de continuidade de fungles reais de varias
variaveis reais e das propriedades da aritmética dos limites tem-se que o produto, a soma e o
quociente de funcbes continuas é ainda uma funcdo continua. Daqui se depreende ainda que
uma fungao polinomial de vérias varidveis (soma finita de parcelas do tipo cz}" -...-x}*, onde
¢ é uma constante real, nq, ..., ny sdo nimeros naturais e (x1, ..., Z,) sdo os objectos) é uma
fungdo continua. Mais, qualquer fung3o racional (quociente de dois polinémios) é também
uma funcdo continua em todos os pontos do seu dominio.

Proposicao 2.1. Se f : D CR"™ — R € continua em A = (a1,...,a,) eg: U CR =R,
com f(D) CU, éuma fungao continua, entao a funcdo composta h = go f, definida por
hzy,...,zn) = g(f(z1,...,2,)), € continua em A = (ay,...,ay).

Demonstra¢ao. Quando A é um ponto isolado de D, imediatamente da definigdo tem-se
que h é continua em A.

Suponha-se que A € D é um ponto de acumulagdo de D. Da definigdo de funcio
composta tem-se

Jim B(X) = Jim (g0 £)(X) = Jim g(f(X))

e, como g é uma func¢ado continua de uma sé varidvel, obtém-se

Jim g(£(X)) =g (Jim £(X)).

Sendo f continua em A tem-se )}imA f(X) = f(A4), donde
—

g(lim (X)) = g(£(4)) = h(A).

X—A

Assim, lim h(X) = h(A) isto é, h é continua em A. O
X—A

Exemplo 2.11 A fungio h(z,y) = /22 + y2 + 1 é continua em todo o seu dominio, R?,
porque h = go f onde f(z,y) = 2% + y? + 1 é continua em R?, g(u) = \/u é continua em
[0, +00) e f(R?) C [0, +00).

2.3 Derivada direccional

Até final deste capitulo, a menos que algo seja escrito em contrario, quando escrever f : D C
R™ — R assume-se sempre que o dominio D é um conjunto aberto.

Defini¢ao 2.8 (Derivada direccional). Sejam f : D C R"® — R wuma func¢ao, A =

(a1, ...,ay) um ponto interior de D e U € R™ um vector.
Define-se derivada direccional de f segundo a direc¢ao ¢ no ponto A como sendo o
e of F(A+hE) — f(A)
+ hv) —
—(A) =1
a5 = i h ’

caso exista.
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Exemplo 2.12 Para f(x,y) = zy, A= (1,0), ¥ = (1,1) e @ = (0, —1), tem-se

of . f((1,0)+A(1,1)) - f(1,0) . (1+h)h—-0
o710 = o h ==
Of 1 oy _ o FULO) +RO,~1) = f(1,0) _ ~h—0 _
o0 = I n = Jim =L

Geometricamente, a derivada direccional de uma fun¢do f de duas varidveis num ponto
A = (a,b) segundo a direccio de ¥ = (v1,v2) € R?, representa o declive da recta tangente
a curva C no ponto (a,b, f(a,b)), onde C é a curva do espaco que resulta da intercessdo
do grifico de f com o plano(vertical) definido pelo ponto (a,b, f(a,b)) e pelas direccbes
(v1,v2,0), (0,0,1).

O resultado que se segue estabelece uma relagdo entre o sinal da derivada direccional de
uma fun¢do f e a sua monotonia.

Figura 2.3: Derivada direccional

Teorema 2.2. Sejam f: D CR"™ — R uma fung¢do e ¥ € R™.

of

Se a—(A) = 0 para todo A € D, entdo f € constante em cada segmento de recta S

—

contido em D e paralelo a U.

of

Se 8—(14) > 0 para todo A € D, entdo f ¢ estritamente crescente, no sentido de U,

—

em cada segmento de recta S contido em D e paralelo a v.

0
Se —{(A) < 0 para todo A € D, entdo [ € estritamente decrescente, no sentido de

ov

U, em cada segmento de recta S contido em D e paralelo a .

Demonstragdo. Seja S C D um segmento de recta paralelo a v. Entao existem P,Q € D
e a > 0 tais que

S={P+av:2€(0,a]} e Q=P+at
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Defina-se a funcao real de uma s6 varidvel real

¢: [0,a] — R
—

Para z € [0, a], tem-se

o)~ i PEEN @) o J(P+ (@+ h)T) = (P + )
Pl = iy e B

. f(P+av) + ) - f(PH4a0)  Of .
= #_I)I%) A —%(P+xv).

a—{(A) = 0 para todo A € D, entao
0]

Assim, se

#0) =GP =0, o)

donde ¢ é uma funcdo constante e consequentemente f é constante em S.

Se %(A) > 0 para todo A € D, entdo
o'(x) = gi (P+20) >0, Vxel0,a,

donde ¢ é uma funcao estritamente crescente e consequentemente f é estritamente cres-
cente em S seguindo o sentido de ¥.

Se %( ) < 0 para todo A € D, entao
o' (z) = gf (P+20) <0, Vxel0,a,
O]

donde ¢ é uma fungdo estritamente decrescente e consequentemente f é estritamente
decrescente em S seguindo o sentido de v.
O

Proposigao 2.3. Sejam f: D CR"™ — R uma fung¢ido, A € D e v € R™.

Se existe %(A) entdo g((gg (A) = aﬁ%(/l) para quaisquer o, B € R.
Demonstracao. Para f = 0, tem-se
O % oo a

Para qualquer 5 € R\ {0} ¢ @ € R tem-se

aaf), . af(A+hpV) —af(A) f(A+ Bho) — f(A)
9(B7) (4) = Jim, h = af lim 8h = abgz(A).
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2.4 Derivada parcial

Definigao 2.9 (Derivada parcial). Sendo f : D C R" — R uma fun¢ao, A € D e
€1,Ca, ..., ey 08 vectores da base candnica de R™ isto é, €; = (0,...,0,1,0,...,0), define-
se derivada parcial de f em ordem a x; no ponto A como sendo a derivada direccional
de f sequndo a direc¢ao €; no ponto A, denotando-se por

of
o2, (4).
Da definicdo obtém-se, para A = (a1, ...,a,),
of _Of g J(A+RE) — f(A)
o N = g =i h
~ lim fl(ar,...;an) +Rh(0,...,1,...,0)) — f(a1,...,an)
h—0 h

o 1 f(a17"'7ai—1aai+haai+1;"'aan)7f(a17"-5an)
= 5o h ’

donde se observa que, no célculo do limite anterior isto é, da derivada parcial, a variagao
ocorre apenas na coordenada da posicdo ¢ enquanto que todas as restantes coordenadas se
mantém constantes. Consequentemente, no cdlculo da derivada parcial %’ consideram-se
as coordenadas z1,...,%;—1, Zi+1,...,Z, cOMo constantes e deriva-se a funcdo de uma sé
variavel real

T; f(xh [P O N 1 T IS ,l’n).
Exemplo 2.13 Considere f(z,y, z) = vy + ze®” . Usando as conhecidas regras de derivacdo

para fungdes reais de uma sé varidvel real obtém-se

0 0 0
%(w,y, 2)=y* + 2xze””2, %(m,y, z) = 2yz, a—‘Z(x7y, 2) = e
Dada uma fun¢do f : D C R™ — R, para cada i € {1,...,n}, define-se a fungdo

derivada parcial de f em ordem a x; por

8f U, — R
axi )
X = FhX)

onde U; é o subconjunto dos pontos de D para os quais a derivada parcial de f em ordem a
x; existe. Assim, sendo (%{2 também uma fungdo real de n variaveis reais, pode-se igualmente
pensar nas suas derivadas parciais em ordem a cada uma das coordenadas. Pode-se ent3do
falar nas derivadas parciais de f de segunda ordem, denotam-se por

of
or 2(3h) i
= , ara 1 , ,7=1,...,n
8:81840] 8%1 P J J

orr 0(3L)

=
ox; Ox;

para i=1,...,n.



22 Funcoes reais de varias variaveis
De forma andloga se definem as derivadas parciais de f de terceira ordem, denotando-se por

_Of 0 (o (of el
3%31]8:5;6_8,):1 ’ p y LR =1,...

8$k
Bf 9 (0o [(of o
axiaﬁ*axi oz; \ dx; P ,j=1,...,n.

Igualmente se definem as derivadas parciais de f de qualquer ordem m € N.

8$j

Exemplo 2.14 Para a fungio f(z,y) = zsen (y?) tem-se as seguintes derivadas parciais de
primeira ordem

%(%y) = sen (y°), %(%y) = 2zy cos(y?)

e de segunda ordem

0? 0?
G @) =0, G ) = 20cos(y?) — oy sen (4?),
*f 2 >’f 2
May(ay) = 2y cos(y”), @(I,y) = 2y cos(y”).
As derivadas de segunda ordem de f: D C R™ — R do tipo
0? L,
am-afx-’ com i F# 7,
10

chamam-se derivadas mistas ou cruzadas. Apesar de no exemplo anterior estas serem
iguais, este facto nem sempre acontece. Na verdade, as derivadas parciais cruzadas podem
ser diferentes isto ¢,

f 1 ara 1 #£ ]
8l‘ia$€j ’ (%cj&ni’ P I
como se ilustra com o exemplo que se segue.
Exemplo 2.15 Calcular °f (0,0) e 0°f (0,0) onde
plo 2. 0x0y "’ oyox "’
23y — zyP
f(ac,y) _ 22 4 32 se (xvy) # (0,0
0 se (z,y) =(0,0)

As derivadas parciais de primeira ordem sao

_y5 +4x2y3 +x4y

) = @ @ #0.0
0 se (z,y) = (0,0)
o — 43332/2 _ xy4
%(% y) = (22 + y2)2 se (z,y) # (0,0

0 se (z,y) = (0,0)
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e as derivadas parciais de segunda ordem na origem s3o

02 f _ HEmo) =500 w0
Ordy 0,0) = flzlg%) h N flzg% h =1
0*f g (0.k) — 3L(0,0)  —k5/k 0
Oyox 0,0) = lllg%) k B lllg%) Ok -l
o0 f o f
N .
este caso 010y (0,0) # g0z (0,0)

O exemplo anterior evidencia que, no célculo das derivadas parciais cruzadas, n3o é
indiferente a ordem pela qual a derivacdo é feita. No entanto, o teorema que se segue,
conhecido por Teorema de Schwarz, garante que, em certas condicOes de regularidade da
funcdo f, as derivadas cruzadas sdo iguais isto é, estabelece condigcdes suficientes perante as
quais é indiferente a ordem pela qual a derivacdo é feita.

Teorema 2.4 (Teorema de Schwarz). Sejam f: D CR™ — R uma fungdo e A € D tais
que existem as derivadas parciais

of of o*f
A —(A
8xi ( ’ 83:]- ( 83:]8331
. , - *f " L : :
Se sdo continuas em A as fungoes e , entao também existe a derivada parcial
aﬂl‘i 833]3.2?1
0% f
A B}
(“)xl-(“)xj( ) e tem-se
2 2
o0°f _ o°f A).
Demonstragao. Ver Teorema 6.2 de [3]. O

2
Nota 2.2 Observe que, no Exemplo 2.14, as funcgdes %(w,y) = sen(y?) e (‘fyGfx (z,y) =

2y cos(y?) sdo continuas em todos os pontos (z,%) € R?, logo, pelo Teorema de Schwarz
conclui-se que
>’f *f 2
T, Y) = T,y) = 2y cos .
axay< y) 8y8x( y) = 2y cos(y”)

Da mesma forma que se definiu derivada parcial de ordem superior a primeira, também
se pode definir derivada direccional de ordem superior a primeira. Dada uma funcdo f de
n varidveis reais, cada derivada direccional de f segundo um vector ¥, se existir, é também
uma func3o real de n varidveis reais. Define-se entdo as derivadas direccionais de sequnda

ordem de f por
of
orf 9 (zT)

owov ow
De forma andloga se pode ainda definir as derivadas direccionais de terceira ordem da
funcdo f e sucessivamente as derivadas direccionais de ordem m € N.

I n
para U, € R".
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2.5 Derivada

Na noc¢do de fungdo derivavel estd presente uma certa no¢do de regularidade no comporta-
mento da funcdo. Esta situacdo reflecte-se no resultado, conhecido dos alunos, que diz que
qualquer fungdo f : R — R que seja derivdvel num ponto a € R é também continua nesse
ponto. Contudo, existem fun¢les reais de varias varidveis que, admitindo todas as deriva-
das direccionais num certo ponto, sdo descontinuas nesse ponto. Por exemplo, a fun¢do f

definida por
LY

W, (z,y) # (0,0)

f(xv y) =
0, (1}, y) = <07 0)
possui todas as derivadas direccionais no ponto (0,0), mas é descontinua em (0,0). Neste
sentido, a derivada direccional n3o é a generalizagdo natural, para fungdes de varias variaveis,
da nog¢do de derivada de uma fungdo real de uma sé varidvel.
Relembre que, para uma funcio f : R — R derivdvel em a € R tem-se

Fla) = im L@@ T@) (@) + (@)@~ a))

r—a Tr—a r—a T —a

=0,

donde se conclui que a recta y = f(a) + f'(a)(z — a) é uma boa aproximagdo polinomial
de primeiro grau(de facto é a melhor) para o grafico de f em pontos x “préximos”de a.
De forma natural surge a seguinte generalizacdo da nocdo de derivada para funcdes reais de
vdrias variaveis.

Defini¢ao 2.10 (Derivada). Sejam f: D CR®™ - R e A = (a1,...,a,) € D. Diz-se
que f € diferencidvel em A (ou derivivel em A) se existem

of of of
—(A), =——(A),...,—(A
() 5 (A 5 (4)
€
0 0
£ = (10 + L)@ - )+ o+ 2L W)@ - an)
lim Oy O =0 (2.2)
XA [|X — Al - '
Chama-se derivada de f em A, ou diferencial de f em A, a fungdo linear
f(A): R"™ — R
of of . (2.3)
(’Ul7 . 7'Un) — %(A)Ul + + %(A)Un
Nota 2.3 Do limite (2.2) presente na definicdo de derivada, obtém-se a seguinte aproximacdo
para f(z1,...,@,), com (z1,...,x,) “proximo de”(aq,...,an),
"0
f(X) = f(z1,...,2n) =~ flar,...,an) + Z 5‘;5 (A)(z; — a;). (2.4)
i=1 "

Nota 2.4 Sendo a derivada, num ponto A, de uma funcdo f de vdrias varidveis, f/(A), a
aplica¢do linear apresentada em (2.3), esta é representada pela seguinte matriz(relativa as
bases canénicas em R™ e em R),

M) =] 2w o ]
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Definigao 2.11 (Derivada funcao vectorial). Uma fung¢do vectorial

F: R* — R™
X — (fl(X)vafm(X))

diz-se diferencidvel (ou derivivel) em A € R™ se todas as suas fungdes componentes
fi : R® = R forem derivdveis em A. Define-se derivada de F em A, F'(A), como
sendo a aplicagao linear de R™ em R™ cuja matriz que a representa(em relagdo as bases
candnicas) é

B 8f1 8f1 8f1 T
Tm(A) 87:52(14) 37%(14)
dfa Of2 0f2
, aTsl(A) 3762(!4) E(A)
M(F'(A)) =
L o, W P, @ G, W

A matriz das derivadas parciais de F em A, M(F’(A)), chama-se matriz Jacobiana de
F em A.

Ao determinante da matriz Jacobiana de uma fun¢do F : R™ — R"™ chama-se Jacobiano
de F' e denota-se por

8(f1,. . afn)

8(1‘1, N xn)

O resultado seguinte estabelece um primeiro critério de diferenciabilidade para func¢des
reais de varias varidveis.

= det M(F'(X)).

Teorema 2.5. Sejam f: D CR"™ — R uma fungdo e A € D.
Se existem e sdo continuas em A todas as derivadas parciais de primeira ordem de f em
A, entdo f € diferencidvel em A.

Demonstragdo. Ver Proposicao 4.1 de [3]. O

Se uma fungdo f : D C R™ — R possui todas as derivadas parciais continuas até a
ordem k € N, diz-se que é de classe C* em D. No caso em que f possui todas as derivadas
parciais de qualquer ordem, diz-se que f é de classe C*°. Claramente se conclui que

012022...20k2...2000’

e, analogamente ao que acontece em funcgdes reais de uma sé varidvel, todas as inclusdes sdo
estritas.

Exemplo 2.16 A funcio f : R? — R definida por f(z,y) = Vot +y é de classe C!' em R?,
porque possui todas as derivadas parciais de primeira ordem

af 4 of
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e s3o continuas, mas f n3o é de classe C? em R? porque n3o possui todas as derivadas
parciais de segunda ordem em (0, 0).

Teorema 2.6. Se f: D CR" — R € uma funcao diferencidvel em A € D, entao f €
continua em A.

Demonstragao. Sendo f diferencidvel em A = (aq,...,a,), tem-se, por (2.2),

0 X =4 -
o que implica que
Jim F(X) — (f(A) - %(A)(ml )t %M)(% _ an)> _o,
donde
Jim F(X) = F(A) =0 lim F(X) = f(4),
e consequentemente f é continua em A. 0

O seguinte resultado estabelece a relacdo existente entre os conceitos de derivada e de
derivada direccional de uma fun¢ao derivavel.

Teorema 2.7. Seja f: D CR"™ — R uma fungdo diferencidvel em A € D.
Entao, para qualquer v € R™, tem-se

o) = . (25)

Demonstragao. Sejam f diferencidvel em A € D e ¢ € R™. De (2.2) conclui-se que

i LX) = F(A) = AKX =] _

XA [| X — Al

donde, fazendo a mudanga de varidvel X = A + hv, se obtém

o (A1) = 1(4) = 7/(A) (1)

=0
h—0 [|h D]

o0 que é equivalente a (notar que f’(A) é linear)

o LA BD) = F(4) = hf (A)(@)]
h—0 |h|

f(A+ho) = f(A)
h

=0||7]| < lim
h—0

e consequentemente
(A RD) — f(4)
h—0 h

ou seja
of

L) = £ (a)@)
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Nota 2.5 Como consequéncias do teorema anterior, é relevante referir que:

1. Quando f é diferencidvel em A, o Teorema 2.7 fornece uma férmula simples para
. . of N .
calcular a derivada direccional —=(A), sem recorrer a definicdo. Para isso basta calcular
b

as derivadas parciais e usar a igualdade (2.5) do teorema. Mas aten¢3o, a igualdade
(2.5) sé pode ser usada depois de garantida a diferenciabilidade de f no ponto A;

2. O Teorema 2.7, estabelece dois critérios de diferenciabilidade para uma fungdo f :
D CR"™ — R no ponto A, nomeadamente:
.0 I ~ < 45 y
(a) se n3o existe a—{(A) para algum ¢ € R", entdo f n3o é diferencidvel em A;
v
(b) se para algum vector ¥ = (vy,...,v,) € R",

of of
817 8.731

of
Oy,

(A) # (Avi+---+ (Ao,

entdo f n3o é diferencidvel em A.

Ainda do Teorema 2.7, para uma funcdo f : D C R™ — R diferencidvel em A € D,
tem-se, para todo ¥ = (vy,...,v,) € R",
O 4y = 9F of

of af .
o= 2w 2= (X @) eo

(4) oxy, Oxy1 7 Oxy,

Definicao 2.12 (Vector gradiente). Seja f : D C R™ — R uma fungdo derivdvel em
AeD.
Chama-se vector gradiente de f no ponto A, denotando-se por V f(A), ao vector de R™

v = (gL gt w).

Oz 7 Oy

De (2.5) e de (2.6) obtém-se

o) = F(A®) = V(4) -5, VR

e consequentemente, para qualquer @ € R™ tal que ||@|| = 1, tem-se

0
oL (4) = (A1 = [V F(A) ]l cosd = [[ V1 (A cos, (2.7)

onde 6 é o angulo entre os vectores V f(A) e 4. Assim, da igualdade (2.7), conclui-se que:

1. A taxa de variagdo maxima de f, partindo de A, verifica-se quando 6 = 0 isto é,
quando o vector 4 tem a direc¢do e o sentido do vector V f(A);

2. A taxa de variacdo minima de f, partindo de A, verifica-se quando § = 7 isto é,
quando o vector @ tem a direc¢do do vector V f(A) e o sentido contrério ao do vector

Vf(A);

. . . . .
3. A taxa de variacdo de f, partindo de A, é nula quando § = — isto é, quando o vector

@ é perpendicular ao vector V f(A). Neste caso, quando V f(A) n3o é o vector nulo,
tem-se que V f(A) é normal ao conjunto de nivel f(A) de f no ponto A.
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Proposicao 2.8. De todas as direcgoes e sentidos sequndo 0s quais uma funcao de-
rivdvel, f : D C R™ — R, € estritamente crescente partindo de um ponto A € D, o
vector gradiente de f em A € aquele que aponta na direccdo e sentido de crescimento
mais acentuado.

Exemplo 2.17 Considere a superficie S do espaco R? definida pelo conjunto dos pontos
S={(z,y,2) e R®: ay® + 3z — 2* = 4}.

Pretende-se obter a equacdo do plano tangente a superficie S no ponto P = (2,1,—2) e as
equacles da recta normal a superficie S no mesmo ponto P.

Para definir um plano é necessdrio obter um ponto pertencente ao plano e um vector
director (ou seja um vector perpendicular ao plano).
O ponto é P = (2,1,-2).
Para obter o vector director é necessario considerar a superficie S como uma superficie de
nivel de uma certa fungdo de trés varidveis reais. Mais concretamente, tem-se que

S:N4:{(1',y,z)ERS:zy2+3xfz2:4}

é a superficie de nivel 4 da funcio f(z,y,z) = xy? + 3z — 22. Das propriedades do vector

gradiente tem-se que V f(P) é o vector que se procura. Assim,

0 0 0
Vf(P) = <a£(25 17 72)3 875(27 17 72)7 872(27 1a 2)) = (47474)

e a equacgao do plano tangente é
(PX).Vf(P)=0+<= (z—2,y—1,2+2).(4,4,4) = 0,

ouseja dxr +4y +4z—4=0.
Para obter a recta normal, é sé escrever a recta que passa em P e tem a direccdo de
V f(P) isto é, a recta de equa¢do vectorial

(I7yvz) = (271372)4»)‘(47474)3 AeER

da qual se podem obter as equacdes gerais

2.6 Significado geométrico da derivada (R?)

Suponha-se que f : R? — R é diferencidvel em (a,b) € R% Entdo existem as derivadas

parciais de f em (a,b) e, de (2.2), conclui-se que
of of

el - 2L - 2.
T @.b)e =)+ 5 (0. —b)+ () (28)
resto

f(z,y) = fla,b) +

f'(a,b)(¥), parte linear
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para todo o vector 7 = (z — a,y — b) € R?, com

N Y ) B (2.9)
(@y)=(abd) [|(x —a,y —b)]|

Do limie (2.9) tem-se que, para (x,y) suficientemente préximo de (a,b), o valor do resto
r(x,y) é muito pequeno pelo que, de (2.8), a fun¢do afim

Ploy) = flab) + G (@b~ ) + 5L (a.b)y - ),

cujo seu grafico é uma superficie planar, é uma “boa” aproximacdo para f(z,y).

Definigao 2.13 (Plano tangente). Seja f : D C R? — R uma funcdo diferencidvel em
(a,b) € D. Chama-se plano tangente ao grdfico de f no ponto (a,b, f(a,b)), ao plano de
equacao

of of
2= flab) + 5 (e, b) (@ —a) + 5 (e, )y — ),

onde f(a,b), %(a,b) e g—f/(a,b) sao constantes reais.

Nota 2.6 Observe que o grafico de uma func¢3o real f de duas varidveis reais pode ser sempre
considerado como a superficie de nivel de uma certa fungdo de trés varidveis reais e, seguindo
um raciocinio semelhante ao do ultimo exemplo da seccdo anterior, assim obter o plano
tangente ao grafico de f num ponto dado. Com efeito, para uma funcdo f: D C R? — R,
o grafico de f foi definido como sendo o conjunto

Graf(f) = {(z,y,2) €R*: (,y) € D e z = f(z,9)},
que pode ser escrito na forma
Graf(f) = {(x,y,z) ER?: (z,y) €Dez— fzx,y) = 0}7

donde se conclui que o Graf(f) é o conjunto de nivel zero da fun¢do g(x,y,2) = z — f(z,y).

2.7 Derivada da fungao composta: Regra da Cadeia

Seja f : D C R™ — R uma fun¢do diferencidvel de n varidveis reais x1, z3, ..., T, €
suponha-se que cada uma das varidveis x; € em si uma func¢do derivdvel de m varidveis reais
ou seja, x; = z;(t1,...,tm) paratodoi € {1,...,n} e (t1,...,t;,m) € U CR™. Se

(ml(tl, cestm)s ey Tty .. ,tm)) €D, vparatodo (t1,...,tm)€ U,
ent3do estd definida a funcdo composta h: U — R por
h(ty, ... tm) = f(z1(t, ..o tm), -, @n(t1, ..., tm)), para todo (t1,...,tm) € U.
De facto, h = f o X, onde a fungdo X : U C R™ — R"™ ¢é definida por

X(tr,otm) = (@1t tm), s @b, b))
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Sendo f diferencidvel em A = (aq,...,a,) e X diferencidvel em B = (by,...,by), com
X(B) = A, tem-se que a fungdo composta h = f o X' é diferencidvel em B e

W(B) = f'(X(B)).X'(B), (2.10)

onde “."representa o produto de matrizes. Mais concretamente, a igualdade (2.10) tem a

forma
e gm | -
S gt |
[ ]
e ],
donde se obtém, para cada i € {1,...,m}, a conhecida regra da cadeia
T B = m L m e LT e, e

Exemplo 2.18 Considere a funcdo f definida por f(z,y) = 2%y, com = = z(u,v) = uv e
y = y(u,v) = ue’. Usando a regra da cadeia, pretende-se obter as derivadas parciais da
funcdo h(u,v) = f(x(u,v), y(u7v))'

of Oz of dy

Oh 2 v 2,2 v 2,2 v
u(u,’l})— m(L’,y) u(u,’l})+ y((ﬂ,y) u(u,v) 21’y1}+1’€ u“ve +uvie,
7}2(111,1)) = 781’ (JJ, y) 7}?(111,’0) + —:J;(m,y)—z(u, 11) = 2.Z‘y’u, + ngue” — 2U3’U€1) UB’UZGU.

2.8 Funcao implicita

Dada uma equagdo do tipo F(z,y) = 0, situa¢les existem em que ndo existe solugdo da
equacgado, por exemplo
P +y*+1=0.

Também existem situagGes em que o valor da varidvel y n3o fica univocamente determinado
pela escolha da varidvel z, por exemplo

sen (y) + cos(z) = 0.

Mais, existem ainda situa¢des em o valor da variavel y fica univocamente determinado pela
escolha da varidvel x, por exemplo

T

2 2
3y=0« Ny=—-ry=——F5-:.
zy +x + 3y (" +3)y=-r sy 23
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e . ~ > . < . T
Nesta dltima situag¢do a varidvel y é uma fungdo de x ou seja, y = y(z) = “E13 e neste
x

caso diz-se que a equagdo z?y + z + 3y = 0 define y como fungdo de z.

Finalmente, ¢ relevante referir que dada uma equagio do tipo F(x,y) = 0 para a qual o
valor de y fica univocamente determinado pela escolha de z, nem sempre é possivel resolver
a equagao em ordem a y isto é, obter de forma explicita a resolucio

F(r,y) =0cy=y(z).

Neste caso diz-se que a equagdo F'(z,y) = 0 define implicitamente y como uma fun¢do de
x, tendo-se F'(z,y(x)) = 0 para todo = € I (I é um intervalo aberto de R).

A ideia aqui apresentada pode, de forma natural, ser generalizada para equagdes com
mais do que duas varidveis.

Definigao 2.14 (Fungao implicita). Sejam F : D C R**! — R uma funcdo e (A,b) € D
uma solu¢ao da equacdo

F(z1,...,2n,y) =0. (2.12)
Diz-se que a equagao (2.12) define implicitamente y como funcao de (x1,...,2,) se
existem uma funcdo y = y(x1,...,xy,) e um aberto U CR™ contendo o ponto A tais que

F(z1,...,zn,y(x1,...,2,)) =0  para todo (x1,...,x,) € U.

O teorema que se segue apresenta condicdes sob as quais se pode afirmar que a equacdo
F(z1,...,z,,y) = 0 define implicitamente y como fun¢do de (z1,...,2,). A demonstra¢do
envolve nogdes e resultados matematicos fora do dmbito deste curso pelo que estd omitida.
Contudo as ideias podem ser exploradas em [2].

Teorema 2.9 (Teorema da funcado implicita). Sejam F : D C R"™t — R uma funcdo e
(A,b) = (a1,...,an,b) € D tais que

1. F(ai,...,an,b) =0;
2. F é de classe C*, k € N;

OF
3. aiy(al’ ceey Oy, b) # 0.
Entao a equagio F(xy,...,2Tn,y) = 0 define a varidvel y como funcao de (x1,...,2,)
para (x1,...,x,) “prézimo”de (ai,...,ay) isto é,

Ir > 0 tal que F(xl, ces Ty Yy, . ,xn)) =0, VY(z1,...,2,) € B.(A).
Mais, a fungio y é de classe C*.

Teorema 2.10. Suponha-se que F' estd nas condicoes do teorema da funcao implicita.
Entao, para cada i € {1,...,n}, tem-se

ay _(xla"'axnvy)

8xi<x17"'7$n) = _aj(x B )
(9y 1y+-+rTns Y

para todo (x1,...,x,) € B.(A).
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Demonstracdo. Estando nas condi¢oes do Teorema da fungao implicita, conclui-se que
existem r > 0 e a fungdo y = y(x1,...,x,) tais que

F(z1,....2n,y(x1,...,2)) =0,  V(z1,...,3,) € B,(4). (2.13)

Sejai € {1,...,n} e denote-se (X,y) = (z1,...,Z,,y). Pela regra da cadeia, derivando
ambos os membros da equagao (2.13) em ordem a z;, obtém-se

oF 0x1 oF ox; oF ox, OF oy
_ [ P JE— X _ PR —_ X E— _ X _— X = U.
e ,y)azi +ot aIi( 7y)8mi +oet 6%( Y) oz, T 8y( ,y)axi( )=0
Como - 0, para j # i, e % =1, tem-se
ox; Ox;
oF oF dy
X — (X X) =
axi( y) + 8y( ,y)axi( )=0
e consequentemente
oF
— (X
dy Y
O
Exemplo 2.19 Considere a equagdo
y
eV 4 sen (a:ez 7T) —-2=0. (2.14)

Pretende-se demonstrar que a equagdo (2.14) define implicitamente y como fung¢do de . A
fungdo F(z,y) = €™ + sen (25™) — 2 é de classe C™ e (z,y) = (1,0) é uma solugio de
(2.14). Como a—y(l,O) =1 # 0, pelo Teorema da func¢io implicita conclui-se que a equagdo
(2.14) define y como fungio de x “préximo”de 1 isto é, existem y = y(x) fungdo de classe
C* e ¢ > 0 tais que

re¥(®)

exy(x)+sen( >_2:07 Vo €]l —0,14 9]

Mais, y(1) =0e
OF
’ 8 (1?0) 0
H=-0 " __“_y
vy =-3F 1
—(1

2.9 Polinémio de Taylor

A férmula de Taylor permite obter aproximagdes polinomiais para uma qualquer fun¢do de-
rivavel f e dai retirar todas as vantagens que a simplicidade das fun¢bes polinomiais possuem.
Como se verd, teoricamente, a qualidade da aproximacdo a obter depende apenas das pro-
priedades de diferenciabilidade que a funcdo f possui.

Comece-se por recordar a férmula de Taylor Lagrange para funcdes reais de uma sé
variavel, conhecida pelos alunos de um curso prévio de Andlise Matematica em R.
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Teorema 2.11. Sejam I C R um intervalo, f : I — R uma funcdo n+ 1 vezes derivdvel
em I ea € I. Entao, para cada x € I, existe 0 entre x e a tal que

f(@) = Pra(®) + Rualz), (2.15)
onde Ppq(x) € 0 polindmio de Taylor de ordem n de f em torno de a dado por
1 1
Paale) = f(@) + /(@)@ = a) + 5 f(@)(@ = 0>+ + — [P (@)(z — ) (216)
e Rn.a(x) € o resto de Lagrange de ordem n de f em torno de a dado por

Roa() = i/ VO =) (2.17)

Mais, o resto de Lagrange verifica a condi¢ao

lim 772”7,1(@

z—a (x — a)"

= 0. (2.18)

O polinémio de Taylor para funcdes de varias varidveis vem melhorar a aproximacdo
polinomial previamente obtida em (2.4).

Teorema 2.12 (Teorema de Taylor). Sejam f : D C R™ — R uma fungao de classe
Cmtl r>0e A€ D tais que B.(A) C D. Entdo, para cada X € B.(A) e ¥ = AX,
existe 6§ €0, 1] tal que

onde Py, 4(X) € o polindmio de Taylor de ordem m de f em torno de A dado por

62 om
Pm,A(X)=f(A)+?(A)+%8—77£(A)+-~-+%877,{(A) (2.20)

e Rm,a(X) € o resto de Lagrange de ordem m de f em torno de A dado por

1 aerlf .
Rma(X) = m PFIES (A + 607). (2.21)
Mais, o resto de Lagrange verifica a condi¢ao
U (CLO RS (2.22)

X X — Afm

Demonstragao. Sejam A € D e r > 0 tais que B.(A) C D. Para X € B,(A), defina-se
7= AX e considere-se S o segmento de recta dado por

S={A+tr:te[0,1]}.

Tal como foi feito na prova do Teorema 2.2, defina-se a funcao real de uma s6 varidvel
real
¢: [0,1] — R
t —  f(A+t0)
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Sendo f de classe C™*!, tem-se que a funcdo ¢ é m + 1 vezes derivavel e do Teorema
2.11 (férmula de Taylor-Lagrange para fungdes de uma sé varidvel) conclui-se que existe
0 €]0, 1] tal que (na férmula (2.15) considera-se z =1 ¢ a = 0)

P(1) = 0)+ 0 + 38" O+ -+ o™ (0) + g™ 0),

(m+1

Da defini¢ao de ¢ tem-se p(0) = f(A), (1) = f(A+70) = f(A+ X — A) = f(X) e, da

contas feitas na prova do Teorema 2.2, ¢'(0) = ?(A) Mais, pelo mesmo processo de
v
k
célculo se verifica que *)(t) = ZT{(A +t0) para k € {1,...,m+ 1} et € [0,1], donde
v
se obtém
500 = 1)+ Ly 28wy L8y L o)
B ov 2! 092 m! o™ (14 m)! ggm+t '

A propriedade verificada pelo resto, (2.22), é uma consequéncia imediata da propriedade
(2.18). O

Para obter o polinémio de Taylor de ordem m € N de uma fun¢do f: D C R" — R
em torno de um ponto A € D, é necessario obter todas as derivadas direccionais de f de
ordem k < m no ponto A. Contudo, tecnicamente, n3o é vidvel fazé-lo usando a definicdo de
derivada direccional de ordem superior. Tal como acontece para as derivadas direccionais de
primeira ordem, nas func¢des de classe C"™" é sempre possivel obter as derivadas direccionais de
ordem k através do calculo das derivadas parciais de ordem k. Efectivamente, considerando

T=AX = (x1 —a1,...,on —ay,) e f diferencidvel em A, do Teorema 2.7 obtém-se
af of of of af
iA=L (A etk =L (A, = ——(A _ e = (AN — ay).
S () = 2 (Ao -+ (Do = Z ()1~ a1) + o+ 5 (Ao — an)
of | , . L .
Como 57 também uma func3o diferencidvel em A, tem-se, ainda pelo Teorema 2.7, que
U

0% f 0 [of 0 [of g (0f
2@ = 5 <8z7> (4) = e (86) (Avr +--- + e ((%) (A)vn

= a(afv1+~~~+af’un> (A)Ul+"'+a<a.jvl+"'+8fvn> (A)vn

o)

O0x1 \ 0x1 oxy, o0x, \ 0x1 oxy,
= = 81'7,8%] A)(‘xl ai)(xj a’])

Iterando este processo obtém-se a seguinte férmula de célculo das derivadas direccionais de
f de ordem k£ < m através do conhecimento das derivadas parciais de f de ordem k:

ok f - oF f
= 2 g, Ao o) (e )
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2.10 Extremos livres

Em todas as adreas do saber, desde os problemas praticos da Engenharia até aos problemas
tedricos da Fisica Tedrica, a procura de maximos ou de minimos de fungcdes ocupa um lugar
de primordial importancia. Isto porque muitos problemas de optimizagdo, como maximizar o
aproveitamento da energia, minimizar perdas de calor, maximizar lucros, minimizar custos,
etc., podem ser formulados pela procura de méximos, ou de minimos, de funcdes reais de
vdrias varidveis reais.

Definigao 2.15 (Extremos locais). Sejam f: D CR™ — R uma funcao e A € D.

o Diz-se que f tem um méaximo local em A se existe v > 0 tal que
f(A) = f(X), VX e B (A).

Neste caso o ponto A chama-se maximizante local de f.

e Diz-se que f tem wm minimo local em A se existe v > 0 tal que
f(A) < f(X), VX e B.(A).

Neste caso o ponto A chama-se minimizante local de f.

e Diz-se que f tem um extremo local em A se f(A) é um mdzimo ou minimo local.

Como consequéncia imediata das propriedades do vector gradiente, Proposicdo 2.8,
obtém-se o seguinte resultado.

Teorema 2.13. Sejam f: D CR"™ — R uma funcgdo diferencidvel e A € D.
Se f tem um extremo local em A, entdo Vf(A) = 0.

Demonstragao. Se V f(A) # 0, entdo, pela Proposigao 2.8, conclui-se que existe § > 0 tal
que f(Y) < f(A) < f(X)comY =A—aVf(A) e X = A+aV f(A) para todo a €]0, .
Consequentemente f(A) nao é um extremo local de f. O

Definigao 2.16. Sejam f: D CR™ — R uma fungdo diferencidvel e A € D.

Diz-se que A é um ponto critico de f se Vf(A) = 0.

Os pontos criticos de f que ndao sdo mazimizantes nem minimizantes locais de f,
chamam-se pontos de sela.

Exemplo 2.20 Considere a fungio f : R? — R definida por f(z,y) = 22 +y? — 22 — 4y +6.
Pretende-se determinar os extremos locais de f.
Como f é uma funcdo derivavel, os seus extremos locais ocorrem em pontos criticos.
Assim,
Vf(:r,y) = (21‘ —2,2y - 4)7

donde (1,2) é o dnico ponto critico de f. Mais, f(1,2) =1e
flay) =2 +y* =20 —dy+6=(z - 1)+ (y—2° +1> 1= f(1,2),

donde se conclui que f(1,2) =1 é um minimo local de f.
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No que se segue, apresenta-se um estudo de um ponto critico A de uma fungdo dife-
rencidvel f: D CR"™ — R a fim de o classificar. Da definicdo de ponto critico tem-se

of s of

aixl( ):0’...781:”(14):07

donde se conclui que todas as derivadas direccionais de f em A s3do nulas. Assumindo que
f é diferencidvel o nimero de vezes necessério, deriva-se f até encontrar a menor ordem
m € N para a qual existe um vector ¥ tal que a derivada direccional de f em A segundo v é
nao nula, isto é,

o f L on
€ 9 f
eR": —(A .
ve 817m( )#0

Pela férmula de Taylor-Lagrange (2.19) tem-se, para qualquer @ € R™,

fA+d) - fay = =0T

m! ouw™

(A) + Rin,a(A + @),

R, a(A+ @ . " :
com lim W = 0, donde se conclui que, para ||@|| pequeno, o sinal de f(A +
@—0 wi|m
am
W) — f(A) é igual ao sinal de 3 _,f (A). Consequentemente, f(A) é um maximo local se
wm

omf - o omf
S (A) < 0 para todo w € R", e f(A) é um minimo local se S (A) > 0 para todo

w € R™.

Se m é impar e

omf
o™
consequentemente A é ponto de sela de f.

Se m é par, entdo uma das seguintes situaces pode ocorrer:

o f

o f oy
a(—a)m( )= g

(4) e

(A) # 0, entdo, pela Proposi¢io 2.3,

i) Para todo @ # 0, W(A) > 0;
. 8"7Lf

ii) Para todo @ # 0, —(4) < 0;

ii) Para todo 1 # '817"’”( ) < 0;

iii) Existem @ # 0 e ¥ # 0 tais que gu?”{ (A)>0e ggn{ (A) <0;

. = om - "f

iv) Existe w # 0 tal que -—=—(A) = 0 e, para qualquer @ # W, tem-se 9 (A) > 0;

m um

v) Existe @ # 0 tal que o"f (A) =0 e, para qualquer @ # W, tem-se oy (A) <0

q owm - ' P q q ! oum -

No caso i) tem-se f(A + ) — f(A) > 0 para todo @ # 0 com norma pequena, logo
f(A) é um minimo local.

No caso ii) tem-se f(A + @) — f(A) < 0 para todo W # 0 com norma pequena, logo
f(A) é um méaximo local.

No caso iii), existe 6 > 0 tal que, para todo « €]0,0[ tem-se f(A + aw) — f(A) >0e
f(A+at) — f(A) <0, logo f(A) ndo é um extremo local de f.



2.10 Extremos livres 37

o f

No caso iv), as direcgBes definidas pelos vectores W # 0 tais que S (A) = 0 chamam-
W

se direccdes singulares. Segundo cada uma das direc¢Bes singulares , determina-se a deri-
vada direccional de f em A até obter uma ordem | = [(w) > m tal que

K
gwj,: (A)=0, VE<I
e o
f
W(A) # 0.

Se | é impar, entdo tem-se uma situag¢do andloga a apresentada no caso iii), pelo que se
!

. . , 0 - :
conclui que A é um ponto de sela. Se [ é par e W(A) < 0, entdo, mais uma vez pelos
W
!

. , 0
mesmos argumentos, tem-se que A é ponto de sela. Se [ é par e W(A) > (0 para todas as
]

direcgBes singulares, entdo apenas se conclui que f(A) ndo é maximo local.
No caso v), a situacdo é dual a do caso iv) e procede-se da seguinte forma: Segundo
cada direcgdo singular @, determina-se [ = [(w) > m tal que

k
gwjli (A)=0, Vk<I
e o'
@(A) # 0.

Se | é impar, entdo A é ponto de sela; Se existe alguma direccdo singular w tal que
o' f
ot
o' f

ow'

(A) > 0, entdo A é um ponto de sela; Se, para todas as direcgdes singulares 0,

(A) < 0, ento apenas se conclui que f(A) ndo é minimo local.

De notar que, dos argumentos expostos anteriormente, situacoes existem em que a divida
subsiste sobre a classificagdo dos pontos criticos.

Como o célculo das derivadas direccionais, para fungdes diferencidveis, pode ser feito
através do calculo das derivadas parciais, no resultado que se segue apresenta-se o estudo
que permite classificar os pontos criticos de fun¢cbes de duas varidveis através do célculo das
derivadas parciais de segunda ordem.

Teorema 2.14. Sejam f: D CR?2 — R de classe C? e (a,b) € D um ponto critico.
Definindo
o*f  Of 0% f ?
D= @(a,b)a—zﬂ(a,b) - (M(%b)) :

tem-se:
2

SeD>0c¢ ﬁ(a,b) > 0, entdo (a,b) é um minimizante local de f;
X
2
SeD >0 e —5(a,b) <0, entao (a,b) € um mazimizante local de f;
Se D < 0, entao (a,b) € ponto de sela;
No caso D = 0 tem-se uma situacdo inconclusiva pela andlise das derivadas de 2%
ordem.
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Demonstracdo. Sem perda de generalidade, assuma-se que o ponto de equilibrio ocorre
na origem i.e. (a,b) = (0,0). Como f é de classe C2, pela férmula de Taylor-Lagrange
tem-se

1 (0°f 2 ’f *f 2
f(z,y) — f(0,0) = 3 <8x2(07 0)z= + 283:83/ (0,0)zy + TZ/Q(an)y > +Ra,0,0)(7, )

R ;

com lim %(xzy) =0, donde
(z,9)—(0,0) x“+y
19%f , Of 10%f 9
que pode ser escrito na forma
f(@,y) = £(0,0) = az® + bay + cy?,
quando se define
10%f 0% f 10%f
a—iﬁ(0,0), b— axay(0,0) € CcC = 287y2(0,0)

Para classificar o ponto critico (0, 0) é suficiente analisar o sinal do polinémio ax? + bxy +
cy? para (z,y) perto de (0,0). Pela definicio de D, tem-se D = —b? + dac e

ax? +bxy+cy? = a (m2 + gzy + in)
- 4 (IJFL )2+ —b%+dac ) , 2
2q¢Y 4a? Y
2
= af(e+ 2y)" + 2]

Caso D > 0: Se 82—f(0 0) > 0, entao
* axz I )

a> 0= ax’+bry+cy®> > 0= f(v,y) > £(0,0) para (z,y) “perto”de (0,0),
donde f(0,0) é minimo local de f.
0% f

e 2
Ox2

S (0,0) < 0, entao

a < 0= ar’+bry+cy®> < 0= f(v,y) < £(0,0) para (z,y) “perto”de (0,0),

donde f(0,0) é méximo local de f.

Caso D < 0: Por um lado, para y = 0 tem-se axz? + bxy + cy? = az?. Por outro, para
T = f%y tem-se ax? + bry + cy? = %yz. Consequentemente (0,0) é ponto de
sela.

Caso D = (0: Situacao inconclusiva.
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2.11 Extremos condicionados

Situagdes existem em que a procura de maximos ou minimos locais de fungdes n3o é feita
em todo o dominio mas sim entre pontos que verificam determinada condi¢do. Por exemplo,
procurar o maximo do produto de dois nimeros (méximo da fungdo f(z,y) = xy) desde que
a sua soma seja seis (sujeito a restricdo x + y = 6).

Em seguida é descrito o procedimento a seguir por forma a obter os extremos locais de
uma fung3o real f(x,y) sujeitos a uma condicdo g(x,y) = 0. Por outras palavras, pretende-
se obter, de entre os pontos (z,y) pertencentes a curva de nivel zero da fungdo g (isto é
No = {(x,y) € R? : g(x,y) = 0}), aqueles que maximizam ou minimizam a fungdo f.
Pontos estes que se chamam extremos condicionados de f pela condicdo g(z,y) = 0.

Sejam f e g fungBes diferenciaveis,

F(t) = x(t)i+y(t)j, tel, (I intervalo real)

=

uma parametrizacdo da curva Ny e P = (x9,y0) € Ny um extremante condicionado de f
verificando Vg(P) # 0. Como P € Ny, ent3o existe to € I tal que 7(tg) = P.

Por hipétese P = (ty) é um extremo condicionado de f pela condi¢do g(z,y) = 0, logo
a funcdo h : I — R, definida por

h(t) = (f o 7)(t) = f(z(t), y(t)),
tem um extremo em tg, donde h/(ty) = 0. Pela regra da cadeia tem-se

0= H(t0) = 5L (Pa'ta) + 5L (P t0) = V()" ().
Isto significa que os vectores V f(P) e 7/(ty) sdo ortogonais e, como 7'(ty) é tangente a
curva de nivel Ny, conclui-se que Vf(P) e Vg(P) sdo colineares (relembrar que Vg(P) é
perpendicular a curva de nivel em P), isto é, existe um escalar A € R (chamado multiplicador
de Lagrange) tal que
VI(P) = AVg(P).

A exemplo do que foi feito para fun¢des reais, f e g, de duas varidveis reais, 0 mesmo
pode ser feito para funcdes de vdrias varidveis reais surgindo assim o chamado método dos
multiplicadores de Lagrange para obter possiveis extremos condicionados.

Teorema 2.15 (Método dos multiplicadores de Lagrange). Sejam f: D CR™ - R e
g:U C D — R fungdes diferencidveis.
Se P € D é um extremo condicionado de f pela condicao g(X) =0 e Vg(P) # 0,

entdo existe X € R tal que
VS(P) = AVy(P).

De salientar que o teorema anterior apresenta condi¢cdes necessarias, mas nao suficientes,
para que um ponto seja extremo condicionado de f por uma condi¢do g(X) = 0. Tal como
se ilustra no exemplo que se segue, o processo centra-se na procura de todos os pontos que
verificam a condicdo necessdria para depois decidir quais é que correspondem a extremos
condicionados. Mas atencdo, é importante referir que o método dos multiplicadores de La-
grange n3o “apanha’os chamados pontos singulares da condi¢do g(X) = 0 isto é, os pontos
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X da curva de nivel Ny = {X € R™ : g(X) = 0} que verificam Vg(X) = 0.

Exemplo 2.21 Determinar o méximo da fungdo f(x,y) = xy sujeito a condi¢do z + y = 6.
Tem-sex +y=6<x+y—6=0, donde se tem g(z,y) =z +y—6e

Determinar os pontos singulares:

Vg(z,y) = (0,0) (1,1) = (0,0)
& , impossivel.

g(z,y) =0 r+y==6

Consequentemente, pelo método dos multiplicadores de Lagrange, as solucdes do sistema

y=A
Vf(z,y) = AVg(z,y) (y,7) = A(1,1) r=3
s = T =\ =
rT+y=2~6

s30 os Unicos candidatos a extremantes condicionados de f pela condi¢do g(z,y) = 0. Neste
caso (z,y) = (3,3) é a unica solucdo donde este é o extremante condicionado de f pela
condi¢do x +y = 6, sendo f(3,3) =9 o valor do extremo. Facilmente se verifica que se estd
perante um maximo.

2.12 Exercicios

1. Para cada uma das fun¢bes que se seguem, determine o seu dominio e o seu contra-

dominio:

(@) fz,y) = i

(b) flz.y) =~y

(c) flzy)=—e""",

(d) f(z,y) =2*— seny;

(e) flz,y) = |ayl;

(f) f(z,y) = seny;

(8) f(z,y) =cos(v/z*+y?);
(h) flz,y) = =),

2. Sem recorrer a instrumentos electrénicos, faca a correspondéncia de cada uma das
fungdes do exercicio anterior com os graficos apresentados na dltima pagina deste
capitulo.

3. Para cada uma das fung¢Ges que se seguem, faca um esbogo do diagrama de nivel e do
gréfico:



2.12 Exercicios 41
(@) fla,y)=a®+y%
(b) flz,y) =y
(©) fla.y)=2"—v%
(d) fla,y) = Va2 +y%
(e) flz,y) =1 —a?+y?
() flz,y) =z +y;
(&) fz.y) =2%+y
(h) f(z,y) =shz;
(i) f(z,y) = cos(y* + x);

() f(z,y) =loglz? —yl.

4. Descreva, para cada uma das fun¢des que se seguem, as superficies de nivel ¢ € R:

(@) f(z,y,2) = 2> +y%
(b) flx,y,z) =32 + 2y + 2%

(C) f(iIf,y,Z) = xQ _y2 +z.
5. Estude a existéncia dos seguintes limites:

—_ 2
(@) lm  f(z,y), com f(”%y):{(l) 223;;

(z,y)—(0,0)

2 se 224942 <1,

(b) lim g(z,y), com g(z,y) :{ 5 se a2 4+92>1;

(z,y)—(0,0)
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6. Calcule, caso exista (ou demonstre que n&o existe) cada um os seguintes limites:

lim ry
(zy)—(1,2) 22+ y?

(a)

(c) lm e =7+7
(=,4)—(0,0)

322y
e li _—
(€) (o) (0,0) 207 + Ay

2 2
lim x y
(z,y)—(1,1) T —Y

(i) 2y

| . y:—2y
1m YR 3
(z,y)—(0,0) =%+ Yy

213

(n)

(p)

i _—
(m,y)l—>rn(0,0) x2 + 392

li _—
(m,y)l—>m(o,o) 312 + 48

)

i _—
(z,y)lin(0,0) 2z + 398

)

y?senzx

b

. xy
b) 1 7 .
(b) (2)>(0.0) T2 + 12
1'42’
d lim S
(d) (z,y,2)—(2,0,1) (2% + y?)3
f  lim  ZFY.
(zy)—(1,-1) T —y
$4y4
h) 1 -4
(h) (z4)2(00) (2% +y2)3
%y
N lim  —Z
0) (z,)—=(0,0) 22 + 32
— 92
(m) im ;77+23y :
(@y)—00) z2+y
(o) 2?(y —1)?

(a)

lim
(z,y)—(

lim
(zy)—(0,1) 22+ (y—1)2

6
1,0)

y2—z+1

)

7. Estude a continuidade de cada uma das fungdes f, g : R — R definidas por:

f(%y):{ 0,

22+ 229° +4°
m2 +y2

g(x,y) = { 1,

o?+2zy% +4°
24y?

)

bl

(z,y) # (0,0)
(.I, y) = (07 0)

(z,y) # (0,0)
(.73, y) = (0’ O)

8. Estude a continuidade das fun¢des definidas por:

IL‘Qy

1’2+y2

se (z,y) # (0,0),
(2,y) = (0,0);

se

se

se

se

se (

(z,y) # (0,0),

((E,y) =

(

0,0

)

)

se xy # 0,
se xy = 0;

se 0<y<a?,
caso contrario;

se T >y,
se x <y,
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Yy
@ fay)={ @y ©@VFO0 gy e ) —tosty)

z7y
74 _oNa (x7y)7é(050)7 - iC, {17<y
(1) f(.%‘, )_ (x4+ 2)3 () f(l‘7 ):
’ 0. (5,5) = (0,0) S {‘y“’ 220
snW) ) £ (0,0 TV oy
&) flz,y)={ 22tz YT ED ) fley) =4 x—y
0, (z,y) = (0,0); 0, r=y

9. Relativamente a uma funcdo f: R?> — R, diga, justificando, se cada uma das
seguintes afirmacdes é verdadeira ou falsa:

(a) se f(0,0)=1¢e ilir%) ;1_% (x,y) = 1 entdo f é continua em (0,0);

(b) se £(0,0) =1 e f(x,2%) =0, Ve €R\{0}, entdo f é descontinua em (0,0);
(c) se f é continua em (0,0) e f(z,2%) =2z + 1, Vz € R\ {0}, entdo
lim lim f(z,y) =1,

z—0 y—0
(d) se f(z,2?) = z + 2, Vz e R\ {0}, e f(z,—2?) = e, Vo € R\ {0}, entdo f ¢é
continua em (0, 0).

. . L 0 ~
10. Usando a definicdo, calcule a derivada direccional 8—{ (A) da fung¢do f no ponto A
U
segundo o vector ¥, para:

(@) flz,y) =ay, T=i+j, A=(1,0);

(b) fla,y) ="t G=—i+j, A=(1,1);

() fla,y) =3z+y*, G=1i+], A=(0,0);

d) fz,y,2)=a?+ay+22, T=14+2]+k, A=(1,2,-1).

11. Determine as funcdes derivadas parciais de primeira ordem das funcdes definidas por

(3) f(,) = 50 + 20y — 2%
(b) f(z,y) = ye” + z cos(z?y);

(c) f(x,y) = log(cos(zy));

(d) f(z,y,2) = senz + logz + €*%;
(e) flz,y,2) = W

12. O diagrama de nivel para uma fun¢do f, no qual os niveis mais elevados tém a cor
mais clara, é apresentado em cada uma das seguintes figuras. Qual o sinal de f, e de
fy (para uma série de pontos a sua escolha)?
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13. Calcule of (0,0) para qualquer 7€R?\{(0,0)}, onde:

ov
(@) flz,y) = :ch—-sqﬁ se (z,y) # (0,0) e f(z,y) =0 se (z,y)=(0,0);
() 1) = 52 s (0) £ 0.0) € fr.0) =0 ¢ (5.9) = (0.0)

14. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem das fun¢des definidas por

(@) f(z,y)=1 se x=00uy=0 e f(z,y) =0 se zy #0;

() floy) = 575 se (@0:9) #(0,0) e flz,y) =0 se (x,9) = (0,0)
21>
@) Jwy)= 3z se @) #0.0) e f(a,y)=0 se (x,9)=(0,0)

(d) f(xvy)=$$—fy se t+y#0 e flz,y)=x se z+y=0;

15. Calcule as derivadas parciais de segunda ordem das fun¢des definidas por
(a) flw,y) = eV (b) f(z,y) =log(1 +a” +);
(c) f(z,y,2) = cos(zyz); (d) f(2,y,2) =y’ logz + we™.

16. Usando o teorema de Schwarz, mostre que n3o pode existir uma funcio f: R2 — R
cujas derivadas parciais de primeira ordem sejam:

(a) %(x,y)=2m3, g—;(x,y)=ym2+:v:

of B of B
(b) o (z,y) =z seny, 9y (z,y) =y senx.
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xy?
W se (.’L‘,y) # (070),
17. Seja f:R? — R definida por f(z,y) = 4
0 se (z,y) = (0,0).
. of of
(a) Determine 9z © e
0% f o f

(b) Calcule

0,0 0,0).
(c) Explique porque n3o ha contradi¢do com o teorema de Schwarz.

Q?yQ

r+y

se x # —,
18. Considere a fun¢do definida por f(z,y) =

0 se T = —y.

of of

(a) Calcule a—y(%()) e %(O,y).
. 0*f 0% f
(b) Verifique que axay(o’o) # 8yax(0,0).

19. Para cada uma das seguintes fun¢des:
f(z,y,2) = x+y+sen(zy?), gz, y,2) =e™+4z,  h(z,y,z) = senz+3seny+z,
(a) justifique que sdo diferencidveis na origem;
(b) determine a derivada direccional na origem segundo a direc¢do ¢ = (1,3, —1).
20. Considere a funcdo f: R? — R, definida por f(z,y) = ¢zy.

(a) Determine as fun¢des derivadas parciais de primeira ordem de f.

(b) Verifique se f é diferencidvel em (0,0). Justifique.

21. Considere a fungdo f : R? — R, definida por f(z,y) = 3zy + 3°.

(a) Justifique que f é derivdvel em todos os pontos de R?;

(b) Determine f'(2,3);

(c) Determine a taxa de variagdo de f no ponto (2,3) e na direcgio de ¥ = (3,4);
(d) Qual o sentido e direccdo a seguir, partindo de (2, 3), para que a taxa de variagdo

de f seja mdxima?
(e) Qual a taxa de variagdo maxima de f no ponto (2,3)?
(f) Encontre a equag3o do plano tangente ao gréfico de f no ponto (2,3,27).

22. Determine a equagdo da recta normal a superficie .S, definida pela equagdo zyz = 12,
no ponto (2, —2,—3).
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31
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Para cada uma das superficies que se segue, determine uma equag¢do para o plano
tangente e uma equagdo para a recta normal no ponto indicado.

(@) 22 —y*+22=0, P=(5,13,—-12);

(b) wy? +3z —22=4, P=(2,1,-2);

(c) 2y—2=0, P=(-2,-3,6).

Determine o angulo entre o plano XOY e o plano tangente ao elipséide de equacdo

2 2

y? oz
+2+3

8

=1

1

[\

no ponto (2,2,1).

Calcule a derivada de cada uma das fungdes definidas a seguir, indicando o conjunto
dos pontos (z,y) onde estd definida:

() flz,y) = (¢%y,e"T2Y);
(b) flz,y) = (In(x* + y?), cos(xy));
(c) f(z,y,2) = (22®, —ye?).

Use a “regra da cadeia” de uma sé varidvel independente para calcular w’(t), sendo

w(z,y) = 2%y —y?, com x=ux(t)=sentey=uy(t) =e.
0 0
Use a “regra da cadeia”de vdrias varidveis para calcular a—f e 8—{ sendo

flx,y) =2zy, com z=ua(st)=s>+t>ecy=uy(s,t)=-

Seja F': R? — R uma fungio diferencidvel tal que VF(2,3) = (—1,2). Determine:

(a) f(2), sendo f(z) = F(z,z +1);
(b) f'(1), sendo f(x) = F(2z,—2% + 4).
Seja G : R* — R uma func3o diferencidvel tal que VG(2,3,0) = (—1,2,3). Deter-
mine:

0 g
(2) 55 (1:2) € 57(1,2). sendo g(,y) = G (yx + y, sen (39)):

0 0
(b) &i(o —1)e az (0,-1), sendo g(x,y) = G (—2ye —3y + 322 xcos(2y)).

0
87;&4_87; =0 para u: R? — R definida por u(z,y) = f (v —y,y — 2),

onde f: R? — R é de classe C'.

Mostre que

Sejam f,g: R — R fungdes de classe C% e u: R?> — R definida por u(z,y) =
ou d%u Ou 8%u
f(z+g(y)). Verifique que s 005~ By 927
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32. Seja f: R® — R uma funcdo diferencidvel e defina-se ¢ : U € R® — R pondo

_f(ryz o 00 0% _
¢(x,y,z)—f(y,z,x). Mostre que T o +y8y + 2w =0.

33. Considere a seguinte equagio
zyzd + 2%y —x+2y+2=0.

(a) Mostre que a equagéo apresentada define implicitamente z como funcdo de (z,y)
para pontos “préximos”de (1,1, —1).
0z 0z

(b) Determine %(1, 1) e a—y(l7 1).

34. Considere a seguinte equagdo de trés variaveis reais
22 + xy’z = y2® + 5.
(a) Mostre que a equacdo apresentada define z como funcdo de (z,y) para pontos
“préximos”de (3,1,1);
(b) Determine 2/(3,1);

(c) Para z(x,y), definida na alinea (a), determine H'(3, 1), onde H (z,y) = G(z,y, 2(z, y))
para (x,y) “préximo”de (3,1), com G(x,y, z) = e*¥ + zyz.

35. Seja z = ¢(x,y) uma funcdo definida implicitamente, para (z,y,z) “préximo”de
0 0
(1,1,0), pela equagdo ze¥* + zlogy = 1. Determine a—sp(l, 1)e a—(’p(l7 1).
X Y

36. Escreva o polinémio de Taylor de ordem 2 para as funcles apresentadas a seguir, em
torno dos pontos indicados:

=e*tY,  ponto (0,0);

—(@+y)?  ponto (0,-2);

= arctg(x +y), ponto (1,0);

= sen (zy) + cos(zy), ponto (0,0).

37. Considere a fungdo f : R? — R definida por f(z,y) = sen (zy) + cos(zy).

(a) Determine o polinémio de Taylor e o resto de Lagrange de segunda ordem de f
no ponto (0,0);

-1
(b) Verifique se existe e é finito  lim %
(zy)=(0,0) =+ Y
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38. Determine os pontos criticos de cada uma das fun¢des apresentadas. Averigle se
algum deles é maximizante local, minimizante local ou ponto de sela.

(a) f(z,y) =2a*+y*

(b) flz,y) = —/x2 + 92

(c) flz,y) =2 +y%

(d) fz,y) =2y

(e) flx,y) =2* —y%

() flz,y) =2 —22+y*> —4y +5

39. Determine e classifique os pontos criticos das fung¢des definidos por:

(@) flz,y) =2 —2zy + 3y —y;

(b) flz,y) = (z+y)(zy +1);

(c) fla,y) = e+

(d) f(z,y) = senx seny.

40. Determine, caso existam, os extremos locais das fung¢des definidas por:

(a) f(z,y) = (2z — y)*; (b) flz,y) = a* +y* — 22° + 4wy — 2 — 1;
(c) flz,y) = 2®y?; (d) fz,y) = 2 — 22y + 3y* — y;
(e) f(z,y) = senx cosy; (f) flz,y) = 2° = 3zy® + ¢

41. Determinado foguete tem um sistema de controlo sensivel quer a humidade quer a
temperatura. Supondo que o raio (em Kms) no qual o foguete pode ser controlado é
dado pela fungdo

R(h,t) = 27800 — 5t> — 6ht — 3h* 4 400t + 300h,
identifique as condi¢Bes atmosféricas Sptimas (temperatura vs humidade) para operar
o foguete.

42. Determine o maximo do produto entre dois niimeros reais, desde que a soma deles seja
igual a quatro.

43. De entre todos os tridngulos rectdngulos com hipotenusa de cumprimento quatro,
calcule as dimensoes daquele que possui drea méxima.

44. Determine as dimensGes do rectdngulo de drea maxima que se encontra inscrito na
elipse de equagio

[
no

z Y
9 16
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45. Determine os extremos das func¢des f, definidas a seguir, vinculados pelas respectivas

condigdes:

(a) f(z,y) =In(zy) e 2z + 3y = 5;

(b) flzy)=z+yea?+y?=1;

(c) flz,y) =2 —ay+y?ex? —y* =1,
(d) fz,y) =2y e a®+y? = 18;

(e) f(z,y)=x+2yeax®+y>=05.

46. Pretende-se construir um quarto, com a forma de um paralelepipedo, para armazena-
mento de materiais em temperatura elevada com um volume de 100 metros cubicos.
Como o ar quente sobe, a perda de calor por unidade de area pelo tecto é cinco vezes
maior que a perda de calor pelo chdo. A perda de calor pelas quatro paredes é trés
vezes maior do que a perda de calor pelo chdo. Determine as dimensdes do quarto a
construir que minimize a perda de calor e, portanto, minimiza o custo do aquecimento.

47. Considere uma placa circular de raio 1, identificada com os pontos P = (x, y) do plano
R? que verificam x? + y? < 1. Sabendo que a temperatura em qualquer ponto (z,y)
da placa é
T(z,y) = 222 + y* — y + 10,

encontre os pontos mais quentes e mais frios na placa.






Capitulo 3
Integrais Multiplos

Este capitulo é dedicado ao estudo do integral Riemann de func¢des reais de duas ou trés
varidveis reais (integral duplo e triplo).

3.1 Integral de Riemann: definicao

Nesta sec¢do introduz-se a nogdo de integral de Riemann de uma fungdo real de duas variaveis
reais sobre uma regido R limitada do plano (integral duplo). Primeiro aborda-se a situagio
para uma regido rectangular e depois generaliza-se para o caso de uma qualquer regido
limitada. Desde ja é importante referir que as ideias presentes na construgdo do integral
duplo de Riemann podem ser replicadas para a constru¢do do integral mdltiplo de uma
funcdo real de n varidveis reais, em particular para a construcdo do integral triplo.

Considere-se f : A C R? — R uma funcdo limitada, onde A é o rectingulo de R?
definido por

A = [a,b] x [¢,d].

Verificando-se f(x,y) > 0 para todo (z,y) € A, ent3o é possivel definir o sélido S limitado
pelas superficies:

e Rectangulo A no plano XOY;
e Planos verticais de equagdo z =a, =0, y =ce y =d;
e grafico de f, isto é, a superficie de equagdo z = f(x,y) com (z,y) € A,

ou seja (ver figura 3.1), S estd definido por
S={(z,y,2) eR*: (z,y) € Ae 0 <2< fz,y)}.

Suponha-se que se pretende obter o “volume”do sélido S (observe que n3o foi ainda definido

o que se entende por “volume”, apesar de todos termos uma ideia empirica do que isso é).
Como, no geral, a superficie z = f(x,y) é pouco regular, ndo é possivel obter o volume
recorrendo apenas as férmulas da geometria elementar. O processo a seguir serd o chamado
método da exaustdo em que o valor do volume se obtém por um processo iterativo de
aproximagdes sucessivas por excesso e por defeito.

o1



52 Integrais Miiltiplos

Figura 3.1: Sélido S

Considerando uma particdo P = {zg,21,...,Zn}, cOM a = 29 < 1 < T3 < -+ <
n
ZTn—1 < Ty, = b, no intervalo [a, b] obtém-se a decomposi¢io [a,b] = U[xi,l,xi} em n sub-
intervalos e, considerando uma particdo P* = {yo,y1,---,Ym}, corri:c1 =y <y < Y2 <
m
oo < Ym—1 < Ym = d, no intervalo [c,d] obtém-se a decomposicio [c,d] = U[yj_l,yj]
em m sub-intervalos. As duas particoes definem uma decomposicao, P, do rec’i:’iznlgulo A=

URU em nm sub-rectdngulos da forma
%]

Rij = [.’171‘,1,‘%‘1'] X [yj71,yj], 1€ {1,...,71}, j € {1,...,m},

isto é
P={R;;:i=1,...,n, j=1,...,m}.

Para cada um dos sub-rectangulos R;; define-se o seu didmetro, §;;, como sendo o
comprimento da sua diagonal, isto &,

ij = \/(xz‘ —xi1)? + (Y —yj-1)?

e o didmetro da decomposicdo P, §p, como o maximo dos didmetros isto §,

57) = max 5”
2Y)

Definigao 3.1 (Somas de Darboux). Sejam f : A C R? — R uma funcdo limitada,
A = [a,b] X [¢,d] um rectdngulo e P = {R;;} uma decomposi¢io de A em sub-rectangulos
Ri;.
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Yi 1----

Yj—14----

Figura 3.2: Decomposicao P = {R;;} do rectangulo A

Define-se soma superior de Darboux como sendo a soma

S(f,P) = Z Z Mij(zi — zi-1)(Yj — Yj—1),

onde M;; = sup f(z,y).
(z,y)ERi;
Define-se soma inferior de Darboux como sendo a soma

s(f,P) = Z Zmij(%‘ —z—1)(Yj — Yj-1);

onde m;; = ( i§1€fR f(z,y).
Ty ij

Figura 3.3: Somas de Darboux de f(z,y) = —2 — 4? + 6 com dp = %, %,

0ol

De referir que as definicdes das somas de Darboux fazem sentido para qualquer funcao
limitada e n3o apenas para as funcdes positivas. Mais, como consequéncia imediata das
definicbes de infimo e de supremo de uma funcdo, é vélida a desigualdade

s(f,P) < S(f,P),

para qualquer decomposicdo P = {R;;} de A. Para o caso de f ser uma func¢do positiva, a
ideia de volume leva-nos as desigualdades

s(f,P) < volume(S) < S(f,P), (3.1)
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porque, em cada uma das parcelas das somas de Darboux, o factor (z; — z;—1)(y; — yj—1)
corresponde a drea do rectangulo R;; e m;;, M;; sdo, respectivamente, o infimo e o supremo
da fung¢do f em cada um dos rectangulos R;;. Desta forma, as somas superiores de Darboux
sdo aproximacdes por excesso para o valor do “volume”do sélido S e as somas inferiores de
Darboux s3o aproximagdes por defeito para o valor do “volume”do sélido S. Refinando a
decomposi¢cdo P, isto é, decompondo cada um dos sub-rectangulos R;; em rectdngulos mais
pequenos, surge uma nova decomposi¢cao P*, com um didmetro dp« < dp, e as aproximagoes,
quer por defeito quer por excesso, dadas pelas somas de Darboux melhoram. Despoletando
este processo iterativo por forma a que os sucessivos didmetros convirjam para zero, surgem
as definicdes de integral superior e integral inferior.

Definigao 3.2 (Integral inferior e superior). Sejam f : A C R? — R uma fungdo limitada
e A =a,b] X [¢,d] um rectangulo.
Define-se integral superior de f sobre A como sendo o limite

[ sz = tim s.P) (32)
A »—0+

caso exista.
Define-se integral inferior de f sobre A como sendo o limite

[ sr@wdey = 1w s7.P), (33)
Eavany'} P

—0
caso exista.

Definicao 3.3 (Integral de Riemann). Uma funcio f : A C R? — R limitada diz-
se integravel sobre o rectingulo A se existem os integrais superiores e inferiores e sao

1guais, isto €
//Af(a:,y) d(z,y) = //Af(x,y) d(z,y), (3.4)

denotando-se simplesmente por
J[ ta e,

o qual se chama integral de Riemann de f sobre A.

Das igualdades (3.2) e (3.3), da definicdo das somas de Darboux e da defini¢do de funcdo
integravel, conclui-se que, para qualquer funcdo integravel f sobre um rectangulo A, se tem

[ faday = tm SY s Avea(r,)

57;\ —0t

= lim Z Z @i, yi) (@i — im1)(y; — yj-1) (3.5)

onde (77, y;) € um qualquer ponto pertencente ao sub-rectangulo R;; = [z;—1, z:] X [y;-1,Y;]-
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Exemplo 3.1 A fungdo f : [0,1] %[0, 2] — R definida por f(x,y) = 1 é uma fun¢3o integravel
a Riemann porque o integral superior é igual ao integral inferior e igual a 2. Com efeito, para
qualquer decomposicdo P de [0, 1] X [0, 2] em sub-rectangulos tem-se s(f,P) = S(f,P) =2,

donde
// ld(xz,y) = 2.
[0,1]x[0,2]

Exemplo 3.2 A fungdo f : [0,1] x [0,1] — R definida por

1, (z,y) €Q*n([0,1] x [0,1])
f(x,y) =
0, (z,y)€ ([0,1] x[0,1]) \ Q?

ndo é uma func3o integravel porque o integral superior é igual a 1 e o integral inferior € igual
a 0. Com efeito, para qualquer decomposicdo P de [0, 1] x [0, 1] em sub-rectdngulos tem-se
s(f,P)=0e S(f,P) =1, donde

) d 5 :0 1: , d , )
//[Ovllx[ovl]f(x prdte.y) 4 //[0,1]x[0,1]f(x y)d(@y)

Uma questdo fundamental que se coloca neste momento é a de saber identificar quais as
funges integraveis. Existe uma resposta para esta questdo, contudo envolve conceitos e resul-
tados que estao fora do dmbito do estudo desta Unidade Curricular. Dada a importancia em
identificar funcdes integraveis, o teorema seguinte, n3o sendo o resultado éptimo, apresenta
algumas das funcgdes integraveis com que iremos trabalhar. Para os alunos mais interessados,
estes resultados podem ser vistos em [6].

Teorema 3.1. Se f : A C R? — R € uma funcdo continua, entio f é uma funcao
integrdvel sobre A.

Demonstragao. Consequéncia do Teorema 4, pag. 365, de [6]. O

Este resultado deixa de fora todas as fun¢des que apresentam pontos de descontinuidade,
contudo é importante referir que existe um conjunto vasto de fun¢des integraveis que nao
sao continuas.

3.2 Analise geométrica do integral duplo

Voltando ao problema que motivou a introdugdo do integral duplo, o célculo do “volume”do
sélido S para o caso em que f(z,y) > 0, das igualdades (3.1), (3.2) e (3.3) tem-se

i o) dry) < Vohume(s) < 1] st

A desigualdade anterior e a Defini¢do 3.3, em particular a igualdade (3.4), permitem definir o
volume do sélido S da seguinte forma: se f é uma funcdo integrdvel sobre A, entdo define-se
o volume do sélido S como sendo

Volume(S) ://A f(@,y)d(z, y);
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se f n3o é uma fungdo integravel sobre A, entdo diz-se que o conjunto & n3o tem volume.

Para o caso em que f: A C R? — R é uma funcio integrdvel tal que f(z,y) <0, para
todo (z,y) € A, conclui-se, das defini¢des das somas de Darboux e de integral de Riemann,
que o volume do sélido D definido por

D= {(r,y,2) ER®: (z,y) € Ae 0> 2> f(z,y)}

se obtém por

Volume(D) = — //A f(z,y)d(z,y).

De forma natural se obtém ainda que, para funcdes f,g: A C R? — R integraveis sobre
o rectangulo A tais que f(x,y) > g(x,y) para todo (z,y) € A, o volume do sélido

F:{(x,y,z) eR?: (Z‘,y) eAeg(x,y) Szﬁf(x,y)}

se determina através do integral

Vatume(r) = [ (z.9) = gt )ae ) (3.6)

3.3 Calculo do integral de Riemann

As propriedades que se seguem s3o uma consequéncia quase imediata das definicGes das
somas de Darboux e de integral de Riemann.

Proposigao 3.2 (Linearidade). Sejam f,g: A C R? — R fungoes integrdveis sobre um
rectangulo A e o € R. Entdo

1. f+ g € integrdavel em A e

/ /A [£(,9) + 9(2,)] d(z, ) = / /A Fa.y) d(zy) + / /A o, y) d(z,y):

2. af € integravel em A e

/ /A [af (@ )] d(z,y) = o / /A f(,y) d(z, ).

Demonstra¢ao. Ver Teorema 3.11 de [1]. O

Proposigao 3.3 (Monotonia). Sejam f,g: A C R? — R funcdes integrdveis sobre um
rectangulo A. Entdo

1. Se f(x,y) > g(x,y) para todo (x,y) € A, entao

J[ @i > [[ s,

2. Em particular, se f(x,y) > 0 para todo (z,y) € A, entao

//A flz,y)d(z,y) > 0;
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3. A funcgao |f|(z,y) = |f(z,y)| € integrdvel em A e

I oo [ seson

Demonstragao. Ver Teorema 3.11 e Corolario 3.27 de [1]. O

O teorema que se segue, cuja demonstracdo estd omitida, diz que um integral duplo se
resume apenas a um duplo integral simples, apresentando assim um processo simples para o
célculo do valor de um integral duplo.

Teorema 3.4 (Teorema de Fubini). Se f : A C R? — R ¢ uma fungdo integrdvel no
rectangulo A = [a,b] X [c,d], entao

//Af(x,y)d(x,y):/ab (/Cdf(m,y)dy> dx:/cd (/abf(x,y)dx> dy.

Demonstragio. Ver Teorema 3.28 de [1]. O

Exemplo 3.3 A fungio f(x,y) = xy?, sendo continua, é integravel no rectangulo A =
[0,2] x [-1,3] e, por aplicagdo do Teorema de Fubini e do 2° Teorema Fundamental do
Calculo, tem-se

2 3 2 1 y=3
// zy?d(z,y) = / zy? dydx = / [xy3] dx
A 0 J-1 o L3

y=-1
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Suponha-se agora que se pretende obter o integral duplo de uma fungdo real de duas
varidveis reais, f, sobre uma regido R C R? limitada que n3o seja um rectangulo. Sendo R
limitada, existe um rectdngulo A que a contém isto é, R C A. Neste sentido é coerente a
definicao que se segue:

Defini¢ao 3.4 (Fungdo integravel sobre dominios nao rectangulares). Seja f : R C
R? — R uma funcdo e R uma regido limitada ndo rectangular.
Diz-se que f € integravel sobre R se a func¢do f* definida por
f(z,y), (z,y)eR
[Hay) = ;
0, (r,y) € A\ R

com A um rectangulo contendo R, for integrdvel sobre A. Mais, define-se

J[ e = [ e i
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De salientar que, como a fungdo f* vale zero nos pontos n3o pertencentes a R, o integral
// f(z,y)d(z,y) estd bem definido pois ndo depende da escolha do rectdngulo A.
R

Fazendo uso do Teorema de Fubini e da Definicdo 3.4, obtém-se um procedimento de
calculo simples para obter o valor de um integral duplo sobre uma regido verticalmente simples
ou horizontalmente simples (ver figura 3.4).

Y Y

fa(z)
92(y)

T R

d
I
|
I
Verticalmente simples Horizontalmente simples

Figura 3.4: Regiao verticalmente simples; horizontalmente simples

Definigao 3.5 (Conjunto verticalmente simples). Um subconjunto R C R? diz-se verti-
calmente simples se existem duas fungdes reais, fi(x), fa(x) para x € [a,b], tais que

R={(z,y) €R*:a<z<b fi(z) <y < fa(x)}.

Defini¢ao 3.6 (Conjunto horizontalmente simples). Um subconjunto R C R? diz-se
horizontalmente simples se existern duas fungées reais, g1(y), g2(y) para y € [c,d], tais
que

R={(z,y) eR?: g1(y) <z < ga(y),c <y < d}.

No caso em que R é verticalmente simples, tem-se

J[ remdan = [ b / f(()) F ) dyde.

No caso em que R é horizontalmente simples, tem-se

J[ temdean = [ ' / (()) F () dedy.

Exemplo 3.4 Considerando a fun¢io f(z,y) = z(1 + y)? no dominio
R={(z,y) eR*:0<2<1e0<y<2?},

regido verticalmente simples, tem-se

[[aevtawn = [ [ i [ 50
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De forma imediata se conclui que, as Proposicdes 3.2 e 3.3 continuam vdlidas quando
no lugar do rectangulo A se coloca uma regido R C R? limitada na qual f e g s3o funcdes
integraveis.

Por fim, apresenta-se uma proposicdo que estabelece condi¢cdes segundo as quais é
possivel decompor o dominio de integra¢do de uma fung¢do f, como unido de duas, ou mais,
regides de integracdo.

Proposigao 3.5. Se f ¢ uma fun¢ao de duas varidveis reais, integrdvel nos subconjuntos
R, S C R? limitados, entio f ¢ integrdvel em RNS, RUS e em R\ S sendo vdlidas as
igualdades

/ [ jewda) - / /R fag)dia) + | /S fav)dio) - | [ fa)day)

[, senaen = [[ eaen - [ senaen.

Demonstragdo. Ver Teorema 3.28 de [1]. O

3.4 Coordenadas polares

Nesta seccdo apresenta-se um novo sistema de coordenadas no plano, alternativo ao conhecido
sistema de coordenadas cartesianas, que é muito dtil no calculo de alguns integrais duplos
COMO veremos ha seccao seguinte.

Considere um plano p constituido por pontos P e escolha-se, como referenciais, um
ponto O, o qual se designa por pdlo (ou por origem), e um semi-eixo graduado de origem
O, designado por eixo polar (ver figura 3.5). ldentificando um qualquer ponto P do plano p
com o par ordenado (r,8), onde r representa a distincia de P a O e 6 o angulo orientado
(medido em radianos) entre o eixo polar e o segmento OP, fica estabelecido um novo sis-
tema de coordenadas no plano em que, a excepg¢do do ponto O, cada ponto P se identifica
biunivocamente com um par (r,0), onde r > 0e 0 < 6 < 27. O ponto O é o dnico ponto
com r = 0.

o~ OX  Eixo Polar
Polo

Figura 3.5: Coordenadas polares

As coordenadas P = (r,0), com r € [0, 400 e § € [0, 2], aqui apresentadas chamam-se
coordenadas polares. Notar que, apesar de aqui se convencionar que o intervalo de valores
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admitido para 6 é [0,27[, este poderd ser um outro, desde que este contemple todas as
amplitudes desde 0° até 360°, como por exemplo [—, 7[.

Sobrepondo os referenciais das coordenadas polares sobre o sistema de eixos Ozy das
coordenadas cartesianas, onde o pélo O coincide com a interseccdo dos eixos cartesianos e
o eixo polar coincide com o semi-eixo positivo Ox (ver figura 3.6), é possivel estabelecer
equacdes que relacionam as coordenadas cartesianas (x,y) com as coordenadas polares (r, 6)
de um mesmo ponto P do plano.

)

Figura 3.6: Coordenadas polares

Pelas propriedades das relagdes trigonométricas tem-se

cosd=2 s x=rcosf e sen@zg@)y:?"senH7
r r
ou seja
{ x =rcosf (37)
y = rsenf

No sistema de coordenadas polares alguns objectos geométricos, nomeadamente as cir-
cunferéncias, sdo descrito por equacdo “mais simples” (no sentido do esfor¢o computacional
envolvido). Por exemplo, a circunferéncia de centro na origem e de raio 1 é descrita, em
coordenadas cartesianas, pela equacdo 2+ y? = 1 e, escrevendo-a em coordenadas polares:

(rcosf)? + (rsenf)’> =1 r = 1.
Finalmente, de referir que a funcio

®: ]0,+o0[x[0,27] — R2\{(0,0)}
(r,0) —  (rcosf,rsenf)

é bijectiva de classe C'' com

0 —rsenf
o (r gy — | O
(r.9) send rcosf |’

O(rcos B, rsend)

a(r,0)

donde o Jacobiano é = det (9'(r,0)) =r.
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3.5 Mudanca de variavel em integrais duplos

Por vezer, o calculo de um integral duplo, [[, f(z,y)d(z,y), simplifica-se consideravelmente
quando se muda de coordenadas cartesianas, (z,y), para coordenadas polares (r,6). A
simplificacdo pode ocorrer porque a fungdo a primitivar adquire uma expressdao mais simples
ou porque o dominio de integracdo, escrito em coordenadas polares, é computacionalmente
mais simples. Isto acontece essencialmente quando a func3o integranda envolve a expressdo
22 + 32 ou quando o dominio de integracdo envolve partes de circulos ou de cardidides.

Figura 3.7: Divisao da regiao de integragao em secgoes polares

Para escrever um integral duplo [, f(z,y)d(z,y) em coordenadas polares, é necessario
efectuar uma particdo polar da regido R isto é, dividir a regido de integracdo em sec¢des
polares da forma

Cij ={(r,0) :ric1 <r <y, 0,21 <0 <65},

com r; € [0,+o00] e §; € [0, 27[ (ver Figura 3.7). A drea de cada sec¢do C;; é dada por

. 1
Area(Cij) = 5 (rf =rii1) (05 = 051) = S (ri +7rica) (ri = 7i1) (05 = 0,1)

DO =

e, considerando em cada secg¢do C;; o ponto

F585) = (05 + o). 565 -40,00))

cujas suas coordenadas cartesianas s3o (xj‘,y;‘) = (Fl cos 0, r; sen Hj), tem-se, da igualdade
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(3.5),

/[ 1@ day) i 303 1wt alCo)

57>—>0+

= lim Z Z f (FZ cosgj,ﬂ sengj) T (ri —ric1) (6, —605-1)
g

// f(rcosf,rsen®)rd(r,0),
s

sendo S a regido R representada em coordenadas polares. Concluindo, a mudanga de coor-
denadas cartesianas para coordenadas polares no integral duplo é traduzida pela igualdade

//Rf(x,y) d(w,y)=//s f(rcos 0, rsen0)rd(r,6), (3.8)

onde, naturalmente, para colocar os limites de integracdo no segundo integral duplo, a regido
R terd que ser interpretada em coordenadas polares, S.

Exemplo 3.5 Calcule o integral // (2% +4?) d(z,y), onde R é o circulo de centro (0,0) e

R
raio 2 isto é, R = {(z,y) € R? : 22 +y* < 4}.
Em coordenadas polares, a regido R define-se por S = {(r,0) : 0 <r < 2,0 <6 < 27}
De (3.8) tem-se

//73(‘752 +y?)d(z,y) = //S((rcosﬂ)2 + (rsenf)?)rd(r, 0)

21 p2 27 rd r=2
= / /rzrdrdﬂz/ [] do
0 0 0 4 r=0

27
= / 4d0 = 8m
0

Efectivamente, a relacdo (3.8) é uma consequéncia imediata de um teorema geral de
mudancga de varidveis em integrais multiplos, neste caso em integrais duplos.

(3.9)

Recorde que, em anilise unidimensional (em R), certamente estudou um teorema de
mudanca de varidveis em integrais simples que estabelece a férmula

b B
/ﬂmw:/fwwww@ (3.10)

onde f é uma fungdo continua e ¢ : [, 3] — [a,b] é uma funcio bijectiva de classe C! tal
que p(a) = a e p(f) = b. Observe que a mudanga de varidvel no integral simples, (3.10),
introduz o factor de mudancga de varidvel ¢’(t). O mesmo se passa com o integral duplo

/ﬂmwmmm
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quando se passa de varidveis cartesianas (z,y) para as novas varidveis (u,v) relacionadas
pelo sistema
x = x(u,v)
,  (u,v) €U,
Y= y(uv 1})

com U C R™ aberto, respeitando certas propriedades. O teorema é o seguinte.

Teorema 3.6 (Teorema de mudanca de varidveis). Sejam R e S regides nos planos
xy e uv respectivamente e ® : S — R uma funcdo bijectiva de classe C' definida por

D(u,v) = (z(u,v), y(u,v)).

3}
Se f € continua em R e (z,9)

(u,v)

J[ st = [[ st orpmon| 520 dwo,

= det®’ (u,v) # 0 para todo (u,v) € S, entdo

o))

Demonstragao. Ver Teorema 14.5 de [5] O

De referir que o teorema de mudanca de varidveis pode ser generalizado, de forma natural,
para integrais multiplos.

3.6 Integral triplo

Apesar de ter chamado este capitulo de “Integrais Miiltiplos”, efectivamente a constru¢cao do
integral de Riemann foi feita para funcdes reais de duas varidveis, dando origem ao integral
duplo, e, quer a andlise geométrica quer os processos de célculo apresentados (teorema de
Fubini e técnica de mudancga de varidveis) foram efectuados apenas para o integral duplo.
Tal como inicialmente referido, os processos de constru¢do e andlise para o integral duplo
podem ser replicados, com as devidas adaptag¢des, para o integral de uma fungdo real de trés
varidveis, integral triplo. Assim sendo, a constru¢do do integral triplo que se segue é feita
sem o detalhe apresentado a quando da apresentagao do integral duplo, mas sem descurar o
rigor cientifico.

Considere-se f : P C R3> — R uma funcdo limitada e definida no paralelepipedo P
definido por

P =la,b] x [¢,d] x [r,s],

e uma decomposicio P de P = U P, em nml sub-paralelepipedos da forma
i3,k

Pijr = [vio1, 2] X [yj-1,Y5] ¥ [2x—1, 2&],

comi=1,....,n, j=1,....m, k=1,...,1, isto é P = {P;j}. Define-se o didmetro
de P, dp, como sendo a maior diagonal dos sub-paralelepipedos, P;j., que compdem a
decomposicdo P. Escolhendo arbitrariamente um ponto (:z:;",y;,z;) em cada P;j;, define-se
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soma tripla de Riemann para a decomposicdo P, como sendo

n

m 1
sz wllwzk V0|ume(PL‘jk) —
i=1 j=1 k=1

n

m
DD F@h g #) (@ — wiea) (yy — yi-1) (2 — 26-1)-

i=1 j=1 k=1

Definicao 3.7 (Integral triplo). Seja f : P C R3® — R uma funcdo limitada e P um
paralelepipedo.

Define-se integral triplo de f sobre P como sendo o limite da soma tripla de Riemann
quando o diametro ép tende para zero, isto €

[t = i 5755 fat 07 ) ) 05— (i),
i 7k

desde que este eziste, seja finito e independente da escolha dos pontos (xf,y;, z}). Neste
caso diz-se que f € integravel em P.

Tal como acontece com o integral duplo, sempre que f é uma fungdo continua em P,
entdo f é integrdvel em P e o processo de cdlculo por integracdo sucessiva, Teorema de
Fubini, continua valido.

Exemplo 3.6 Célculo do integral [[[,(3zy*+2z) d(z,y, z), sendo P = [—1,2]x[1,2]x[0,2].
Tem-se

2 2 2
/// (3zy® +22)d(z,y,2) = / / / (32y® + 22) dzdydx
P -1J1 Jo
/ / Sxy z4+z ] o dydz
2 2
/ / (6xy* + 4) dydx
-1/1

2
= / [2xy +4y] dyd:v
-1

2
/_1(14x +4)de = [72° + 42]” | = 33.

Desta forma, nas condi¢des do Teorema de Fubini, é licito dizer que o valor de um integral
triplo obtém-se pela resolu¢do sucessiva de trés integrais simples.

3.7 Aplicacgoes do integral triplo

Uma vez que o conjunto das possiveis aplicacdes do integral triplo é demasiado vasto, aqui s6
se apresentam algumas das mais comuns. Pela forma como a definicdo de integral foi intro-
duzida, a mais natural das aplicacdes é o célculo do volume de sélidos em R3. Recuperando
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a condi¢do (3.6) e o sélido
L= {(z,y,2) €R’: (z,y) € Ae g(z,y) < 2 < f(z,y)},

facilmente se verifica que

Volume(T" //( z,7)— a:y) .y) ///g:;y1dzd(x,y):///rld(x,y,z)

dando sentido a seguinte definicio geral do volume de um sélido V em R3.

Definicao 3.8 (Volume). Seja V C R3 limitado.
Define-se volume de V como sendo o valor de

///Vld(x,%z)

quando a funcdo constante igual a 1 € integrdvel em V.
Exemplo 3.7 Cilculo do volume do cilindro

C={(ry2) eR*: —1<z<1y?+22 <1}

///Cld(x,y, / / / 1da:dzdy—/ /\/1;2dzdy

1 B
/4\/1—y2dy:/ 4cos’tdt = 2m.

Volume(C)

Outra das aplica¢des, prende-se com o célculo da densidade de massa de sélidos tridi-
mensionais. Dada uma fun¢3o densidade de massa numa certa regido limitada no espaco, é
possivel obter a densidade total fazendo uso de um integral de triplo. Mais concretamente,
se S é um sdlido cuja densidade de massa, em cada ponto (z,y, z) de S, é dada pela fungio
m(x,y, z), entdo a massa total de S é dada por

Massa total(S) = // Sm(az,y,z) d(z,y, 2).

Para obter a densidade média, basta dividir a massa total pelo volume do sélido, isto é

Jf[sm(z.y,2)d(z,y, 2)
Jstd(z,y.z)

O centro de massa do sélido S é o ponto (T, Ym, zm) do espagco R? definido por

fffsxm(l’vyaz)d(x,y,z)

[[fstd(z,y,2)

Yo = fffsym($7y,2’)d(x,y,z)

" fffsld(z,y,z) ’

__ Jsemlz,y ) d(x,y, 2)
" JIfs1d(z,y,2)

Densidade média =

Tm —
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3.8 Coordenadas cilindricas

A semelhanca do que acontece com a integracdo dupla, certos integrais triplos sdo de dificil
resolu¢do quando a regido de integracdo estd expressa em coordenadas cartesianas. Os
sistemas de coordenadas cilindricas e esféricas(as coordenadas esféricas sdo apresentadas na
seccdo seguinte) permitem, em diversas situacdes, exprimir de forma mais simples as regides
de integracao.

O sistema de coordenadas cilindricas é uma extensdo natural das coordenadas polares
do plano para o espaco tridimensional na medida em que as componentes x, y, de um ponto
P do espago escrito em coordenadas cartesianas P = (x, y, z), se exprimem no sistema polar
e a componente z fica inalterdvel. Mais concretamente, o sistema de coordenadas cilindricas
identifica o ponto P do espaco pelo terno ordenado (r, 6, z) definido pela relagdo

xr =1rcost
y=rsenf
z2=2z

onde 6 € [0,2x[, r € [0,+00[ e z € R. Na prética, as coordenadas cilindricas obtém-

P=(r0,2)

(r,0,0)

Figura 3.8: Coordenadas cilindricas

se fazendo uma leitura das coordenadas (z,y) em coordenadas polares e mantendo igual a
coordenada z (ver Figura 3.8). Neste sistema de coordenadas, alguns sélidos, nomeadamente
cilindros, sdo descritos por equagdes “mais simples” (no sentido do esfor¢o computacional
envolvido). Por exemplo, o cilindro

C={(z,y,2) eR3: 2% + 42 <1, -1 <2< 1}
escrito em coordenadas cilindricas assume a forma

C={(r,0,z) €[0,400[x[0,2n[xR: 7 <1, =1 < 2 < 1}.
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Finalmente, a funcio

®: 10, +oo[x[0,27[xR — R3\ {(0,0,0)}

(r,0,2) —  (rcosf,rsenb, z)
é bijectiva de classe C' com
cosf —rsenf 0
®'(r,0,z) = | senf rcos@ 0 |,
0 0 1

donde o Jacobiano é

d(rcosf,rsenb, z)

20r.0.2) = det (®'(r,0,z2)) = r. (3.11)

3.9 Coordenadas esféricas

Considere-se o espaco e constituido por pontos no qual se escolhe, como referenciais, um
ponto O (designado por origem) e dois semi-eixos ortogonais de origem O (semi-eixos posi-
tivos Ox e Oz - ver figura 3.9). O sistema de coordenadas esféricas identifica cada ponto,
P, do espa¢o por um terno ordenado (p, 8, ¢), no qual a primeira coordenada p ¢ a distancia
de P a origem O (p > 0), a segunda coordenada 6 é o angulo definido nas coordenadas
cilindricas (0 € [0, 27]), ou seja € representa o angulo, no plano XY, definido pelo semi-
eixo positivo Ox e o segmento de recta que liga a origem O a projeccio de P no plano XOY,
e a terceira coordenada ¢ é o dngulo definido pelo semi-eixo positivo Oz com o segmento
de recta OP (¢ € [0, 7]) (ver figura 3.9).

Ox

Figura 3.9: Coordenadas esféricas

Das propriedades elementares da geometria analitica, nomeadamente das relagGes trigo-
nométricas e do teorema de Pitdgoras, facilmente se obtém a relagdo entre os sistemas de
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Y z
Tl LT TR ——— Py = (z,9,0) z
9 1
O x z O
Figura 3.10:

coordenadas cartesianas e esféricas. Com efeito, da figura 3.10 concluem-se as seguintes
igualdades,

v = [OFcost, y=|[ORllsend, z=pcosp, e [[OF]=pseng,
sendo P, a projec¢ao no plano XOY do ponto P, donde se obtém

T = psenpcosf
y = psensend
Z = pcosy

Consequentemente, a funcdo mudancga de varidveis cartesianas para esféricas é definida por

U 0, +oo[x[0,27[x]0,7[ — R3\ {(0,0,2):z € R}
(p,0,0) —  (psenpcost, psenpsend, pcosp) ’

sendo bijectiva de classe C' com

senpcosf —psenpsentd pcospcosb
U'(p,0,0) = | senpsend psenpcosf pcospcosd |,
COs 0 —pseny

donde o Jacobiano é

ov

—— =det(V(p, 0, = pZsen . 3.12
90.0.9) (V'(p,0,¢)) = p~senyp (3.12)

3.10 Mudanca de variavel em integrais triplos

Como generalizagdo do Teorema 3.6, pode enunciar-se o seguinte teorema de mudanca de
varidveis para integrais triplos.

Teorema 3.7 (Teorema de mudanca de varidveis). Sejam R e S regides nos espagos
Yz e uvw respectivamente e ® : S — R uma funcao bijectiva de classe C* definida por
¢(u5 /U, w) = ('r(u7 IU’ w)? y(”? U7 w)’ Z(u7 U7 w))'
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I(z,y, )
O(u, v, w)

JJ[ syt = [[[ etu .t s | G222

Nas duas secgbes anteriores, foram abordados dois novos sistemas de coordenadas no

espaco R3: o sistemas de coordenadas cilindricas e o sistema de coordenadas esféricas.
A(rcosf,rsend, 2)
a(r,0,z)

mudanca de varidveis cartesianas para varidveis cilindricas em integrais triplos

//Rf(x,y,z) z, Y,z // f(rcos@,rsend, z)rd(r,0,z),

onde, para colocar os limites de integracdo no segundo integral triplo, a regido R terd que
ser interpretada em coordenadas cilindricas, S.

Se f é continua em R e = det®’ (u,v,w) # 0 para todo (u,v,w) € S, entio

d(u,v,w).

Uma vez que =r, do Teorema 3.7 obtém-se a seguinte férmula de

Exemplo 3.8 Escreva, em coordenadas cilindricas, o integral triplo

1 V1—x2 12+y2
/ / / 22 4+ 9% + 2z dzdydz.
o Jo 0

Em coordenadas cartesianas, a regido de integracao é
R={(z,y,2) €ER®: x>0,y >0,2° +9*> < 1,0 < z < 2% +¢*}
que, escrita em coordenadas cilindricas, assume a forma

S:{(T,H,z) 0<r<1,0<6< O§z§r2}.

<r
2’

Da férmula de mudanca de varidveis conclui-se que

1 V1—z2? 12+
/ / / x? 4y —l—zdzdydx—/ / / 2 4 2)rdzdfdr.
0 Jo 0

ov

Para as coordenadas esféricas, tem-se ————— = p®sen ¢ donde, pelo Teorema 3.7,
Ap.0, )

se obtém a seguinte férmula de mudanca de varidveis cartesianas para varidveis esféricas em
integrais triplos

// f(x,y,Z)d(x,yvz)=// f(pcosBseny, psenBsenp, pcos p)p? sen pd(p, p,0),
R S

onde, para colocar os limites de integracdo no segundo integral triplo, a regido R terd que
ser interpretada em coordenadas esféricas, S.

Exemplo 3.9 Escreva, em coordenadas esféricas, o integral triplo

Vi—z2 2— :L’ny
/ / / 22 + y? + 2% dzdydz.
Vi—z? 2+y
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R= {(ac,y,z) ER?: a2 4+9y2 <2< \/2—x2—y2}

que, escrita em coordenadas esféricas, assume a forma

$={(p0.9):0<p<V20<9<2mO<p< T}

Da férmula de mudanca de varidveis conclui-se que

Vi—zZ 2— 93271/ 27
/ / / 2+ y? 42 dzdydx*/ / /
Vi—z2 2+y

3.11 Exercicios

1. Calcule o valor do integral / f, onde:
A

=yz® e A=1[1,2] x [0,1];
="t e A=[-1,0] x [0,2];

2. Calcule o valor do integral // f, onde:
A

(@) fz,y,2) =xy* —2ze A=[-1,1] x [0,2] x [2,3];
(b) f(x,y,2)= g —3zzt e A=[-1,1] x [1,¢] x [2,3];

(c) flx,y,2) =ay® —2z e

%) p? sen @ dpdipd.

(a) f(z,y)

(b) f(z,y)

(c) fm,y) =rv+yeA={(z,y) eR*:0<2 <2, 2 <y<—2”+4a};
d) flz,y) =Y e A={(z,y) eR*:2 >0,z <y < —z+2};
(e) flz,y)

=r+yeA={(z,y) eR?*:2? — 22 <y < —x +2}.

Az{(m,y,Z)ER?’:OSxSZ, 1<y <2, O§z§x2+y2}.

3. Identifique o dominio de integracdo e inverta a ordem de integracdo nos seguintes

integrais:

(a) // (z, y) drdy; (b) /_22 /04_362 f(x,y) dydz;
o [ [ ttenasty @ [ [ st
) /12/: f(z,y) dydz; (f) /:/gﬁmf(x,y) dydz.
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4. Invertendo a ordem de integracdo, calcule:

1 pv/1—22 e 13
(a)/ V1 —y?dydz; (b) / / dxdy;
0J0 1 logy

1,1 el 2 13
(c) / / e’ dz dy; (d) / / (ol dx dy.
0Jyy 1 Jlogy Y

5. Usando integrais duplos, calcule a drea de cada uma das regides planas R que se
seguem:

(@) R={(z,y) eR?2:0< 2 <2 e <y<e};
(b) R={(z,y) eR2:y >0, y< 222 —2+3, y<—x+1};
(c) R={(z,y) eR? 1y >2a?, y<4—22}
6. Usando integrais duplos, calcule o volume de cada um dos sélidos S que se seguem:
@) R={(z,y,2) eR3:0<2x <2, e ®<y<e’ 0<z<a+y)
(b) R={(z,y,2) eER3:y>0, y<a? -2z, v —y<z<z+y}
() R={(z,y,2) eR3: 2 <0, 2>y —y, v <z2+y, y<—x— 2}

7. Determine as coordenadas polares dos pontos cuja representacdo cartesiana é

A=(3,v/3), B=(0,2), C=(0,-2), D= (-4,-4), E=(1,1).

8. Determine as coordenadas cartesianas dos pontos cuja representacdo polar é
0 3T T 117
A= (1,7), B=(22), ¢=(,0, D= (5,—), E=(3=2").
4 ( 2 ) (5,0) 2 6

9. Passando para coordenadas polares, calcule // f(z,y)d(z,y), onde:
D

@) flz,y)=@*+y>)"F e D={(x,y) eR*:1<a®+4° <5}

(b) f(z,y) = (z®+y*) ! log(x?+°) e D é a regido do primeiro quadrante limitada
pelas circunferéncias de equagdes 22 +y? =4 e 22 +y?> =09;

(©) flo.y) = arctg( L) e D={(@,y) €R: 1 <a® +y? <9, V3y > 2, V32 >y}
(d) flz,y)=2>+y* e D:{(x,y)ERQ:OSmSZ0§y§\/2x—x2};

(&) fey)=(?+47) " e D={(r,y) R’ y<z, y>2® x>0}

10. Usando integrais duplos, calcule a drea de cada uma das regides planas R que se
seguem:

(@) R={(v,y) eR?:y> -z, y <z, 22 +y?> <9}
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(b) R={(z,y) eR?: 1 <22 +9y?> <4, y<ux, >0}
(c) R={(x,y) €eR?: 22+ 4% <16, (v +2)> +y> >4, y > 0}.

11. Usando integrais duplos, calcule o volume dos seguintes sélidos:

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

(a) A:{(x,y,z)eR3:1§x2+y2§4,0§z§x2+y2};
(b) B={(z,9,2) eR?: 0<2<2,0<y<2,2>0,y+z<2}
() C={(z,y,2) eR’: 2 +y* <1, 2>0, y+2<3}.

Determine as coordenadas cilindricas dos pontos cuja representagcdo cartesiana é

A= (1,V3,-1), B =(2,0,0), C=(0,-53) e D=(3-32).

Usando coordenadas cilindricas, calcule /// flx,y,2)d(x,y, z), para
R

(@) flz,y,2) =z e R:{(m,y,z)€R3:0§z§3, x2+y2§z};
(b) f(:lmy,z)zze””z"’y2 e R={(z,y,2) eR*:2<2<3, 2®+y* <4};

(c) f(z,y,2) = zv/22+y> e R a regido do primeiro octante limitada pelas
superficies cilindricas de equacdes 22 +y? =1 e 22+y? =9 e pelos planos de
equacdes z=0, z2=1, x=0e z=y.

Determine as coordenadas esféricas dos pontos cuja representacdo cartesiana é
A= (13_170)a B= (1717ﬂ)7 C= (_15_17\@) € D= (Oala_l)'

Calcule o volume da esfera de centro na origem e raio 2.

Usando coordenadas esféricas, calcule o valor do integral

1
///s md(l‘,%z),

onde S = {(z,y,2) €eR®: a? +y? + (2 —2)? <4 }.

Calcule o volume do sélido que é:
(a) definido pelas condicdes 3z > 2% 4+ 9% e 22+ 9> + 22 < 4;
(b) definido pelas condicdes 22 4 3 < z < /a2 + y2;

(c) limitado pela superficie esférica de equagdo p = 1 e pela superficie cénica de
™

equacao ¢ = T

Calcule o volume do sélido S, onde S é descrito por

(3) §={(z.y.,2) € R \/a? + 37 < 2 < V16— 27 — 2 ;
(b) $={(@y.2) e R VaZr P <z<24 VI-a? -7}



Capitulo 4

Analise Vectorial

No capitulo 1 estudaram-se fun¢Ges vectoriais de varidvel real que permitem descrever mo-
vimentos de objectos quer no plano quer no espaco. Neste capitulo estuda-se a classe das
fungdes vectoriais de varidvel vectorial que permitem modelar campos de for¢as quer no plano
quer no espaco, mais concretamente forcas actuantes nos espacos vectoriais R? e R3.

Por simplicidade da exposicdo, neste capitulo as defini¢ces e os resultados estdo apresen-
tados para campos de forcas a actuar em todo o espago (R? ou R?®). Contudo, é possivel
reescrever-los considerando campos de forcas actuando em dominios abertos D (D subcon-
junto de R? ou de R3).

4.1 Campos de forcgas

Definicao 4.1 (Campo de forgas). Chama-se campo de forgas a qualquer func¢do F:
R™ — R™. Sen =2, diz-se que F' € um campo de forcas no plano e, se n = 3, diz-se que
F' € um campo de forcas no espaco.

Um campo de forgcas no plano

F: R — R2
(z,y) = (M(z,y),N(z,y))

denota-se simplesmente por ﬁ(m, y) = M(x, y)%—&-N(x, y)j e um campo de forcas no espaco

G: RS —% R3
(z,y,2) = (M(z,y,2),N(z,y,2), P(x,y,2))

denota-se por é(x, y,z) = M(z,y, z)%+N(x,y, z)j'—i—P(x, y,z)l%. Naturalmente, um campo
de forgas diz-se continuo se cada uma das fungdes M, N e P forem continuas.

Observe que o gradiente de uma funcdo real constitui um campo de forcas, por exemplo,
a fungdo f : R? — R, definida por f(x,y) = zy, possui o gradiente Vf(z,y) = yi+ xJ,
sendo este um campo de forcas no plano. Neste sentido apresenta-se a definicdo que se
segue.

73
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Definicao 4.2 (Campo de gradientes). Um campo de forcas F :R" — R" continuo
diz-se campo de gradientes, ou campo conservativo, se existe f : R* — R de classe C*
tal que

F=V/.

Neste caso a funcdo f chama-se fungao potencial de F.

Proposigao 4.1. Seja ﬁ(z,y) = M(x,y)i+ M(x,y)j wm campo de for¢as de classe C.
. M N
Se F' € um campo de gradientes, entdo a—(m,y) = a—(m,y) para todo (x,y) € R2.
Y x

Demonstracdo. Suponha-se que F é um campo de gradientes. Por definicao existe uma
- 0
funcdo potencial f : R? — R de F ou seja, uma funcéo f verificando a—f(x, y) = M(x,y)
x

0 _
e a—i(m, y) = N(z,%). Sendo F' de classe C*, ou seja sendo M e N funcgoes de classe C!,

conclui-se que

M ey =2 (ay)
y T,Yy) = Dyor T,y
ON 0% f 7
%(x,y) = m(%y)

donde, pelo Teorema de Schwarz 2.4, se conlui que

M )= 2L (o) = L0y = Ny

O

Nota 4.1 Efectivamente, o reciproco da proposicdo anterior também é vélida pelo que se
vislumbra um critério, de facil verificac3o, para identificar os campos de gradientes em R2.
Contudo a condi¢do necessaria serd provada apds a apresentacdo do Teorema de Green.

Exemplo 4.1 Para cada um dos campos de forcas que se segue identifique os campos de
gradientes:

—

1. Fi(z,y) = 2% + zyy;

2. Fy(z,y) =yi+ (z+1)J.

- 0[z? 0
O campo F; ndo é campo de gradientes porque 7] =0#y= M
Oy Ox
- 1
O campo Fy é um campo de gradientes porque y =1= % Uma funcdo po-
Y z
tencial de Fy é f : R? — R que verifica
B L Y) =Y
Vi@y) =yz+1) e 5
) = a1
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Consequentemente, da primeira igualdade obtém-se

faw) = [ ydo =+ 9(0) (41)
que, conjuntamente com a segunda igualdade,
Olzy +9(y
IO st at g ) —a 1o g) = 1 o) =

donde, substituindo em (4.1), se obtém a fun¢do pontecial

flz,y) =2y +y.

Usando os mesmos argumentos da prova da Proposicao 4.1, obtém-se o seguinte resultado
para campos de forcas no espaco. A semelhanca do que se passa no plano, este também
€ uma equivaléncia e a prova é andloga a prova do reciproco da Proposi¢cdo 4.1, usando o
Teorema de Stokes no lugar do Teorema de Green.

Proposigao 4.2. Seja ﬁ(w, y,z) = M(z,y,2)i + N(z,y,2)j + P(x,y, 2)k um campo de
forcas de classe C'.
Se F' é um campo de gradientes, entao

oP ON orP oM oM  ON (4.2)
— = — =— e —=—. .
gy 0z Ox 0z Oy oz

Demonstracdo. Andloga a prova apresentada na Proposicao 4.1. O

De notar que uma func¢&o F' verifica as igualdades (4.2) se e s se a sua matriz Jacobiana

FoMon oM -
or Oy 0z

ON ON ON

M(ﬁ’(x,y,z)) = ox 873/ e
op orP 9P
L Oz oy 0z |

é simétrica.
Uma outra forma de simplificar a apresentacdo do teste estabelecido pelo resultado an-
terior é através da definicdo de rotacional.

Defini¢ao 4.3 (Rotacional). Define-se rotacional de um campo de forgas, F = Mi+
Nj' + Pk, no espago como sendo o vector

i (9P ONY. (9P oM\. (0N owry,
ror = Oy Oz ! or 0z )’ ox Oy )

Na pratica, o rotacional de F obtém-se fazendo o produto externo entre o operador

0. 0. 0 .
diferencial V= —i+ —j + —¥k e o campo de forcas F' ou seja, através do célculo formal
Jor Oy 0z
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do seguinte “determinante”

i J k

- - o 0 0
tF=VxF=| = <2 <
"o VX dr Oy 0z
M N P

Nota 4.2 Observe-se que o teste estabelecido pela Proposicdo 4.2 pode agora ser escrito na
seguinte forma:

Se F é um campo de gradientes no espacgo, entao o seu rotacional é o vector nulo.
Sendo o reciproco da Proposicdo 4.2 também uma condic3o verdadeira, o critério de identi-
ficacdo dos campos de gradientes no espaco € o seguinte:

Um campo de for¢as no espago é um campo de gradientes se e s6 se o seu rotacional € o
vector nulo.

Como consequéncia da definicdo, o rotacional de um campo de forcas no espaco é também
um campo de forgcas no espago. A definicdo que se segue apresenta o divergente de um campo
de forcas (quer no plano quer no espago) que é uma fun¢do escalar.

Defini¢ao 4.4 (Divergente). Define-se divergente de um campo de forgas, ﬁ, como o
produto interno entre o operador diferencial V e o campo F, ou seja:
Para ﬁ(x, y) = M(x,y)i + N(z,y)j no plano define-se divergente por

- —» oM  ON
Para ﬁ(z,y, z) = M(z,y,2)i + N(z,y,2)j + P(z,y, z)l% no espaco define-se divergente
por

ol = oM ON 0P
divF(z,y) =V - F(z,y,2) = = n o n ..

4.2 Integral de linha

Definigao 4.5 (Integral de linha). Seja 7: [a,b] — R3 (ou R?) uma parametrizacio de
uma curva C regular no espago (ou no plano).

Se F: R® — R3 (ou F:R2 5 R?) ¢ um campo de forcas continuo, entio define-se
integral de linha, também chamado de integral curvilineo, por

b
/C Fdr = / Fr())7' (1) dt. (4.3)

E possivel provar que, para qualquer curva orientada (isto é, considerando apenas pa-
rametrizacdes de C' que determinam um mesmo sentido pré-estabelecido segundo o qual os
pontos da curva s3o percorridos), a definicdo de integral de linha ndo depende da parame-
trizacdo escolhida. Contudo, o integral de linha depende do sentido em que a curva C' é
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percorrida, uma vez que, designando por —C' a curva orientada em sentido oposto ao de C,
facilmente se verifica a igualdade

/ F.di = — / F.dF. (4.4)
-C C

Fica como exercicio a prova da igualdade (4.4).
Atendendo a definicdo de integral simples, da definicdo de integral de linha apresentada
verifica-se que

b
/CF.dT = /GF(;(t))r () dt
= lim Zﬁ(F(tf))'F'(tf)(ti*ti—l),

dp—0 1 ——
forca deslocamento
onde P = {to,t1,...,tm} é uma particdo de [a,b], t} € [t;—1,t:], € 0p = max{t; —t;_1}.
K3

Consequentemente, o integral de linha / F.dF fornece o trabalho realizado pela forca F

c
sobre uma particula que se desloca ao longo da curva C' através da parametrizag¢do 7(t).

Sendo o integral de linha definido como um integral simples, as propriedades apresentadas
na proposicao que se segue s3o uma consequéncia dbvia das propriedades conhecidas para o
integral simples.

Proposicao 4.3 (Propriedades do integral de linha). Sejam F,G:R" > R" n=1,2)
campos de for¢as continuos, a € R e C' uma curva reqular em R™. Tem-se que:

1 /C(ﬁ+6) .dF:/Cﬁ.dF+/C@.dF,-

2. /(aﬁ).df’: a/ F.dr:
C C

3. / F.dr = / Fdr+ | F.di onde C = C,UCs.
C Coy Ch

Como consequéncia do ponto 3. da proposicdo anterior, de forma natural a definicdo de
integral de linha pode ser estendida para curvas seccionalmente regulares. Daqui em diante,
a menos que algo seja referido em contrario, sempre que me referir a uma curva, assumo que
esta é seccionalmente regular.

Para um campo de forcas continuo F(x,y, z) = M(z,y,2)i + N(z,y,2)j + P(z,y, z)lAc
e uma curva C' em R®, parametrizada por 7#(t) = (x(t),y(t), z(t)), tem-se

/C F.dr = / bF(F(t)).F’(t)dt

b
= M((t),y(t), 2(t))a’(t) + N(x(t), y(t), 2(1))y' (t) + P(x(t), y(t), 2(t)) ' (t) dt,

a

donde faz sentido estabelecer a seguinte notacdo para o integral de linha

/ﬁ.d?:/M(z,y,z)dqu/N(:c,y,z)dy+/P(:z:,y,z)dz,
C C C C



78 Anélise Vectorial

ou simplesmente

/ﬁ.d?z/M(m,y,z)dx+N(:L‘,y7z)dy+P(x,y,z)dz.
c c

De forma andloga se estabelece a seguinte notac3o para o integral de linha de um campo de
forcas, F'= Mi+ Nj, no plano

/ P — / M(z,y) dz + N(z, y) dy.
C C

Exemplo 4.2 Cilculo do integral fc y?dx + 1dy, sendo C o segmento de recta que une o
ponto (0,0) ao ponto (1,2).
Uma parametrizagdo para C' é 7(t) = ti + 2tj, t € [0, 1], donde 7'(t) = (1,2) e

! 10
/dex—Fldy:/(Qt)z—Fth:—.
c 0 3

Teorema 4.4 (Teorema fundamental do calculo para integrais de linha). Seja F : R™ —
R™ um campo de gradientes e f : R™ — R uma sua funcdo potencial. Entao

/ F.di = f(B) - f(A),
C

onde C' € uma qualquer curva regular em R™ parametrizada do ponto A para o ponto B.

Demonstragdo. Seja 7 : [a,b] — R™ uma parametrizagdo de uma curva regular C' do
ponto A para o ponto B isto é, 7(a) = A e 7(b) = B. Tem-se

—

b b
/CF.dr = /{lF(r(t)).r (t)dt:/a V(7). 7' (t) dt

b
/ (f o) (t) dt = f(F(b)) — f(F(a)) = f(B) — f(A).
O

Pelo Teorema fundamental do célculo para integrais de linha, fica claro que, em campos
conservativos, o valor do integral de linha depende apenas do ponto inicial e do ponto final.
Esta propriedade motiva a seguinte defini¢3o.

Definicao 4.6. Seja F um campo de forcas. O integral de linha / F.d7 diz-se que
C

¢ independente da curva simples se /
C 2
simples, Cy e Ca, em que o ponto inicial de Cy e Co coincide, assim como o ponto final

de Cy e de Cs.

F.dr = / F.dr, para quaisquer duas curvas
C
1

Ainda pelo Teorema 4.4, facilmente se constata que se a curva C for uma curva secci-
onalmente regular e fechada, ent3o o valor do integral de linha de um campo de gradientes
ao longo de C' é zero. Neste sentido, é de facil verificagdo o resultado que se segue:
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Proposigcao 4.5. Seja F um campo de forgas. O integral de linha / F.dr é indepen-
C

dente da curva simples se e so se / F.dr = 0, para qualquer curva C' simples e fechada.
c

Demonstragdo. Ver Teorema 8.10 de [3]. O

Proposigao 4.6. Seja F um campo de forcas. Se o integral de linha / F.dré indepen-
c

dente da curva simples, entdo F € um campo de gradientes.

Demonstracio. A prova seré feita para o espaco R?, mas esta pode ser generalizada para
o0 espaco R3.
Sejam (a,b), (x1,71) dois pontos fixos em R2 e F(z,y) = M(z,y)i + N(z,y)j um

campo de forgas tal que o integral de linha / F.dié independente da curva simples.
c
Denotando por C, ,y 0 segmento de recta unindo o ponto (a,b) a um ponto (z,y) €

R?, defina-se a funcéo f : R? — R por

flz,y) = /c F.dF. (4.5)

(z,y)

De notar que a funcgao f esta bem definida porque, sendo o integral de linha independente

da curva simples, o valor de / F.di s6 depende do ponto (x,y).
C

(z,9)

Figura 4.1: Curva de C(,, ,) + C1

Do ponto 3. da Proposicéo 4.3, tem-se que (ver figura 4.1)

f(m,y):/c

F.di = / F.df+ | F.dr,
C

(=) (@1,y) Ci
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—

sendo C o segmento de recta que une o ponto (z1,y) ao ponto (z,y). Como / F.dr

C
ﬁ.df+/ f.dF) _9 (
o) é)l

(z1,v)
nao depende da varidvel x, tem-se

of 0
%(x,y) ~ oz (/c

Uma parametrizacio para Cy é #(t) = (t,y), t € [x1,x], tendo-se /
donde

(z1,y)

FdF = / M(t,y)dt,

1

%(x,y) - (% (/C ﬁ.dF) = (% (/:M(t,y) dt) = M(z,y). (4.6)

Por outro lado, ainda pelo ponto 3. da Proposicao 4.3, tem-se que

f(:ay):/c

sendo Cs o segmento de recta que une o ponto (x,y;) ao ponto (z,y).
De forma andloga ao que anteriormente foi feito, obtém-se
of

aiy(xvy) ZN((E,y), (47)

F.di+ / F.dr,
Cs

(z,y1)

pelo que, de (4.6) e (4.7), se conclui que

= 4 A af 4 8f A

F(z,y) = M(z,y)i+ N(z,y)j = 5-(z,y)i + ijy(w?y).? = Vf(z,y),
ou seja, a fungdo f definida por (4.5) é uma funcdo potencial de FeF éun campo de
gradientes. U

4.3 Teorema de Green

O Teorema de Green estabelece uma relagdo entre o integral de linha e o integral duplo. Antes

de o enunciar, é necessario introduzir a nogdes de conjunto “simplesmente conexo” (ver figura
4.2)

Definigao 4.7 (Conjunto simplesmente conexo). Um subconjunto R C R? diz-se sim-
plesmente conexo se a sua fronteira € constituida por uma unica curva simples e fechada.

Teorema 4.7 (Teorema de Green). Seja R uma regidGo de R? simplesmente conexa
e delimitada por uma curva C seccionalmente regular, fechada e orientada no sentido
directo (sentido anti-hordrio).

Se o campo de forcas F:R2 - R? definida por ﬁ(x,y) = M(x,y)i+ N(z,y)Jj, € de
classe C*, entdo

/CM(x,y) dx + N(z,y)dy = //R (%JZ - Eg\;) d(z,y). (4.8)
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Simplesmente conexo N3ao simplesmente conexo

Figura 4.2:

92(y)

IS

<
8
8

Figura 4.3: Regiao verticalmente e horizontalmente simples

Demonstragdo. Por uma questao de simplicidade, a demonstragao sera feita apenas para
uma regido, R, verticalmente e horizontalmente simples (ver figura 4.3).

Sendo Cj a curva definida por t — (¢, f1(t)), t € [a,b], e C2 a curva definida por
t — (t f2(t), t € [a,b], tem-se que a fronteira é descrita pela curva C = C; — Cy
orientada no sentido directo. Por um lado, da definicao de integral de linha, tem-se

[Mepds = [ Meydos [ My
C Cy —Cs

b a
/ M(t, fo(t)) dt + / Mt fo(t)) dt
ab b
= [ e i) = Mt £a0) .
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Por outro lado,

oM f2(=) aM
—(x,y)d(x,y) = / / (z,y) dydzx
//R 3y( Jte-y) fiw Oy :
U fa(zx)
/ Ny=ri(a) 9

/ (z, fo(z)) — M (, f1(2))) dv

Consequentemente,

/M,y [fwxyxylﬁh—xyuw (4.9)

Usando o facto da regido R ser horizontalmente simples, de forma anéloga se conclui que

[ v@aan= [ T ey (4.10)

Finalmente, de (4.9) e de (4.10) conclui-se que

/Mxy )dx + N(z,y) dy—// (%JX_@]V[) d(z,y).

Uma consequéncia imediata do Teorema de Green, é a possibilidade de calcular a area
de uma regido plana através de um integral de linha.

O

Corolario 4.8. Se R ¢é uma regiao plana delimitada pela curva fechada simples C, ori-
entada no sentido directo, entdo

p 1
Area(R) = - / —ydz + x dy.
2Jc
Demonstracao. Fica como exercicio. O

Estd-se agora em condi¢des de demonstrar o reciproco da Proposi¢do 4.1.

Proposigao 4.9. Seja ﬁ(a:,y) = M(x,y)i+ M(x,y)j um campo de forcas de classe C*.
g oM (2.9)
e —(z,y) = —
Oy Y Ox
Demonstracdo. Seja C uma curva simples fechada no plano, orientada no sentido directo,
oM ON

Oy Ox

(x,y) para todo (z,y) € R?, entdo F é um campo de gradientes.

e R a regiao delimitada por C. Pelo Teorema de Green e pela hipdtese

conclui-se que

/ﬁ.df:/de+Ndy=// (E)N—aM> d(z,y) =0,
C le} r\ Oz dy

ou seja, / F.di=0 para qualquer curva simples fechada C.
c

Pela Proposicao 4.5 obtém-se que / F.dié independente da curva simples e, pela
c

Proposigao 4.6, finalmente se conclui que Fé campo de gradientes. O
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O Teorema de Green, sendo vélido para conjuntos simplesmente conexos, pode também
ser aplicado a outras regides desde que estas sejam decomponiveis em regides simplesmente
conexas. O exemplo que se segue exemplifica como isto pode ser feito.

Exemplo 4.3 Calculo do integral de linha

Y2
/—dx+(my+x)dy,
c 2
onde C' = C7 U (s é a fronteira de
R={(z,y) e R*: 1 <22 +y? <4},

com a orientacdo apresentada na figura 4.4.

Ch

Figura 4.4: Regiao R do Exemplo 4.3

Introduzindo os segmentos de recta C3 e Cy e escrevendo C; = C;UCT, Cy = C5 UCY,
tal como se ilustra na figura 4.4, obtém-se

C=(CHuCsuCHUCs)U(Cy U(-C3)UCy; U(—Cy)) e R=RyURy,
e consequentemente

Y2
—dx + (zy + x) dy+

2
/y—dx+(xy+ac)dy = /
c 2 (cfucauctucs) 2

2
+/ y—dz+(xy+x)dy,
(CrU(=C)UCs U(=Cy)) 2

com Ry e R, regides simplesmente conexas. Aplicando o Teorema de Green a cada um dos
integrais de linha obtém-se

2 y v’
v _ Ozy +a] 8[7 / 8xy+ Iy
/C 5 do+(ey+a)dy = /R1 o d(z,y) . Dy d(z,y)

_ //RIURQ (y+1—y)d(z,y) = Area(R) = 3.
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4.4 Superficies parametrizadas

Definicao 4.8 (Superficie). Chama-se parametrizacdo de uma superficie a uma fung¢dao

de classe C*
5 U — R3

(w,0) = x(u,0)i+y(u,v)j + 2(u,v)k

onde U C R? ¢ simplesmente conezo.
Ao contradominio de s,

S = {s(u,v) : (u,v) €U} CR?

chama-se superficie e as equacgdes

z(u,v)
y =y(u,v)
z = z(u,v)

chamam-se equagOes paramétricas da superficie S.

Definicao 4.9 (Superficie simples). Uma superficie S diz-se simples se admite uma
parametrizacao injectiva.

Exemplo 4.4 A fungdo

c: [0,27[x[0,2] — RR3
(u,v) —  cos(u)i + sen (u)] + vk ’

é uma parametrizacdo do cilindro
C={(z,y,2) eR®: 2 +y* =1e0< 2 <2}

Dada uma superficie S, parametrizada por s(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)l%, as
derivadas parciais

0Os 0 s Oy 5 .
ai(ua ) aﬁ(U,’U)Z + %(ua ’U)] + P) (um)k
) 0 0 0 0
5 o) = 2% o)+ ) + 2w 0)i
oy v) = o (wy0)i 4 S (wy0)] + o (s )

podem ser interpretadas, do ponto de vista geométrico, como sendo vectores tangentes a
superficie S. Efectivamente, dado (ug,v9) € U, a fungdo 7(u) = s(u,vp) é uma parame-

trizagdo de uma curva C,, que se encontra na superficie S e o vector 7' (u) = 8—2(%@0),
sendo tangente a curva C,,, é tangente a superficie S. De forma andloga, o mesmo raciocinio
pode ser feito quando se considera a func¢do p(v) = s(ug, v). Observe a figura 4.5.

Sendo g—j e % dois vectores no espa¢o, tangentes a superficie S, de forma natural se
pode pensar no vector ortogonal (caso exista) por forma a obter uma base no espago R3,

isto é pensar no produto externo.
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Figura 4.5: Superficie parametrizada por s(u,v)

Definigao 4.10 (Produto vectorial fundamental). Define-se produto vectorial funda-
mental de uma superficie parametrizada por s(u,v) como sendo o produto externo

ou  Ov’

Definigao 4.11 (Superficie regular). Seja S uma superficie parametrizada por s(u,v).
Um ponto A € S, A = s(ay,as), diz-se regular se o produto externo

85( ) as( )
—(a1,a2) X —(a1,a
u 1,062 v 1,02
nao € o vector nulo.
A superficie S diz-se regular se todos os seus pontos forem pontos regulares.
Para uma superficie regular simples, S, parametrizada por s(u,v), com (u,v) € U sim-

s s .. .
plesmente conexo, os vectores 0 e 9 sdo linearmente independentes e o paralelogramo
u v

de lados @ e % é tangente a superficie S. Assim, considerando uma particdo de U em
recténgulosuP = %}Uij}, com U;j = [ui—1,u;] X [vj_1,v;], a parametriza¢do s(u, v) determina
uma particdo S = {S;;} da superficie S, onde S;; = s(U;;). Tomando, para cada ponto
(u;,v;) o paralelogramo P;;, de lados (u; — w;—1) - —Z(ui,vj) e (v; —vj_1) - £(Ui7vj),
tangente a superficie S em s(u;,v;), a drea de cada porgdo de superficie S;; pode ser apro-
ximada pela drea de P;; e consequentemente a drea total da superficie S é aproximada por
Area(S) = Zérea(Sij) A Zérea(Pij). Como a area(P;;) é dada por

Js
= H&L(Ui7vj) X %(ui,vj)

0s 0s
(wi —ui—1)- %(Uiavj)x(vj —vj-1) %(%Uj)

(wi —ui—1)(v; —vj-1),
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faz sentido apresentar a seguinte definicdo para drea de uma superficie.

Definigao 4.12 (Area de uma superficie). Seja S uma superficie simples e s(u,v), com
(u,v) € U, uma sua parametrizagdo. Define-se drea da superficie S como sendo

Exemplo 4.5 Calcule a drea da superficie cilindrica, C, apresentada no Exemplo 4.4.
Como s(u,v) = cos(u)i + sen (u)j + vk, com (u,v) € [0,2r[x[0,2], tem-se

83 85 d(u, v).

0s A N Jds -

5g = Sen (u)t +cos(u)y e e =k,
donde o produto externo
i jk
ds 0s R N
90 < 5y = | —sem (u) cos(u) 0 | =cos(u)i+ sen(u)j
0 0 1

e consequentemente

= \/cos?(u) + sen?(u) = 1.

27
d(u,v) / / 1 dvdu = 4.

Finalmente, por defini<;ao, obtém-se

Area(C 65 88

4.5 Integral de superficie

Definicao 4.13 (Integral de superficie). Seja S uma superficie simples e regular com
s:U C R? = R® uma sua parametrizacdo.
Se f:R3 = R é um campo escalar continuo e limitado, entdo define-se integral de

J[ras=[[ st |5

No que se segue, apresentam-se algumas aplicagdes do integral de superficie. Da de-
finicio, imediatamente se observa que se f(x,y,z) = 1, ent3o o integral de superficie

superficie por:

d(u,v).

// 1dS corresponde a drea da superficie S. No caso em que a fun¢3o escalar f(z,y,2)

S
descreve a densidade de massa sobre uma superficie .S, entdo o valor da massa total da

massa = //Sde.

O centro de massa é o ponto (7,%,%) do espago R3 dado por

. ffsxf(x,y,z)ds 7= ffsyf(x,y,z)ds - ffszf(ac,y,z)dS
Jlsfds Jlsfds Ils fds

superficie S obtém-se por




4.5 Integral de superficie 87

Contudo, uma das principais aplicacdes do integral de superficie é a possibilidade de célculo
da quantidade de um fluxo, dado por um campo de forcas F' : R?® — R3, que atravessa uma
dada superficie S. Para isso é necessario definir superficie orientada.

Definigao 4.14 (Superficie orientada). Uma superficie simples e regular S, com s(u,v)
uma sua paramelrizacdo, diz-se orientada se existe uma funcdo vectorial continua N :
S — R3 tal que, para qualquer o € S, |N(0)|| =1 e N(o) é normal & superficie, isto é

%(u, v) - N(s(u,v)) = %(u,v) -N(s(u,v)) =0, Y(u,v) € U.
Para uma superficie regular simples, S, de parametrizagdo s(u,v), o vector % X % 4
normal a superficie S em cada ponto, donde S é orientada por N = % Note que,
ou v

imediatamente da definicdo, se pode igualmente considerar que S esta orientada pelo vector
—N.

N

Figura 4.6: Fluxo sobre uma superficie S

Considerando AS uma pequena porc3o da superficie S sobre a qual a forca F actua,
aproximadamente, de forma constante, a quantidade de fluxo que atravessa a por¢do AS,
por unidade de tempo, pode ser aproximada pelo volume do sélido V (ver figura 4.6). Das
propriedades do produto interno facilmente se verifica que

volume(V) = (F - N).4rea(AS).
Formalmente, a definicdo que se segue apresenta a no¢do de fluxo.

Definigao 4.15 (Fluxo). Sejam F : R? — R3 um campo de forcas continuo e S uma
superficie orientada pelo vector unitdrio normal N.
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Define-se fluxo de F através de S por

//ﬁ-ﬁds.
S

Exemplo 4.6 Calculo do fluxo da forca F(z,y, z) = yi—xj + k sobre a superficie S, definida
por
2=+’ -1 e 2<0,

com vector unitario normal apontando para cima.
A superficie S admite a parametrizacio

s(u,v) = ui +vj + W +0*> =k, (u,v) € R= {(u,v) e R* 1 u® +v* < 1},

—22i — 2y] + k

———————— Da
VAar? +4y? + 1

sendo o vector unitdrio normal que aponta para cima N(z,y,z) =

defini¢do, obtém-se que o fluxo é dado por

//Sﬁ.ﬁds //R F(s(u,v)) - N(s(u,v)) ’
//R(v, —u,1) - (—2u, —20,1) d(u, v)
//R —2uv + 2uv + 1 d(u,v)

//Rld(u,v):ﬂ'.

Para um campo de forcas continuo ﬁ(x, y,z) = M(z,y,2)i+N(z,y, 2)j+ Pz, y, z)l% e
uma superficie S, orientada pelo vector N e parametrizada por s(u,v) = (u, v)i+y(u,v)]+

z(u,v)k, (u,v) € U, tem-se

ds 0s  O(y,z)-

X — = i—

ou Ov

d(u,v)

a0 a0 o) ey’ T auv)
donde
//Sﬁ.ﬁds = //U(F(s(u,v))ﬁ)‘gngi d(u,v)

J[ Fostwn - (5% 52) dtwo)
J[ artstuen G oy + [ ¥stunFED o)+

+//U P(s(u,v))

9(z,y)
O(u,v)

d(u,v)
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fazendo sentido estabelecer a seguinte notagdo para o integral de superficie

//F-NdS:://MdyAdz+//NdzAdx+/ Pdx A dy.
S S S S

4.6 Teorema de Stokes

Como se viu na sec¢do 4.3, o Teorema de Green estabelece uma relagdo entre o integral duplo
sobre uma regido plana R e um integral de linha ao longo da fronteira de R. O Teorema
de Stokes estabelece uma relacdo entre o integral de superficie sobre uma superficie S e um
integral de linha ao longo da curva no espaco de delimita a superficie S.

Teorema 4.10 (Teorema de Stokes). Seja S wuma superficie, orientada pelo vector
unitdrio N, delimitada por uma curva no espaco, C, fechada, simples e regular, com
orientagao directa induzida pela orientagdo de S (ver figura 4.7).

Se F(x,y,2) = M(x,y,2)i+ N(x,y,2)j + P(z,y, 2)k é um campo de for¢as de classe

C', entdo
/ F.ds= //(rotﬁ)-NdS.
c s

Demonstragdo. Por simplicidade, a demonstragao sera feita apenas para o caso em que
a superficie S assume a parametrizacao

s(u,v) = ui +vj + 2(u, )k,  (u,v) €U,

sendo U uma regiao simplesmente conexa, delimitada por uma curva plana, C7, regular,
simples e fechada, e z : U — R de classe C? (ver figura 4.7). Consequentemente, a
superficie esta orientada por

N = ! ( 923 _ 823 + k>
18 x Gl \ 0w v

e, das definicbes de rotacional e de integral de superficie, obtém-se

//(rotﬁ)-]\_fds // rotF s(u, v) H

s
=3 82 ~ (92 ~ ~

//U rotF(s(u,v)) - <8uZ ~ 5,7 + k> d(u,v)
_ // ON 8P 82+ orP oM 8z+ 8N oM d(u, v)
N ou oxr 9z ) o or Oy Y-

Sendo 7(t) = u(t)i +v(t)j, t € [a,b], uma parametrizacio de Cy, entdo 5(t) = u(t)i+
v(t)] + z(u(t),v(t))k, t € [a,b], é uma parametrizacio da curva C' e, como consequéncia
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v

C

Figura 4.7: Superficie S

da defini¢ao de integral de linha e da regra da cadeia, obtém-se

/ F.ds
C

ou

b 0z\ , oz\ ,
/a (M+P8u)u(t)+ <N+Pav>v (t)dt
/ (M+Paz) du + (N+Paz) dv.

o ou Ov

/ab Mu'(t) + Nv'(t) + P ( (t) + giww) dt

Pelo Teorema de Green tem-se

0z 0z 0 0z 0 0z

ou seja

L ([0 02\ 0 0z

Pela regra da cadeia obtém-se

9 (4 p0s\ _ON ONO= (0P 0P0:\0: 0%
ou ) Oz 0z Ou ox 0z Ou

ov + Oudv

ou + Ovdu

2
8<M+P8z):6M OM 0z <aP 8P82>6z p 0%

ER ou) = oy "oz 00 \ay T 9z 00
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donde, pelo Teorema de Schwarz, a equagdo (4.11) pode ser escrita na forma

/ﬁdﬂ _ // ON 5'N52+ 5P+5'P5'z %—I—Pa%
c = 0z Ou ox 0z Ou ) Ov Oudv

OM  OM 9z (3P OP 62’) 0z P 0%z

TOy Tz ov \dy 0zav)ou " ovou
(GRS A P
N 0z ou Ox 0z ) Ov or Oy Y

/ /S (rotF) - N dS,

concluindo assim a prova. O

] d(u,v)

4.7 Teorema da Divergéncia

O Teorema da Divergéncia, também conhecido por Teorema de Gauss, estabelece uma relagio
entre um integral triplo sobre um sélido, Q, no espaco R3 e um integral de superficie sobre a
superficie S que delimita (). Antes de o enunciar, é necessario introduzir a no¢des de “sélido
simples”.

Definigao 4.16 (Sélido simples). Um conjunto Q C R? limitado e fechado chama-se um
solido simples se

{tA+(1—-t)B:t€0,1]} CQ, VA BEe fr(Q).

Como consequéncia da definicdo anterior, dado um sélido simples @@ existem U,V, W C
R? fechados e f1,f2: U = R, g1,92: V = R e hy,hy : W — R funcdes tais que

Q= {('T’yaz) eRg : (x,y) EUefl(x7y) SZSfQ(l'7y)},
Q={(r,y,2) €R’: (y,2) €V egi(y,2) <x < g2(y,2) };
Qz{(x,y,z)ERS:(x,z)EWehl(x,z)S < ho(z,2)} .

Teorema 4.11 (Teorema da Divergéncia). Seja Q uma regido sdlida simples cuja fron-

z

teira € uma superficie S orientada pelo vector normal unitdrio N que aponta para o
exterior de Q.

Se f(x,y, z) = M(z,y,2)i+ N(z,y,2)] + P(x,y, 2)k € um campo de for¢as de classe

C!, entdo
// ﬁ~]\7d5’:/// divE d(z,y, 2).
S Q

Demonstracao. Da definicao de divergente de um campo de forgas conclui-se que

//Qdivﬁd(x,y,z)Z///Q%Ajd(m,y,z)—&—///@%];[d(x)% /// d(z,y, 2
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//ﬁ-z\?dsz//M%-z\7d5+//Nj-z\7ds+//P1%-z\7ds,
S S S S

o teorema fica demonstrado provando cada uma das igualdades que se segue:

//SMQ.J\?dsz///Q%]‘jd(x,y,z); (4.12)
//SNj-NdS:///QaaZZd(x,y,z); (4.13)
//gpk.ﬁdsz///cggd(x,y,z). (4.14)

Como a prova de cada uma das igualdades é feita usando os mesmos argumentos, aqui

Como

apenas ¢ feita a prova de (4.14).
Sendo @ um sélido simples cuja fronteira é uma superficie S, existem U C R? sim-
plesmente conexo e f1, fa : U = R de classe C! tais que

Q: {(x7yvz) GRS : (x,y) € Uefl(xay) SZSfQ(xay)}v

tendo-se S = 57 U Sy U S3, (ver figura 4.8) podendo S3 nao existir.

Figura 4.8: Sélido @)
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Se existir a superficie S3, entdo o vector N é horizontal isto é, k- N = 0, e conse-

quentemente

//fp@.ﬁdszz// Pk.ﬁd51+}[/ Ph- N dS, + 0.
S S1 So

Por um lado, a superficie S; admite a parametrizacao

Sl(l',y) = CU%-ij +f1(xay)];

e estd orientada pelo vector unitdrio normal que aponta para baixo, isto é,

zvzzl(afl i k)

‘ ds1 % ds1 oz a
ox oy
Assim, da defini¢ao de integral de superficie, obtém-se

/SlPk’ NdS, = // (z,y, fr(z,y))k - ( +5y k‘) d(z,y)

($ yafl(‘r y))d( ay)
U

Por outro lado, a superficie Sy admite a parametrizagao

52(Iay) = I% +y.§ + fQ(‘Tay)k

e esta orientada pelo vector unitario normal que aponta para cima, isto é,

N 1 ( 3f2 ~ 0f2n _'_]%)

‘ dsz y sy oz ' dy By’
ox oy
Assim, da defini¢ao de integral de superficie, obtém-se

// (z,y, fo(z,y))k - (_%ﬁ_%{; +k)d(m=y)

_ [@ P(z,y, fo(,)) d(z,1).

/ Pk - N dSs
Sa

Finalmente, somando estas igualdades na equagao (4.15), conclui-se que

//P/%-J\?ds
S

- [LP@%&@&D—H%%h%wHM%w

L)
-l s

(4.15)

—/UP@%ﬁmw»wmm+[LPm%huw»awm
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Exemplo 4.7 Célculo do fluxo do campo de forcas F(z,y, 2) = (y+ )i+ (v2+ ) ) + 23k
através da superficie esférica 22+y% 422 = 1 orientada pelo vector normal unitdrio “apontado
para fora da esfera”.

O fluxo é obtido pelo seguinte integral de superficie

//ﬁ.zvds,
S

sendo S a superficie esférica e N o vector normal unitério apontando para o exterior da
esfera. Considerando o sélido Q = {(z,y,2) € R : 22 + y? + 22 < 1}, pelo Teorema da
Divergéncia obtém-se

4.8

//SF‘-NdS ///Qdmﬁd(a:,y,z)

///Q 3z +y? + 2% d(z,y, 2)

1 27 T
= 3/ / / p*senpdpdfdp  (coordenadas esféricas)
o Jo Jo

384
= —.
5

Exercicios
Para cada um dos campos de vectores que se segue, identifique os que sdo campos de
gradientes:

(a) Flz,y) = i+ xyj;

(b) F(z,y) = ycos(zy)i + (x cos(ay) + 1)J;

(€) Flx,y,2) = (y* + 2y +2)i + 2wy + 22)j + (wy + 2)k;

(d) Fx,y,2) = ay?i + 2% + (@ + 2ay)k.
Encontre uma fung¢do potencial para cada um dos campos de gradientes identificados
no exercicio anterior.
Mostre que se F(x,y,2) = M(x,y,2)i + N(w,y,2)j + P(z,y,2)k é um campo de
forcas de classe C?, entdo

div(rotF) = 0.

Verifique a igualdade (4.4).

Sugestdo: Fazer uma mudanca de variavel conveniente.
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5. Determine o trabalho realizado pelo campo de forcas no plano ﬁ(m, y) = xy%+yj’ sobre
uma particula que se move de (0,0) para (1,1) ao longo de cada uma das trajectérias
que se seguem:

(@) y=u;
(b) y==z%
(c) y=2a?.

2

6. Determine o trabalho realizado pelo campo de forcas no plano ﬁ(az,y) = xy% + %j
sobre uma particula que se move de (0,0) para (1,1) ao longo de cada uma das

trajectdrias que se seguem:

a
b
c
d

S
||

(
(
(
(

~— ~— ~— ~—

qualquer uma trajectoria.

7. Determine os integrais de linha / ﬁ.df’, quando:
c

(a) F(z,y) = zi+yj e C é o segmento de recta do ponto (0,0) até ao ponto (3, 3);

(b) F(z,y) = —ysenai+ coszj e C é a parabola y = 22 desde o ponto (0,0) até
ao ponto (2,4);

(c) ﬁ(a:,y, z) = yi + (x+ 222)f+ 4yzl¥ e C = C7 4+ Cy onde C; é o segmento de
recta do ponto (1,1,0) até ao ponto (0,0,0) e Cy é o segmento de recta do
ponto (0,0,0) até ao ponto (0,0,/2);

(d) F(z,y,2) = yi + (z 4 222)] + 4yzk e C & um arco de circunferéncia, no plano
y = z, desde o ponto (1,1,0) até ao ponto (0,0, /2);

(e) F(z,y) = 2% + xyj e C & a curva que percorre a parabola y = 2% desde o
ponto (0,0) até ao ponto (1, 1) e, depois, percorre o segmento de reta desde o
ponto (1,1) até ao ponto (0,0);

() F(z,y,2) = ai 4+ yj + (zz — y)k e C é o segmento de reta que une o ponto
(0,0,0) ao ponto (1,2,4).
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8. Para cada um dos campos de vectores que se segue, represente uma curva orientada

10.

11.

12.

13.
14.
15.

cujo integral de linha ao longo dessa curva seja:
(a) positiva;
(b) negativa;

(c) zero.

w
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Considere a funcdo real f(z,y,2) = zsenz + yx.

(a) Determine F = V;

(b) Determine /

~ 4t
F.d7, onde 7(t) = (senQ(t), —, cos? t), 0<t< 3.
C ™

Calcule o trabalho realizado pela forca planar ﬁ(m,y) = yf— :c; sobre uma particula
que se desloca, em sentido hordrio, ao longo da circunferéncia de centro (0,0) e raio
1. O campo de forgas F'(x,y) = yi — xj é conservativo? Justifique.

Utilize o Teorema de Green para calcular / F.di em que ﬁ(m,y) = y¥i+xzjea
curva C, parametrizada no sentido direto, declimita:

(a) o quadrado cujos vértices sdo: (0,0), (2,0), (2,2), (0,2);

(b) o quadrado cujos vértices sdo: (2,0), (—2,0), (0,—2), (0,2);

(c) o circulo de raio 2 e centro na origem.

Usando o Teorema de Green, calcule o integral de linha / F.dF, onde C é o caminho

de (0,1) para (1,1) ao longo do gréfico de y = 23 e de (1,1) para (0,0) ao longo do
grafico de y = x, e o campo de forgas dado por F(x y) = zyi + y27.

Sem usando o Teorema de Green, calcule o integral de linha referido na alinea anterior.
Use o Teorema de Green para determinar a drea de uma circunferéncia de raio R > 0.

Usando o integral de linha, obtenha uma férmula para o célculo da area de regides
planas.
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16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.
23.

Calcule o integral de linha / (arctan x 4 y*)dx + (¥ — 2%)dy, onde C' = C; U Cy U
c
C3 U Cy com Cy de (3,0) para (—3,0) pelo arco y = 9 — 22, Cy de (—3,0) para

(—1,0) pela recta y = 0, C5 de (—1,0) para (1,0) pelo arco y = V1 — 22 e Cy4 de
(1,0) para (3,0) pela reta y = 0.

Identifique as superficies S com as seguintes parametrizagoes:

(a) s(u,v) = (cosu, senu,v), com (u,v) € [0,27[x]0, 2];

(b) s(u,v) = (u,v,1 —u—wv), com (u,v) € [0,1] x [0, 1];

(c) s(u,v) = (u,v,u? +v?), com (u,v) € R?;

(d) s(u,v) = (ucosv,usenv,u?), com (u,v) € [0, +00[x][0,27];

(e) s(u,v) = (cosu senv, senusenv,cosv), com (u,v) € [0, 27[x[0, 7].

Determine as dreas das superficies (a), (b) e (e) do exercicio anterior.
Encontre uma parametrizagdo para cada uma das seguintes superficies:
(a) Cone de vértice em (0,0,0) e eixo de rotagio OzT;
(b) Plano de equagio cartesiana 2z —y + z = 2;

(c) Cone de vértice em (0,0,0) e eixo de rotagdo Oy™.

Seja S a semi-esfera 22 +y2 +22 =1, 2 > 0 e f(x,y,2) = x. Calcule o valor do
integral de superficie // fdS, utilizando
s

(a) a parametrizagdo apresentada no exercicio 17.(e);

(b) a parametrizagdo s(u,v) = (u,v,v1 —u2 —v2) com (u,v) € {(u,v) € R? :

u? +0v? < 1}

Determine o centro de massa da superficie da semi-esfera homogénea(densidade de
massa constante) z2 + y% + 22 = 4.

Calcule a drea da porcio do paraboléide 22 + 22 = 2y cortado pelo plano y = 1.

Em cada uma das alineas seguintes, use o teorema de Stokes para provar que os
integrais de linha tém os valores apresentados. Explique qual o sentido em que a curva
C' deve ser percorrida.

(a) / F.di = 73, onde ﬁ(x,y, z) = (y, z,x) e C a curva de intersec¢do da esfera
:zzzc+y2+z2 =leoplanoz+y+2=0;

(b) / F.d7 = 0, onde ﬁ(m,y,z) =(y+z,2+z,2+y) e C acurva de interseccdo
dgcill'ndro 22 + 9% =2y eoplanoy = z;

(c) / F.di = 0, onde ﬁ(a@y,z) = (y?,zy,7z) e C a curva de intersec¢io do

c
cilindro 22 + 32 = 2y e o plano y = 2.
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