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Notacoes e Definicoes
o T cRT:

o C:=C([—7,0]; R")

lelle = sup _[le(0)]];
0c[—7,0]

e Sejam o € R, a € (0,4], t € [o,d]
execC(lo—T,a]; R").
21(0) ' =xz(t+0), 0 ¢ [—T,0]

xy € C.

Definicao (EDFR)
DCRxCC, f:D— R" funcao

z(t) = f(t, @), t >0, (1)



SejamoceR,a>0c0Uua=-4occ0ceypecC.

Definicao (Solucao)
Diz-se que z € C([oc — 7,a); R") é solucao de
(1) em [0 — 7,a) se

(t,zt) € D
{ 2(0) = f(t,ap) 7 E L)

eUma solucao z € C([oc —7,b); R™) diz-se uma
extensao de x se

b>aex(t) =uxz(t), Vt € [o,a).

eUMma solucao x diz-se maximal se nao ad-
mite uma extensao.

oPVI
(2= 1m0 (>

To = Q€ (' <« condicdo inicialemt = o



Teoremas Basicos da Teoria de
EDFR

Teorema (Existéncia de Solucao)

Q CR x C aberto, f e C(2;R")

Para qualquer (o,0) € 2, o PVI (2) tem
solucao.

Teorema (Unicidade de Solucao)

Q CR x C aberto, f e C(2;R")

(s,v) — f(s,1) continua

Se f é localmente lipschitziana em 1, entao
existe uma unica solucao do PVI (2) em

[c — 7,a), para algum a > o.

Teorema (Continuacao de Solucdes)

Q CR x C aberto, f e C(2;R")

Se x € maximal em [oc — 7,a), (a > o), entdo
para qualquer compacto W C €2,

dty € (o,a), Vt € [ty,a) : (t,xe) & W.



EDFR Escalares (n = 1)

z(t) = f(t,z¢), te€l :=[0,400) (3)

ro = @, ¢ € Cy,

com~eR, C:=C([-7,0];R),
f.:IxC — R continua e

£(¢,0) =0 (i.e., z = 0 & equilibrio).

Cy ={peC:p(0)>,0c[-T1,0), e p(0) >~}

Objectivo
Obter condicdes suficientes para que x = O
seja globalmente atractivo, i.e.,

x(t) — 0, quando t — oo,

para qualquer xz(t) solugcdo de (3) admissivel.



Equacao Logistica com Atraso

(1) = az(t) (1 _ %:c(t _ T)) 1> 0(4)

ro = ¢, ¢ € Cp,
onde a, 7,k € RT.

e £(t) = k é 0 Uunico equilibrio positivo.

e Com a mudanca de variavel

vy =" 1

(4) vem na forma

y(t) = (1 +y@)|[-ay(t—7)], t=>0
ro =, € C_1,

Teorema [E. M. Wright, 1955]
Se ar < 3/2, entao qualquer solucao z(t) de
(4) admissivel verifica

x(t) — k, quando t — +co.



J. A. Yorke [1970]
z(t) = f(t,x¢)

Hipoteses:

(Y1) Vi, — 400, Vo, € C,
se pn — ¢ %= 0, entdo f(fn,n) = O;
(Y2) Ja>0,Vt>0,Yp € C:
—aM(p) < f(t, ) < aM(—p),

com M(y) := max{0, max o(0)};
0c[—7,0]

YA

sY

Yy = —azr

Teorema
Se ar < 3/2, entdao toda a solucao xz(t) de
(3) converge para zero quando ¢t — +oo.



Condicao de Yorke (Generalizacdes)

T. Yoneyama [1987]
A [0,40) — [0,00) continua,
—A(M(p) < f(t,0) S ABM(=p).  (5)
t 3

sup A(s)ds < =
t>T Jt—T1 2

X. Zhang & J. Yan [2004]
i [0,40) — [0,00), i = 1,2, continuas,
—A1(OM(p) < f(E ) < Aa(@)M(—p). (6)
t

;1= Sup Ai(s)ds, i =1,2
t>T Jt—T1

minfay, as} max{a3, a3} < (3/2)3



E. Liz, V. Tkachenko & S. Trofimchuk [2003]

Existem a <0 e b > O:

ar(M(g)) < f(L, ) < ar(=M(=y)),

onde r(x) = ﬁ x>—1/b

y A

S I e i it




Hipoteses (H):
(H1) Existe 8 : 1 — I seccionalmente
continua(S.C.) e

t

sup B(s)ds < o0,
t>1 Jt—T

Vg € R, 3dn(q) € R:

f(t, o) <B(t)n(q), Vtel, ¢ >q;

(H2) Para w : [-7,+) — R continua com

lim t) = w* £ 0,
t_>+oow() w” #

/O+OO f(s,ws)ds € divergente;
(H3) Existem A, X : I -1 S.C. eb>0:
A1 (D) r(M(p)) < f(& @) < Aa(@)r(=M(—¢)),

onde r(z) = ﬁ, x> —1/b;

aor(T)
‘ Yy




(H4) Existe T' > 7 tal que, para

o 1= Sup A(s)ds, i =1,2,

t>T Jt—T
se tem
r(Oé]_,OéQ) S 17
com [ definida por
( 2
(O{]_ o 1/2)%7 a1 > %
M(a1,02) =4 (01 = 1/2)(02 = 1/2), 01,02 <3
(@8
| (a2 —1/2)7, ay >3

o2

DN | Ot

=N W

e Caso N\ (t) = X (t) (o := a1 = an), (HA)
assume a forma

t 3
sup A(s)ds < —
t>T Ji—T 2

e avjan < (3/2)2 = MNa1,a0) < 1.



Caso b=0em (H3): r(z) = —=x

(H3') Existem A\, »: I —-I1S.C.eh:R—R
Nao crescente

[h(z)] <lz|, = # 0,
A1 (0)h(M(p)) < f(E, ) < Ao(B)h(=M(—¢)),

(H3’)+(H4)=(H1)

Teorema
Assuma-se (H2), (H3’) e (H4).
Entdo qualquer solucao z(t) de (3) verifica

x(t) — 0, quando t — +4oo.

Corolario

Assuma-se (H2), (H3) com b = 0 e (H4)
com M(aq,ar) < 1.

Ent3o qualquer solucao x(t) de (3) verifica

x(t) — 0, quando t — —+oo.

Em particular, tem-se a mesma conclusao
com

2
ajop < (g) e (a1,a2) # (3/2,3/2).



z(t) = f(t, 1)

dem. z(t) solucao de (3)

(H3')= z(t) limitada em [—7, +0)

— |lim su t); —v = lim infx(t).
b t——+o0 px( ) v t——+oo m( )

e x(t) nao oscilatoria

Se z(t) é eventualmente positiva, de (H3’)
z(t) = f(t,x) < 0, donde z(t) € eventual-
mente decrescente, logo

u= —v e x(t) - u >0, quando t — oo.

Como
t
z(t) = z(tg) + / f(s,z5)ds, t > tg
to

de (H2) conclui-se que u = 0.

Analogo se x(t) é eventualmente negativa.



e x(t) oscilatoria (u,v > 0)
1 14. a3
(I u < h(—v) max{5,a2 — 5}; u < h(-v)Z

1 14. af

Considere-se

1 1 1 1
M(aq,ar) = max{E, o] — 5} max{E, oo — 5}.

Seja u > v e suponha-se que u > 0.
Caso aq,apy < 5/2 tem-se

<1, a1 <1louapx<l
=T(ag,a2) <1,  1<ag,00<3

M(OéLOéQ){
donde

u < —h(u)M(a1,az) < —h(u) < u.
Logo O =u > v.

Caso a1 > 5/2 (ap > 5/2 analogo)

u < —h(u)l(ag, ) < —h(u) < u.
Logo O = u > v.



dem. de (I) (caso (II) é analogo)

Seja € > 0. Para t > tq,

—ve i = —(v4¢€) <xp <u—4 €= ue.
De (H3) tem-se

H(1) < Ao () [ Aa(s)ds, 1 € len, ta]
Para A\, := fgt: Ao (s)ds < am,
tn
2(ty) = [é (t)dt

tn t t
< h(—ve) / Ao (1) [ / Ao(s)ds — / )\Q(s)ds] dt
&n t—1 &n
< h(—ve)[aoAn — A3/2] < h(—ve)as/2.
Fazendo n — oo e ¢ — 0T

u < h(—v)a%/Q.



Argumentando como em
[J.W.-H. So, J.S. Yu, M.-P. Chen; 1996]

Se A\p, <1, entao A, < max{l,as}, donde

z(tn) < h(—=ve)(max{l,as} A, — A2/2)
h(—ve)(Mmax{1l,as} —1/2)
h(—ve) max{1/2,as — 1/2}.

IA

Se A > 1, existe n, € (&n,tn) tal que
7% Ao(s)ds = 1.

z(tp) < -+ <
tn t t
< h(-v) [ "a(®) [/t_T )\Q(s)ds—/nn )\Q(s)dS] dt

2
< h(—v¢) {Oﬂz _ % (/t” )\2(3)d8> ]

= h(—ve) (042 — %)

Fazendon — oo e e — 0T

u < h(—v)max{1/2,ap, — 1/2}.



Caso b>0em (H3): r(x) = __1—|gfba:

Teorema Assuma-se (H1)-(H4), com b >0
e \;(t) > 0 para t grande.

Se a1 < an, entdao qualquer solucao z(t) de
(3) verifica

x(t) — 0, quando t — co.

Corolario Assuma-se (H1)-(H4), com b > 0.
Se a1 < as e N(a1,an) < 1, entdao qualquer
solucao x(t) de (3) verifica

x(t) — 0, quando t — oo.

Nao se perde generalidade ao supor b = 1,
T=1¢€ r(ozl,OQ) = 1.

a9

DO | Ot

=N W

(a1, 9)

3
2

a1



E. Liz, V. Tkachenko & S. Trofimchuk [2003]
Para 0 < a1 < ap definam-se A;, B;, D1 € R;,
( 1 O

x4+ o;r(x) + / r(t)dt, *#0
Ailx) = < ) fe

\ 07 xr — O
(1 0
( )/ r(t)dt, *#0
BZ(:C) — r(x) J—a;r(x) ;
\ 07 £r — O

B;(x)
A1(x), 0<zx<a; —1
Dl(a:)z{ 1( ) ~ 1

Bi(x), x> max{0,a; — 1}

Para a; > 1/2, define-se a funcao racional
xXr
Ri(z) = A;(0)——

y T > Vg,
1-Z% ’
vy
R QA/(O) - 6042'—3 .
com VZ—A,—(C))——W<O (2—1,2)



Lema Para o; >1 (i =1,2), tem-se

A;(x) < Ri(xz), sexe€ (v,0)
A;(x) > R;(x), sexze (0,q; —1).

Lema Para l <aj <asel(ag,ar) <1 tem-
se A1(x) > B1(x) > vp, para x >0, €

Ry(A1(z)) <z, 0<z<a;—1.

Lema Para 0 < a1 < as e N(aj,an) =1
tem-se

Ry(Bi(x)) <z, = > max{0,a; —1}.
Assim, para 0 < a1 < as e IN(aj,an) =1

tem-se

Di(xz) >uvo, >0

Ro(D1(x)) <z, =2>0.



dem. z(t) solucao de (3).

(H1);|—(H3)

sup A (8)ds < oo = z(t) limitada

t>1 Jt—T

= lim supxz(t); —v:i= lim infx(t).
“ t——+o0 Dx( ) v t——+00 aj( )

e x(t) nao oscilatoria

(H3)4+(H2) = z(t) — 0 quando t — 4o

e x(t) oscilatoria
(I) —v > B1(u)

(II) Se a; > 1 e \;(t) > 0 para t grande
—v>A1(u) seu<ar—1;, u<As(—v) sewv < 1.
Consequentemente —v > D1(u) > v, donde
R(—v) < Ro(D1(uw)) < u.
Se v > 0, obtém-se a contradicao
u< Ax(—v) < Ry(—v) < u.

Assim, v = 0 e consequentemente v = 0.



dem.(I): S6 19 desigualdade de (H3)

Seja e > 0. Para t > tg,

—ve = —(v4e) <z <u—+ €= ue.

t
(M) > 7 (r<ue> ( | M(s)ds - oq)) € [y s0)

n

w(sn) = [ ftadt> [ Or(M)ds
Uig Mn

> /i” A (£)r (fr(ue) (/i A1 (s)ds — a1>) dt

—a17(ue)
> _fr(’llte)/o 1 T(S)ds — Bl(UE)

Fazendo n — oo € € — 0T tem-se

—v Z Bl(u)



dem.(II): —v > Aq(u) se u < ag — 1
[E. Liz, V. Tkachenko & S. Trofimchuk, 2003]

Se A (t) > 0 para t > tg grande, entdo a
funcao sy : [tg, +o00) — [s1(tg), +o0) definida
por

1t
s1(t) = —/ A1 (s)ds
o1 /0
é bijectiva. Seja t1 = t1(s) a inversa.

Fazendo y(s) = z(t1(s)), s > s1(tp) a equacao
(3) vem na forma

y(s) = g1(s,¥s)

com gy verificando

g1(s, ) > arr(M(e)), s> s1(tg), ¢ €C.

A estimativa

u< Ar(—v) sewv <1

surge de forma dual.



Modelos Populacionais Escalares

(7)

ro = ¢, ¢ € Cp,

com f:[0,4o) x C — R continua e

Co:={peC:p@)>0,0c[-1,0), e p(0) > 0}.

Sendo u(t) solucao de (7), com a mudanca
de variavel

w(r) = D

w(t)

tem-se

z(t) = (1 +z(t)F(t,ze), t>0 (8)
o=@, £ C_1q, (9)
onde F(t,p) = f(t,ut(1 4+ ¢)) — f(t,ur).

Para F' assumem-se as hipoteses (H) com ¢
restrito a C'_1.

Nota: Se b< 1, entdo (H3)=(H1).



Teorema F : [0,4+c) x C_1 — R continua,
satisfazendo (H1)-(H4) com ¢ restritaa C_1.
Se b # % assuma-se \;(t) > 0, para t grande,
C

, 1

(i) b>§ea1§0¢2
ou 1

(i) b<§ea12a2.

Ent3do qualquer solucao z(t) do PVI (8)-(9)
verifica
x(t) — 0 quando t — 4oo.
dem.
o bH> %
Fazendo y(t) = log(1 + xz(t)), obtém-se

onde f(t,p) = F(t,e¥ — 1).
Para, t >0 e, o € C,

A (D) (M) 1) < f(t, ) < Aa@)r(e”MZP) 1)

Se b= % f verifica (H2), (H4) e (H3’) com

h(a:)zr(ex—l)z—Q(l—emil).




Se b > % e a1 < ap, f verifica (H1), (H2),
(H4) e (H3) com

r1(x) = o %)x
Nota:
{ r(e* —1) > ri(x), x>0
r(e* —1) <ri(x), —1/(b—1/2) <z <0

oO<b<%ea2§a1

Fazendo z(t) = —log(1 + x(t)), obtém-se

z(t) = g(t, 2t), (11)
onde g(t,p) = —F(t,e"¥—1), verifica as hipoteses
(H).

Notar que (H3) vem da forma

A2 () ro(M(p)) < g(t, ) < A1 () r2(=M(—¢)),

com
—T

1—|—(%—b)x.

ro(z) =



Exemplo

k—aN(@t—7) |°
k+XEONGE—-1)|
(12)

N(t) = p(t)N(t)

No=¢, p€Cp

p, A [0,4) — [0,40c0) continuas, a,k, 7> 0
o > 1 razao dois impares.

k
N(t) = - € o0 equilibrio positivo.

Fazendo z(t) = %— 1, (12) vem na forma

z(t) = (14 z(t))F (2, x¢)
rg =, € C_q,

com
_ p(—7) :
F(t, ) = —p(t) 1+¥(1+¢(_7))
Para A(t) = min{a, A(t)} e r(z) = ——=2

1—|—%x'

A1 () r(M(p)) < F(t, @) < Aa(8)r(=M(—¢)),

com A\ (t) = ngggé e Ao (t) = 14?52(15)




Teorema

Assume-se
too  p(s8)
/O (et = (13)

e existe T'> 7 tal que MN(a1,ar) < 1 onde
t
Q; 1= Sup Ai(s)ds,i=1,2.
t>T Jt—T1
Ent3o a solucao N(t) de (12) verifica

k
N(t) — —, quando t — 4oo.
a

Em particular,

of [t p(s) t p(s) 9
. </t—7 A(s)&d8> (/t—T 1+ aA(s)dS> = 2’

Y. Liu [2001] (k=a = 1)

t
e \(1)>1 lim Sup/ p(s)ds < 3
t——4o0 t—r
t
e 0<A1t)<1 lim sup P(8) 4 <

t——+o0 t—r A(s)® T

3



e \(t) > a

Seja o(t) := Mt) e og = 7gg](;a(t) > 1.

Para r(z) = ﬁ x> —1, onde

po=_0 1
14+ oo 2’
F verifica (H3) restrita a 1, com
_ p(¢) _ pQ@)
S CE T O ) e M ey

Tem-se A\1(t) < X (1), logo a1 < as.

Teorema
Assuma-se (13).
Se AM(t) > a, Vt >0, el (a,ar) <1, com
t
a—1 p(s)
= su
A=A A F a-TA(s))A(s)o1

1 t
sup p(s)ds,
14+ ogt>T/t—7

ent3dao a solucao N(t) de (12) verifica

ds,

oo =

k
N(t) — —, quando t — +oo.
a



e O<A(t) <a

Seja o(t) = %t) e o9 :=supo(t) < 1.

t>0
Para r(z) = ﬁ'};x x > —1, onde
oY 1
= < Z,
14002
F' verifica (H3) restrita a C1, com
0
a”  p() p(t)
A () = (b)) = .
1(8) = 7 + 600 (t)e 2() = 5 + o (1)

Tem-se \1(t) > A>(t), logo a1 > an.

Teorema
Assuma-se (13).
Se \(t)<a, Vt>0,eTl(a,ar) <1, com

0 ¢
a1 = a® ? 5 Sup p(s) ds,
14+ o >7Jt—7 A(s)™
t
Qo = Sup p(s) ds,

i>T Jt—1 1 4+ a=1X(s)
ent3ao a solucao N(t) de (12) verifica

k
N(t) — —, quando t — +oo.
a



