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Equações diferenciais ordinárias com impulsos

I PVI de equações diferenciais ordinárias com impulsos:
x ′(t) = f (t, x(t)), 0 ≤ t 6= tk
∆x(tk) = Ik(x(tk)), k = 1, 2, · · · ,
x(0) = x0 ∈ Rn,

(1)

onde
I (tk)k∈N ↗ +∞ quando k → +∞;
I ∆x(tk) := x(t+k )− x(t−k );
I f : [0,+∞)× Rn → Rn e Ik : Rn → Rn são funções cont́ınuas.

I Uma função x : [0, d ]→ Rn é uma solução de (1) se:
I é derivável em [0, d ] \ {tk : k ∈ N};
I x(t−k ) e x(t+k ) existem com x(t−k ) = x(tk);
I verifica o sistema (1).
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Equações diferenciais retardadas com impulsos

I Sistema de equações diferenciais retardadas com impulsos:{
x ′(t) = f (t, xt), 0 ≤ t 6= tk
∆x(tk) = Ik(xtk ), k = 1, 2, · · · (2)

onde
I xt(s) = x(t + s), para s ∈ (−∞, 0];
I f : [0,+∞)× PS → Rn e Ik : PS → Rn são cont́ınuas,

sendo PS um conveniente Espaço de Fase de funções
φ : (−∞, 0]→ Rn a definir de seguida.

I Consideramos condições iniciais limitados, isto é:

x0 = φ ∈ BPS, (funções de PS que são limitadas). (3)
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*Espaço de Fase

I [γ, β] intervalo compacto de R, PC ([γ, β];Rn) espaço das
funções φ : [γ, β]→ Rn cont́ınuas excepto para um número
finito de pontos s, φ(s−), φ(s+) existem e φ(s−) = φ(s);

I R([γ, β];Rn) = PC ([γ, β];Rn) no espaço das funções
limitadas com a norma do supremo;

I PC := PC ((−∞, 0];Rn) ={
φ : (−∞, 0]→ Rn;φ|[γ,β] ∈ R([γ, β];Rn),∀[γ, β] ⊆ (−∞, 0]

}
;

I Para α > 0,

PCα :=

{
φ ∈ PC : sup

s≤0
|φ(s)|eαs <∞

}
‖φ‖α = sup

s≤0
|φ(s)|eαs , com |x | = |(x1, . . . , xn)| = max

1≤i≤n
|xi |

I PS = PCα
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BPS = BPCα = {φ ∈ PCα : φ limitada } .

*Teorema (Existência de soluções globais)
Assuma-se que

I t → f (t, xt) é mensurável em [0,+∞), para x : R→ Rn

limitada;

I Existem p, q : [0,+∞)→ [0,∞) cont́ınuas com q crescente e∫∞
0

1
q =∞ tais que

|f (t, ψ)| ≤ p(t)q(‖ψ‖), t ≥ 0, ψ ∈ BPCα;

I Ik(X ) é limitado para qualquer X ⊆ BPCα limitado.

Então, o PVI (2)-(3) possui uma solução x(t) definida em [0,+∞).
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I Dem. (ideia) Fixa-se b > 0 e define-se N : X → X por

(Nx)(t) =


φ(t), t ≤ 0

φ(0) +

∫ t

0
f (s, xs)ds +

∑
k:0<tk<t

Ik(xtk ), 0 ≤ t ≤ b

onde X =

{
x : (−∞, b]→ Rn|x0 = φ, x(0+) = φ(0),

x|[0,b] ∈ PC ([0, b];Rn)

}
.

I Sem perda de generalidade, assume-se φ ≡ 0 e prova-se
I N é completamente cont́ınua;
I X ' {ϕ ∈ PC ([0, b];Rn) : ϕ(0+) = 0} é convexo;
I {x ∈ X : x = λNx para algum λ ∈ (0, 1)} é limitado.

I Conclui-se que N possui um ponto fixo, donde se conclui a
existência de solução em (−∞, b], logo em R.
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*Modelo geral para redes neurais impulsivas com atrasos
infinitos

x ′i (t) = −ai (xi (t))[bi (xi (t)) + fi (t, xt)], 0 ≤ t 6= tk ,

∆(xi (tk)) = Iik(xi (tk)), i = 1, · · · , n, k = 1, 2, · · ·
(4)

(A1) ai : R→ (0,+∞), cont́ınua e ai (u) ≥ ai > 0, ∀u;

(A2) bi : R→ R cont́ınua verificando

bi (u)− bi (v)

u − v
≥ βi > 0, ∀u 6= v ;

(A3) |fi (t, ϕ)− fi (t, φ)| ≤ li‖ϕ− φ‖α, ∀t ≥ 0, ∀ϕ, φ ∈ PCα;

(A4) βi > li , ∀i ;
(A5) |Îik(u)− Îik(v)| ≤ γ̂ik |u − v | com Îik(u) = u + Iik(u).
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* Proposição: Suponha-se que (A2), (A3) e (A4) verificam-se.
Se t → fi (t, x) são constantes, para cada x ∈ Rn, então
∃1x∗ = (x∗1 , . . . , x

∗
n ) ∈ Rn ponto de equiĺıbrio do modelo (4)

não impulsivo.

* Hipótese: Assumindo que

Iik(x∗i ) = 0, i = 1, . . . , n, ∀k .
o ponto x∗ diz-se ponto de equiĺıbrio de (4).

* Proposição: Suponham-se (A2), (A3), (A4) e x∗ é equiĺıbrio.
Então o sistema (4), com condição inicial limitada

x0 = φ ∈ BPCα, (5)

tem solução x(t) definida em R.
* Definição: O ponto de equiĺıbrio x∗ ∈ Rn diz-se globalmente

exponencialmente estável se existem M, ε > 0 tais que

|x(t, 0, φ)− x∗| ≤ Me−εt‖φ− x∗‖α, ∀t ≥ 0, φ ∈ BPCα.
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* Proposição: Suponham-se (A2), (A3), (A4) e x∗ é equiĺıbrio.
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I Lema:
Assuma-se (A1), (A2), (A3) e que x∗ = (0, . . . , 0) é ponto de
equiĺıbrio de (4).
Seja x : (−∞, b]→ Rn, b > a > −∞, uma solução da
equação não impulsiva (4) em [a, b], com xa ∈ PCα.
Se existem c > 0 e ε ∈ (0, α], com ε < min

i
{ai (βi − li )}, tais

que
|x(t)| ≤ ce−ε(t−a), para t ≤ a,

então

|x(t)| ≤ ce−ε(t−a), para t ≤ b. (6)
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I Dem. (ideia)
Por contradição, assume-se que (6) não se verifica.
Então existem δ > 0, m ∈ {1, . . . , n}, t∗ ∈ (a, b]:

|xm(t∗)| = (c + δ)e−ε(t
∗−a) e |xi (t)| < (c + δ)e−ε(t−a),

para todo t < t∗ e i = 1, . . . , n.

I Considere-se a função y(t) := (c + δ)e−ε(t−a), t ∈ [a, b].
Supondo que xm(t∗) > 0 (análogo se xm(t∗) < 0), tem-se

x ′m(t∗) ≥ y ′(t∗).

I Mas, pelas hipóteses, obtem-se

x ′m(t∗) = −am(xm(t∗))[bm(xm(t∗)) + fm(t∗, yt∗)]
≤ −am[βmxm(t∗)− lm‖xt∗‖α]

≤ −am[βmy(t∗)− lm sups≤0(c + δ)e−ε(t
∗+s−a)+αs ]

≤ −am(βm − lm)y(t∗) < −εy(t∗) = y ′(t∗)
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Supondo que xm(t∗) > 0 (análogo se xm(t∗) < 0), tem-se

x ′m(t∗) ≥ y ′(t∗).

I Mas, pelas hipóteses, obtem-se
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Teorema

I Assumam-se as hipóteses (A1)-(A5) e
(A6) para algum k0 ∈ N e γ̂k := max

i
γ̂ik ,

η := sup
k≥k0

(
log(max{1, γ̂k})

tk − tk−1

)
< α < min

i
{ai (βi − li )}. (7)

Se x∗ é um ponto de equiĺıbrio de (4), então ele é
globalmente exponencialmente estável.

I Observações:
I Permitir situações em que γ̂k > 1, para k grande, é

especialmente relevante.
I Na literatura, é frequente assumir-se:

Iik(u) = −αik(u − x∗i ), com 0 < αik < 2,

o que implica

|xi (t+k )− x∗i | < |xi (tk)− x∗i |.
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Resultado principal
Aplicação

I Dem. (ideia)
Suponha-se que x∗ = (0, . . . , 0) e denote-se ηk := max{1, γ̂k}.
Seja x(t) solução de (4) definida em R, com x0 ∈ PCα.

I Consequentemente, obtem-se

|x(t)| ≤ ‖x0‖αe−αt , para t ∈ (−∞, 0],

e, por aplicação do Lema, conclui-se que

|x(t)| ≤ ‖x0‖αe−αt , para t ∈ (−∞, t1].

I Para algum i ,

|x(t+1 )| = |xi (t+1 )| = |Îi1(xi (t1))| ≤ γ̂i1|xi (t1)| ≤ η1‖x0‖αe−αt1 .
Assim

|x(t)| ≤ η1‖x0‖αe−αt1e−α(t−t1), para t ∈ (−∞, t+1 ],

e, novamente pelo Lema,

|x(t)| ≤ η1‖x0‖αe−αt , para t ∈ (−∞, t2].
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I Por um processo iterativo, (t0 = 0) conclui-se

|x(t)| ≤ η1η2 . . . ηk−1‖x0‖αe−αt , para t ∈ (tk−1, tk ], k = 1, 2, · · · .

De (A6) tem-se ηk ≤ eη(tk−tk−1), para qualquer k ≥ k0.
Consequentemente, para t ∈ (tk−1, tk ] e k > k0,

|x(t)| ≤ η1η2 . . . ηk0−1‖x0‖αeηtk−1e−αt

≤ η1η2 . . . ηk0−1‖x0‖αe−(α−η)t ,

donde

|x(t)− x∗| ≤ η1η2 . . . ηk0−1‖x0 − x∗‖αe−(α−η)t , t ≥ 0.
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Rede neuronal tipo Cohen-Grossberg com impulsos

x ′i (t) = −ai (xi (t))

[
bi (xi (t))−

n∑
j=1

P∑
p=1

(
h
(p)
ij (xj(t − τ (p)ij (t)))

+f
(p)
ij

(∫ 0

−∞
g
(p)
ij (xj(t + s))dη

(p)
ij (s)

))]
, 0 ≥ t 6= tk ,

∆(xi (tk)) = Iik(xi (t
−
k )), i = 1, . . . n, k ∈ N, (8)

I ai : R→ (0,+∞), são cont́ınuas verificando (A1);

I bi : R→ R são cont́ınuas verificando (A2);

I h
(p)
ij , f

(p)
ij , g

(p)
ij : R→ R são Lipschitz com constante de

Lipschtiz ζ
(p)
ij , µ

(p)
ij , σ

(p)
ij respectivamente;

I τ
(p)
ij : [0,∞)→ [0,∞) são cont́ınuas com τ

(p)
ij (t) ≤ τij ≤ τ ;

I Iik : R→ R verificam (A5).
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I Corolário
Considere-se (8) verificando as hipóteses descritas.

Mais, suponha-se que η
(p)
ij : (−∞, 0]→ R são funções

crescentes e limitadas tais que

η
(p)
ij (0)− η(p)ij (−∞) = 1, e

∫ 0

−∞
e−εsdη

(p)
ij <∞,

para algum ε > η := supk≥k0

(
log(max{1,γ̂k})

tk−tk−1

)
e γ̂k = maxi γ̂ik .

Se

M = diag

(
β1 −

η

a1
, . . . , βn −

η

an

)
− [nij(η)]

é uma M-matriz invert́ıvel, então existe um equiĺıbrio da
equação não impulsiva que, sendo equiĺıbrio de (8), é
globalmente exponencialmente estável.

I nij(η) =
P∑

p=1

(
ζ
(p)
ij eητ

(p)
ij + µ

(p)
ij σ

(p)
ij

∫ 0

−∞
e−ηsdη

(p)
ij (s)

)
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I Dem. (ideia)
M é M-matriz invert́ıvel ⇒ ∃d = (d1, . . . , dn) > 0:(

βi −
η

ai

)
di −

n∑
j=1

djnij(η) > 0, i = 1, . . . , n;

isto é

Ci (η) := η − ai

βi − d−1i

n∑
j=1

djnij(η)

 < 0, i = 1, . . . , n,

com z 7→ Ci (z) cont́ınuas e crescentes em [η, ε].

I Logo existe α ∈ (η, ε] tal que Ci (α) < 0 para todo i , donde

η < α < min
i

{
ai (βi − li )

}
(9)

li = d−1i

n∑
j=1

dj

P∑
p=1

(
ζ
(p)
ij eατ

(p)
ij + µ

(p)
ij σ

(p)
ij

∫ 0

−∞
e−αsdη

(p)
ij (s)

)
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Resultado principal
Aplicação

A mudança de variável yi (t) = d−1i xi (t) transforma o sistema (8)
no sistema

y ′i (t) = −āi (yi (t))[b̄i (yi (t)) + f̄i (t, yt)], 0 ≤ t 6= tk ,

∆(yi (tk)) = Īik(yi (tk)), i = 1, · · · , n, k = 1, 2, · · ·
(10)

no espaço de fase PCα, onde para t ≥ 0, u ∈ R, e φ ∈ PCα,

f̄i (t, φ) = d−1i

n∑
j=1

P∑
p=1

[
h
(p)
ij (djφj(−τ

(p)
ij (t)))+

+f
(p)
ij

(∫ 0
−∞ g

(p)
ij (djφj(s))dη

(p)
ij (s)

)]
,

āi = ai (di (u)), b̄i (u) = d−1i bi (di (u)), Īik(u) = d−1i Iik(di (u)).
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I Claramente, āi , b̄i e Īik verificam (A1), (A2) e (A5) se e só se
ai , bi e Iik verificam (A1), (A2) e (A5) com as mesmas
constantes ai , βi e γ̂ik respectivamente.

I Mais, tem-se

|f̄i (t, φ)− f̄i (t, ϕ)| ≤ li‖φ− ϕ‖α,

com li definido anteriormente, ou seja, cada f̄i verifica (A3).

I Finalmente, a condição (9) corresponde à hipótese (A6) e o
resultado sai com consequência do resultado principal.

Obrigado
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José J. Oliveira Estabilidade de equações diferenciais impulsivas com atrasos



Equações diferenciais retardadas com impulsos
Estabilidade global exponencial

Lema preparatório
Resultado principal
Aplicação
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