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Modelos de redes neuronais

*Primeiros modelos:
I Cohen-Grossberg (1983)

ẋi (t) = −ai (xi (t))

(
bi (xi (t))−

n∑
j=1

cij fj(xj(t))

)
, i = 1, . . . , n. (1)

I Hopfield (1984)

ẋi (t) = −bi (xi (t)) +
n∑

j=1

cij fj(xj(t)), i = 1, . . . , n. (2)

onde
ai funções amplificadoras; bi funções de auto-controlo;
fj funções de activação; C = [cij ] “connection weights”.
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*Modelo não autónomo do tipo Cohen-Grossberg

x ′i (t) = −ai (xi (t))

[
bi (t, xi (t)) +

n∑
j=1

fij(t, xjt )

]
, t ≥ 0 (3)

I ai : R→ (0,+∞) e bi : [0,+∞)× R→ R são funções
cont́ınuas,

* Espaço de fase: Para um ε > 0 conveniente,

UCn
ε =

{
φ ∈ C ((−∞, 0];Rn) : sup

s≤0

|φ(s)|
e−εs

<∞, φ(s)

e−εs
unif. cont.

}
,

‖φ‖ε = sup
s≤0

|φ(s)|
e−εs

com |x | = |(x1, . . . , xn)| = max
1≤i≤n

|xi |

I fij : [0,+∞)× UC 1
ε → R são funções cont́ınuas.
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* Condição Inicial

x0 = ϕ, ϕ ∈ BCn (4)

onde

BCn :=

{
ϕ ∈ C ((−∞, 0];Rn) : ‖ϕ‖∞ := sup

s≤0
|ϕ(s)| <∞

}
.

Naturalmente BCn ≤ UCn
ε .

* Definição
O modelo (3) diz-se globalmente exponencialmente estável se
existem δ > 0 e M ≥ 1 tais que

|x(t, 0, ϕ1)− x(t, 0, ϕ2)| ≤ Me−δt‖ϕ1 − ϕ2‖∞,

para quaisquer t ≥ 0, ϕ1, ϕ2 ∈ BCn.
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Para o modelo (3) assumem-se as seguintes hipóteses:
Para cada i , j = 1, . . . , n

I (A1) ∃ρi , ρi > 0, ∀u ∈ R:

ρ
i
≤ ai (u) ≤ ρi ;

I (A2) ∃ βi : [0,+∞)→ (0,+∞), ∀u, v ∈ R u 6= v :

(bi (t, u)− bi (t, v))/(u − v) ≥ βi (t), ∀t ≥ 0;

[Por exemplo, bi (t, u) = βi (t)u.]
I (A3) ∃ε > 0, ∃ lij : [0,+∞)→ (0,+∞)

|fij(t, ϕ)−fij(t, ψ)| ≤ lij(t)||ϕ−ψ||∞, ∀t ≥ 0, ∀ϕ,ψ ∈ UC 1
ε ;

I (A4) Existe uma função cont́ınua λ : R→ (0,+∞) tal que

ρ
i
βi (t)−e

∫ t
0 λ(s)ds

n∑
j=1

ρj lij(t) > λ(t) e

∫ t

0
λ(s) ds ≥ εt, ∀t ≥ 0.
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Lemma: Cada solução maximal x(t) = x(t, 0, ϕ) de (3) está
definida em R.

* Demostração (ideia)
I Seja x(t) = x(t, 0, ϕ) uma solução maximal definida em

(−∞, α), com α ∈ (0,+∞] e ϕ ∈ BCn

I Assume-se α ∈ (0,+∞).
I Para z(t) = (z1(t), . . . , zn(t)) := (ρ−11 |x1(t)|, . . . , ρ−1n |xn(t)|),

existem i ∈ {1, . . . , n} e (tk)k ↗ α tais que, zi (tk)↗ +∞ e

zi (tk) ≥ ||ztk ||∞ > 0, e z ′i (tk) ≥ 0, ∀k ∈ N.
I z ′i (tk) = ρ−1i sign(xi (tk))x ′i (tk)

= −ρ−1i sign(xi (tk))ai (xi (tk))

[(
bi (tk , xi (tk))−bi (tk , 0)

)
+

n∑
j=1

(
fij(tk , xjtk )−fij(tk , 0)

)
+

(
bi (tk , 0) +

n∑
j=1

fij(tk , 0)

)]
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I Por (A2) e (A3) tem-se

z ′i (tk) ≤ −ai (xi (tk))

βi (tk)zi (tk)−
( n∑

j=1

ρj
ρi
lij(tk)

)
‖ztk‖∞ − Ki


com Ki := max

t∈[0,α]
ρ−1i

∣∣∣∣∣∣bi (t, 0) +
n∑

j=1

fij(t, 0)

∣∣∣∣∣∣ ∈ [0,+∞).

Como zi (tk) ≥ ||ztk ||∞ e zi (tk)↗ +∞ então, por (A4)

z ′i (tk) ≤ −ai (xi (tk))

(βi (tk)−
n∑

j=1

ρj
ρi
lij(tk)

)
zi (tk)− Ki


≤ −ρ

i

(
λ(tk)

ρi
zi (tk)− Ki

)
< 0, para k grande.

I Contradição, logo α = +∞.
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Estabilidade global exponencial

I Teorema 1: Assuma-se (A1)-(A4)
Então o modelo (3) é globalmente exponencialmente estável.

* Demostração (ideia)
Sejam x(t) = x(t, 0, ϕ) e y(t) = y(t, 0, ψ) soluções, com
ϕ,ψ ∈ BCn.
Defina-se, para t ≥ 0, V(t) = (V1(t), . . . ,Vn(t)) por

Vi (t) = e
∫ t
0 λ(s)dssign(xi (t)− yi (t))

∫ xi (t)

yi (t)

1

ai (s)
ds.

I Se |V(t)| ≤ max
j

{
ρ−1
j

}
‖ϕ− ψ‖∞, para todo t ≥ 0, então

|x(t)−y(t)|min
j

{
ρ−1j

}
e
∫ t
0 λ(s)ds ≤ |V(t)| ≤ max

j

{
ρ−1
j

}
‖ϕ−ψ‖∞,
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|x(t)−y(t)| ≤
maxj

{
ρ−1
j

}
minj

{
ρ−1j

} e−
∫ t
0 λ(s)ds‖ϕ−ψ‖∞ ≤ Me−εt‖ϕ−ψ‖∞,

com M :=
maxj{ρj}
minj

{
ρ
j

} =
maxj

{
ρ−1
j

}
minj{ρ−1

j }
.

(
Notar que

∫ t

0
λ(s) ds ≥ εt

)
.

I É necessário provar: |V(t)| ≤ max
j

{
ρ−1
j

}
‖ϕ− ψ‖∞, ∀t ≥ 0.

Assumindo que não é verdade, como

Vi (0) ≤ ρ−1
i
|xi (0)− yi (0)| ≤ max

j

{
ρ−1
j

}
‖ϕ− ψ‖∞, ∀i

conclui-se que existe t1 > 0 tal que

|V(t1)| > maxj

{
ρ−1
j

}
‖ϕ− ψ‖∞.
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I Definindo

T := min

{
t ∈ [0, t1] : |V(t)| = max

s∈[0,t1]
|V(s)|

}
e escolhendo i ∈ {1, . . . , n} tal que Vi (T ) = |V(T )|, então

Vi (T ) > 0, V ′i (T ) ≥ 0, e Vi (T ) > |V(t)|, ∀t < T .

I Mas, da definição de V(t) e do modelo (3) tem-se

V ′
i (T ) = λ(T )Vi (T )− e

∫ T
0

λ(s)dssign(xi (T )− yi (T )) ·(
1

ai (xi (T ))
x ′i (T )− 1

ai (yi (T ))
y ′
i (T )

)
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I e das hipóteses (A1)-(A3)

V ′i (T ) ≤ λ(T )Vi (T )− e
∫ T
0 λ(s)dsβi (T )|xi (T )− yi (T )|+

e
∫ T
0 λ(s)ds

n∑
j=1

lij(T )‖xj T − yj T‖∞

≤ λ(T )Vi (T )− ρ
i
βi (T )Vi (T ) + e

∫ T
0 λ(s)ds

n∑
j=1

lij(T )ρj ·

·max

{
‖ϕ− ψ‖∞

ρj
, sup
−T<s≤0

Vj(T + s)

}

V ′i (T ) ≤

λ(T )− ρ
i
βi (T ) + e

∫ T
0 λ(s)ds

n∑
j=1

ρj lij(T )

Vi (T ) < 0,

o que é uma contradição.
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Atrasos finitos

Corolário 1: Assuma-se (A1), (A2) e

I (Af 3) Para fij : [0,+∞)×Cij → R, ∃ lij : [0,+∞)→ (0,+∞)

|fij(t, ϕ)− fij(t, ψ)| ≤ lij(t)‖ϕ− ψ‖∞, ∀t ≥ 0, ∀ϕ,ψ ∈ Cij ,

onde Cij = C ([−τij , 0];R) com τij > 0, τ := max
i ,j

τij ;

I (Af 4) Existe uma função cont́ınua λ : R→ [−τ,+∞) tal que

ρ
i
βi (t)−

n∑
j=1

e
∫ t
t−τij

λ(s)ds
ρj lij(t) > λ(t) e

∫ t

0
λ(s) ds ≥ εt, ∀t ≥ 0.

então o modelo (3) é globalmente exponencialmente estável.
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Corolário 2: Assuma-se (A1), (A2) e (Af 3).
I Se lij(t) são funções limitadas e existe α > 0:

ρ
i
βi (t)−

n∑
j=1

ρj lij(t) > α, ∀t ≥ 0, (5)

então o modelo (3) é globalmente exponencialmente estável.

* (Demonstrção) Para lij(t) < Lij , de (5) obtém-se

ρ
i
βi (t)−

n∑
j=1

ρj lij(t)

(
1 +

α

2nLijρj

)
>
α

2
.

Tomando ε∗ij = 1
τij

log
(

1 + α
2nLijρj

)
> 0 e ε = min

i ,j

{α
2
, ε∗ij

}
,

ρ
i
βi (t)−

n∑
j=1

ρj lij(t)eετij > ε.

Com λ(t) = ε a hipótese (Af 4) verifica-se.
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No espaço de fase Cn = C ([−τ, 0];Rn), assuma-se que o sistema

x ′i (t) = −ai (xi (t))

[
bi (t, xi (t)) +

n∑
j=1

fij(t, xjt )

]
, t ≥ 0 (3)

é ω-periódico, ω > 0, isto é:

bi (t, u) = bi (t + ω, u), ∀t ≥ 0 ∀u ∈ R;

fij(t, ϕ) = fij(t + ω, ϕ), ∀t ≥ 0 ∀ϕ ∈ Cij .

Teorema 2: Assuma-se (A1), (A2), (Af 4) e

ρ
i
βi (t)−

n∑
j=1

ρj lij(t) > 0, ∀t ∈ [0, ω].

Então (3) possui uma solução ω-periódica que é globalmente
exponencialmente estável.
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* (Dem.) Mostrar a existência de uma solução periódica.
Pelo resultado anterior

‖xt(ϕ)−xt(ψ)‖∞ ≤ e−ε(t−τ)‖ϕ−ψ‖∞, ∀t ≥ τ, ∀ϕ,ψ ∈ Cn.

I Seja k ∈ N tal que e−ε(kω−τ) ≤ 1
2 e defina-se

P : Cn → Cn por P(ϕ) = xω(ϕ). Tem-se

PK (ϕ)− Pk(ψ)‖ = ‖xkω(ϕ)− xkω(ψ)‖ ≤ 1

2
‖ϕ− ψ‖,

donde Pk é uma contracção no espaço de Banach Cn. Logo
Pk possui um único ponto fixo ϕ∗ ∈ Cn i.e., Pk(ϕ∗) = ϕ∗.

I Como Pk(P(ϕ∗)) = P(Pk(ϕ∗)) = P(ϕ∗), então

P(ϕ∗) = ϕ∗ ⇔ xω(ϕ∗) = ϕ∗

e x(t, 0, ϕ∗) é a solução periódica de (3).
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* (Dem.) Mostrar a existência de uma solução periódica.
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Modelo de rede neuronal do tipo Hopfield [1]

x ′i (t) = −bi (t)xi (t) +
n∑

j=1

aij(t)fj(xj(t)) +
n∑

j=1

bij(t)fj(xj(t − τij(t))) + Ii (t) (6)

I bi , aij , bij : [0,+∞)→ R, τij(t) ≥ 0 são cont́ınuas;
I fj : R→ R são funções de Lipschitz com constante lj ;

I bi (t)−
n∑

j=1

lj

(
|aij(t)|+ |bij(t)|e

∫ t
t−τij

λ(s)ds
)
> λ(t)

e
∫ t
0 λ(s)ds ≥ εt, para algum ε > 0 e alguma função λ(t).

Então o sistema (6) é globalmente exponencialmente estável.
I Em [1], assume-se um conjunto de hipóteses diferentes para se

obter a mesma conclusão.

[1] Q. Zhang, X. Wei, J. Xu, Chaos Solitons & Fractals 39 (2009) 1152-1157.
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I Em [1], assume-se um conjunto de hipóteses diferentes para se
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No caso em que o modelo periódico:

x ′i (t) = −bi (t)xi (t) +
n∑

j=1

aij(t)fj(xj(t)) +
n∑

j=1

bij(t)fj(xj(t − τij(t))) + Ii (t) (7)

I bi , aij , bij : [0,+∞)→ R, τij(t) ≥ 0 são cont́ınuas e
ω-periódicas;

I fj : R→ R são funções de Lipschitz com constante lj ;

I bi (t)−
n∑

j=1

lj(|aij(t)|+ |bij(t)|) > 0, ∀t ∈ [0, ω].

Então (7) possui uma solução ω-periódica globalmente
exponencialmente estável.

I Em [2] assume-se a hipótese adicional

bi (t)−
n∑

i=1

lj(|aij(t)|+ |bij(t)|) > 0, ∀t ∈ [0, ω],

[2] M. Tan, Y. Tan, Appl. Math. Model. 33 (2009) 373-385.
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Então (7) possui uma solução ω-periódica globalmente
exponencialmente estável.

I Em [2] assume-se a hipótese adicional

bi (t)−
n∑

i=1

lj(|aij(t)|+ |bij(t)|) > 0, ∀t ∈ [0, ω],

[2] M. Tan, Y. Tan, Appl. Math. Model. 33 (2009) 373-385.
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Modelo tipo Cohen-Grossberg BAM [3]

x ′i (t) = −ai (xi (t))

bi (xi (t))−
m∑
j=1

aij(t)fj(yj(t − τij(t)))− Ii (t)


(8)

y ′
j (t) = −cj(yj(t))

[
dj(yj(t))−

n∑
i=1

cji (t)gi (xi (t − σji (t)))− Ij(t)

]
i = 1, . . . , n e j = 1, . . . ,m.

I ∃ai , ai , c j , c j > 0, ∀t ∈ [0,+∞):

0 < ai ≤ ai (t) ≤ ai , 0 < c j ≤ cj(t) ≤ c j ;

I ∃βi , δj > 0, ∀u ∈ R:

bi (u)− bi (v)

u − v
≥ βi ,

dj(u)− dj(v)

u − v
≥ δj ;
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I fj , gi : R→ R são funções de Lipschitz com constante Fj e Gi

respectivamente;

I τij(t) ≥ 0, σji (t) ≥ 0, aij(t), cji (t), são cont́ınuas e
ω-periódicas.

I 

aiβi −
m∑
j=1

c jFj |aij(t)| > 0,

c jδj −
n∑

i=1

aiGi |cji (t)| > 0,

∀t ∈ [0, ω]. (9)

Então (8) possui uma solução periódica que é globalmente
exponencialmente estável.

I Em [3] assume-se uma hipótese mais forte do que (9) para se
obter a mesma conclusão.

[3] K. Liu, Z. Zhang, L. Wang, Abstract and Applied Analysis ID805846 (2012).
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Muito obrigado
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