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Notação

• n ∈ N, N(1, n) := {1, . . . , n}, x ∈ Rn,

|x|∞ = max {|xi| : i ∈ N(1, n)} ;

• τ ∈ R+, Cn := C([−τ,0]; Rn)

‖ϕ‖= sup
θ∈[−τ,0]

|ϕ(θ)|∞;

• EDF no espaço de fase Cn

x′(t) = ẋ(t) = f(t, xt)

xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−τ,0]

• Um ponto de equiĺıbrio x∗ ∈ Rn diz-se glob-

almente assimptoticamente estável se é estável

e uma qualquer outra solução x(t) verifica

lim
t→+∞

x(t) = x∗;

• A = [aij] ∈ Rn×n diz-se uma M-matriz in-

vert́ıvel se aij ≤ 0, i 6= j e Re σ(A) > 0.
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Modelos para redes neuronais

Hopfield com atrasos

ẋi(t) = −bixi(t) +

n∑
j=1

cijfj(xj(t)) +

n∑
j=1

aijfj(xj(t− τij)) + Ji, (1)

i ∈ N(1, n)

Cohen-Grossberg com atrasos

ẋi(t) = −ki(xi(t))

[
bi(xi(t))−

n∑
j=1

P∑
p=1

a(p)
ij fj(xj(t− τ

(p)
ij )) + Ji

]
, (2)

i ∈ N(1, n)

De memória associativa bidireccional com atra-
sos

ẋi(t) = −xi(t) + ciigi(xi(t− dii)) +

n∑
j=1

aijfj(yj(t− τij)) + Ii

ẏi(t) = −yi(t) + liifi(yi(t−mii)) +

n∑
j=1

bijgj(xj(t− σij)) + Ji

(3)

i ∈ N(1, n).

Modelo estático com atrasos distribuidos do
tipo S

ẋi(t) = −bixi(t) + fi

(
n∑

j=1

ωij

∫ 0

−τ
xj(t+ θ)dηij(θ) + Ji

)
(4)

i ∈ N(1, n)

Situação geral

ẋi(t) = −ki(xi(t)) [bi(xi(t)) + fi(xt)] , i = 1, . . . , n
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ẋi(t) = −ki(xi(t)) [bi(xi(t)) + fi(xt)] , (5)

ki : R→ (0,+∞), bi : R→ R continuas,

(A1) ∃βi > 0, ∀u, v ∈ R, u 6= v:

(bi(u)− bi(v))/(u− v) ≥ βi;
[Por exemplo, bi(u) = βiu.]

(A2) fi : Cn → R são funções de Lipschitz
com constantes de Lipschitz li.

ẋi(t) = −ki(xi(t))

bi(xi(t)) +
n∑

j=1

fij(xj,t)

 (6)

ẋi(t) = −ki(xi(t))

[
bi(xi(t)) + fi

(
n∑

j=1

ωij

∫ 0

−τ
xi(t+ θ)dηij(θ)

)]
(7)

Principal Objectivo

Obter condições suficientes para a existência
e estabilidade global assimptótica de um ponto
de equiĺıbrio do sistema (5).
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1. Resultado principal

Considere-se o sistema de equações diferen-

ciais na forma geral

ẋi(t) = fi(xt), t ≥ 0, (8)

i ∈ N(1, n) = {1, . . . , n},
Cn := C([−τ,0]; Rn), xt(θ) = x(t+ θ)

fi : Cn → R são cont́ınuas.

Hypotheses:

(H1) fi limitada nos limitados de Cn;

(H2) ∀ϕ ∈ Cn, ∀i ∈ N(1, n),

‖ϕ‖ = |ϕ(0)|∞ = |ϕi(0)| > 0⇒ ϕi(0)fi(ϕ) < 0.

(H2)⇒ x ≡ 0 é o único equiĺıbrio

Teorema 1

Assuma-se (H1) e (H2).

Então x ≡ 0 é globalmente assimptoticamente

estável.
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Lema
Assuma-se (H2).
Então todas as soluções de (8) estão definidas
e são limitadas em [−τ,+∞).

Dem.
Seja x(t) solução de (8) em [−τ, a), a ≥ 0
verificando |x(t)|∞ ≤ K, t ∈ [−τ,0].
Suponha-se que existe t1 ∈ [0, a) tal que
|x(t1)| > K.

T := min

{
t ∈ [0, t1] : max

s∈[0,t1]
|x(s)|∞ = |x(t)|∞

}
‖xT‖ = |xT (0)|∞ > 0
Seja i ∈ N(1, n) tal que |x(T )|∞ = |xi(T )|.
Suponha-se que xi(T ) > 0.

ẋi(T ) ≥ 0

Por(H2),
xi(T )fi(T ) < 0⇒ ẋi(T ) = fi(xT ) < 0

Pelo teorema de continuação de soluções,
a = +∞ e x(t) é limitada.�
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Dem. (Teorema 1)

Seja x(t) uma solução de (8)

•(H2) ⇒ x(t) está definida e é limitada em

[−τ,+∞)

−vi = lim inf
t→+∞

xi(t), ui = lim sup
t→+∞

xi(t)

v = max
i
{vi}, u = max

i
{ui},

u, v ∈ R, −v ≤ u.

É necessário provar que max(u, v) = 0.

Suponha-se que |v| ≤ u (|u| ≤ v é análogo).

Seja i ∈ N(1, n) tal que ui = u.

ε > 0, ∃T > 0 : ‖xt‖ < u+ ε, t ≥ T

•Prove-se que existe (tk)k∈N tal que

tk ↗ +∞, xi(tk)→ u, and fi(xtk)→ 0

Caso 1

Se xi(t) é monótona para t ≥ T0 ≥ T . Tem-se

lim
t→+∞

xi(t) = u
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e, para t ≥ T0, ẋi(t) ≤ 0 ou ẋi(t) ≥ 0.

Se ẋi(t) ≤ 0, isto é, fi(xt) ≤ 0 para t ≥ T0,

então

lim sup
t→+∞

fi(xt) = c ≤ 0.

Se c < 0, então existe t0 > 0 tal que fi(xt) <

c/2, t ≥ t0, donde

xi(t) ≤ xi(t0) +
c

2
(t− t0)→ −∞,

quando t→ +∞. Consequentemente c = 0.

Caso 2

O caso contrário é imediato.

•(H1) ⇒ ẋ(t) é limitada ⇒ {xtk} é limitado

e equicont́ınuo ⇒ ∃ϕ ∈ Cn

xtk → ϕ em Cn

com ‖ϕ‖ ≤ u, ϕi(0) = u e fi(ϕ) = 0

(H2) ⇒ u = 0.�



2. Situação Geral

ẋi(t) = −ki(xi(t)) [bi(xi(t)) + fi(xt)] , (9)

Teorema 2

Assuma-se (A1), (A2), e ki : R → (0,+∞),

bi : R→ R continuas.

Se βi > li, ∀i, então (9) possui um ponto de

equiĺıbrio x∗ ∈ Rn, que é globalmente assimp-

toticamente estável.

Dem. (ideia)

•Existência de ponto de equiĺıbrio

H : Rn → Rn
x 7→ (b1(x1) + f1(x), . . . , bn(xn) + fn(x))

Prova-se que H é um homeomorfismo e con-

sequentemente existe x∗ ∈ Rn, H(x∗) = 0,

i.e. x∗ é ponto de equiĺıbrio.

•Por translação, pode assumir-se x∗ = 0,

bi(0) + fi(0) = 0, ∀i.

• βi > li, ∀i⇒(H1) e (H2)
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(H1) é imediato porque as funções são cont́ınuas.

Seja ϕ ∈ Cn tal que ‖ϕ‖ = |ϕ(0)| > 0 e

considere-se i ∈ N(1, n) tal que |ϕi(0)| = ‖ϕ‖.
Se ϕi(0) > 0, então

−ki(ϕi(0))(bi(ϕi(0)) + fi(ϕ))

= −ki(ϕi(0))[(bi(ϕi(0))− bi(0)) + (fi(ϕ)− fi(0))]

≤ −ki(ϕi(0))(βiϕi(0)− li‖ϕ‖)

= −ki(ϕi(0))(βi − li)‖ϕ‖ < 0.

Análogo para ϕi(0) < 0. Consequentemente,

(9) verifica (H2).

Pelo Teorema 1, tem-se o resultado.�



3. Modelo de Cohen Grossberg

ẋi(t) = −ki(xi(t))

bi(xi(t)) +
n∑

j=1

fij(xj,t)

 (10)

• ki : R→ (0,+∞), bi : R→ R continuas

• Assume-se (A1)

• fij : C1 → R Lipchitz com constante de

Lipchitz lij

B = diag(β1, . . . , βn), A = [lij], N = B −A

Teorema 3

Se N é uma M-matriz invert́ıvel, então existe

um único ponto de equiĺıbrio de (10), que é

globalmente assimptoticamente estável.

Dem. (ideia)

• N M-matriz invert́ıvel ⇒
existe d = (d1, . . . , dn) > 0 tal que Nd > 0,

βidi −
n∑

j=1

lijdj > 0, ∀i ∈ N(1, n). (11)

• Com a mudança de variável

yi(t) = d−1
i xi(t)
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o sistema (10) vem na forma

ẏi(t) = −k̄i(yi(t))[̄bi(yi(t)) + f̄i(yt)],

onde

f̄i(ϕ) = d−1
i

n∑
j=1

fij(djϕj), ϕ ∈ Cn

b̄i(u) = d−1
i bi(diu), k̄i = ki(diu), u ∈ R

• f̄i verifica (A2), i ∈ N(1, n):

|f̄i(ϕ)− f̄i(ψ)| ≤

d−1
i

n∑
j=1

lijdj

 ‖ϕ− ψ‖
e b̄i verifica (A1) com (ver (11)),

β̄i = βi > li := d−1
i

n∑
j=1

lijdj.

O resultado é consequência do Teorema 2.�



Exemplo 1.

ẋi(t) = −ki(xi(t))

[
bi(xi(t))−

n∑
j=1

P∑
p=1

a(p)
ij fj(xj(t− τ

(p)
ij )) + Ji

]
(12)

•Ji, a(p)
ij , τ ∈ R, 0 ≤ τ (p)

ij ≤ τ , i, j ∈ N(1, n), p ∈ N(1, P )
•ki : R→ (0,+∞), bi : R→ R continuas
• Assume-se (A1)
•fi : R→ R Lipschitz com constante de Lipschitz li

N := diag(β1, . . . , βn)− [lij], with lij =
P∑
p=1

|a(p)
ij |lj

Corolário
Se N é uma M-matriz invert́ıvel, então existe
um único ponto de equiĺıbrio de (12) que é
globalmente assimptoticamente estável.

Nota
Em [Y. Chen, 2005], o mesmo resultado foi
obtido com as seguintes hipóteses adicionais:

(i) ∃ki, k̄i > 0 : ki ≤ ki(u) ≤ k̄i, ∀u, ∀i;

(ii) N := diag(β1, · · · , βn)K − [lij]K M-matriz
invert́ıvel, para
K = diag(k1, . . . , kn), K = diag(k̄1, . . . , k̄n).

(ii)⇒ N M-matriz invert́ıvel

10



4. Modelos de redes neuronais com atra-
sos discretos dependentes do tempo

ẋi(t) = −ki(xi(t))

bi(xi(t)) +
n∑

j=1

P∑
p=1

h(p)
ij (xj(t− τ (p)

ij (t)))

(13)

• τ(p)
ij : [0,+∞)→ [0,+∞) limitadas e cont́ınuas;

• ki : R→ (0,+∞), bi : R→ R continuas;

• Assume-se (A1)

• h(p)
ij : R → R Lipschitz com constante de

Lipschitz l
p
ij

N := B − [lij], with lij =
P∑
p=1

l
(p)
ij

Teorema 4

Se N é uma M-matriz invert́ıvel, então existe

um único ponto de equiĺıbrio de (13) que é

globalmente assimptoticamente estável.
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Exemplo 2.

Modelo para redes neuronais com memória
associativa bidireccional

ẋi(t) = −xi(t) + gi(xi(t− di(t))) +

m∑
j=1

fij(yj(t− τij(t)))

ẏj(t) = −yj(t) + fj(yj(t−mj(t))) +

n∑
i=1

gji(xi(t− σji(t)))

(14)

i ∈ N(1, n), j ∈ N(1,m)
τij, σji : [0,+∞)→ [0,+∞) continuas
gi, fj, fij, gji : R→ R Lipschitz com constante de
Lipschit Gi, Fj, Fij e Gij, respectivamente

N :=

 In −Gd −F

−G Im − Fd


(n+m)×(n+m)

Gd = diag(G1, . . . , Gn), Fd = diag(F1, . . . , Fm),

G = [Gji]m×n, F = [Fij]n×m

Corolário

Se N é uma M-matriz invert́ıvel, então existe um
único equiĺıbrio de (14) que é globalmente assimp-
toticamente estável.

Nota
O modelo (3), estudado em [L.Wang and X.Zou,
2005], é uma subclass de (14).
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5. Modela estático para redes neuronais
com atrasos distribúıdos do tipo S

ẋi(t) = −ki(xi(t))

[
bi(xi(t)) + fi

(
n∑

j=1

ωij

∫ 0

−τ
xj(t+ θ)dηij(θ) + Ji

)]
(15)

•τ > 0, Ji, ωij ∈ R

•ki : R→ (0,+∞), bi : R→ R continuas

•Assume-se (A1)

•fi : R→ R Lipschitz com constante de Lipschitz li

•ηij : [−τ,0] → R são funções de variação limitada

normalizadas

M = diag(β1, . . . , βn)− [li|ωij|]

Teorema 5

Se M é uma M-matriz invert́ıvel, então existe

um único ponto de equiĺıbrio de (15) que é

globalmente assimptoticamente estável.
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Exemplo 3.

ẋi(t) = −bixi(t) + fi

(
n∑

j=1

ωij

∫ 0

−τ
xj(t+ θ)dηij(θ) + Ji

)
(16)

• bi > 0, Ji, ωij ∈ R
• ηij : [−τ,0] → R são funções de variação limitada

normalizadas

• fi : R→ R Lipschitz com constante Lipschitz li

N = diag(b1, . . . , bn)− [li|ωij|]

Corolário

Se N é uma M-matriz invert́ıvel, então existe

um único ponto de equiĺıbrio de (16) que é

globalmente assimptoticamente estável.

Nota

Em [M. Wang and L. Wang, 2006], a mesma

conclusão foi obtida com ηij funções de variação

limitada não decrescentes em [−τ,0].
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