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Notacao

encN, N(1,n) :={1,...,n}, x € R?,

|Z|co = Mmax{|x;| i1 € N(1,n)};

e T cRT, Cp:=C([-7,0];R")

loll= sup  |e(0)|oo;
0c[—7,0]

e EDF no espaco de fase (),

' (t) = z(t) = f(t, x1)
21(0) = xz(t+0), 0 € [—T,0]

e Um ponto de equilibrio z* € R™ diz-se glob-
almente assimptoticamente estavel se é estavel
e uma qualquer outra solucao z(t) verifica

lim t) =z*;
t—>—|—oox() T

o A =[a;;] € R"*™ diz-se uma M-matriz in-
vertivel se a;; < 0, ¢ # j € Re o(4) > 0.



Modelos para redes neuronais

Hopfield com atrasos

z;i(t) = —bixi(t) + Zcz'jfj(iﬂj(t)) + Zaijfj(xj(t — 7)) + Ji, (1)
j=1 =1

1€ N(1,n)

Cohen-Grossberg com atrasos

n P
2:(t) = —ki(2i()) (b)) = > Y P [t =t PN + |, ()
j=1 p=1
1€ N(1,n)
De memoria associativa bidireccional com atra-
SOS
( n
zi(t) = —xi(t) + ciigi(xi(t — di)) + Z aij [y (t — 135)) + I
j=1

. (3)

vi(t) = —yi(t) + Lifi(yi(t — my)) + Z bijgi(x;i(t —oij)) + J;

=1

1€ N(1,n).
1:I\_/IodeSIo estatico com atrasos distribuidos do
JoJe)

n 0
z;(t) = —bix;i(t) + f; (Z Wij/ x;(t + 0)dni;(0) + Jz’) (4)

j=1

i € N(1,n)
Situacao geral

ri(t) = —ki(zi(t)) [bi(x:(t)) + fi(z)], i=1,...,n



r;(t) = —k;(z;(t)) [b;(z;(t)) + fi(zt)], (5)

k; : R — (0,400), b; : R — R continuas,

(A1) 33; > O0,Vu,v € R,u # v:
(bi(u) — b;j(v))/(u—v) > B;;

[Por exemplo, b;(u) = B;u.]

(A2) f; : C,, — R sao funcdes de Lipschitz
com constantes de Lipschitz ;.

zi(t) = —ki(zi(t)) {bi(ac,-(t)) +> fij(a:j,t)] (6)

j=1

n 0
z;(t) = —ki(xi(t)) [bi(:ci(t)) + fi (Z wz‘j/ z;(t + 0)dmj(0)>] (7)

Jj=1

Principal Objectivo

Obter condicdes suficientes para a existéncia
e estabilidade global assimptotica de um ponto
de equilibrio do sistema (5).



1. Resultado principal

Considere-se o0 sistema de equacoes diferen-
Ciais na forma geral

i€ N(1,n) ={1,...,n},
Cpn = C([—7,0]; R"™), z:(0) = xz(t + 09)
f; - Cp, — R sao continuas.

Hypotheses:
(H1) f; limitada nos limitados de Cy;
(H2) Vo € Cp,Vi € N(1,n),

el = 19(0)|oc = |;(0)| > 0 = ¢;(0) fi(v) < O.

(H2)= 2 = 0 é o unico equilibrio

Teorema 1

Assuma-se (H1) e (H2).

Entao x = 0 é globalmente assimptoticamente
estavel.



Lema

Assuma-se (H2).

Ent3o todas as solucdes de (8) estao definidas
e sao limitadas em [—7, +00).

Dem.

Seja z(t) solucao de (8) em [—-7,a), a > O
verificando |z(t)|co < K, t € [—7,0].
Suponha-se que existe t1 € [0,a) tal que
[z(t1)] > K.

T := min {t € [0,t1] : max |z(s)|ec = |:I:(t)|oo}
SE[O,tl]

x| = |z7(0)|ec > O
Seja i € N(1,n) tal que |(T)|co = |x;(T)].
Suponha-se que z;(T) > 0.

z;(T) >0

Por(H2),
i (T)f;(T) <0 = 2,(T) = fi(z7) <O

Pelo teorema de continuacao de solucoes,
a = —+oc0 e z(t) € limitada.l



Dem. (Teorema 1)
Seja x(t) uma solucao de (8)

oe(H2) = z(t) esta definida e € limitada em
[_Ta _I_OO)

—v; = liminfxz;(t), u; = limsupz;(t)
t——o00 t——4o0

v = max{v;}, u = max{u;},
1 1

u,v €ER, —v < u.

E necessario provar que max(u,v) = 0.
Suponha-se que |v| <wu (Jlu| < v € analogo).
Seja i € N(1,n) tal que u; = w.

e>0,AT >0 ||lz¢|| <u—+e€ t>T

eProve-se que existe (t)recn tal que

b / o0, mz(tk) — u, and fz(xtk) — 0

Caso 1
Se z;(t) € monotona parat > Ty > T. Tem-se

lim (t) =
t—>—|—oo$z<) u



e, para t > 1Ty, x;(t) <0 ou z;(t) > 0.
Se z;(t) <0, isto &, f;(xy) < 0 para t > Ty,
entao

limsup f;(x;) = ¢ <0.

t——+o0

Se ¢ < 0, entdo existe tg > 0 tal que f;(xt) <
c/2, t > tg, donde

vi(t) < @i(to) + S (t — to) — oo,

quando t — +oo. Consequentemente ¢ = 0.
Caso 2
O caso contrario € imediato.

o(H1) = z(t) € limitada = {x¢ } € limitado
e equicontinuo = dyp € Cy,

xy, — p em Chp

com |of] < u, ¢i(0) =wu e fi(p) =0

(H2) = « = 0.0



2. Situacao Geral

r;(t) = —k;(z;(t)) [b;(z;(t)) + filzs)], (9)

Teorema 2

Assuma-se (Al), (A2), e k; : R — (0,400),
b; : R — R continuas.

Se @; > l;,Vi, entao (9) possui um ponto de
equilibrio * € R™, que é globalmente assimp-
toticamente estavel.

Dem. (ideia)
eEXisténcia de ponto de equilibrio
H: R" — R"
r +— (bi(x1) + fi(x),...,bn(xn) + fr(x))

Prova-se que H € um homeomorfismo e con-
sequentemente existe z* ¢ R"*, H(z*) = O,
i.e. £* € ponto de equilibrio.

ePor translacao, pode assumir-se z* = 0,

bi(0) + fi(0) =0, Vi.

o 3, > 1,,Vi=(H1) e (H2)



(H1) é imediato porque as funcdes sao continuas.

Seja ¢ € Cp tal que ||l¢|| = |p(0)] > 0 e
considere-se i € N(1,n) tal que |¢;(0)] = ||¢]|-
Se ¢;(0) > 0, entao

—ki(©;(0))(b;(¢;(0)) + fi(¢))
= —k;(©;(0))[(b;(¢;(0)) — b;(0)) + (fi(¢) — f:(0))]
< —k;i(9;(0))(Biwi(0) = L;]|#])

= —k;(¢;(0))(8; — l;) |||l <O.

Analogo para ¢;(0) < 0. Consequentemente,
(9) verifica (H2).

Pelo Teorema 1, tem-se o resultado.[



3. Modelo de Cohen Grossberg

zi(t) = —ki(xi(t)) {bi(ivz‘(t)) + Z fij(mj,t)l (10)

j=1
e k, : R — (0,40), b; : R — R continuas
e Assume-se (Al)

e fi; : C1 — R Lipchitz com constante de
Lipchitz lz’j

B:dzag(61776n)7 A:[Z’L]]a N=B-A

Teorema 3

Se N € uma M-matriz invertivel, entao existe
um unico ponto de equilibrio de (10), que é
globalmente assimptoticamente estavel.

Dem. (ideia)
e N M-matriz invertivel =
existe d = (d1,...,dn) > 0 tal que Nd > 0,

n
B;d; — Z l’L]d] >0, Vie N(1,n). (11)

1=1
e Com a mudanca de variavel

yi(t) = dj L (1)



o sistema (10) vem na forma

Ui(t) = —ki(yi () [6:(w; (1)) + fi(y)],

onde

n
file) =d; 'Y fi;(dje;), @€ Cn
=1

bi(uw) = d; tbi(du), & = ki(dju), uw€ER

o f; verifica (A2), i € N(1,n):

fi(e) — fi()| < (di_l > lijd]) | — |

j=1
e b; verifica (A1) com (ver (11)),

n
By = 0; >1; := di—l > lijd;.
j=1
O resultado é consequéncia do Teorema 2.



Exemplo 1.

2i(t) = —ki(wi(1)) biui(t))—zz ol fi(i(t = 7)) + Ji | (12)

j=1 p=1

oJia’, T €R, 0< 7P <7, 4,5 €N(1,n), pe N(1,P)

19 1)

ok; : R — (0,400), b : R — R continuas
e Assume-se (A1)
of, . R — R Lipschitz com constante de Lipschitz [;

N = diag(B1, ..., Bn) — [lij], with I;; = Z as?|l;
=1
Corolario
Se N é uma M-matriz invertivel, entao existe
um Gnico ponto de equilibrio de (12) que é
globalmente assimptoticamente estavel.

Nota
Em [Y. Chen, 2005], o mesmo resultado foi
obtido com as seguintes hipdteses adicionais:

(i) ki b > 0 ky < ki(u) < k;, Vu, Vi

(i) N :=diag(B1,- -, Bn) K — [l;;]K M-matriz
invertivel, para
K = diag(kq,...,kn), K = diag(kq,...,kn).

(ii) = N M-matriz invertivel
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4. Modelos de redes neuronais com atra-
sos discretos dependentes do tempo

n P

(1) = —ki(zi(8)) |biza(®) + 33 b (a;(t — 7P (1)) |[(13)
j=1p=1

o Tigp) : [0, +00) — [0, 4+0c0) limitadas e continuas;

e k, : R — (0,4), b; : R — R continuas;

e Assume-se (Al)

° hg?) : R — R Lipschitz com constante de

Lipschitz lfj

P
N =B — [ljj], with l;; = 3 1P
p=1
Teorema 4
Se N é uma M-matriz invertivel, entao existe
um Gnico ponto de equilibrio de (13) que é
globalmente assimptoticamente estavel.

11



Exemplo 2.

Modelo para redes neuronais com memoria
associativa bidireccional

/ m
2:(1) = —2:(t) + gi(@i(t — (D)) + Y fis(ws(t = 75(0)))
j=1

X (14)
v (t) = —y;(t) + fi(y;(t —m;(t))) + Zgﬁ(wi(t —0ji(t)))

\ =1

i€ N(1,n),j € N(1,m)

Tij, 04i - [0, +00) — [0, 400) continuas

9i, i, fij» g5i - R — R Lipschitz com constante de
Lipschit G;, F;, Fi; e G;;, respectivamente

I, — Gy —F
N =
-G Im — Fq (n4+m)x(n+m)
Gq = diag(G1,...,Gy), Fq=diag(lh,...,Fn),

G = [Gjilmxn, F = [Fijlaxm
Corolario
Se N €& uma M-matriz invertivel, ent3ao existe um

tnico equilibrio de (14) que €é globalmente assimp-
toticamente estavel.

Nota
O modelo (3), estudado em [L.Wang and X.Zou,
2005], € uma subclass de (14).
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5. Modela estatico para redes neuronais
com atrasos distribuidos do tipo S

n 0
j=1 7

o7 > 0, J@',wij e R

zi(t) = —k;(xi(t)) (15)

ok; : R — (0,4), b; : R — R continuas
eAssume-se (A1)
of, . R — R Lipschitz com constante de Lipschitz [;

eni; : [—7,0] — R sdo fun¢des de variagcao limitada

normalizadas

M = diag(B1,- .., Bn) — [lilwijl]

Teorema 5

Se M é uma M-matriz invertivel, entao existe
um unico ponto de equilibrio de (15) que é
globalmente assimptoticamente estavel.
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Exemplo 3.

n 0
z;(t) = —bizi(t) + fi (Z wz‘j/ x;(t + 0)dn;;(0) + Ji) (16)
j=1 -

e b; >0, Ji,wij cR
e ;i : [—7,0] — R sdo funcbdes de variacdo limitada
normalizadas

e fi . R — R Lipschitz com constante Lipschitz [;

Corolario

Se N é uma M-matriz invertivel, entao existe
um Ganico ponto de equilibrio de (16) que é
globalmente assimptoticamente estavel.

Nota

Em [M. Wang and L. Wang, 2006], a mesma
conclusao foi obtida com Mi; funcdes de variacao
limitada nao decrescentes em [—7,0].
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