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C0-Semigrupos

Definição (C0-Semigrupo)

X espaço de Banach, (T (t))t≥0 faḿılia de

operadores lineares cont́ınuos em X.

(T (t))t≥0 diz-se C0-semigrupo em X se

(S1) T (0) = I;

(S2) T (t+ r) = T (t)T (r), ∀t, r ≥ 0;

(S3) lim
t→0+

T (t)x = x, ∀x ∈ X.

Definição (Gerador Infinitesimal)

A : D(A) → X

x 7→ lim
t→0+

T (t)x− x
t

,

onde D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe

}



Propriedades

• ∃M ≥ 1, ω ≥ 0 : ‖T (t)‖ ≤Meωt, t ≥ 0;

• ∀x ∈ D(A), ∀t ≥ 0

T (t)x ∈ D(A) e
d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax;

• A é operador linear fechado;

• D(A) é denso em X.

Teorema

eσP (A)t ⊆ σP (T (t)) ⊆ eσP (A)t ∪ {0}, ∀t ≥ 0

Lema
Sejam w > 0 e ρ o raio espectral de T (w).
Se α ∈ R é tal que ρ ≤ eαw, então
∀γ > 0, ∃K ≥ 1 :

‖T (t)φ‖ ≤ Ke(α+γ)t‖φ‖, ∀t ≥ 0, ∀φ ∈ X



Teorema 1

Sejam t > 0, λ0 ∈ σP (A) tais que µ0 = eλ0t é

pólo de ordem m da resolvente de T (t).

Então λ0 é um pólo da resolvente de A de

ordem k ≤ m.

Teorema 2

X espaço de Banach e T : X → X compacto.

Então qualquer λ0 ∈ σ(T ) \ {0} é pólo da

resolvente de T de ordem

δ(λ0I − T ) = α(λ0I − T ).

Teorema 3

X espaço de Banach e T : X → X operador

linear fechado.

Se λ0 é pólo da resolvente de T de ordem m,

então λ0 ∈ σP (T ) e

X = N(λ0I − T )m ⊕ Im(λ0I − T )m,

onde m = α(λ0I − T ) = δ(λ0I − T ).



Equações Diferenciais Funcionais

Retardadas (EDFR)

Notações:

• r ∈ R+

• C := C([−r,0];Rn)

• σ ∈ R, A ∈ R+
0 , x ∈ C([σ − r, σ +A];Rn)

t ∈ [σ, σ+A], xt(θ) := x(t+θ), θ ∈ [−r,0]

xt ∈ C

• Rn∗ := {[x1 . . . xn] : xi ∈ R}

• C∗ := C([0, r];Rn∗)

• y ∈ C([σ −A, σ + r];Rn∗)
τ ∈ [σ −A, σ], yτ(s) := y(s+ τ), s ∈ [0, r]

yτ ∈ C∗



Definição (EDFR)

D ⊆ R× C, f : D → Rn aplicação

ẋ(t) = f(t, xt) (1)

Definição (Solução)

σ ∈ R, A > 0 ou A = +∞, φ ∈ C
x ∈ C([σ − r, σ +A);Rn) é solução de (1) em

[σ − r, σ +A) se

{
(t, xt) ∈ D
ẋ(t) = f(t, xt)

, ∀t ∈ [σ, σ +A)

Representa-se por x(σ, φ, f) uma solução do

PVI{
ẋ(t) = f(t, xt)
xσ = φ ∈ C ← condição inicial em t = σ

(2)



Teoremas Básicos da Teoria de

EDFR

Teorema (Existência de Solução)

Ω ⊆ R× C aberto, f ∈ C(Ω;Rn)

Para qualquer (σ, φ) ∈ Ω, o PVI (2) tem

solução.

Teorema (Unicidade de Solução)

Ω ⊆ R× C aberto, f ∈ C(Ω;Rn)

(s, ψ) 7→ f(s, ψ) cont́ınua

Se f é localmente lipschitziana em ψ, então

existe uma única solução do PVI (2) em

[σ − r, σ +A), para algum A > 0.



EDFR Lineares Autónomas

Definição

L ∈ L(C;Rn)

ẋ(t) = L(xt) (3)

Exemplo

ẋ(t) = −
π

2
x(t− 1)︸ ︷︷ ︸
xt(−1)

r = 1; C = C([−1,0];R);

L(φ) = −
π

2
φ(−1)

Pela representação de Riesz, existe

η : [−r,0] → Mn×n(R)

θ 7→
[
ηij(θ)

]
i,j

,

tal que

L(φ) =
∫ 0

−r
φ(θ)dη(θ) :=

∫ 0

−r
[dη(θ)]φ(θ).



• Como a equação (3) é autónoma, pode-

se fixar condições iniciais dadas em σ = 0

• L linear ⇒ L lipschitziana ⇒ ∃1 solução

de (3) em [−r, α) que passa em (0, φ),

com φ ∈ C

x(φ) := x(0, φ, L)

• x(φ) é extenśıvel a [−r,+∞)

Definição (Operadores Solução)

t ∈ R+
0

T (t) : C → C
φ 7→ xt(φ)



Propriedades
1. (T (t))t≥0 é C0-semigrupo em C

2. T (t) é compacto para t ≥ r
Dem.

•
{
T (0) = I
T (t+ r) = T (t)T (r), ∀t, s ≥ 0

•



(a) Se t+ θ ≤ 0,
T (t)φ(θ) = xt(φ)(θ) = x(φ)(t+ θ)

= φ(t+ θ);

(b) Se t+ θ ≥ 0,
T (t)φ(θ) = xt(φ)(θ) = x(φ)(t+ θ)

= φ(0) +

∫ t+θ

0
L(xs(φ))ds

= φ(0) +

∫ t+θ

0
L(T (s)φ)ds.

‖T (t)φ‖ ≤ ‖φ‖+

∫ t

0
l‖T (s)φ‖ds

‖T (t)φ‖ ≤ ‖φ‖etl, ∀φ ∈ C,∀t ≥ 0

• (S3) lim
t→0+

T (t)φ = φ, ∀φ ∈ C

• S ⊆ C limitado
t ≥ r

}
⇒ T (t)S equi-cont́ınuo



A : D(A) ⊆ C → C

φ 7→ lim
t→0+

T (t)φ− φ
t

D(A) = {φ ∈ C : existe φ̇ ∈ C e φ̇(0) = L(φ)}

Aφ(θ) =


dφ

dθ
(θ), −r ≤ θ < 0

L(φ), θ = 0

θ ∈ [−r,0)

lim
t→0+

1

t
(T (t)φ(θ)− φ(θ)) =

= lim
t→0+

1

t
(φ(t+ θ)− φ(θ)) =

dφ

dθ
(θ+)

θ = 0

lim
t→0+

1

t
(T (t)φ(0)− φ(0)) =

= lim
t→0+

1

t

∫ t
0
L(T (s)φ)ds

= L

(
lim
t→0+

1

t

∫ t
0
T (s)φds

)

= L(T (0)φ) = L(φ).



Teorema

σ(A) = σP (A) = {λ ∈ C : det(∆(λ)) = 0}

onde

∆(λ) = λIn −
∫ 0

−r
eλθ[dη(θ)]

Dem.

λ ∈ σP (A)⇔ ∃φ ∈ D(A)\{0} : Aφ = λφ

⇔ ∃φ ∈ C1\{0} :


φ̇(θ) = λφ(θ)

φ̇(0) = L(φ)

⇔ ∃b ∈ Rn\{0} :


φ(θ) = eλθb

λb =
∫ 0

−r
[dη(θ)]eλθb

⇔ ∃b ∈ Rn\{0} :

(
λIn −

∫ 0

−r
[dη(θ)]eλθ

)
︸ ︷︷ ︸

∆(λ)

b = 0

⇔ det(∆(λ)) = 0



λ /∈ σP (A) ⇒ ∃(λI −A)−1

(λI −A)−1 é fechado
Im(λI −A) = C

⇒
⇒ (λI −A)−1é cont́ınua

logo λ ∈ ρ(A)

Para demonstrar que Im(λI −A) = C

ψ ∈ C

(λI −A)φ = ψ

m

λφ− φ̇ = ψ, com φ ∈ D(A)

m

∆(λ)b = −ψ(0) +
∫ 0

−r

∫ θ
0
eλ(θ−ξ)[dη(θ)]ψ(ξ)dξ,

com b = φ(0)



Teorema

λ ∈ σ(A)

C =

Mλ(A):=︷ ︸︸ ︷
N(λI −A)k⊕Im(λI −A)k

onde k = α(λI −A) = δ(λI −A)

Dem. t ≥ r
λ ∈ σP (A)⇒ eλt ∈ σP (T (t))
T (t) compacto ⇒ eλt é pólo da resolvente de
T (t) de ordem m ⇒ λ é pólo da resolvente
de A de ordem k ≤ m
O resultado sai do facto de A ser fechado.

Propriedades

• AMλ(A) ⊆Mλ(A)

• ∀α ∈ R, {λ ∈ σ(A) : Reλ ≥ α} é finito

• dim(Mλ(A)) < +∞, ∀λ ∈ σ(A)



λ ∈ σ(A)

C = Mλ(A)⊕ Im(λI −A)k

Φλ := (φλ1, · · · , φ
λ
dλ

) base de Mλ(A)

Existe Bλ =
[
bi,j

]
∈ Cdλ×dλ tal que

AΦλ = ΦλBλ

ou seja

Φ̇λ = ΦλBλ

Φλ(θ) = Φλ(0)eBλθ, − r ≤ θ ≤ 0

Pelas propriedades dos C0-semigrupos

d

dt

(
T (t)Φλ

)
= AT (t)Φλ =

(
T (t)Φλ

)
Bλ, t ≥ 0

T (t)Φλ = Φλe
Bλt, t ∈ R

Consequentemente

T (t)Φλ(θ) = Φλ(0)eBλ(θ+t), − r ≤ θ ≤ 0



• Bλ tem λ como único valor próprio

• Im(λI −A)k é invariante para T (t)

Generalizando para Λ = {λ1, · · · , λp} ⊆ σ(A)

Teorema

ΦΛ = (Φλ1
, · · · ,Φλp), Φλi base de Mλi(A)

BΛ = diag(Bλ1
, · · · , Bλp), onde AΦλi = ΦλiBλi

Então existe QΛ ⊆ C invariante para T (t) tal

que

C = PΛ ⊕QΛ

sendo

PΛ =
⊕
λ∈Λ

Mλ(A).

Em PΛ:

xt(ΦΛa)(θ) = T (t)ΦΛa(θ) = ΦΛ(0)eBΛ(t+θ)

−r ≤ θ ≤ 0, a vector



Decomposição do espaço de fase

através da equação adjunta

ẋ(t) =
∫ 0

−r
[dη(θ)]x(t+ θ)︸ ︷︷ ︸

xt(θ)

Definição (Eq. Dif. Adjunta Formal)

ẏ(τ) = −
∫ 0

−r
y(τ − θ)︸ ︷︷ ︸
yτ(−θ)

[dη(θ)] (4)

Definição (Operador Solução )
τ ∈ R−0 , ϕ ∈ C∗

T ∗(τ) : C∗ → C∗

ϕ 7→ yτ(ϕ)

y(ϕ) é a única solução de (4) que passa em
(0, ϕ)

Considerando S(τ) := T ∗(−τ), τ ≥ 0

(S(τ))τ≤0 é C0-semigrupo em C∗



O gerador infinitesimal de (S(τ))τ≥0 é

A∗ : D(A∗) ⊆ C∗ → C∗

α 7→ A∗α
,

D(A∗) ={
ϕ ∈ C∗ : ∃ϕ̇ ∈ C∗ e ϕ̇(0) =

∫ 0

−r
α(−θ) [dη(θ)]

}

A∗α(s) =


−dαds(s), 0 < s ≤ r

∫ 0
−r α(−θ)[dη(θ)], s = 0

∴ A∗α = −α̇

Propriedades

• ∀λ ∈ σ(A∗), A∗Mλ(A∗) ⊆Mλ(A∗)

• ∀λ ∈ σ(A∗), dim(Mλ(A∗)) < +∞

• σ(A) = σP (A∗) = σ(A∗)

λ ∈ σP (A∗)⇔ det∆(λ)T = 0⇔ det∆(λ) = 0



Definição (Dualidade Formal Adjunta)

(·, ·) : C∗ × C → R

(α, φ) := α(0)φ(0)−
∫ 0

−r

∫ θ
0
α(ξ−θ)[dη(θ)]φ(ξ)dξ

Propriedades

• (·, ·) é aplicação bilinear cont́ınua

• (A∗α, φ) = (α,Aφ), ∀α ∈ D(A∗), ∀φ ∈ D(A)

Teorema

λ ∈ σ(A), k ∈ N

ψ ∈ Im(A− λI)k

se e só se (α,ψ) = 0, ∀α ∈ N(A∗ − λI)k

Dem.

(A− λI)kϕ = ψ ⇔
(
d

dt
− λI

)k
ϕ = ψ



Ak =


∆(λ) ∆′(λ) · · · 1

(k−1)!∆
(k−1)(λ)

0 ∆(λ) · · · 1
(k−2)!∆

(k−2)(λ)
... ... . . . ...
0 0 · · · ∆(λ)


kn×kn

Da demonstração sai ainda que

N(A− λI)k =φ(θ) =
k−1∑
j=0

γj+1
θj

j!
eλθ : γ =

 γ1
...
γk

 , Akγ = 0

 ;

N(A∗ − λI)k =ψ(s) =
k∑

j=1

βj
(−s)k−j

(k − j)!
eλs : β =

 β1
...
βk


T

, βAk = 0


Consequentemente

dim(Mλ(A)) = dim(Mλ(A∗))



λ ∈ σ(A)

Φλ =
[
φ1, · · · , φλd

]
base de Mλ(A)

Ψλ =
[
ψ1, · · · , ψλd

]T
base de Mλ(A∗)

Definindo a matriz

(Ψλ,Φλ) =
[
(ψi, φj)

]
i,j

demonstra-se que é invert́ıvel.

Sejam Ψλ, Φλ tais que (Ψλ,Φλ) = I

C = Pλ ⊕Qλ
onde

Pλ = N(A− λI)k = {Φλa : a dλ − vector}

Qλ = Im(A− λI)k = {φ ∈ C : (Ψλ, φ) = 0}.

Além disso

Se φ = φPλ + φQλ, então φPλ = Φλb, com

b = (Ψλ, φ).



Proposição
λ, µ ∈ σ(A), µ 6= λ

ψ ∈Mµ(A∗)
φ ∈Mλ(A)

}
⇒ (ψ, φ) = 0

Teorema
Λ = {λ1, · · · , λp} ⊆ σ(A)

PΛ =
p⊕

i=1

Mλi(A); P ∗Λ =
p⊕

i=1

Mλi(A
∗)

Φ, Ψ bases de PΛ e de P ∗Λ respectivamente
tais que

(Ψ,Φ) = I

Então

C = PΛ ⊕QΛ

PΛ = {φ ∈ C : φ = Φb, b vector}

QΛ = {φ ∈ C : (Ψ, φ) = 0}
onde QΛ é fechado

Além disso
∀φ ∈ C, φ = φPΛ + φQΛ, com φPΛ = Φ(Ψ, φ)



Estimativas e Estabilidade

β ∈ R
Λ(β) := {λ ∈ σ(A) : Reλ ≥ β} 6= ∅
Λ = Λ(β) é finito

C = PΛ ⊕QΛ

Teorema

Existem k, γ > 0 tais que

(i) ‖T (t)φPΛ‖ ≤ ke(β−γ)t‖φPΛ‖, t ≤ 0, φPΛ ∈ PΛ

(ii) ‖T (t)φQΛ‖ ≤ ke(β−γ)t‖φQΛ‖, t ≥ 0, φQΛ ∈ QΛ

Dem.

(i) t ≤ 0; p = dimPΛ

PΛ ≡ Cp

A EDFR (3) em PΛ ≡ Cp é

ẋ = BΛx,

com σ(BΛ) = Λ ⊆ Λ(β).

O resultado é consequência da teoria de EDO’s.



(ii) QΛ é subespaço de Banach invariante

para T (t)(
T (t)|QΛ

)
t≥0

é C0-semigrupo em QΛ

Para t = r

σP

(
T (r)|QΛ

)
⊆ e(σP (A)\Λ)r ∪ {0}

⊆ {µ ∈ C : |µ| < eβr}

T (r) é compacto, logo σP (T (r)) não tem

pontos de acumulação excepto eventualmente

o zero.

∃γ > 0:

σ

(
T (r)|QΛ

)
⊆ {µ ∈ C : |µ| ≤ e(β−2γ)r}

rσ

(
T (r)|QΛ

)
≤ e(β−2γ)r

α = β − 2γ; w = r; γ

∃K ≥ 1 : ‖T (t)φ‖ ≤ Ke(β−γ)t‖φ‖, ∀t ≥ 0, ∀φ ∈ QΛ



Exemplo

ẋ(t) = −
π

2
x(t− 1) :=

∫ 0

−1
[dη(θ)]x(t+ θ)

L(φ) = −
π

2
φ(−1); η(θ) =


0, θ = −1

−π2, −1 < θ ≤ 0

Forma bilinear:

(ψ, φ) = ψ(0)φ(0)−
π

2

∫ 0

−1
ψ(ξ + 1)φ(ξ)dξ

Equação caracteŕıstica:

det∆(λ) = 0⇔ det

(
λI1 −

∫ 0

−1
eλθ[dη(θ)]

)
= 0

⇔ λ− L(eλ·) = 0

⇔ λ+
π

2
e−λ = 0

• π
2i; −

π
2i são as ráızes com parte real nula

• Não tem ráızes com parte real positiva



Considere-se o complexificado: C = C([−1,0];C)

Λ = Λ(0) = {−
π

2
i,
π

2
i}

Mπ
2i

(A) = N(A− π
2iI) = {e

π
2iθa : a ∈ C}

M−π2i
(A) = N(A+ π

2iI) = {e−
π
2iθa : a ∈ C}

PΛ = Mπ
2i

(A)⊕M−π2i(A) =
{

ΦΛa : a ∈ C2
}

com,

ΦΛ(θ) =
[
e
π
2iθ e−

π
2iθ

]
, −1 ≤ θ ≤ 0

Analogamente

P ∗Λ = Mπ
2i

(A∗)⊕M−π2i(A
∗)

Ψ∗Λ(s) =

[
e
π
2is

e−
π
2is

]
, 0 ≤ s ≤ 1

ΨΛ = (Ψ∗Λ,ΦΛ)−1Ψ∗Λ

(ΨΛ,ΦΛ) = I



C = PΛ ⊕QΛ

Em PΛ:

AΦΛ = ΦΛB, com, B =

[
π
2i 0
0 −π2i

]

T (t)ΦΛ

[
b1
b2

]
= ΦΛe

Bt

[
b1
b2

]
.

Em C,

z(t) = e
π
2itb1 + e−

π
2itb2

Em R,

x(t) = sen
(
π

2
t

)
c1+cos

(
π

2
t

)
c2, com c1, c2 ∈ R.

Em QΛ :

‖T (t)φQΛ‖ ≤ ke−γt‖φQΛ‖, t ≥ 0, ∀φQΛ ∈ QΛ.

Em C:

‖T (t)φ︸ ︷︷ ︸
xt(φ)

−T (t)φPΛ‖ = ‖T (t)φQΛ‖ ≤ ke−γt‖φ−φPΛ‖

∴ ‖T (t)φ− φPΛ‖ → 0, quando t→ +∞


