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Co-Semigrupos
Definicao (Cp-Semigrupo)
X espaco de Banach, (7T'(t)):>o0 familia de

operadores lineares continuos em X.
(T'(t))t>0 diz-se Cp-semigrupo em X se

(51) T(0) =1,

(S52) T(t+r) =T()T(r), Vt,r > 0;

(S3) lim T())z ==z, Vx € X.
t—07F

Definicao (Gerador Infinitesimal)

A: DA — X

. T)x—x
x —lim
t—0T t
. Tz —z
onde D(A) =<z € X : lim existe
t—0t



Propriedades

e IM>1,w>0: [T®)| < Me*, t>0;

o Vo € D(A),Vt >0

d
T(t)x € D(A) e £T(t)x = AT (t)x = T(t)Ax;
e A é operador linear fechado;
e D(A) é denso em X.

Teorema
7P C 5o (T()) C Pty {0Y, vt > 0

Lema
Sejam w > 0 e p o raio espectral de T'(w).

Se aa € R é tal que p < e?*Y, entao
Vy>0,dK > 1:

IT(#)¢|| < Kel@TM ¢, vt > 0,V¢ € X



Teorema 1

Sejam t > 0, Mg € op(A) tais que pg = erot &
polo de ordem m da resolvente de T'(t).
Ent3ao Ao € um polo da resolvente de A de
ordem k < m.

Teorema 2

X espaco de Banach e T : X — X compacto.
Ent3o qualquer A\g € o(T) \ {0} € polo da
resolvente de 7' de ordem

(Aol —T) = a(Xgl —T).

Teorema 3

X espaco de Banach e T': X — X operador
linear fechado.

Se \g € poOlo da resolvente de T de ordem m,
entdo A\g € op(T) €

X =Nl —=T)"® ImWol —T)™,
onde m = a(Agl —T) =6(\gl —T).



Equacdes Diferenciais Funcionais
Retardadas (EDFR)

Notacoes:
o r € RT
o C:=C([-r0];R")
e 0ER, AcRY, 2 C([o —r o+ Al:R?)
t € o, 0+ A], x:(0) :=x(t+06), 6 € [—r,0]
xy € C
e R" = {[z1...zn] : z; € R}
o C*:=C([0,r];R")
e yc C([o — Ao +r];R")

T€lo—Ao], ¥y (s) :=yls+7), s€[0,r]
yT Ec*



Definicao (EDFR)
DCRxC, f.D— R"™ aplicacao

x(t) = f(t, ¢) (1)

Definicao (Solucao)

cER, A>00U A= 400, p€C

x € C(lo—r,0+ A);R") é solugcao de (1) em
l[c —r,0+ A) se

{ L H(tay + E T

Representa-se por z(o, ¢, f) uma solucdao do
PVI

{ z(t) = f(t,z¢) (2)

To = ¢ € C' < condicio inicialemt = o



Teoremas Basicos da Teoria de

EDFR

Teorema (Existéncia de Solucao)

Q CR x C aberto, f € C(£2; R®)

Para qualquer (o,¢) € 2, o PVI (2) tem
solucao.

Teorema (Unicidade de Solucao)

Q CR x C aberto, f € C(£2; R®)

(s,19) — f(s,1) continua

Se f € localmente lipschitziana em ), entao
existe uma unica solucao do PVI (2) em

[c —r,0 + A), para algum A > 0.



EDFR Lineares Autdonomas

Definicao
L e L(C;R")

z(t) = L(zt) (3)

Exemplo

() = —ggz(t ~1)
zy(—1)

r=1;, C = C([-1,0;R);
L(¢p) = —§¢(_1)

Pela representacao de Riesz, existe

n . [_Ta O] — Mnxn(R)
0 [”’%’j(@)LJ !
tal que

6 = [ 6@in©) = [ (i@ 60).



e Como a equacao (3) € auténoma, pode-
se fixar condicoes iniciais dadasem o =0

e L linear = L lipschitziana = 3! solucdo
de (3) em [—-r,a) que passa em (0, ),
com ¢ € C

z(¢) ;= z(0,¢, L)
e () é extensivel a [—r, +o0)

Definicao (Operadores Solucao)
t € RS
T): ¢ — C
¢ — ()



Propriedades
1. (T'(t))>0 € Co-semigrupo em C

2. T(t) é compacto parat>r
Dem.

. { T0) =1
T(t+r)=T{)T(r), Vt,s>0

([ (a) Set+0<0,
T(t)$(6) () (0) = z(¢)(t + 0)

o(t+ 0);

(b) Set+6 >0,
T(t)o(6)

z1(¢)(0) = z(¢)(t 1 0)

t+6

$(0) + /O L(zs(¢))ds

t+0
— $(0) + /0 L(T(s)$)ds.

t
1Tl < 18]l + /0 UIT(5)ds
1T ()| < |l¢lle", Vo € C,¥t >0
o (53) lim T()o =0, V6 €C

o ffrc limitado } = T'(t)S equi-continuo



A: D(A)CC — C
0 — lim re¢ - ¢
t—0T t
D(A) = {¢p € C :existe p € C e ¢(0) = L(¢)}

(

d¢
—(0), —r<6<0
Adp(0) = | do

| L(¢), 6=0
0 c[-r0)

im © (T(t)e(0) — ¢(0)) =

t—0t t

o1 _ 9P+
= tir(?+ n (¢(t+0) —¢(0)) = @(9 )
0 =0

lim %(T(t)qﬁ(o) — ¢(0)) =

t—0+

1t
— lim E/o L(T(s)¢)ds

t—0+

1t
— I (tirgl+z/() T(s)¢d8>

= L(T(0)¢) = L(9).



Teorema
o(A) = op(A) = {\ € C: det(A(\)) = 0}

onde

A =~ [ Mlan(o)

—T

Dem.

A€op(A) & dp e D(A\{0} : Ap = ¢
{ P(8) = Ap(0)

&3pe C\{0}:{
¢(0) = L(9)

[ $(0) = b
& 3db e R\ {0} : ¢

b = _O [dn(0)]eMb

\

< Jb € RM\{0} : <>\In _ /_O [dn(e)]ew> b=0

A\ . g

AN

o det(A(N)) =0



(M — A)~1 é fechado

Agop(A) = I —-A)1
=
Im(MAN —A)=C

= (M — A)~'é continua

logo A\ € p(A)

Para demonstrar que Im(A — A) =C
Y e’

(M —A)p =1
0

Ao — d =1p, com ¢ € D(A)
)

A= -0 + [ [ OO lan(o)v(e)de,
com b= ¢(0)



Teorema
A€ o(A)

M)y (A):=
C =N —AFeIm(I — A)F
onde k=a(AM — A) =5\ — A)

Dem. t>r

A€Eop(A) = et ¢ op(T(t))

T(t) compacto = e & pélo da resolvente de
T(t) de ordem m = X € polo da resolvente
de A de ordem k£ < m

O resultado sai do facto de A ser fechado.

Propriedades
o AM)(A) C My(A)
e Va e R, {N € 0(A) : ReX > a} € finito

e dim(My(A)) < 40, VA € g(A)



A€ o(A)
C = My(A) & Im(\ — A)F
by = (97, -,gb%) base de M, (A)

Existe B, = [bi,]} e CUX tal que
AdD, = P, B,

Oou seja

by = P)B),

®5(0) = Px(0)eP’, —r <o <0
Pelas propriedades dos Cp-semigrupos
d

£<T(t)q>A> = AT()®), =(T(t)<b>\) By, t>0

T(t)P, = dyePr teR

Consequentemente

T(t)P,(0) = &, (0)eBr0+) <9 <0



e B, tem A como unico valor proprio
o Im(\ — A)* é invariante para T'(t)

Generalizando para A = {Aq,---,Ap} C o(A)

Teorema

DA = (Py,, -, Py,), Py, base de M).(A)
Ba = diag(BAl, s, B)\p), onde ACD)\Z. = CD)\Z.B)\i
Entdo existe Qa C C invariante para T'(t) tal
que

C = P/\ $ Q/\
sendo
Py = @ M) (A).
AEN
Em P/\I

2 (Ppa)(8) = T(E)Ppa(8) = PpA(0)eBAEF0)

—r < 60 <0, a vector



Decomposicao do espaco de fase

através da equacao adjunta

0
i) = [ [dn(O)] 2t +0)

z+(0)

Definicao (Eqgq. Dif. Adjunta Formal)

0
i == ye -0 @
Ly (-0

Definicao (Operador Solucao )
TERy, pe C*
T™(rt): C* — C*
e = Y (p)
y(p) € a unica solucao de (4) que passa em
(0, )

Considerando S(7) :=T*(—71), 7> 0

(S(7))r<0 € Co-semigrupo em C*



O gerador infinitesimal de (S(7)),>0 €
A*: D(A®) CC* — C*
o) — A*a’
D(A*) =

0
{90 cC*:3peC* e p(0) = / a(—0) [dn(H)]}

—Tr

’

—Z—g(S), 0<s S r
A¥a(s) = 4

/2 a(=0)[dn(8)], s=0

LAY = —«

Propriedades
o VA€ o(A*), A*M,(A*) C M, (A*)
o VA€ o(A*), dim(M,(A*)) < oo
e 0(A) =op(A*) = o(A")

A€ op(A*) & detAN)! =0« detA(M\) =0



Definicao (Dualidade Formal Adjunta)

(,):C*"xC—R

(0.0) = a(0)6(0) - [ [ ale~0)lan(B)]o()dg
’ . —r JO

Propriedades
e (-,-) é aplicacao bilinear continua
o (A%, ¢) = (a, Ap),Va € D(A*),Vop € D(A)

Teorema
A€ o(A), keEN

€ Im(A — XI)F
se e s6 se (a, 1) = 0,Va € N(A* — A\I)F
Dem.

(A-ADFp =4 & (%—/\I)kso=w



AN AN
A, = 0 A
0 0

(k—-1)! 1)'
(k=2)! 2)'

N (k= 1)()\)
N (k= 2)()\)

A(>\)

Da demonstracao sai ainda que

N(A— )J)k—
07 3o

{cb(@) = Z UASTTE

N(A* — )J)k —
(—s)F~ J

7\

P(s) = Z B

Ly =

(k—J)'

\

Consequentemente

_71_

| Tk

dim(M(A)) = dim(M,(A"))

dknxkn

7AI{:’V:O};

e
B

,ﬁAk:O




A€ o(A)
®) = [¢1,-+,¢x,| base de My(A)

T
Wy = [¢1, S ,%d] base de M), (A*)
Definindo a matriz

(Wx @0 = | (@i, 07)],

demonstra-se que € invertivel.
Sejam W,, &, tais que (V,,P,) =1

C=P,dQ,
onde

Py = N(A—-X)F={Pya: ad,— vector}
Qy=1Im(A—ADF ={¢p € C: (W), ¢) =0}
Além disso

Se ¢ = ¢ + 9@\, entdo ¢ = P,b, com
b= (\U)\,Qb)



Proposicao
Apeao(A), pF A

Y € Mu(A*) _
6 € My(A) }:’(W)_O

Teorema
A={A1,---, Ap} C o(A)

p p
Ppn= P M, (4); Px= P M, (4%

®, W bases de Pp e de P;( respectivamente
tais que

(W, d) =1
Entao
C = PA D QA
Pn = {peC:¢p= Pdb, bvector}

Qn = {9 C:(V,9) =0}

onde Qx € fechado

Além disso
Vo € C, ¢ = ¢ 4 %A com ¢I'N = d(W, ¢)



Estimativas e Estabilidade

BeER
A(B) :={r€a(A):Rex> B} #0
A = A(B) € finito

C' = Py @ QA

Teorema
Existem k,~ > 0 tais que

() IT() TN < kePB=VY$IA||, t <0, TN e Pa
(i) |1T@)¢PA| < keB=DEp@A, ¢ >0, ¢ € QA
Dem.

(i) t <0; p=dimPy

P/\ — (Cp
A EDFR (3) em Py, =CP &

xr = Bz,
com o(Bp) =N C A(B).

O resultado € consequéncia da teoria de EDO's.



(ii) QA € subespaco de Banach invariante
para T'(t)

<T(t)| ) é Cp-semigrupo em Qa
Qn/t>0
Parat=r

op (T(r)@/\) C elor(A\N)r 4 {0}

C {peC:|u <e’}

T(r) € compacto, logo op(T(r)) nao tem
pontos de acumulacao excepto eventualmente
O Zero.

3y > 0O:

7 (T, ) € (€ € lul < F72007)

ro (T(r)| @A) < o(B-29)r

a=p3—-2v, w=r, v
3K > 1 [|T(t)¢| < KelPB=M ¢, vt > 0,V € Qn



Exemplo

- 0
i(t) = —a(t—1) = /| ()]t +0)
0, 0=-1

L(¢) = ——¢(—1); n(0) =
2 -5, —1<60<0

Forma bilinear:

(4,6) = 6(0)6(0) ~ = [ (e + 1o (€)de

Equacao caracteristica:

detA()\) = 0 &< det ()Jl — /01 e>‘9[dn(9)]> =0

=3 )\—L(e)") =0

™ _
S A+ —e =0
2
° gz —gz‘ SA0 as raizes com parte real nula

e N3O tem raizes com parte real positiva



Considere-se o complexificado: C = C([-1,0]; C)
A= NA(0) = {~Zi, ;i)

Mz, (A) = N(A - 5il) = {2 :a € C}

M_g;(A) = N(A + 5il) = {e 2% :q € C}

P = Mz;(A) & M_g;(A) = {®pa:aeC?]
com,

7T .

Cb/\(@) e [ e%w 6_520 } , —-1<6<0

Analogamente

PA = Mz;(A") @ M_z;(A")

~18
wj\(s):[ e ] 0<s<1

7'(' .
e—j’I,S

W = (Wi, Pa) 1WA
(WA, Pp) =1



C = P/\EBQ/\
Em P/\Z

Zi O
ADp = DB, com,le% z]

b b
TOPA| 4> ] = opet| ]
2 2
Em C,
z(t) = e%itbl + e_gitbg
Em R,

x(t) = sen <gt) c1+cos (%&) co, Com cqi,co € R.
Em Qn :

1T ()N < ke "H|g@A||, ¢ >0,V € Q.
Em C:

I T()¢—T ()N = | T()pPN|| < ke T ||p—p™A|
()

T () — Al — 0,  quando t — oo



