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Resumo

Palavras-chave

Didlogos com o futuro:
comentarios sobre
Matematica Digital

José Carlos Espirito Santo’
Centro de Matematica
Universidade do Minho

Neste artigo procura-se explicar como o Séc. XVIII dialoga com a ma-
tematica de hoje, também ela sob o efeito da revolucao digital. Um fio
condutor € a preocupacdo com o rigor, que esta por tras da investigacao
dos fundamentos da matematica, nos Sécs. XIX e XX, ou das recentes veri-
ficacdes por computador de teoremas dificeis, ja no Séc. XXI. O nosso dia-
logo com o futuro surge carregado da ameaca da substituicao do intelecto
humano pela maquina, a que nem a matematica sera imune. Entraremos
um pouco nesse debate. Certos resultados sobre os fundamentos da mate-
matica sdo por vezes interpretados como limitadores do alcance da inteli-
geéncia artificial. Recordaremos o que Turing escreveu sobre tais “objeccoes
matematicas’.

fundamentos da matematica
demonstracdo automatizada de teoremas
inteligéncia artificial

maquina de Turing

i Investigacéo parcialmente financiada por fundos nacionais portugueses através da FCT (Fundagéo para a
Ciéncia e a Tecnologia) no ambito dos projectos UIDB/00013/2020 e UIDP/00013/2020.

i O autor ndo segue o Acordo Ortogréfico de Lingua Portuguesa de 1990.
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Abstract

Keywords

In this article we try to explain how the 18" century dialogues
with today’s mathematics, insofar as it is under the digital revolution. A
link is the concern with rigor, which is behind the investigation of the
foundations of mathematics, in the 19™ and 20" centuries, or the recent
computer verifications of difficult theorems, already in the 21% century.
Our dialogue with the future comes with the threat of the replacement of
human’ intellect by the machine, to which not even mathematics seems
to be immune. We will enter briefly in that debate. Some results in the
foundations of mathematics are sometimes interpreted as putting limits to
the scope of artificial intelligence. We will recall what Turing wrote about
such “mathematical objections”.

foundations of mathematics
automated theorem proving
artificial intelligence

Turing machine
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Este texto resume e actualiza a
intervencao que fiz no debate “Dia-
logos com o futuro”, realizado a 13
de Outubro de 2017, no qual tive
o gosto de participar por amavel
convite dos colegas da organizacdo
do Encontro Internacional 3M+1:
Historia da Matematica, da Musica
e Militar. A minha interpretacao do
convite foi a de que os organizado-
res desejariam ver a perspectiva de
um colega da area da logica sobre
o dialogo entre a matematica do
Séc. XVIII e um presente marcado
pela revolucéo digital. Para isso te-
remos de atravessar os séculos do
rigor (XIX) e do computador (XX).

Um fio condutor

Comecemos por José Anastacio
da Cunha, ndo foram “Anastacia-
nos convictos” os meus estimados
colegas organizadores do Encontro
3M+1, e ndo se tivera o matematico
setecentista distinguido como “um
dos percursores dos geometras que no
Séc. XIX realizaram essa obra con-
siderdvel da organizacao logica dos
novos dominios que se tinham aber-
to no mundo dos numeros” [Teixeira
1925], e como “(..) um pioneiro do
esforco para colocar a Matematica, e
especialmente a Andlise, sobre bases
logicamente solidas” por causa do “ri-
gor e originalidade das suas aborda-
gens as séries, as poténcias e ao calcu-
lo diferencial”. [Queird 1994]

Ora a preocupacdo com o rigor
e com a organizacéo e a fundamen-
tacao logica da matematica sao um
fio condutor que nos permite esta-
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belecer uma ligacao entre os dias
de Anastacio da Cunha e os dias de
hoje. A reforma do calculo infini-
tesimal operada no Séc. XIX, com
a sua clarificacao dos conceitos de
limite, convergéncia, nimero real e
funcdo, produziu a chamada arit-
metizacdo da analise [Boyer 1974],
ou seja, uma reducdo da analise
matematica a aritmética dos nume-
ros naturais e a logica, esta ultima
compreendendo a nascente teoria
dos conjuntos de Cantor ou a logi-
ca de ordem superior de Frege. Este
desenvolvimento é contemporaneo
do revolucionario renascimento da
logica operado por Boole a partir de
1847 e a sua Mathematical Analysis
of Logic. Porém, o derradeiro esfor-
co de reducédo de Frege, da aritmé-
tica dos numeros naturais a logica,
fracassou por causa da descoberta
do Paradoxo de Russell em 1902.
Como Frege reconhece, as funda-
coes do seu edificio foram abala-
das; e um novo capitulo na logica
matematica e na investigacdo dos
fundamentos da matematica co-
mecou, ao findar o século do rigor
[Boyer 1974].

O debate que se seguiu divi-
diu os matematicos e logicos em
trés escolas: formalistas, logicistas
e intuicionistas [Pierpont 1928].
A frente da escola formalista estava
Hilbert. Desde a palestra no Con-
gresso Internacional dos Matema-
ticos em 1900, onde propds como
segundo problema a consisténcia
dos axiomas da aritmética dos nu-
meros naturais, até a publicacdo
dos Principles of Mathematical Lo-
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gic, com W. Ackermann, em 1928,
Hilbert amadureceu um programa
que consistiu numa visao da mate-
matica enquanto sistema formal e
num conjunto de desafios (meta)
matematicos sobre esse sistema
formal: a demonstracio da sua
consisténcia, completude e deci-
dibilidade [Ferreira 2019]. Godel,
num primeiro momento (1930)
mostrou que existe um sistema
formal completo para a logica de
primeira ordem, para logo depois
(1931) mostrar que o mesmo nao
acontece com a aritmética, e que
uma demonstracao metamatema-
tica da consisténcia da aritméti-
ca como pretendida por Hilbert é
impossivel. Finalmente, em 1936,
e de forma simultanea e indepen-
dente, Church e Turing mostraram
que a logica de primeira ordem néo
é decidivel, ou seja: ndo existe um
algoritmo que, dada uma proposi-
cao dessa logica, decida se ela é ou
nao um teorema. Dos trabalhos de
Church e Turing segue também que
a aritmética formal nao ¢ decidivel.

Se o projecto de Frege fracas-
sou por causa do Paradoxo de Rus-
sell, o programa de Hilbert falhou
por causa dos resultados negativos
de Godel, Church e Turing. Mas es-
tes resultados negativos tinham as
sementes de uma nova era prestes
a comecar. Isso é particularmente
evidente no trabalho de Turing e no
seu conceito de maquina universal,
o qual pode ser visto como uma de-
finicao matematica de computador
programavel. Essa definicdo néo
deixou de inspirar a construcao dos

primeiros computadores, ainda ndo
tinham passado dez anos desde de
1936, quer nos EUA por via parti-
cipacao de von Neumann, quer em
Inglaterra por via do envolvimento
do proprio Turing [Hodges 1992].

Matematica Digital

A aceleracao tecnologica, por-
ventura iniciada com a invencédo do
transistor, produziu a era digital. A
computacdo escapou-se dos circu-
los académicos e militares e demo-
craticamente alojou-se nos compu-
tadores pessoais. Depois, todo esse
poder computacional distribuido
pelo mundo inteiro foi ligado em
rede, constituindo a internet. Ao
mesmo tempo, a informacdo tex-
tual, visual e sonora foi desmate-
rializada. Finalmente, o dispositi-
vo fisico universal para processar
informacdo foi miniaturizado na
forma de smartphone, para passar
a estar agarrado a pele e como que
a constituir um apéndice do cor-
po humano que evoluiu de forma
artificial.

A matematica nao podia ficar
imune a toda esta acelerada revo-
lucdo. Nao s6 foram criadas novas
sub-disciplinas (computacao cien-
tifica, varias declinacdes da mate-
matica computacional), mas tam-
bém e sobretudo mudou e esta em
mudanca a forma de comunicar,
arquivar e fazer a matematica.

Detenhamo-nos num aspecto
essencial do fazer da matematica,
que é o processo de demonstracao.
O resultado negativo de Church

José Carlos Espirito Santo



e Turing deixa, ainda assim, um
campo vasto de investigacdo e ex-
perimentacao no que se refere ao
uso de computadores nesse pro-
cesso. Por um lado, ha teorias de
grande interesse que se revelaram
decidiveis, como a teoria elementar
(i.e. de primeira ordem) do corpo
dos numeros reais — um resultado
de Tarski publicado em 1951; por
outro lado, o computador pode ser
usado como um assistente, em vez
do decisor que substituisse em ab-
soluto o trabalho do matematico. A
arquitectura dessa assisténcia é va-
riada: desde a automacao completa
de certas sub-tarefas, ao uso da ma-
quina como mero verificador. As-
sim, na primeira demonstracao do
Teorema das Quatro Cores [Appel
1976], o computador foi usado
para a verificacdo de alguns casos
particulares, demasiado numerosos
para uma averiguacao com papel e
lapis — mas a reducdo da prova a
verificacdo desses casos foi trabalho
puramente humano; numa segun-
da demonstracdo, também assistida
por computador, toda a demons-
tracdo foi desenvolvida e verifica-
da, passo a passo, no computador
[Gonthier 2008].

O computador nao esta, toda-
via, limitado a ser usado como as-
sistente. Em 1996 o programa EQP
provou a conjectura de Robbins,
que tinha permanecido em aberto
durante décadas, nascendo assim
O primeiro teorema a ser prova-
do exclusivamente pela maquina
[Beeson 2004]. Isto aconteceu na
véspera de outro marco na historia
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do enfrentamento entre humanos
e maquinas: em 1997, o computa-
dor Deep Blue venceu Kasparov, o
campedo do mundo de xadrez. Em
2004 o numero de teoremas novos
obtidos pelas maquinas aproxima-
va-se de 100 [Beeson 2004], em
2018 o algoritmo AlphaGo Zero
atingiu desempenho sobre-huma-
no em xadrez e go treinando-se a
si proprio [Silver 2018]. A demons-
tracio automatizada de teoremas
esteve na génese da inteligéncia ar-
tificial (IA) nos anos 1950, mas as
duas disciplinas tornaram-se areas
autéonomas. Porém, a aplicacdo da
[IA na demonstracdo automatica
¢ um tdpico “quente” — veja-se a
recentemente criada Conference on
Artificial Intelligence and Theorem
Proving.

W. T. Gowers, um matematico
galardoado com a Medalha Fields,
disse: “I believe that computers will
probably surpass humans at finding
proofs within a small number of de-
cades” [Gowers 2017]. Note-se o
cuidado na formulacdo: seremos
ultrapassados na procura de de-
monstracoes. Nao fomos ja? Para
certo tipo de demonstracdo, como
a da conjectura de Robbins, que
consiste na resolucao de um puz-
zle muito especifico mas combina-
torialmente explosivo, certamen-
te que sim. A profecia de Gowers
aponta para um futuro onde a ta-
refa de demonstrar, tdo no centro
da natureza da matematica, serd em
grande medida da responsabilidade
das maquinas. Esta sera uma faceta
surpreendente da matematica digi-
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tal. Apesar de tudo, esta visao pare-
ce ainda bastante contida, se com-
parada com a previsdao de que um
algoritmo de aprendizagem univer-
sal deduzira por si proprio todo o
conhecimento, passado, presente e
futuro [Domingos 2017].

Objeccao matematica

O debate filosofico sobre a 1A
sempre levantou a questdo de haver
na inteligéncia humana um reduto
essencial que nao pode ser captu-
rado de forma artificial e/ou com-
putacional. Uma tentativa de res-
ponder afirmativamente a questdo
baseia-se nas limitacoes tedricas ao
poder dos algoritmos que os logi-
cos da primeira metade do Séc. XX
estabeleceram em resultado da res-
posta ao programa de Hilbert.

Turing deu uma definicao ma-
tematica do conceito de algoritmo
(a maquina de Turing); em conse-
quéncia do teorema da completu-
de de Godel, o conceito de prova
usado em matematica € algoritmico
(as provas podem ser formalizadas
como sendo objectos matematicos
de certo tipo e existe um algorit-
mo que decide se um dado objecto
desse tipo ¢ uma prova), donde o
conceito de provabilidade deter-
minado por esse conceito de prova
é semi-algoritmico (porque existe
uma enumeracdo algoritmica de
todas as provas, a qual vai encon-
trar a prova de qualquer proposi-
cao demonstravel, mas podera dei-
xar o observador sem resposta para
sempre, caso ele esteja interessado

numa proposicdo que afinal ndo
tem demonstracdo); por fim, em
consequéncia do teorema da inde-
cidibilidade de Church e Turing, o
referido conceito de provabilidade
ndo é algoritmico (pelo que ne-
nhum algoritmo “mais inteligente”
pode melhorar qualitativamente
aquilo que a referida enumeracéo
algoritmica ja consegue). A tare-
fa de decidir sobre a existéncia de
prova matematica nao pode ser re-
duzida a uma rotina executavel por
uma maquina.

Manifestamente, estas e outras
limitacdes tedricas ndo constituem
entrave ao desenvolvimento da in-
teligéncia artificial. Apesar de res-
ponsavel por alguns dos referidos
resultados limitativos, terd sido o
proprio Turing o primeiro a per-
guntar se a maquina poderia jogar
xadrez e pensar, e a IA tera sido
inaugurada com o seu artigo que
abre com as palavras “I propose to
consider the question ‘Can the machi-
ne think?” [Turing 1950].

Nesse artigo Turing propoe o
famoso Jogo da Imitacao como tes-
te que uma maquina tem de passar
para poder ser considerada uma
maquina que pensa; e faz a pre-
visdo de que, 50 anos depois (ou
seja, em 2000), as maquinas terdo
30% de probabilidade de passar o
Jogo da Imitacdo, e de que a “opi-
niao educada” tera mudado tanto
que se podera falar naturalmen-
te de maquinas pensantes. Turing
também discute varias objeccoes a
sua previsdo e ao uso do Jogo da
Imitacdo como critério para a inte-
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ligéncia, entre as quais a “objeccdo
matematica”. Esta parte das limita-
coes teoricas referidas acima para
distinguir as maquinas do intelecto
humano, pois este tltimo suposta-
mente nao estaria sujeito as mes-
mas limitacoes.

Em resposta, Turing comeca
por observar que essa suposta isen-
cao do intelecto humano carece de
prova, para depois se concentrar
noutro tipo de argumento, apresen-
tado de forma condensada em [Tu-
ring 1950], mas ja antes exposto de
forma mais alargada [Turing 1947]:
segue das referidas limitacoes teo-
ricas que o interrogador do Jogo
da Imitacdo pode colocar uma per-
gunta (por exemplo, sobre a exis-
téncia de prova de uma proposicao
matematica) a que a maquina res-
pondera erradamente. Mas Turing
chama a isto um “petty triumph”.
Provavelmente, o outro interlocu-
tor do jogo, o interlocutor humano,
também responderia erradamente
— ou entao iria “search around and
find new methods of proof” [Turing
1947], para finalmente responder,
talvez passados alguns anos. A ma-
quina nao tem esta liberdade de
movimentos, deve infalivelmente
seguir o seu algoritmo e dar uma
resposta. Turing conclui: “if a ma-
chine is expected to be infallible, it can-
not also be intelligent”; e sugere: “fair
play must be given to the machine”,
dando a possibilidade a maquina
de ser treinada e de aprender com
os erros [Turing 1947]. Em [Turing
1950] ha uma brevissima sugestao
de que a maquina, apos a deteccdo
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de uma resposta errada, seja subs-
tituida (ou reprogramada) para que
outra mais inteligente tome o seu
lugar no Jogo da Imitacao. Turing
foi o primeiro a acreditar que a ob-
jeccao matematica nao € um travao
a inteligéncia artificial.

Perigo iminente vagueando
em Marte no mesmo barco

Enquanto o Congresso 3M+1
decorria, dois rovers percorriam
a superficie marciana: Curiosity e
Opportunity. Este ultimo, tendo
“aterrado” em Janeiro de 2004, ba-
teu recordes de longevidade até en-
viar o seu ultimo sinal em Junho de
2018. O primeiro pisou solo mar-
ciano em Agosto de 2012 e man-
tinha-se operacional em Fevereiro
de 2023 [Wikipedia 2023]. Estas
duas adoraveis criaturas suscitam
a pergunta, enquanto vao vaguean-
do em Marte: sera que as mdquinas
chegaram a Marte antes dos huma-
nos? De um certo ponto de vista, é
claro que néo. Os humanos fizeram
pousar e passear em Marte duas
maquinas. Dizer que as maquinas
chegaram a Marte ¢ uma figura de
estilo, um abuso de personificacao,
uma Toy Story. Tal como os rovers
nao chegaram a Marte, o Deep Blue
nao jogou xadrez nem bateu Kas-
parov. O grande campedo disse
algo de parecido, dez anos depois
da sua derrota: quem venceu o ma-
tch em 1997 foram os programado-
res do Deep Blue [Kasparov 2017].

Nem o Deep Blue, nem nenhum
dos outros programas muito mais
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fortes que entretanto surgiram
acabaram com o jogo do xadrez —
porque podemos sempre jogar por
prazer, ou competir sem o recurso
a maquinas. Mas talvez a variante
peculiar que é o xadrez por corres-
pondéncia, onde o jogador escolhe
o lance a por no correio com toda
a ajuda que quiser, computacional
ou ndo, pudesse ter sido extinta.
Porém, isso ndo aconteceu. O 32°
campedo do mundo dessa moda-
lidade, Jon Eduards, recentemen-
te coroado, disse numa entrevista
que, ao contrario da opinido gene-
ralizada, os melhores jogadores de
xadrez por correspondéncia néo
acreditam que a modalidade esteja
a morrer [NYT 2022]. Ron Lange-
veld, 26° campedo do mundo nessa
modalidade, disse em 2015: “Ideas
need to be created behind the board
and then have them refuted by the
computer until you find an idea that
sticks and makes the difference” [Lan-
geveld 2015]. Leonardo Ljubicic,
28° campedo do mundo disse em
2016: “you should not let the engine
do all the work (...). You will do much
better if you watch the thinking pro-
cess, to try to recognise and unders-
tand the strengths and weaknesses of
the machine and to guide the analysis”
[Ljubicic 2016]. Kasparov também
concluiu: “Don't fear intelligent ma-
chines, work with them” [Kasparov
2017].

Nesta fase de colaboracdo com
as maquinas, nao ha, portanto,
o perigo iminente de que robots
conscientes da sua mortalidade ve-
nham ajustar contas com os seus

criadores, ou, mais prosaicamente,
o de que exércitos de robots mar-
chem sobre a Terra para subjugar
os humanos. Estas sao visoes fic-
cionais de algo que, contudo, é real
embora distante: a ameaca existen-
cial de uma inteligéncia sobre-hu-
mana fora do nosso controlo. Ris-
cos mais realistas e imediatos sdo:
deepfakes, armas letais autonomas e
falta de transparéncias nos algorit-
mos de aprendizagem automatica
[Ford 2022]. Ou simplesmente o
perigo, ja retratado no filme 2001:
Odisseia no Espaco, de deixar um
sistema critico sob o controlo de
uma “inteligéncia” deficientemente
programada.

Em filosofia da mente, é util a
analogia que diz que a mente estd
para o cérebro como o software esta
para o hardware [Miguens 2019]. A
mente seria o programa que o har-
dware cerebral estaria condenado a
executar. Outra tese ndo muito di-
ferente é a de que o cérebro huma-
no é equivalente a uma maquina de
Turing [Oliveira 2017]. Aparente-
mente, € possivel objectar candida-
mente a este tipo de conviccao di-
zendo que 0s organismos vivos, os
corpos, os cérebros nao sao linhas
de codigo [Damasio 2017].

Turing destilou o seu conceito
de maquina como uma abstraccdo
do menino da Escola Primaria,
aplicando o algoritmo da adicdo
com a ajuda do seu caderno qua-
driculado [Turing 1936]. Os alunos
de Ciéncias da Computacdo, na
aula de Computabilidade, também
poderiam servir de inspiracao para

José Carlos Espirito Santo



o conceito de maquina de Turing
universal, quando esforcada e pa-
cientemente simulam a execucdo
daquela maquina de Turing que o
professor definiu no quadro de giz.
Se a vida mental desses alunos se
limitasse a aplicacdo de um algorit-
mo (por exemplo, o algoritmo si-
mulador), essa vida mental estaria
no mesmo barco que a maquina
de Turing, amarrada pelas ferozes
limitacoes que os logicos identi-
ficaram. Felizmente, esses alunos
cansam-se depressa de ser uma ma-
quina de Turing; e, com a permis-
sao do professor, soltam amarras e
vao a sua vida.
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ANEXO




Palacio do
Governo de Sao
Paulo em 1827

(antigo Colégio

dos Jesuitas

e posteriormente
Pal&cio do Governador
D. Luis Anténio

de Sousa Botelho
Mourao),

por Jean-Baptiste
Debret (1768-1848)

em

“Sons militares”
nas celebracbes
do poder real

na S&o Paulo
colonial sob

0 governo

do 4.° Morgado
de Mateus

(Vd. RicArDO
BERNARDES,
p. 134)
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Alegoria de
la Compaiiia
de Guardias

Marinas
Tratado

de Maniobras
Navales...
Cédiz, 1766

em

Las Matematicas
en las ensifianzas
en Esparia
durante

el siglo XVIll

(Vd. Luis EspaNoL,
JUNCAL MANTEROLA
ZABALA; p. 8)
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Lansquenets,
Tambourine
in 1512

(Autor
Desconhecido)

em

Musica com

matematica
N~ na funcéo
e operacional
w da musica militar
RERE 70 e AR
g 1 \ (Vd. Pebro
% R, A Maraugs

DE Sousa, p. 256)
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Tambor

de Infantaria
de linha

do século XIX

em

Musica com
matematica

na funcéo
operacional

da musica militar

(Vp. Pepro
Maraues
DE SOUSA, P. 267)
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Corneteiro-mor
do Batalhao

de Cacadores
n.° 3, em 1815.

em

Musica com
matematica

na funcéo
operacional

da musica militar

(Vo. Pebro
Maraugs
DE Sousa, p. 270)
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Estudante

da Universidade
de Coimbra,
séc. XVl

Autor
desconhecido.
Biblioteca Geral
da Universidade
de Coimbra

em

José Anastacio
da Cunha:

da sua inscricao
da Faculdade
de Leis a algum
direito que ha
na poesia

(Vd. Maria Luisa
MataTo, p. 328)
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