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Résumé

Cette these est une contribution & I’étude de la structure du treillis des pseudo-
variétés de semigroupes, et de la correspondance d’Eilenberg, qui, rappelons-le, associe
bijectivement a chaque pseudo-variété de semigroupes une variété de langages.

Dans un premier moment (partie II), nous fixons notre attention sur des sous-
pseudo-variétés de DS et de LDG. A Paide de la théorie des opérations implicites,
nous calculons tous les suprema de la forme V V' W ou V est 'une des pseudo-variétés
LI, K, D ou N et o W est une sous-pseudo-variété de la pseudo-variété CR@ N. De
plus, nous donnons une description de la structure des semigroupes d’opérations im-
plicites sur diverses pseudo-variétés, plus précisément, DA N LDG, RNLDG, VW
et DHNWNECom — avec V = DOH, DRH ou DH, et W = LECom, LZE,
L(ZE N CR) ou Com x D. Comme application nous calculons plusieurs suprema im-
pliquant ces dernieres pseudo-variétés.

Dans une deuxieme phase (partie III), nous nous sommes intéressé aux classes de
langages associées. Nous profitons de 1’étude précédente, conduite sur les semigroupes
d’opérations implicites sur diverses sous-pseudo-variétés de DSNLDG pour donner des
descriptions combinatoires des classes de langages reconnus par chacune de ces pseudo-
variétés. Dans tous les cas, il s’agit de familles définies par des produits de langages
tres simples, soumis a diverses contraintes. Nous étudions, en outre, quelques classes de
langages définies & partir de la notion de langage localement testable par I'introduction
de “petites” variations sur cette notion, notamment l'introduction de compteurs et de
latéralisation.

On termine ce travail en retournant aux opérations implicites, dans la partie IV.
Cette fois on étudie les semigroupes d’opérations implicites sur LJ;. Il est bien connu
que les sous-pseudo-variétés V de DS jouissent de bonnes propriétés de factorisation de
leurs opérations implicites : chaque opération implicite sur V peut étre écrite comme
un produit fini d’opérations explicites et d’opérations implicites regulieres sur V. La
pseudo-variété LJ; n’est pas une sous-pseudo-variété de DS, et elle ne satisfait pas
cette propriété de factorisation. Notre étude représente donc une tentative de sortir
du cadre des sous-pseudo-variétés de DS. A partir d’un résultat d’Almeida et Weil
nous obtenons une caractérisation qui constitue un progres mais qui n’est pas encore
satisfaisante. Cependant elle permet de déduire quelques propriétés intéressantes et non
triviales des semigroupes localement idempotents et localement commutatifs.
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Abstract

This thesis is a contribution to the study of the structure of the lattice of pseudovari-
eties of semigroups, and of Eilenberg’s correspondance, which, as one recalls, associates
with each pseudovariety of semigroups a unique variety of languages.

We begin (Part II) by fixing our attention on subpseudovarieties of DS and LDG.
We use the theory of implicit operations to compute all the joins of the form VvV W
where V is one of the pseudovarieties LI, K, D and N, and W is a subpseudovariety
of CR@ N. Furthermore, we give a description of the structure of the semigroups of
implicit operations on several pseudovarieties, namely, DANLDG, RNLDG,VN\'W
and DHN'W NECom — with V= DOH, DRH or DH, and W = LECom, LZE,
L(ZENCR) or Com x D. As an application we derive several join decompositions of
pseudovarieties involving these last ones.

Secondly, in Part III we focus on the associated classes of languages. We use the
study, mentioned above, conducted on the semigroups of implicit operations on several
subpseudovarieties of DS N LDG to give combinatorial descriptions of the classes of
languages recognized by each of these pseudovarieties. In each case, the description is
in terms of products of very simple languages, subject to various constraints. We study,
moreover, some classes of languages which are obtained by the consideration of several
variations around the notion of locally testable language, notably the introduction of
counters.

We complete our study by returning to implicit operations, in Part IV. This time we
study the semigroups of implicit operations on LJy. It is well known that the subpseu-
dovarieties V of DS enjoy good properties of factorization of their implicit operations :
each implicit operation on V can be factorized as a finite product of component pro-
jections and regular elements. The pseudovariety LJ; is not a subpseudovariety of DS,
and it does not satisfy this last property of factorization. Our study constitutes there-
fore an attempt to get out of the lattice of subpseudovarieties of DS. We use a result of
Almeida and Weil to obtain a characterization which constitutes a progress but is not
entirely satisfactory. Nevertheless it allows us to derive some interesting and non-trivial
properties of locally idempotent and locally commutative semigroups.
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Chapitre 0

Introduction

La notion de langage rationnel est fondamentale en informatique. Un langage ra-
tionnel est obtenu a partir de I’ensemble vide et des lettres d’un alphabet en utilisant un
nombre fini de fois trois opérations : 'union, le produit et le passage au sous-semigroupe
engendré. L'importance des langages rationnels est révélée dans le fait qu’ils perme-
ttent, par exemple, de décrire des algorithmes itératifs et en particulier d’exprimer
le fonctionnement des programmes. Ces langages forment la classe la plus élémentaire
d’une hiérarchie de langages naturels introduite par le linguiste Chomsky [31]. Les divers
niveaux de cette hiérarchie sont obtenus par des regles de plus en plus complexes. Elle
encloue de plus les langages “context-free”, les langages recursifs et les langages recur-
stvement énumeérables.

Une autre notion fondamentale est celle d’automate fini, qui constitue le modele
le plus élémentaire qui soit de machine de Turing. Ces machines ont été définies par
Turing [86] dans les années 1930,— lors de recherches sur la décidabilité,— cherchant
a obtenir une formalisation de la notion d’algorithme. On associe a chaque machine de
Turing un langage, que I’on dit reconnu par la machine. Tous les langages de la hiérarchie
de Chomsky sont reconnus par machine de Turing : méme les langages recursivement
énumérables, ce qui est méme leur définition.

Bien que les concepts de langage rationnel et d’automate fini eussent été considérés
indépendamment, le théoreme de Kleene [47], daté de 1956, a montré les liens tres étroits
qui existent entre les deux notions. Ce résultat est considéré comme le fondateur de la
théorie des langages rationnels et des automates finis, et dit que les langages rationnels
sont précisément les langages reconnus par les automates finis.

Il existe une caractérisation algébrique des langages rationnels qui ne fait pas
référence aux automates. En fait, on associe & chaque langage L sur un alphabet A
un semigroupe appelé le semigroupe syntaxique de L. Il s’agit du quotient de AT, le
semigroupe libre sur A, par la congruence la plus grossiere qui sature L. On montre
qu'un langage est rationnel si et seulement si son semigroupe syntaxique est fini. On
peut aussi associer d’'une fagon assez naturelle a chaque automate fini un semigroupe
fini et inversement. Donc, les trois notions d’automate fini, de langage rationnel et de
semigroupe fini sont étroitement reliées.



2 0 Introduction

Cette approche algébrique a permis peu a peu de caractériser diverses classes de
langages rationnels par des propriétés de leurs semigroupes syntaxiques. On cite trois
exemples remarquables qui sont les premiers résultats sur ce sujet. Le premier, obtenu
par Schiitzenberger [66] en 1965, montre que les langages sans étoile sont ceux dont le
semigroupe syntaxique est fini et apériodique. Le second, prouvé par Simon [71] en 1972,
dit qu'un langage est testable par morceaux si et seulement si son semigroupe syntaxique
est fini et J-trivial. Finalement, Brzozowski et Simon [30] en 1973, et McNaughton [50]
en 1974, ont démontré indépendamment que les langages localement testables sont ceux
dont le semigroupe syntaxique est fini, localement idempotent et localement commutatif.

C’est en 1976 que Eilenberg [34] publie son “théoréme des variétés” dont les résultats
antérieurs constituent des exemples particuliers. En fait, Eilenberg explicite une corres-
pondance bijective qui existe entre certaines classes de langages rationnels, nommées
variétés de langages, et certaines classes de semigroupes finis, nommeées pseudo-variétés
de semigroupes. Ainsi, dans le troisieme exemple ci-dessus, la classe des langages locale-
ment testables constitue une variété de langages, et la pseudo-variété de semigroupes
qui lui correspond, notée LJ1, est la classe des semigroupes finis localement idempo-
tents et localement commutatifs. Des lors divers autres exemples ont été explicités par
des chercheurs comme Branco, Eilenberg, Knast, Perrin, Pin, Schiitzenberger, Selmi,
Straubing, Thérien, Weil et Zalcstein parmi d’autres [19, 29, 34, 48, 54, 58, 63, 67, 68,
73, 74, 75, 79, 89, 91, 94]. On peut trouver beaucoup de ces résultats dans le chapitre
de synthese de Pin [60]. Ce chapitre présente aussi des problémes ouverts sur les semi-
groupes syntaxiques et la classification des langages rationnels, tels que des problemes
sur diverses hiérarchies de langages rationnels, notamment la hiérarchie “star-height”,
la hiérarchie “dot-depth”, la hiérarchie de Straubing et la hiérarchie de groupe.

Un résultat bien connu de Birkhoff montre que les variétés (de semigroupes quelcon-
ques) sont définies par des identités. Pour les pseudo-variétés on dispose d’un résultat
analogue da & Reiterman [65], qui a montré qu’elles sont définies par des pseudo-
identités, c’est-a-dire des égalités formelles entre opérations implicites. Une opération
implicite sur une pseudo-variété V est un élément d’un certain semigroupe topologique,
dit profini libre et noté F '4(V), qui joue le role de I'objet V-libre sur alphabet A. La
théorie des opérations implicites s’est donc révélé d’étre un outil tres important pour
I’étude des pseudo-variétés de semigroupes. Elle a connu un développement assez rapide
ces derniéres années surtout par les travaux d’Almeida [5, 8, 9, etc], mais elle a gagné
beaucoup d’autres adeptes comme Azevedo, Selmi, Trotter, Volkov, Weil et Zeitoun
entre autres [14, 15, 16, 17, 21, 23, 69, 84, 85, 87, 90, 96, etc|. La théorie des opérations
implicites offre aussi des outils pour trouver une caractérisation combinatoire de la
variété de langages associée a une pseudo-variété V donnée : les langages de cette
variété sur un alphabet A peuvent étre caractérisés en utilisant les ouverts-fermés de

Fa(V).
SO O

Cette these s’inscrit dans ce contexte général. Nous utilisons les développements les
plus récents de la théorie des opérations implicites sur trois problemes distincts. Dans
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le premier, il s’agit de contribuir a 1’étude de la théorie en donnant la description de la
structure des semigroupes d’opérations implicites Fa (V) pour plusieurs pseudo-variétés
V. Deuxiemement, en nous appuyant sur I’étude antérieure, nous calculons divers ex-
emples de borne supérieure (ou supremum) de deux pseudo-variétés. Finalement, pour
chaque pseudo-variété V ci-dessus, nous utilisons la description des semigroupes FA(V)
pour donner une description combinatoire de la variété de langages associée a V.
o

Dans la description de la structure des semigroupes de la forme F '4(V), nous divisons
notre travail en deux phases. D’une part nous fixons notre attention sur des sous-pseudo-
variétés V de DS et de LDG. D’autre part nous étudions les opérations implicites
sur LJ;. La premiere de ces études est d’une certaine facon la plus facile, puisque
les sous-pseudo-variétés de DS sont les plus agréables pour la description de leurs
opérations implicites. En effet, il est bien connu que chaque opération implicite sur
une sous-pseudo-variété V de DS peut étre écrite comme un produit fini d’opérations
explicites et d’opérations implicites regulieres sur V. Par contre, la pseudo-variété LJ;
ne jouit pas de cette propriété. De plus, comme nous le montrerons, FA(LJ 1) admet
une chalne croissante non dénombrable de [J-classes, ce qui s’avere étre une difficulté
supplémentaire pour décrire FA(LJ 1) en termes de propriétés de factorisation de ses
éléments.

Dans le premier cas nous nous restreindrons méme aux sous-pseudo-variétés de DO,
ce qui facilite encore notre tache grace a un résultat d’Azevedo [21] qui caractérise leurs
opérations implicites régulieres. Nous profitons du résultat d’Azevedo pour donner une
caractérisation tres agréable des opérations implicites régulieres sur des sous-pseudo-
variétés de DO N LDG. Nous montrons que, en particulier, si une telle pseudo-variété
V contient J; et LI, alors ses opérations implicites régulieres sont caractérisées par
leur restriction a Jqi, a LI et a V N G. On remarque que les pseudo-variétés dans
I'intervalle [J; V LI, DO N LDG] ont une relation intéressante avec les pseudo-variétés
de bandes. En effet, Trotter et Weil [85] ont prouvé que la plus grande sous-pseudo-
variété V de DA telle que VN B = NB est DANLJ(= DANLDG). En utilisant
leurs résultats on peut montrer que DO N LDG est la plus grande sous-pseudo-variété
de DO dont l'intersection avec B est NB. Par conséquent, les pseudo-variétés V dans
'intervalle [J; VLI, DO N LDG] sont précisément les sous-pseudo-variétés de DO telles
que VN B = NB.

En dehors des semigroupes FA(LJ 1), nous décrivons dans cette these les semi-
groupes d’opérations implicites suivants : F(DA NLJ), F4(RNLJ), EA(VNW) et
F4(DHN'W NECom) — avec V = DOH, DRH ou DH, e¢ W = LECom, LZE,
L(ZENCR) ou Com *xD. Les techniques utilisées dans cette étude sont inspirées
d’une étude analogue conduite par Almeida et Weil [14, 15] sur les pseudo-variétés
DH N ECom. Comme on peut le vérifier, 'opérateur L_ joue un rdle tres important
dans ce travail. En fait nous rencontrons dans cette these diverses pseudo-variétés lo-
calisées : LDG, LJ, LECom, LZE, L(ZE N CR), LJ; et LI. Nous prouvons que tout
élément de chacun des semigroupes ci-dessus admet une écriture unique comme produit
fini d’opérations explicites et d’opérations implicites regulieres. Ces résultats allongent



4 0 Introduction

la liste (encore assez courte) des pseudo-variétés dont on connait des factorisations
uniques pour les opérations implicites. Les autres exemples les plus connus sont les
pseudo-variétés J (Almeida [8]), DHNECom, DRH (Almeida et Weil [14, 17]) et
JNLJ; (Selmi [69]).

La pseudo-variété LJ; est la pseudo-variété associée par la correspondence d’Eilen-
berg a la classe des langages localement testables. Un résultat de Medvedev [51] dit
que tout langage rationnel est image homomorphe d’un langage localement testable. En
outre, un résultat de Chomsky et Schiitzenberger [32] montre que tout langage context-
free peut étre caractérisé en utilisant les langages locauz (qui forment une sous-classe
des langages localement testables). Du fait de leur importance, les langages locale-
ment testables, et la pseudo-variété LJq, ont été tres étudiés. On citera par exemple
les travaux de Brzozowski, Kim, McCloskey, McNaughton, Simon, Trahtman et Zalc-
stein [30, 45, 46, 50, 82, 83, 94, 95]. Notre étude des semigroupes FA(LJl) tente de jeter
une lumiere nouvelle sur ce sujet. Malheureusement elle n’a pas eu le méme succes que
I’étude conduite sur les sous-pseudo-variétés de DO N LDG. Cependant, a partir d’un
résultat d’Almeida et Weil sur les opérations implicites sur des produits semi-directs
de la forme J; x V, nous avons obtenu une nouvelle caractérisation des semigroupes
F 'A(LJ1) qui permet une visualisation (graphique) de leurs éléments. On montre, en
particulier, qu’on peut décider effectivement 1’égalité entre deux opérations implicites
de type (2,1) : si A ={ay,...,a,} est un alphabet, on dit qu’un élément x de FA(LJl)
est une opération implicite de type (2,1) si on peut construire = a partir des projections
ai,...,a, en utilisant un nombre fini de fois deux opérations : 'opération binaire de
multiplication et 'opération unaire y — y“. Ces éléments constituent une partie infime
de F '4(LJ1) mais ils sont utiles, par exemple, pour la construction d’exemples.

o

Notre deuxieme sujet d’étude est le calcul du supremum V VW de deux pseudo-
variétés, c’est-a-dire est le calcul de la plus petite pseudo-variété qui contient a la fois
V et W. Malgré la simplicité de leur définition, le calcul de pseudo-variétés de la forme
V VW est normalement tres difficile. Par exemple, Albert, Baldinger et Rhodes [1]
ont exhibé de fagon surprenante deux pseudo-variétés décidables dont le supremum ne
I’est pas. Avant le développement de la théorie des opérations implicites par Almeida,
relativement peu de résultats sur ce sujet étaient connus. Grace a l'utilisation des
opérations implicites, cette situation a changé significativement. Les premiers succes
sont dis a Almeida (le calcul de Com V G, par exemple) et Almeida et Azevedo (le
calcul de R V L, par exemple), mais plus récemment beaucoup d’autres calculs ont été
obtenus par les mémes auteurs et par Weil et Zeitoun [2, 4, 5, 11, 13, 14, 15, 17, 22,
23, 96, 97].

Cette fois encore, notre travail est divisé en deux phases. D’une part, nous don-
nons une description de toutes les pseudo-variétés du type V.V W ou V est I'une des
pseudo-variétés LI, K, D ou N et ou W est une sous-pseudo-variété de la pseudo-variété
CR® N. Le résultat obtenu généralise un bon nombre de résultats déja connus, no-
tamment le calcul de VV B, VVJi, VVG, VV Ab et NV CR. De plus, ce résultat
est extrémement naturel : nous montrons que si W C CR@ N est définie par un en-
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semble de pseudo-identités X et si a,b sont des symboles n’apparaissant pas dans 3,
alors LIV'W est la sous-pseudo-variété de CR@ N définie par les pseudo-identités de
la forme a“ub®” = a“vb* ol u = v € X. Ainsi sont préservées les propriétés de rang fini
et de base finie. On peut espérer que les techniques utilisées seront réutilisables pour
d’autres calculs.

D’autre part, nous profitons de I’étude conduite sur les semigroupes d’opérations im-
plicites de certaines sous-pseudo-variétés de DONLDG pour obtenir diverses décompo-
sitions du type VvV W o V et W sont des pseudo-variétés impliquées dans cette étude.
Nous montrons, par exemple, que (DRG NLZE) vV (DLG NLZE) = (DRG Vv DLG)N
LZE = DO NLZE.

o

Le troisieme sujet de notre étude est la classification des langages rationnels. Dans
un premier temps, nous donnons des descriptions combinatoires des variétés de lan-
gages associées aux sous-pseudo-variétés de DO N LDG considérées dans ’étude con-
duite sur les semigroupes d’opérations implicites. Plus précisément, pour chaqu’une
de ces pseudo-variétés V, et pour chaque alphabet A, nous exhibons un ensemble de
langages de AT qui engendre (comme algebre de Boole) la classe V(A™) des langages
de AT reconnus par V. A part les cas V. =DA NLJ et V=R NLJ, les générateurs
sont des langages assez simples. Selon la pseudo-variété V considérée, ils sont du type
upAj - Aj_u1 Liw Ay - - - Ajuy, ou du type quf e A;r_lul,lLlulAltrl < Afuy,, ot
n € Ny, les u; sont des mots de A*, L; est un langage de groupe sur A; (si V est
apériodique, alors L; = Aj ou L; = Al+, respectivement) et les A; sont des sous-
alphabets non vides de A. Les classes V(A1) sont décrites, de plus, par I'imposition
de certaines contraintes sur les u; et les A;. Notons qu’on rencontre dans la litérature
de nombreuses variétés de langages décrites comme combinaisons booléenes de lan-
gages d'une des formes ci-dessus. Par exemple, les langages testables par morceaux
(Simon [72]), les langages R-triviaux (Eilenberg [34]) et les langages de niveau 2 dans
la hiérarchie de Straubing (Pin et Straubing [61]). Ces résultats ainsi que les cas
apériodiques de notre étude sont résumés dans trois tableaux comparatifs dans ’annexe
B.

Ensuite nous étudions des classes définies a partir de la notion de langage localement
testable par l'introduction de certaines variations sur cette notion. Rapellons qu’un
langage L est localement testable si on peut décider 'appartenance d’un mot u & L en
considérant les facteurs de u d’une longueur fixée k et ses préfixes et suffixes de longueur
< k. Beauquier et Pin [26] et Pin [59] ont étudié les classes de langages obtenues
par l'introduction des trois modifications suivantes : suppression des conditions sur les
préfixes et les suffixes; considération des facteurs de u d’une longueur fixée k, mais en
tenant compte de leur nombre d’occurrences jusqu’a un certain seuil ¢ € Ny ; suppression
des conditions sur les préfixes et les suffixes dans cette derniere définition. Dans ce
travail nous introduisons autres modifications. D’une part, nous considérons une version
“latéralisée” du travail de Beauquier et Pin, en supprimant juste la condition sur les
suffixes (resp. sur les préfixes). D’autre part, on considére les facteurs d’'un mot u d’une
longueur fixée k, mais en comptant leur multiplicité modulo n (pour un certain entier
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n € N) au seuil ¢ (pour un ¢ € Np). Sur cette derniere définition on consideére encore la
suppression des conditions sur les préfixes et/ou les suffixes. Les résultats obtenus sont
naturels, apres ceux de Beauquier et Pin, et les techniques utilisées sont les mémes que
celles de ces auteurs. Certaines des classes de langages considérées ne constituent pas
des variétés de langages. Notre dernier travail consiste dans le calcul de la plus petite
(resp. grande) variété de langages qui contient (resp. qui est contenue dans) ces classes
de langages.

SO0

Apres ce chapitre introductif, la these est constituée de neuf chapitres et deux
annexes, divisés en cinq parties. La premiere partie est destinée a introduire les notions
et notations de base, ainsi que les résultats non originaux dont nous aurons besoin. La
suite de la these est constituée pour I’essentiel de résultats originaux. Dans la deuxieme
partie nous étudions les opérations implicites sur des sous-pseudo-variétés de DO N
LDG, et effectuons diverses calculs de pseudo-variétés de la forme VV W. La troisieme
partie est entierement consacrée aux langages. Dans la quatrieme partie nous étudions
les opérations implicites sur LJ;. Finalement, dans la cinquiéme partie nous présentons
deux annexes récapitulatives. Le contenu des chapitres est le suivant.

Chapitre 1. Contient les notions et notations de base utilisées dans cette these, ainsi
que les résultats les plus élémentaires des théories des semigroupes, des langages
et des automates.

Chapitre 2. Contient les définitions et les principaux résultats sur les variétés de
semigroupes, pseudo-variétés de semigroupes et variétés de langages.

Chapitre 3. Présente une synthése de résultats généraux sur la théorie des opérations
implicites et semigroupes profinis libres. La présentation suit de pres I'exposé
d’Almeida et Weil [15] sur ce sujet.

Chapitre 4. Nous y calculons une pseudo-variété quelconque de la forme V VW ou
V est 'une de LI, K, D ou N et ou W est une sous-pseudo-variété de la pseudo-
variété CR@ N = [ab“c = (ab¥c)“*1].

Chapitre 5. Nous y donnons une description de la structure des semigroupes d’o-
pérations implicites sur les pseudo-variétés DA NLDG, RNLDG, VN'W et
DHNWNECom — avec V=DOH, DRH ou DH, et W = LECom, LZE,
L(ZE N CR) ou Com % D. Comme application nous calculons plusieurs suprema
de pseudo-variétés, impliquant ces dernieres pseudo-variétés.

Chapitre 6. Contient les descriptions combinatoires des classes de langages associées
a chacune des pseudo-variétés étudiées dans le chapitre 5.

Chapitre 7. On y étudie diverses variations sur la notion de langage localement
testable.

Chapitre 8. On y montre qu’on peut décider effectivement 1’égalité entre deux opé-
rations implicites de type (2,1) sur la pseudo-variété LJ;.

Chapitre 9. Nous y étudions les opérations implicites (quelconques) sur LJ;.

Annexe A. Nous y évoquons quelques prolongements possibles de ce travail.
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Annexe B. On y présente trois tableaux comparatifs, contenant quelques-unes des
caractérisations syntaxiques de variétés de langages (nous nous restreindrons aux
langages apériodiques) obtenues dans ce travail ainsi que d’autres déja connues.
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Chapitre 1

Semigroupes, Langages et
Automates

Ce chapitre est destiné a introduire les notions et notations qui serviront de base a
ce travail. Dans une premiere partie nous rappelons quelques définitions sur les algebres
en général. Ensuite, nous rappelons aussi les résultats introductifs des théories des semi-
groupes, des automates et des langages, et exposons quelques connexions qui existent
entre les trois théories. Du fait de leur importance les relations de Green seront exposées
dans une section propre. Les résultats sur les mots seront aussi détachés dans une sec-
tion, ol outre les mots finis nous définissons aussi les mots infinis unilatéres (a4 gauche
et a droite) et les mots biinfinis. Les mots infinis unilatéres nous accompagneront dans
toute la suite, tandis que les mots biinfinis seront utilisés seulement aux chapitres 8
et 9.

En général nous ne présentons pas les preuves. On pourra se reporter a [57] ou [44]
en ce qui concerne les semigroupes et les relations de Green, a [49] ou [55] en ce qui
concerne les mots et a [57] ou [34] pour les langages.

1.1 Notations générales

Les notations et conventions de base que nous embrassons dans cette these sont,
en général, bien connues et les plus usuelles. Cependant, il est convenable de préciser
certaines notations que nous utiliserons pendant ce travail.

L’ensemble des entiers relatifs (resp. strictement positifs, strictement négatifs) sera
noté Z (resp. N, —N) et on pose No = NU {0}.

Nous utiliserons normalement les lettres A, B et C' pour noter les ensembles et
a,b,c,d,ay,az,...,b1, by, ... pour noter les éléments d’un ensemble (et, en particulier,
les variables). Les lettres z,y, z désigneront normalement des éléments d’une algebre.

La cardinalité d’un ensemble A sera notée |A|.

Le complément d’un sous-ensemble A d’un ensemble B est noté B\ A.

11
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On dira que deux ensembles A et B sont C-comparables si A C B ou B C A.

Une relation sur un ensemble A est une partie de A x A. Si R est une relation sur A,
on dit que deux éléments z et y de A sont R-équivalents si (z,y) € R, ce qu’on notera
d’habitude z Ry. La relation R est dite

— réflexive si, pour tout a € A, a Ra;

— symétrique si, pour tous a,b € A, a Rb entraine b Ra;

— antisymétrique si, pour tous a,b € A, a Rb et b Ra entrainent a = b;
— transitive si, pour tous a,b,c € A, a Rb et b Rc entrainent a Rc;

— relation de préordre (on dit aussi préordre ou préordre partiel) si elle est réflexive
et transitive;

— relation d’ordre (on dit aussi ordre ou ordre partiel) si elle est réflexive, anti-
symétrique et transitive;

— relation d’équivalence (ou simplement une équivalence) si elle est réflexive, symé-
trique et transitive.

Si R est une relation de préordre sur un ensemble A, la relation ~ sur A définie par
a~b si et seulement si aRb et DRa

est une relation d’équivalence, appelée la relation d’équivalence associée a R.

Si R est une relation d’équivalence sur un ensemble A et a € A, la classe d’équivalence
de a modulo R est I’ensemble

a/R={be A|aRb}.
On note A/R l'ensemble des R-classes d’équivalence, c’est-a-dire,
A/R={a/R|ac€ A}.

L’indice d’une relation d’équivalence est son nombre de classes d’équivalence.

Nous adoptons la convention de noter les applications & gauche. Ainsi, si f: A — B
est une application entre deux ensembles, I'image de a € A par f est notée f(a) et, si
g : B — C est une autre application, alors la composition de f et g est 'application
gof:A— C telle que (go f)(a) =g(f(a)) pour tout a € A. En général on notera les
morphismes par des lettres grecques.

1.2 Rudiments d’algebre universelle

Le but de cette section est d’introduire la notion d’algebre, d’un point de vue le
plus global possible, et ensuite de présenter les classes d’algebres qui nous rencontrerons
dans la suite (telles que semigroupes, monoides, treillis, etc). On introduit aussi les
concepts (tels que morphisme, congruence, produit direct, etc) qui sont définis d’une
facon similaire pour toutes ces classes. Les définitions qui suivent sont tirés de [9].
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1.2.1 Algebres

Un type d’algébres est une paire 7 = (O, a) ou O est un ensemble de symboles d’opération
et a: O — Ny est une application qui associe a chaque symbole d’opération son arité.
Un symbole d’arité n est dit n-aire. En particulier, les symboles d’arité 0, 1 et 2 seront
dits, respectivement, constants, unaires et binaires. L’ensemble de tous les symboles
n-aires de O sera noté O,,.

Une algébre de type T est un couple A = (A, F) ou A est un ensemble non vide,
appelé 'univers de A, et F est une fonction qui associe a chaque symbole d’opération
n-aire f de O, une application fA de A™ dans A. Si Palgebre est sous-entendue on
notera simplement f au lieu de f4. Si I'ensemble @ = {f1,..., fx} est fini on notera
simplement A = (A, fi1,..., fr) et on dira que A est une algebre de type (n1,...,ng)
ol n; est 'arité de f;. Si 'arité de chaque symbole est sous-entendue on omettra méme
cette derniere information.

Une algebre sera dite triviale, finie ou infinie selon que son univers est un ensemble,
respectivement, a un élément, fini ou infini. On confondra souvent une algebre et son
univers. Voyons maintenant quelques exemples qui nous utiliserons dans la suite.

e Semigroupes

Un semigroupe est une algebre (.5,-) de type (2) (c’est-a-dire que - est une opération
binaire sur S) dans laquelle

(@-y)-z=z-(y-2) (1.1)
pour tous x,y, z € S. Autrement dit, (.5, -) est une algebre de type (2) dont 'opération
- est associative.

e Monoides

Un monoide est un semigroupe (M,-) possédant un élément neutre, c’est-a-dire, un
élément 1 € M tel que
lz=z-1==x (1.2)

pour tout z € M. Or, dans un semigroupe donné il y a au plus un élément neutre. On
peut donc interpréter un monoide comme étant une algebre (M, -, 1) de type (2,0) qui
satisfait les égalités (1.1) et (1.2) pour tous z,y,z € M.

e Groupes

Pour des raisons similaires a celles présentées pour les monoides, on définit un groupe
comme étant une algebre (G, -, 1, ~1) de type (2,0, 1) qui satisfait (1.1), (1.2) et

xhrx=x-271=1

pour tous z,y, z € G. Dans un groupe, les éléments = et 2! sont dits inverses I'un de
Iautre.

Notation : En général, dans un semigroupe S (qui, en particulier, peut étre un monoide
ou un groupe), on notera
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— I’élément neutre éventuel par 1 ou par 1g;
— xy au lieude = - y;

— 2" (z € S,n € N) le produit z - ... -z de n éléments tous égaux a x. [

e Treillis

Un treillis est une algebre (T, V, A) de type (2,2) dont les opérations vérifient les lois :
associative, commutative, d’idempotence et de d’absorbtion; i.e.,

xV(yVz) = (xVy)Vz, cANyNz) = (zAhy) Az
rVy = yVuo, TNy = YAz
rVr = ux, rNr = x

zV(zAhy) = =, zA(zVy) = =

pour tous z,y,z € T. Il est bien connu qu’'un treillis induit un ordre partiel sur son
univers tel que deux éléments quelconques admettent une borne supérieure et une borne
inférieure, et inversement un ordre partiel qui satisfait ces conditions définit un treillis.
e Algebres de Boole
Une algébre de Boole est une algebre (B,V,A, ',0,1) de type (2,2,1,0,0) telle que
(B, V, A\) est un treillis distributif, i.e., qui satisfait les égalités

zV(ynz) = (zVy A(zV2)

zA(yVz) = (zAy)V(zAz)

pour tous z,y, z € B, et telle que les restantes opérations satisfont

rVv1l = 1, zVvr =1
A0 = 0, ANz = 0

pour tout x € B. Comme exemple d’une algebre de Boole fondamental on peut citer
I'ensemble P(A) des parties d'un ensemble A, muni des opérations binaires d’union et
d’intersection, de 'opération unaire de complémentation et de deux constantes qui sont
I’ensemble vide et le propre A.

1.2.2 Sous-algebres, morphismes, congruences, produits directs

Maintenant, nous introduisons quelques concepts qui peuvent étre définis d’une fagon
similaire pour toutes les classes d’algebres d’un méme type. Nous ne prétendons pas
étre exhaustifs puisque nous travaillerons plutot avec des semigoupes et, donc, nous lais-
serons pour les prochaines sections la plupart des notions spécifiques aux semigroupes
dont nous aurons besoin.

e Sous-algebres
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Soient A = (A, F) et B = (B,G) deux algebres de type 7 = (O, a). Nous disons que B
est une sous-algébre de A si B est un sous-ensemble de A et si toute opération de B est
la restriction de I'opération correspondante de A, autrement dit, si pour tous n € Ny,
feO,etay,...,a, € B,ona

fBlay,. .. an) = fA(aL,. .. an).

Notons que toute intersection d’univers de sous-algebres de A est encore I'univers
d’une sous-algebre de A. On peut donc définir la sous-algebre de A engendrée par un
ensemble B C A, tel que BUOy # (), comme étant la sous-algebre de A dont 'univers est
le plus petit qui contient B. Dans ce cas, I’ensemble B est appelé ’ensemble générateur
(on dit aussi que B est un ensemble de générateurs). Une algebre est dite finiment
engendrée si elle admet un ensemble fini de générateurs.

e Morphismes

Soient A = (A, F) et B = (B,G) deux algebres de type 7 = (O, «). Un morphisme de
A dans B est une application ¢ : A — B telle que, pour tous f € O, et ay,...,a, € A,

p(f a1, an)) = fPlp(@), ... plan)).

En outre, nous disons que :

— A est isomorphe & B, et on note A ~ B, §’il existe un morphisme bijectif ¢ de A
dans B. Dans ce cas, on dit que ¢ est un isomorphisme;

— B est un quotient de A s’il existe un morphisme surjectif de A dans B;
— B divise A, et on note B < A, si B est un quotient d’une sous-algebre de A.

On montre facilement que la relation < est transitive. En général nous identifierons
deux algebres isomorphes.
e Congruences

Une congruence sur une algebre A = (A, F) est une relation d’équivalence R sur son
univers A telle que, pour tout f € O, et ay,...,an,b1,...,b, € A, on a

ar Rby, ... an Rby = fMar,...,an) R Ay, ... by).

Si R est une congruence sur une algebre A = (A, F) de type 7, 'ensemble A/R
muni des opérations

fARay/R, ... an/R) = fA(ay,...,an)/R

ou feO,etai,...,a, € A, est bien une algebre de type 7, appelée I'algébre quotient
de A par R et notée A/R.

L’application naturelle
m A — A/R
a — a/R
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est bien stir un morphisme surjectif, et est appelée la projection canonique de A sur

A/R.

Comme exemple classique de congruence, on peut présenter la congruence nucléaire :
si ¢ est un morphisme entre deux algebres A et B, alors la relation sur A

Kerp = {(a1,a2) € Ax Afp(ar) = p(az)}
est une congruence, appelée la congruence nucléaire sur A associée a .

On peut maintenant énoncer un résultat classique.

Proposition 1.2.1 (théoréme du morphisme) Soit ¢ : A — B un morphisme et

soit m : A — A/Kerp la projection canonique. Alors, il existe un unique morphisme

¥ A/Kerp — B tel que ¢ = ¢ om. De plus, 1 est un isomorphisme de A/Ker ¢ sur

p(A). O
Nous utiliserons aussi le résultat suivant.

Proposition 1.2.2 Soient p: A — B et m: A — C deux morphismes avec ¢ surjectif.
Alors, il existe un unique morphisme v : B — C tel que m = ¢ o ¢ si et seulement si
Ker ¢ C Kerm. O

e Produit direct

Etant donnée une famille (A;)icr d’algebres de type 7, leur produit direct est 1’algebre
B = [];c; Ai de type 7, dont I'univers est le produit cartésien [[,.; A; des univers des
algebres A;, pour laquelle on définit, pour f € Op, b1,...,b, € [[;c; Ai et j €1,

fB(bla SRR bn)(]) = fAj(bl(j)7 SER) bn(]))
Pour chaque j € I, la projection sur la composante d’index j est le morphisme

pj: LerAi — A
b — b(j).

Dans le cas ou I = {1,...,n} avec n € N, on notera en général A; x --- x A, au
lieu de J[,o; A
1.2.3 Algebres libres, termes
Nous introduisons maintenant les notions d’algebre libre et de terme, en commencant
par cette derniere.
e Termes

Soit 7 = (O, ) un type d’algebres et soit A un ensemble tel que AU Oy # 0, dont les
éléments sont appelés variables. L’ensemble T'(A) des termes de type 7 est le plus petit
ensemble tel que
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- AUOyCT(A);

—sity,...,tp € T(A) et f € Oy, alors f(ti,...,t,) € T(A).

Lanotation t = t(ay, ..., ay) sera utilisée pour indiquer que dans le terme ¢ occurent,
au plus, les variables aq, ..., ay.

L’ensemble T'(A) est muni naturellement d’une structure 7 (A) d’algebre de type 7
en posant, pour tout f € O, et t1,...,t, € T(A),

FEA ) = (- t).

L’algebre 7 (A) est appelée [’algebre des termes de type T sur A.

e Algebres libres
A partir d’ici on utilise la méme notation pour une algebre et son univers.

Soit C une classe d’algebres de type 7 et soit F' une algebre de type 7 engendrée par
un ensemble A. On dit que F satisfait la propriété universelle pour C sur A si pour tout
C' € C et pour toute application ¢ : A — C il existe un (unique) morphisme @ : F' — C
qui prolonge ¢, autrement dit, tel que le diagramme

A2

N /s

est commutatif, ou ¢ est I'application d’inclusion de A sur F. L’algebre F' est ditte
librement engendrée par A et A est appelé un ensemble de générateurs libres de F'.

Il est bien connu que, si F} et Fy sont deux algebres qui satisfont la propriété
universelle pour C sur A telles que F1, F» € C, alors Fj et F5 sont isomorphes.

A partir d’ici on assume que A U O, £ .

Théoréme 1.2.3 Soit C la classe de toutes les algébres de type T sur A. L’algébre des
termes de type T sur A satisfait la propriété universelle pour C sur A. O

On définit une congruence sur T'(A) associée a la classe C en posant

0c(A) = {p | p est une congruence sur T(A) telle que T'(A)/p
est isomorphe a une sous-algebre d’une algebre de C}

= ({Ker ¢ | ¢ est un morphisme de T'(A) sur C € C}.
On note A = A/0c(A) et Fz(C) = T(A)/0c(A). L'algebre F5(C) est appelée 1’algebre
C-libre sur A.
Théoréme 1.2.4 (Birkhoff) L’algébre F3(C) satisfait la propriété universelle pour C
sur A. O

Notons que, lorsque C n’est pas triviale, les ensembles A et A sont en bijection d’apres
le théoreme 1.2.3. Dans ce cas nous identifierons A et A.
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1.3 Semigroupes

Dans cette section nous introduisons les définitions et notations de base concernant
les semigroupes dont nous aurons besoin dans la suite.

Définitions

Dans un semigroupe donné il y a au plus un élément neutre. Si S est un semigroupe
sans tel élément, si on ajoute a ’ensemble S un élément 1 et on définit, pour tout s € 5,

sl=1s=s et 11=1

alors, S U {1} est un monoide. Nous utiliserons la notation S! avec la signification

suivante :
gl _ { S si S a élément neutre

SU{l} sinon.

Nous disons qu’'un élément z d’'un semigroupe S est un zéro a gauche si, pour tout
€S,
2T = 2.

La notion de zéro a droite est définie dualement. Le zéro (habituellement noté 0) d’un
semigroupe, s’il existe, est I'unique élément qui est a la fois zéro a gauche et zéro a
droite.

Un élément e d'un semigroupe S est idempotent si e> = e. Notons que ’élément

neutre et le zéro d’un semigroupe, s’ils existent, sont idempotents. On notera E(.S)
I’ensemble des idempotents de S.

Un semigroupe qui possede un seul idempotent, cet idempotent étant un zéro, est
dit nilpotent. Un semigroupe S est dit commutatif si, pour tous z,y € S, xy = yx. Un
semigroupe dans lequel tout élément est idempotent est dit idempotent ou une bande.
Une bande commutative est dite un demsi-treillis.

L’exemple fondamental d’un demi-treillis est le monoide Uy = {0, 1} & deux éléments
muni du produit 00 =01 =10=0et 11 = 1.

Si A et B sont des sous-ensembles d’un semigroupe S, on note
AB={abe S| a€c A, be B}.

Pour un élément b € S, on écrira simplement Ab (resp. bA) au lieu de A{b} (resp.
{b}A). L’ensemble P(S) des parties de S muni de la multiplication ci-dessus est un
semigroupe, que ’on appelle semigroupe des parties de S.

Rappelons qu'un sous-ensemble non vide 7' d’un semigroupe S est dit un sous-
semigroupe de S, si T? C T. Par abus de langage, un sous-semigroupe de S qui est un
groupe sera dit un sous-groupe de S. Cet abus est toutefois inoffensif puisque, si un
sous-semigroupe d’un groupe est un groupe, alors il est aussi un sous-semigroupe au
sens de la section antérieure.
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Si A est un ensemble non vide on note 74 le semigroupe des applications de A dans
A, muni de la composition des applications. Un semigroupe est dit un semigroupe d’ap-
plications s’il est un sous-semigroupe de 74, pour un ensemble A. Le résultat suivant,
qui est I’analogue du théoreme de Cayley pour les groupes, montre que tout semigroupe
est un semigroupe d’applications.

Théoréme 1.3.1 Si S est un semigroupe et A = S, alors S est un sous-semigroupe
de Ty. O

Soit S un semigroupe et soit A une partie non vide de S. Le sous-semigroupe de S
engendré par A consiste de tous les éléments de S qui peuvent étre écrits dans la forme
T1T9 -+ Ty, avecn € N et x1, 2o, ..., T, € A. D’intérét particulier est le cas dans lequel
I’ensemble de générateurs est un singleton.

Proposition 1.3.2 Soit S un semigroupe monogene, i.e., S est engendré par un élément
x. Alors, ou bien S est isomorphe au semigroupe additif N, ou bien S est fini. Dans ce
dernier cas, il existe des entiers uniques i € Ny et p € N tels que

S ={z,z% ... 2 . 2P}

P =zt et aF #£ 2™ pour tous 1 <k <m<i+p—1.
En outre, K, = {a%,... 2P~} est un groupe dont I’élément neutre, que l’on note

“  est l'unique idempotent de S. O

x
Les nombres 7 et p de la proposition antérieure sont dits, respectivement, [’indice
et la période de z. Le semigroupe {z,..., 2P~} sera noté Lip s

Corollaire 1.3.3 Tout semigroupe fini contient au moins un idempotent. O

On dira qu’un semigroupe fini S est apériodique si, pour tout s € S,

ol s“t! = s¥s = ss¥. Notons que, d’apres la proposition 1.3.2, cela revient & dire que

tous les sous-groupes de S sont triviaux.

La proposition 1.3.2 montre aussi que tout semigroupe fini S admet un entier k € N
tel que s* est idempotent pour tout s € S. En effet, d’apres la proposition, tout élément
s € S a une puissance s™s idempotente. Alors, si on prend pour k£ un multiple commun
de tous les ng (s € S), on vérifie que s* est idempotent pour tout s € S. Un entier qui
vérifie cette propriété est appelé un exposant de S.

Le résultat suivant donne une idée de ’abondance d’idempotents dans un semi-
groupe fini.

Proposition 1.3.4 Soit S un semigroupe fini et soit n > |S|. Alors, S™ = SE(S)S.0O
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Idéaux
Soit S un semigroupe. Un sous-ensemble non vide I de S est un idéal (resp. idéal a
gauche, idéal a droite) de S, si

S'ISY =1 (vesp. S'T =1, I1S* =1).
Comme on peut le vérifier, une partie non vide I de S est un idéal si et seulement si
c’est a la fois un idéal a gauche et un idéal a droite.

Un idéal I d’un semigroupe S est appelé minimal si, pour tout idéal J de S,
JCI=J=1,

autrement dit, si I est un idéal minimal pour la relation d’inclusion. Notons qu’un idéal
minimal, s’il existe, est unique. En effet, si I et J sont deux idéaux minimaux de 5,
alors IJ est un idéal de S qui est contenu a la fois dans I et dans J, d’'ou I =1J = J.

L’existence d’un idéal minimal est assurée dans deux cas importants.

Exemples 1.3.5

(1) Si S est un semigroupe fini, alors S admet un idéal minimal (dont on montre
facilement qu’il est le produit de tous les idéauz de S).

(2) Si S est un semigroupe avec zéro, alors {0} est l'idéal minimal de S. [

Congruences

Outre la congruence nucléaire, il faut connaitre deux autres types de congruences qui
sont beaucoup utilisées dans les théories de langages et de semigroupes.

e Congruence de Rees

Si I est un idéal d’un semigroupe S, ’équivalence =; définie sur S par
T=ry si et seulement si soit x = y soit x,y € I

est une congruence, appelée la congruence de Rees sur S associée a I. Le semigroupe
quotient S/ = est noté habituellement S/I.

e Congruence syntaxique

Soit P une partie de S. La congruence syntaxique de S associée a P est la congruence
~p sur S donnée par

T ~py si et seulement si Vr,s € St (ras € P < rys € P).

De plus, ~p est la congruence sur S la plus grande (pour l'inclusion) qui sature P, c’est-
a-dire, pour laquelle P est union de classes modulo ~p. Le semigroupe quotient S/~p
sera noté S(P) et est appelé le semigroupe syntazique de P. On remarque qu’on utilisera
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toujours la lettre “S” pour noter un semigroupe syntaxique méme si le semigroupe de
départ est notée différemment. La projection canonique

np:S— S(P)

est appelée le morphisme syntazique de P. Notons que d’apres la définition de ~p, on
a P =1y (np(P)).

1.4 Relations de Green

Cette section sert pour donner les définitions des relations de Green et pour présenter
quelques proprietés sur les semigroupes a ’aide de ces relations. Les relations de Green
doivent son nom & Green qui les a introduit en 1951 [42] et elles se sont montrées indis-
pensables pour I’étude des semigroupes. Leur importance est manifestée, de plus, dans
le fait que la plus grande partie des classes de semigroupes finis que nous considerons
dans ce travail sont (ou peuvent étre) définis & son aide.

Soit S un semigroupe. Il y a cing relations d’équivalence sur S (notées R, L, T, H
et D) qui sont designées de relations de Green. Commengons pour définir trois d’elles.
Pour z,y € S,

zRy < zS'=yS!

zLy < Slz=S8ly
tJy < Slas!=8lyst.
Egalement importantes sont les trois relations de préordre sur S, définies par
r<py & xS Cys!
r<py & SlzCSly

r<7y & SlelgSlySl.

Autrement dit, z <g y si et seulement si I’idéal a droite engendré par = est contenu
dans I'idéal a droite engendré par y. Notons de plus qu’on a

zStCySt & zeyst

& JueS r=yu.

Des remarques similaires sont valides pour les préordres <, et <.

Comme il est évident, si £ € {R,L,J}, on a 2Ky si et seulement si z <g y et
y <x x. Notons de plus que

zu <R T, ur <p T et urv <7 T

pour tout « € S et tous u,v € S'.
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Une relation R sur un semigroupe S est dite compatible a gauche (resp. a droite)
avec la multiplication si, pour tous a,x,y € S,

xRy = ax Ray (resp. x Ry = za Rya).

Pour les relations R et £ on déduit facilement le suivant.

Lemme 1.4.1 Dans tout semigroupe, les relations R et <r sont compatibles a gauche
avec la multiplication et les relations L et <, sont compatibles a droite avec la multi-
plication. O

Les deux autres relations de Green sont obtenues a partir de R et L :
H=RNL et D=RVL

ol RV L est ’équivalence sur .S engendrée par la relation RUL. Cette derniere définition
est peut amiable mais le fait de la composition

RoL={(z,y) € SxS: z€ S, 2Rz et zLy}
étre égale a L o R, permet de décrire la relation D d’une forme plus simple :
D=RVL=RoL=LoR.
On définit de plus la relation de préordre <4 sur S, donnée par
T<HY = r<Ryetr =Ly

Le résultat qui suit est d’une grande importance pour ’étude des semigroupes finis.
Comme nous le verrons, il peut étre étendu aux semigroupes topologiques compacts.

Proposition 1.4.2 Dans un semigroupe fini, D = 7. O

Si K est une des relations de Green sur un semigroupe S et x € S, on note K, la
K-classe qui contient z. Chaque D-classe est a la fois une union de R-classes et une
union de L-classes. De plus, l'intersection non vide d’une R-classe et d’'une L-classe
est une H-classe. Pour ces raisons, chaque D-classe peut étre représentée comme une
“boite a oeufs”,

L-classe L-classe

! !

R-classe —

R-classe —
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ol chaque cellule représente une H-classe, chaque ligne une R-classe et chaque colonne
une L-classe. Pour indiquer qu’une certaine H-classe contient un idempotent, il est
habituel de dessiner une étoile sur la cellule qui représente cette H-classe.

Par exemple, si on considére le semigroupe de Brandt By donné par

By — 00 10 01 00 00
>~ 1\00/)"\0oo/ \oo/) \10)"\o1) |~
avec le produit de matrices, et on pose
01 00
T = et Yy =
00 10

on peut représenter 'organisation des éléments du monoide Ba en utilisant les relations
de Green comme suit

Nous groupons dans les résultats suivants quelques propriétés intéréssantes sur la
structure des D-classes d’un semigroupe et qui seront tres utiles dans la suite.

Lemme 1.4.3 (Green) Soient x ety deux éléments D-équivalents d’un semigroupe S
et soient u,v € S tels que

TU =1Y et Yv = .
Alors, les translations a droite p, et p, définies par
puls) =su et py(s)=sv
induisent des bijections réciproques de Ly sur Ly et de L, sur L, respectivement, qui
préservent les H-classes. O
Le lemme de Green admet bien siir un analogue pour les R-classes.

Proposition 1.4.4 Soit S un semigroupe.

(1) Pour z,y € S, xzy € Ry N Ly si et seulement si R, N L, contient un idempotent.

(2) Sie est un idempotent de S, alors He est un sous-groupe mazximal de S.

(3) Deux sous-groupes mazimaux de S contenus dans la méme D-classe sont isomor-
phes. O
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Un élément  d’un semigroupe S est régulier s’il existe y € S tel que xyx = x. On
dit que 2’ € S est un inverse de x si

xx'r =x et 2xx =2

Notons qu’'un élément qui admet un inverse est régulier. Moins évident c’est que tout
élément régulier a un inverse : si x,y € S sont tels que zyxr = z, alors ' = yxy est un
inverse de . Un élément peut avoir plusieurs inverses.

Un sous-ensemble de S est dit régulier si tous ses éléments sont réguliers. En parti-
culier, si tous les éléments de S sont réguliers, S est appelé un semigroupe régulier. On
énonce maintenant une proposition qui donne diverses caractérisations des D-classes
régulieres d’un semigroupe.

Proposition 1.4.5 Soit D une D-classe d’un semigroupe S. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) D est réguliére ;

2) D contient un élément régulier;
4
5

(

(2)

(3) chaque R-classe de D contient un idempotent ;
(4) chaque L-classe de D contient un idempotent ;
(5)

il existe x,y € D tels que xy € D. O
Les relations de Green sont fréquemment utilisés pour définir classes de semigroupes.
Nous présentons de suite quelques exemples bien connus.

Définition 1.4.6 Un semigroupe S est appelé :

(1) un groupe si H est la relation universelle sur S ;

(2) apériodique si H est la relation triviale sur S ;
(3) simple, si J est la relation universelle sur S ;
(4)

4) completement simple si est simple et si tout I’ensemble non vide de L-classes ou

de R-classes de S contient un élément minimal ;
(5) completement régulier si toute H-classe de S est un groupe ;
(6) inversif si est régulier et les idempotents de S commutent ;
(7) orthodoxe si est régulier et les idempotents de S forment un sous-semigroupe. O

Pour les semigroupes finis les notions de semigroupe simple et de semigroupe com-
pletement simple coincident.

Par définition, et comme dans les semigroupes finis les relations D et J coincident,
il est facile & vérifier qu’un semigroupe fini simple posséde une seule D-classe (son idéal
minimal) dont toutes les H-classes sont des groupes. Réciproquement, on peut vérifier
que si une D-classe réguliere d’un semigroupe est un sous-semigroupe, alors c’est un
semigroupe simple.



1.5 Mots 25

Comme exemples de semigroupes simples on a les bandes rectangulaires. Ce sont
les semigroupes dont ’ensemble sous-jacent est de la forme I x J, ou I et J sont des
ensembles, et dont la multiplication est donnée par

(i), 5') = (i, 7).

Comme il est clair ces semigroupes sont idempotents (ou bandes) et, donc, sont exacte-
ment les semigroupes simples dont les groupes sont triviaux.

1.5 Mots

Nous empruntons la plupart des notions qui suivent a [49] en ce qui concerne les
mots finis et & [55] en ce qui concerne les mots infinis et biinfinis.

1.5.1 Mots finis

Soit A un ensemble non vide, que 'on appellera alphabet. Les éléments de A sont appelés
de lettres. Un mot fini (ou simplement un mot) sur A est une suite finie (a1, as, ..., a,)
de lettres de A, que 'on notera simplement

ajag - - Qp.

La suite vide sera notée 1 (ou € dans certains cas particuliers) et sera dite le mot
vide. L’ensemble de tous les mots sur A est noté A*, et AT denote I'ensemble A*\ {1}.
L’ensemble AT (resp. A*) muni du produit de concaténation (ou simplement produit),
qui associe & deux mots u = ajas - - - a, et v = b1by - - by, le mot

UV = G1G3 - Apb1by -+ - by,

est un semigroupe (resp. monoide). Le semigroupe A1 (resp. A*) est clairement en-
gendré par A et est dit le semigroupe libre (resp. le monoide libre) sur A. Cette termi-
nologie est justifiée par la propriété universelle de AT suivante.

Proposition 1.5.1 Soit ¢ : A — S une application quelconque dans un semigroupe S.
Alors, il existe un unique morphisme ¢ : AT — S qui rend commutatif le diagramme
sutvant,

AT
N /o
A+

ou ¢ est application d’inclusion de A sur F. O

Le monoide A* satisfait bien sir une propriété analogue.

Le morphisme ¢ de la proposition antérieure est définit par

plar---an) = plar) - p(an),
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et est appelé l’extension naturelle de ¢ & AT. Notons encore que ce résultat dit que tout
élément de AT admet une factorisation unique de la forme a; ---a, avec a; € A (i =
1,...,n).

Siu=aj---ap(a; € A) est un mot de A", le nombre n est dit la longueur de u qui
est notée |u|. La longueur du mot vide est 0. De plus, si a est une lettre de A, on note
|u|, le nombre d’occurrences de a dans u. Notons que

[ul =) lula.

a€A

L’ensemble de toutes les lettres intervenant dans un mot u € A* est noté c(u) et
est appelé le contenu de u.

Un mot u € A* est un préfize (resp. suffize, facteur) d'un mot w € A* §'il existe
des mots y, z € A* tels que w = uy (resp. w = yu, w = yuz). Un préfixe (resp. suffixe,
facteur) u de w est dit propre si u # w.

Soit k € N. Pour chaque mot u € A* de longueur > k, on note py(u) (resp. si(u))
le préfixe (resp. suffixe) de u de longueur k. Si u € A* est un mot quelconque, on note
ix(u) et ti(u) les mots définis, respectivement, par

() = u si|ul <k
)= pr(u) siju|l >k

et

_Ju si|ul <k
() = { sk(u) st |u| > k.

Un mot u € AT est dit primitif s’il n’est pas puissance d’un autre mot, i.e., si

u=v", neN=n=1.

On dit que deux mots u et v sont conjugués s’il existe x,y € A* tels que
u=xy, v = yx.

Le résultat suivant est presque immédiat.
Lemme 1.5.2 57w est un mot primitif et v est un mot conjugué de u, alors v est aussi
primatif.
Preuve. Supposons que u = rs et v = sr = z¥ pour des 1, s,z € A* et k € N. Alors, il
existe z,y € A* et ki, ko € Ng tels que z = zy,s = 2P, r = y2" et ki + ko + 1 = k.
Donc, u = rs = yzk2zMg = (yx)k et comme u est primitif, &k = 1, c’est-a-dire, v = z.
Par conséquent v est primitif. O

Ce résultat admet le raffinement suivant (proposition 1.3.5 de [49]).
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Proposition 1.5.3 Soient u,v € A*. Si deux puissances uF et v™ de u et de v ont le
méme préfive (ou suffive) de longueur au moins égale a |u| + |v| — pged(|ul, |v]), alors
u et v sont puissances d’un méme mot. O

Corollaire 1.5.4 Soient u,v € AT deuz mots et soit a € A tel que s1(u) # a (resp.
p1(u) # a). Si k est un entier tel que |u¥| > |u| + |v] — pged(|ul, [v]), alors au® (resp.
uFa) n'est pas facteur de vP, quel que soit p € N.

Preuve. Soit n = |u| + |v| — pged(|ul, |v|) et supposons que le lemme est faux. Alors,

au® = (aw)™w'

avec aw conjugué de v, w’ € A* préfixe propre de aw et m > 1. En particulier,

uk _ (wa)m’w//

ou
—aw” =w' et m' =msiw #1,
— aw” =w et m' =m — 1 sinon.

Alors, u et wa ont des puissances avec le méme préfixe de longueur au moins égale a n
et, donc, d’apres la proposition 1.5.3, u et wa sont puissances d’'un méme mot, disons
r. Ainsi, il existe i, j € N tels que u = 7% et wa = /. En particulier s1(u) = s1(wa) = a
ce qui est absurde parce que, par hypothese, la derniére lettre de u est différente de a.
Donc I’énoncé est vrai. O

Etant fixé un ordre total sur I’alphabet A on étend cet ordre en un ordre total <je,
sur A", appelé ordre lexicographique, par
U <jeg UV & soit v € AT,
soit u = ras et v = rbt, avec a,b € A, r,s,t € A* et a <jep b.
Dans la suite, quand il n’y aura pas risque de confusion, on notera l'ordre lexi-

cographique simplement par <. Notons que I'ordre lexicographique a les deux propriétés
immeédiates suivantes.

- Yw € A*, u < v e wu < wo.
—Yw,z € A%, v € uA* et u < v = uw < V2.

Fixons un ordre lexicographique sur A™. Un mot de Lyndon est un mot primitif qui
est minimal dans sa classe de conjugaison. On notera ’ensemble des mots de Lyndon
par Lyn. Autrement dit,

x € Lyn si et seulement si Yu,v € AT, z =uv = x < vu.

Par exemple, pour A = {a,b} et a < b, la liste des mots de Lyndon de plus petite
longueur est

Lyn = {a,b, ab, aab, abb, aaab, aabb, abbb, aaaab, aaabb, aabab, . . .}.
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On introduit maintenant une congruence sur Np, qui sera cruciale au chapitre 7.
Soient z,y,t € Ny et n € N. Nous disons que x est congru ¢ y modulo n seuil t, et nous
notons

T =pty sietseulement si ou bien z =y,

ou bien z,y >t et x est congru a y modulo n.

Par exemple, les classes de =32 sont {0}, {1}, {2,5,8,...}, {3,6,9,...} et {4,7,10,...}.

La congruence =,; a une relation évidente avec le monoide Z., ol Z,; est le
K
semigroupe monogene (disons engendré par z) d’indice t et période n : elle est la
congruence nucléaire associée au morphisme de monoides

2 (N(), +) - (Z’}L,t7 )
0 — 1
0 — zF.

kA

Pour une paire de mots u et v, on dénote par [%] le nombre d’occurrences du facteur

baab . N .y
v dans u. Par exemple [a aaﬁazm] = 2, puisque abaa apparait en deux places différentes
dans abaabaaa : abaabaaa, abaabaaa.

Pour un mot w € AT et des entiers r,t € Ny et n € N posons
L(w,r,n,t)={ue A" | [4] =p¢ r}.
Par exemple,
L(w,1,1,1) = A*wA*, L(w,0,1,1) = AT\ A*wA*
et si A = {a,b}, alors
L(a,1,2,0) = b*ab*(ab*ab™)*

est ’ensemble des mots dans AT qui contiennent un nombre impair d’occurrences de
la lettre a.

1.5.2 Mots infinis

Un mot infini ¢ droite sur 'alphabet A est une suite de lettres de A indexée par N,
c’est-a-dire, est une application de N dans A. On note AN I’ensemble de tous les mots
infinis & droite sur A et on note un élément

u: N — A

n o Uy
de AN par
U = ujpua2ug - - .

Le facteur (fini) wuipr---uj (i,j € Nyi < j) de u sera noté uy; ;. Le facteur up j
(j € N) est appelé un préfize (fini) de u et est noté souvent par p;(u). Ces notations
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s’appliqueront aussi aux mots finis. En outre le mot infini a droite w;u;y1 - - -, sera noté
Uj; 4] €t sera appelé un suffire (infini) de u.

Dualement, un mot infini ¢ gauche sur 'alphabet A est une suite de lettres de A
indexée par —N, que ’on note par

U=- -"U_3U_2U_1.

On note A~N I’ensemble de tous les mots infinis & gauche sur A. On notera aussi
ug; ) (4,5 € —=N,i < j) le facteur (fini) wjuit1---uj de u (si j = —1 ce mot sera appelé
un suffize (fini) de u et il sera noté s_;(u)). La notation ui_., ; sera utilisée pour
représenter le mot infini & gauche - - - u;_ju;, qui sera appelé un préfize (infini) de u.

Pour un mot w fini ou infini & droite (resp. a gauche) on notera Pref(u) (resp.
Suff(u)) 'ensemble des préfixes (resp. suffixes) de u.

Siu € A' est un préfixe (resp. suffixe) d’un mot w € AN (resp. w € A™Y), on note

u~tw (resp. wu~!) T'unique mot z tel que w = ux (resp. w = xu).

Le produit d’un mot fini v = uqusg - - - u, de A* par un mot infini a droite v = vivg - - -
de AN est le mot infini & droite

UV = uUrpuUg - - - UpvV1vV2 - - - .

Le produit d’un mot infini a gauche v = ---v_ov_1 de AN par un mot fini u =
uLUg - - - Uy, de A* est le mot infini & gauche

VU = - V_2U0_1UTUQ * * * Up,.

Soit u = ujuz - - - u, un mot de AT. On note w™ (resp. ©v°) le mot infini & droite
(resp. & gauche) obtenu par répétition infinie a droite (resp. a gauche) du mot u, c’est-
a-dire,

u+OO fr— u1u2 o .. unu1u2 e unu1u2 ... un ..
et
U‘OO = e e e u1u2 ... unu1u2 ... unu1u2 ... un'
Un entier p € N est une période ultime d’un mot infini a droite w = wiwsy - - -, s’il

existe k € N tel que, pour tout n > k, on ait w, = wy4p. Un mot infini a droite qui
posséde une période ultime est dit ultimement périodique. Un mot w € AN ultimement
périodique est donc de la forme

w = uvt,
pour des mots u € A* et v € AT. Un mot ultimement périodique qui peut étre écrit

sous la forme w = v** (v € AT) est dit périodique.

Si p et g sont deux périodes ultimes d’un mot w, leur pged est encore une période
ultime de w. La plus petite période ultime d’'un mot ultimement périodique w est ap-
pelée la période ultime de w. Si pg est la période ultime d’un mot ultimement périodique
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w = wiws- -, il existe un entier minimal ky > 1 tel que pour tout n > kg, on ait
Wy, = Wn4p,- L'entier ko sera appelé I'indice de w. Le mot w peut donc étre écrit sous
la forme

W= Wiw3 - - Wy —1(Who Who+1* ** Who4n—1) (1.3)

qui sera appelée la forme canonique de w. Les mots
WLW2 « * + Wgy—1 € A*

et
+
WEoWEy+1 " Wko4n—1 €A

seront aussi appelés, respectivement, I'indice de w et la période ultime de w. Notons
que, par minimalité de ko, la lettre wy,—1 (si ko > 2) est différente de la lettre wyy4p—1.
Notons aussi que, d’apres le corollaire 1.5.4, w est périodique si et seulement si kg = 1.
En effet, on n’a pas une égalité du type uvt = w* avec u,v,w € A" tels que s1(u) #
s1(v).

Exemple 1.5.5 Considérons le mot ultimement périodique w = ababab®ab?ab®- - - . La
période ultime de w est 3,

w = abab(ab®)™
= aba(bab)™

et a # b= s1(bab). Alors, cette derniére représentation de w est sa forme canonique.m

Symétriquement, un mot w € A™N est ultimement périodique s'il existe des mots
u€ A* et v € AT tels que
w = v u. (1.4)

Si u et v sont choisis de longueur minimale, on dit que u est 1'indice de w, que v est sa
période ultime et que (1.4) est la forme canonique de w. Le mot w sera dit périodique
si u est le mot vide.

1.5.3 Mots biinfinis

On appelle mot biinfini pointé sur 'alphabet A, une suite

indexée par Z. On note aussi u = (u;);ez. On notera A% I’ensemble de tous les mots
biinfinis pointés sur A. Un facteur de u € A% est un mot du type uf; 4] ou

Ufj,5] = Uili41 - - - Uy

avec i, € Z tels que ¢ < j. Pour un mot w (fini, infini ou biinfini), on notera Fact(w)
(resp. Facty(w)) 'ensemble des facteurs de w (resp. de longueur k).

Quand on écrit un mot biinfini pointé particulier u, on a besoin d’indiquer quelle
est la lettre ug. On fait cela en séparant les u; avec ¢ > 0 des u; avec ¢ < 0 par un point
décimal. Par exemple,

u="---babba---
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signifie que u_o = b, u_1 = a, ug = b, u; = b et uy = a.

Un mot biinfini pointé peut étre construit naturellement a partir de deux mots
infinis unilateres : si u € A™N et v € AN sont deux mots infinis, alors u.v représente le
mot biinfini pointé donné par

(wv) = Un sin<-—1
] vpgr sin > 0.

Autrement dit, u.v = ---u_gu_1.v1v2 - - - .

Pour chaque n € Z, on note o™ : AZ — AZ Popérateur de décalage sur A%, définit
ainsi :
si u = (u;)iez, alors o™ (u) = (Witn)icz-
Soient u et v deux mots biinfinis pointés. On dira que u et v sont similaires, et
on notera u ~ v, si v = ¢"(u), pour un certain n € Z. Un mot biinfini sur A est une
~-classe de A%, et AZ désigne I’ensemble des mots biinfinis sur A.

Pour deux mots infinis unilatéres u € A= et v € AN on note uv la ~-classe du mot
biinfini pointé u.v. Ainsi, par exemple

a—ooba+oo

représente le mot biinfini sur l’alphabet {a, b} ayant exactement une occurrence de la
lettre b. Si u € AT on notera le mot biinfini v °u** simplement par 4. Un mot biinfini
du type w = u> (u € A™) est dit périodique et u est dite une période de w.

Notons que si z est un mot biinfini pointé tel que x = ¢™(x), pour un entier positif
n, alors x est périodique. De plus, si u est un facteur de = de longueur n, alors u est une
période de x. C’est-a-dire que x est determiné par chaqu’un de ses facteurs de longueur
n.

Naturellement, un mot biinfini périodique peut étre représenté de plusieurs facons.
Par exemple, le mot biinfini associé au mot biinfini pointé x = (x;);cz tel que za, = a
et xopr1 = b, n € Z, peut étre noté dans les formes suivantes

---ababab--- = ---abab(ab)™
-+ baba(ba )™
(ab) = abab - - -
(baba)*baba - - -
(ab)aba(ba)™
(
(

bababa)>
ab)™
= etc.

Soit w € A% un mot périodique. Comme dans les cas infinis unilateres, il existe un
mot v € AT de longueur minimale tel que w = u*>°. Evidemment on a aussi w = v>
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pour tout v € AT conjugué de u, et si w = 2= avec v € AT de longueur minimale alors
x est un conjugué de u. Parmi les conjugués de u il existe un unique mot de Lyndon y
(en supposant un ordre lexicographique fixé). Alors

w =y (1.5)
sera appelée la forme canonique de w et le mot y sera appelé sa période.

On dit qu'un mot biinfini w € A7 est ultimement périodique 8’il existe des mots
x,2 € AT et y € A* tels que
w = x Yy,

Il est facile a vérifier que, si w est ultimement périodique et non périodique alors il
existe des mots u € A', a € A et t € AV tels que w = w>at, u est de longueur
minimale et la premiere lettre de u est distincte de a. Maintenant, si ¢t = rv*™ (r € A*,
v € A1) est la forme canonique de ¢, on a

w = uCarvt (1.6)

et cette représentation sera appelée la forme canonique de w. Les mots u et v seront
appelés, respectivement, la période ultime a gauche et la période ultime o droite de w.

Exemple 1.5.6 Si w; = (baba’baba®) baba®b(a?ba’ba’b)™ on peut déduire succes-

stvement

wy, = ((baba?®)?) " baba?b((a’b)?)"™

= (baba®)b(a?b)"™

= (baba?) “baab(a’b)™
= (ba’ba) “a(ba?)"™.

Maintenant, si wa = (b*a) "~ b%ab(babbab)’™ on a

wy = (bab) ™ ((bab)?)™
(bab)™
= (ab®)™. [

1.6 Langages et automates

Le but de cette section est de rappeler les définitions et résultats de base des
théories de langages et automates dont nous nous servirons dans la suite.

1.6.1 Langages

Dans cette section A représente un alphabet fini ou dénombrable. Un langage est une
partie du monoide libre A*, autrement dit, ¢’est un ensemble de mots de A*. Un langage
de AT est une partie du semigroupe libre AT. Dans la suite nous travailerons en général
avec des langages de AT mais les définitions et résultats peuvent étre addaptés sans
difficulté aux langages de A*.
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Outre les opérations booléennes classiques (union finie, intersection finie et com-
plémentation) on définit sur les langages diverses autres opérations. Tout d’abord on
rappelle les opérations rationnelles qui sont :

1) l'union K U L;
2) le produit K - L={wv | ue€ K, v € L};
3) lopération “plus”, définie par
LT ={u;-u, € AT | neNetuy,...,u, € L},
autrement dit, L™ est le sous-semigroupe de A" engendré par L ;
4) DPopération étoile, définie par
L*={ui--u, € A" | neNypetu,...,u, € L},
autrement dit, L* = LT U {1} est le sous-monoide de A* engendré par L.

L’ensemble Rat(A™) des langages rationnels de A" est le plus petit ensemble de
langages de AT tel que

1) Rat(A™) contient I'ensemble vide et tous les singletons {a} avec a € A;

2) Rat(A™) est fermé par union finie, produit fini et par Popération L — L.

Les langages rationnels de A" sont, donc, ceux qu’on peut obtenir & partir de
I’ensemble vide et des lettres de A en utilisant un nombre fini de fois les opérations
rationnelles U , - et T.

Notation : Pour alléger les notations on adopte la convention d’écrire u a la fois de
{u} et + a la fois de U. En outre le point du produit sera omis. [

Il y a deux autres opérations sur les langages qui sont indispensables. Pour deux
langages K et L de AT le quotient a gauche et le quotient a droite de L par K sont
donnés, respectivement, par

K 'L={ve A" |il existe u € K tel que uv € L}

et
LK™ = {v e AT | il existe u € K tel que vu € L}.

On dit qu'un langage L de A" est reconnu par un semigroupe S s’il existe un
morphisme ¢ : AT — S et une partie P de S tels que

L=y¢ }(P).
On dit qu'un langage de A™ est reconnaissable s’il est reconnu par un semigroupe fini.
La classe des langages reconnaissables de AT sera notée Rec(A™).

Le résultat qui suit énonce ’équivalence des notions de rationnalité et reconnaissa-
bilité, constituant un des fondements de la théorie des langages.
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Théoréme 1.6.1 (Kleene) Soit A un alphabet fini. Un langage L de AT est rationnel
si et seulement si il est reconnaissable. Autrement dit, Rat(AT) = Rec(A™). O

On remarque que tout langage L de A™ est reconnu par son semigroupe syntaxique
S(L) = A%/~ puisque n;'(n.(L)) = L, o iz, : A*Y — S(L) est le morphisme
syntaxique de L. En outre, ~ est la congruence la plus grossiére qui sature L ce qui
entraine une partie du résultat suivant.

Proposition 1.6.2 Soit L un langage de A™.

(1) Un semigroupe S reconnait L si et seulement si S(L) divise S ;
(2) Le langage L est reconnaissable si et seulement si S(L) est fini. O

Les propriétés suivantes des semigroupes syntaxiques sont importantes comme mo-
tivation pour l'introduction de la notion de pseudo-variété de semigroupes.

Proposition 1.6.3 Soient L, L et Lo des langages reconnaissables de A" et soit K
un langage quelconque. Alors

(1) S(A*\L) = S(L).

(2) S(Li N Ly) et S(LyU Lg) diwvisent S(L1) x S(Ls).

(3) S(LK~Y) et S(K~L) divisent S(L).

(4) si ¢ : Bt — A" est un morphisme de semigroupes libres, S(p~1(L)) divise
S(L). O

1.6.2 Automates

Nous introduisons maintenant la notion d’automate qui nous permettra de retrouver
les langages reconnaissables dans une autre perspective.

Un automate est un quintuple

A:(Q7A7'7QO7F)

— (Q est un ensemble, dont les éléments sont appelés états;
— A est un alphabet fini;

— - désigne une action droite de A sur @ ;

— qo € @ est dit I’état initial;

— F C @ est dit 'ensemble des états finauz.

L’action - est étendue par associativité & AT en posant
q-(ua)=(q-u)-a

pour tout ¢ € Q, u € AT et a € A. L’automate est dit fini si @ est fini. Tous les
automates considérés dans la suite seront finis. Si I’action - est une application de @) x A
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dans @ on dit que automate A est déterministe. On dit que A est codéterministe si
|F| =1 et, pour tous q € Q et a € A, il existe au plus un état p € Q tel que p-a = q.

Si A est un automate déterministe, chaque lettre a € A définit une application de
@ dans ). Le semigroupe d’applications engendré par ces applications (i.e., le sous-
semigroupe de 7q) est appelé le semigroupe de transition de A et sera noté S (AL

Le langage reconnu par un automate A = (Q, 4, -, qo, F') est ’ensemble
L(A) ={we A" | go-wnN F # 0}.

Cette notion de reconnaissabilité par automate est équivalente a celle par semigroupe
comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.6.4 Un langage de AT reconnu par un automate est reconnu par le
semigroupe de transition de cet automate. De plus, L est reconnaissable si et seulement
st 1l est reconnu par un automate fini. O

Rappelons qu'un graphe (orienté) est une paire G = (V, E) d’ensembles disjoints
munie de deux applications «, 8 : E — V. Les éléments de V' sont appelés de sommets
et les éléments de E d’arétes (ou arcs). Pour e € E, les sommets a(e) et 3(e) sont
appelés, respectivement, les sommets initial et final de 'aréte e.

On représente un automate par un graphe dont les sommets représentent les états
de 'automate, et dont les arétes représentent les transitions, (c’est-a-dire, les triplets

(pra,q) €QxAXQ

tels que ¢ € p-a). La lettre a est 1'étiquette de la transition (p, a, q). L’état initial sera
indiqué par une fleche entrante et les etats finaux par une fleche sortante.

Deux transitions (p,a,q) et (p/,d’,q’) sont dites consécutives si ¢ = p’. Un chemin
dans l'automate est une suite de transitions consécutives. Deux chemins sont coter-
minauz si ses états initiaux (resp. et ses états finaux) coincident. L’ étiquette d’un chemin
est la suite d’étiquettes des transitions qui le composent. S’il n’y a pas risque de con-
fusion sur les états intermédes d’un chemin étiqueté u € AT d’un état p pour un état g
on dira quelques fois, par abus de langage, la “transition” (p,u,q) a la fois du chemin.
Une boucle est un chemin dont I’état initial et I’état final coincident.

Exemple 1.6.5 Considérons l’automate suivant.

b a,b

LCette notation, bien que similaire & celle du semigroupe syntaxique d’un langage, ne se confond
avec elle puisque un automate sera noté toujours en lettres calligraphiques.
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Cet automate admet trois états, son alphabet est A = {a, b}, (3, a,2) est une de ces tran-
sitions, les chemins (1,a,2) et (1,b,3)(3,b,2)(2,a,2) sont coterminauz et il reconnait
le langage

L=b"aA"+bt +b" AT m

Soit L un langage reconnaissable de AT. On appelle automate minimal de L 1’au-
tomate A = (Q, A, -, qo, F) ou
Q={u'LluecA}, @=L  F={u'L|lueclL}
et les transitions sont définies par

(L) -a=aYu'L) = (ua) 'L

pour tous u € A" et a € A. Comme on peut le vérifier, 'automate minimal de L
reconnait L. De plus, c’est le plus petit automate accessible (i.e., tel que, pour tout état
q # qo, il existe un mot u € AT tel que qo - v = ¢) reconnaissant L. En outre on a la
propriété suivante.

Proposition 1.6.6 Le semigroupe de transition de l’automate minimal d’un langage
reconnaissable L est isomorphe a S(L). O



Chapitre 2
Variétés

Ce chapitre est entierement consacré aux variétés : variétés de semigroupes, variétés
de semigroupes finis (que nous appelons plutot pseudo-variétés de semigroupes) et
variétés de langages. On rappelle notamment le théoréeme bien connu de Birkhoff qui
montre que les variétés sont définies par des identités. Pour les pseudo-variétés on dis-
pose d’un résultat analogue di a Reiterman, qui a montré qu’elles sont définies par des
“pseudo-identités”, mais que nous étudierons seulement au prochain chapitre. Cepen-
dant, on rappelle ici un autre résultat important sur les pseudo-variétés, le théoreme
d’Eilenberg-Schiitzenberger qui dit que les pseudo-variétés sont définies “ultimement”
par des identités.

Enfin nous rappelons aussi le théoreme (des variétés) d’Eilenberg [34] qui constitue
la formalisation des liens tres étroits qui existent entre les semigroupes finis et les
langages reconnaissables. Ce résultat de 1976 associe bijectivement a chaque pseudo-
variété de semigroupes une variété de langages, et constitue le “corollaire” naturel des
cas particuliers qui étaient connus jusqu’a ce moment dus & Schiitzenberger [66] (pour
la pseudo-variété des semigroupes apériodiques), a Simon [71] (pour la pseudo-variété
des semigroupes J-triviaux) et, indépendamment, & Brzozowski et Simon [30] et &
McNaughton [50] (pour la pseudo-variété des semigroupes localement idempotents et
localement commutatifs).

Les références pour ce chapitre sont les livres d’Eilenberg [34], d’Almeida [9] et de
Pin [57].

2.1 Variétés de semigroupes

Dans cette section nous rappelons le concept, introduit par Birkhoff, de variété de
semigroupes et rappelons aussi le résultat classique, du également a Birkhoff, qui les
caractérise comme étant les classes de semigroupes équationnelles.

Tout d’abord on introduit quelques opérateurs sur les classes de semigroupes. Fixons
une classe C de semigroupes. On note

— H(C) la classe des quotients (autrement dit, des images homomorphes) des semi-
groupes de C;

37



38 2 Variétés

— 5(C) la classe des sous-semigroupes de semigroupes de C;
— P(C) la classe des produits directs de semigroupes de C;
— P¢(C) la classe des produits directs finis de semigroupes de C.

La composition O1(02(C)) ot O1, 02 € {H, S, P, Py} sera notée simplement O10:(C).
Si O(C) C C avec O un de H, S, P et Py on dit que C est fermée par, respectivement,
quotient, sous-semigroupe, produit direct et produit direct fini. On dit que C est fermée
par division si C est fermée a la fois par quotient et sous-semigroupe.

Une classe de semigroupes est dite une wvariété si elle est fermée par division et
produit direct. Il est immédiat que toute intersection de variétés est encore une variété.
On peut donc définir la variété engendrée par une classe de semigroupes C comme étant
'intersection de toutes les variétés qui contiennent C. On la note V(C).

Proposition 2.1.1 Pour toute classe de semigroupes C on a V(C) = HSP(C). Autre-
ment dit, un semigroupe est dans V(C) si et seulement si il divise un produit direct de
semigroupes de C. O

Dans la suite nous trouverons un certain type de variétés : une variété est dite
localement finie si tout semigroupe finiment engendré de cette variété est fini.

Soit A un ensemble dénombrable. Une identité (ou équation) de semigroupes sur A
est une paire (u,v) de mots de AT, normalement représentée par u = v. Une identité
de la forme u = w est dite triviale.

On dit qu’un semigroupe S satisfait une identité u = v, et on écrit S = u = v, si
¢(u) = p(v) pour tout morphisme ¢ : AT — S. Une classe C de semigroupes satisfait
un ensemble ¥ d’identités, et on note C = X, si

VSe CVu=ve X, SEu=w.

Etant donné un ensemble ¥ d’identités, il est facile de vérifier que la classe de tous
les semigroupes qui vérifient toutes les identités de 3 est une variété. Cette variété
est notée [X] et est dite la variété définie par ¥. Une classe de semigroupes V est dite
équationnelle 8’1l existe un ensemble 3 d’identités tel que V = [¥]. Dans ce cas on dit
que X est une base (d’identités) de V.

On peut maintenant énoncer le résultat fondamental suivant.

Théoréme 2.1.2 (Birkhoff) Une classe de semigroupes est une variété si et seule-
ment si elle est équationnelle. O

Pour le reste de cette section on fixe une identité u = v et un ensemble ¥ d’identités
sur A. Voyons quand u = v est une “conséquence” de ¥ et comment on peut obtenir
“constructivement” u = v a partir de X.

On dit que ¥ implique u = v et on écrit ¥ = u = v si, pour tout semigroupe S,
S | ¥ implique S = u = v.

La fermeture déductive de ¥ est le plus petit ensemble D(X) d’identités sur A tel
que X C D(X) et
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1) u=wu € D(X) pour tout u € A*;

Q) u=veDXE)=v=ue DEX);

) u=v,v=weDXE)=>u=we DX);

4) u=veDEX),rse A" =rus=rvs € DX);

5) u=v € D(X),a € A;r € AT = « = € D(X), ol « et v/ sont les mots

obtenus a partir des mots u et v, respectivement, par la substitution de chaque
ocurrence de a par r.

Enfin, on dit que u = v se déduit de ¥ (ou des identités de X) et on écrit ¥ Fu =v
s’il existe une déduction de u = v a partir de X, i.e., s’il existe une suite finie d’identités

Up = V1, U2 =V2,...,Up = Upn

sur A telle que chaque u; = v; est dans X, ou est de la forme u = u, ou est obtenue
a partir des identités qui la précédent dans la suite en utilisant I'une des regles de
transformation 2) & 5), et u, = v, est I'identité u = v.

Le théoreéme qui suit (comme le théoreme 2.1.2) peut étre énoncé pour des classes
d’algebres quelconques.

Théoréme 2.1.3 (Complétude de la logique équationnelle-Birkhoff) Soient 3
et u = v, respectivement, un ensemble d’identités et une identité de semigroupes sur A.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) ¥Fu=uwv;
(2) XFu=wv;
(3) u=ve D(Z). O

2.2 Pseudo-variétés de semigroupes

Dans cette section nous nous intéresserons seulement aux classes de semigroupes
finis. Pour ces classes on dispose d’un concept analogue a celui de variété, qu’on a
défini dans la section précédante pour des semigroupes quelconques. Cette notion, qu’on
rappelle ci-dessous, a été introduite par Eilenberg.

2.2.1 Définition

Une classe de semigroupes finis est dite une pseudo-variété de semigroupes (aussi appelée
variété de semigroupes finis) si elle est fermée par division et produit direct fini. Les
pseudo-variétés seront notées en général par des lettres grasses. On notera Ps(V) le
treillis de toutes les sous-pseudo-variétés d’une pseudo-variété V.

Comme exemples de classes de semigroupes finis qui forment des pseudo-variétés
on peut citer tout d’abord
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— S, la classe de tous les semigroupes finis ;

I, la classe constituée des semigroupes a un élément. Cette pseudo-variété est
appelée la pseudo-variété triviale;

G, la classe de tous les groupes finis;

— N, la classe de tous les semigroupes nilpotents finis.

Comme exemples de classes de semigroupes finis qui ne forment pas des pseudo-
variétés on peut citer

— la classe de tous les semigroupes réguliers finis ;
— la classe de tous les semigroupes inversifs finis ;
— la classe de tous les semigroupes orthodoxes finis.

Comme dans le cas des variétés, on voit facilement que toute intersection de pseudo-
variétés est encore une pseudo-variété. On définit donc la pseudo-variété engendrée par
une classe C de semigroupes finis, notée V(C), comme étant 'intersection de toutes les
pseudo-variétés qui contiennent C.

Proposition 2.2.1 Pour toute classe de semigroupes finis C on a V(C) = HSPy(C).
Autrement dit, un semigroupe est dans V(C) si et seulement si il divise un produit direct
fini de semigroupes de C. O

Par exemple, la pseudo-variété engendrée par la classe des semigroupes finis réguliers
est S. Cela est une conséquence immédiate du théoreme 1.3.1 et du fait que tout
semigroupe de la forme 74, ou A est un ensemble non vide, est régulier.

Le probleme de déterminer la pseudo-variété engendrée par la classe des semigroupes
inversifs finis est longtemps resté ouvert. Ash [18] a montré que c’est la pseudo-variété
ECom des semigroupes dont les idempotents commutent (entre eux).

Peu apres, Birget, Margolis et Rhodes [27] ont montré que la pseudo-variété en-
gendrée par la classe des semigroupes orthodoxes finis est la pseudo-variété, notée O,
des semigroupes dont les idempotents forment un sous-semigroupe.

La pseudo-variété engendrée par un seul semigroupe S sera notée simplement V(.5).
On remarque que si V est une pseudo-variété finiment engendrée, disons par des semi-
groupes S1,...,S,, alors V.=V(5] x ... x S,).

2.2.2 Des pseudo-variétés non équationnelles

Malgré la similitude des définitions de variété et de pseudo-variété, le théoreme de
Birkhoff ne s’applique pas a ces dernieéres classes. Cependant, il est clair que la classe
des semigroupes finis qui satisfont un ensemble d’identités ¥ est une pseudo-variété,
que l'on représente par [X]F. Autrement dit, [¥]f = [£] NS est la sous-classe des
semigroupes finis de la variété [¥]. Comme les variétés sont les classes équationnelles,
on dira qu’une pseudo-variété V est une pseudo-variété équationnelle si V.= VI pour
une variété V. La pseudo-variété [L]F est aussi représentée par [%]. Cette notation
sera utilisée plus tard dans un contexte plus vaste mais on 'introduit maintenant par
commodité. Les pseudo-variétés usuelles suivantes sont équationnelles :
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— Com = [ab = ba], la pseudo-variété des semigroupes commutatifs ;

— B = [a = a?], la pseudo-variété des semigroupes idempotents ;

— J1 = [ab = ba,a = a?], la pseudo-variété des demi-treillis.

La pseudo-variété J; est souvent notée Sl (de l'anglais “semilattice”). La notation
J1 est due au fait que cette pseudo-variété est la premiere d’une hiérarchie de pseudo-
variétés notées J,, (n € N). Les pseudo-variétés S = [a = a] et I = [a = b] constituent
d’autres exemples de pseudo-variétés équationnelles. Par contre, les pseudo-variétés
G [36] et N [34] ne sont pas équationnelles puisqu’elles ne satisfont aucune identité non
triviale. D’ou le résultat suivant.

Proposition 2.2.2 Toute pseudo-variété, distincte de S, contenant G ou N est non
équationnelle. O

Toutes les pseudo-variétés ne sont pas définies par des ensembles d’identités, comme
nous venons de le remarquer. Cependant, on peut les définir toutes en termes d’identités.
Par exemple,

N = U[al--‘an:()]]: U[[a"zO]]

neN neN

G:U[[anzl]]

neN

et

ol les notations a = 0 et @ = 1 sont des abréviations de ab = ba = a et ab = ba =
b, respectivement. On note que I'union de pseudo-variétés n’est pas en général une
pseudo-variété. Dans les exemples de N et G ci-dessus on a, cependant, des unions
trés particulieres qui forment toujours des pseudo-variétés. Dans le premier cas, les
pseudo-variétés [ai - --an = O]nen (et [a™ = 0],en aussi) forment une chaine. Quant
au second, les pseudo-variétés [a” = 1],en forment une famille dirigée (i.e., pour deux
pseudo-variétés quelconques de la famille il en existe une troisieme qui les contient).

Le théoréeme suivant montre que toute pseudo-variété est union d’une chaine de
pseudo-variétés équationnelles.

Théoréme 2.2.3 (Eilenberg-Schiitzenberger) Soit V une pseudo-variété. Alors il
existe une suite (up = vp)nen d’identités telle que V = |Jpen(Mpsilun = va]). O

Précisons que la pseudo-variété V = (U cn(N,>1[un = vn]) est constituée par les
semigroupes qui satisfont toutes les identités u,, = v, a partir d’'un certain rang. On
dit donc que V est ultimement définie par la suite (u, = vp)neN-

Si (X,)nen est une suite d’ensembles d’identités, on dira aussi que la pseudo-variété
V = Uken(Np>k[>Xn]) est ultimement définie par la suite (3,)nen. On peut vérifier
par exemple que G est ultimement définie par la suite (a™ = 1),en.

2.2.3 Pseudo-variétés définies par les relations de Green

On a vu au chapitre précédent divers exemples de classes de semigroupes qui peuvent
étre définies par les relations de Green. La plupart de ces classes (restreintes aux semi-
groupes finis) constituent méme des pseudo-variétés. Du fait de leur grande importance,
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pour l'instant on va se dédier en particulier aux classes dont les semigroupes ont des
relations de Green triviales.

Pour chaque relation de Green IC, on dit qu’un semigroupe S est K-trivial si I est
la relation identité sur S, c’est-a-dire, si, pour tous r, s € S, r K s entraine r = s.

Proposition 2.2.4 Soit IC l'une des relations de Green. La classe des semigroupes finis
K-triviaux constitue une pseudo-variété. O

Soit K I'une des relations de Green J, R, £ ou H. La pseudo-variété des semigroupes
K-triviaux correspondante est notée J, R, L et A. Des identités qui les définissent
ultimement sont énoncées ci-dessous.

Proposition 2.2.5 Les pseudo-variétés R, L, J et A sont caractérisées de la maniere
susvante.

(1) La pseudo-variété R est ultimement définie par la suite d’identités (ab)™ = (ab)"a

(2) La pseudo-variété L est ultimement définie par la suite d’identités (ab)™ = b(ab)™.

(3) La pseudo-variété J est ultimement définie par la suite d’identités (ab)"a =

(ab)™ = b(ab)™. Elle est également définie ultimement par les suites (ab)™ = (ba)™
et a® = a" 1,

(4) La pseudo-variété A est ultimement définie par la suite d’identités a™ = a™*1. O

En certains cas on peut simplifier la notation des suites d’identités définissant ul-
timement une pseudo-variété. En fait tel est le cas de la plupart des pseudo-variétés
usuelles. Par exemple, la pseudo-variété R est aussi ultimement définie par la suite
(ab)™ = (ab)™a. Un semigroupe fini S est donc dans R. si et seulement si S satisfait
toutes les identités (ab)™ = (ab)™a & partir d'un certain rang. Or si k est un exposant
de S il se trouve que, pour tout n > k, n! est aussi un exposant de S. Par conséquent,
S est R-trivial si et seulement si (rs)* = (rs)“r pour tous r, s € S. On peut donc écrire
simplement (ab)* = (ab)“a pour la suite (ab)™ = (ab)™a. Les cas L, J, A, G et N sont
traités de maniere similaire et permettent d’écrire

R = [(ab)¥ = (ab)¥d]

L = [(ab)” = b(ab)”]

J = [(ab)*a = (ab)® = b(ab)“]
= [(ab)* = (ba)*,a* = a**]

A = [a¥ = w+1]]

G = [a¥b= =]

N = [a¥b= = a“]

On a I’habitude d’abreéger encore la notation pour G et N en écrivant

G =[a¥ =1] et N = [a¥ = 0].
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Réciproquement, on peut définir des pseudo-variétés en utilisant la notation ci-
dessus sans aucune ambiguité. Par exemple, les pseudo-variétés

LI = [a*ba* = a¥]
K = [a“b=a"]
D = [ba¥ =a¥]

sont constituées des semigroupes S tels que, pour tous s,e € S avec e idempotent,
ese = e, es = e et se = e, respectivement.

Notation : Pour simplifier les notations, et sauf mention contraire, on adopte la con-
vention de remplacer les expressions du type a*, b¥ et ¢ par des lettres e, f et g si
les variables a, b et ¢ apparaissent seulement dans e, f et g, respectivement. Ainsi les
pseudo-variétés LI et K, par exemple, sont définies par eae = e et ea = e, respective-
ment. |

2.2.4 Opérateurs sur les pseudo-variétés

Plusieurs des pseudo-variétés les plus étudiées sont (ou peuvent étre) décrites a 'aide
d’autres pseudo-variétés, en général plus simples. C’est-a-dire qu’on construit de nou-
velles pseudo-variétés a partir de celles déja connues, en utilisant des opérateurs. Bon
nombre de problemes de recherche portent d’ailleurs sur I’étude de ces opérateurs, du
calcul de leur résultat et de la recherche de théoremes de décomposition. Nous décrivons
maintenant quelques uns de ces opérateurs.

e Les opérateurs de treillis

Ce sont peut-étre les plus naturels et les plus simples a décrire. Etant données deux
pseudo-variétés V et W,

— linfimum V A'W est l'intersection VN W ;

— le supremum V VW est la pseudo-variété engendrée par I'union VU W.

En fait VN'W est une pseudo-variété pour tous V et W tandis que VU W est une
pseudo-variété si et seulement si V.C W ou W C V. Comme on peut le vérifier VV'W
est 'ensemble de tous les quotients de tous les produits directs de la forme S x T" avec
SeVetTeW.

Le calcul de l'intersection de deux pseudo-variétés V et W ne pose pas de grandes
difficultés : on obtient une base de pseudo-identités (qu’on définira au prochain chapitre)
de VN'W en prenant I'union des bases de V et de W. Par contre, le calcul de VvV W
est tres difficile en général et relativement peu de résultats sur les pseudo-variétés de
ce type sont connus a I’heure actuelle.

Comme exemples bien connus on mentionnera les égalités KND =Net KvD =
LI. On a ainsi le sous-treillis suivant de Ps(S)
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Les pseudo-variétés N, K, D et LI seront fondamentales pour la suite de ce tra-
vail (on peut méme dire qu’elles sont omniprésentes). En particulier, le chapitre 4 est
consacré au calcul de diverses pseudo-variétés du type V.V W ol V est 'une de ces
pseudo-variétés.

D’autres exemples classiques sont les suivants
RNLI =K, LNLI=D, JNLI=N.

Peut-étre le premier calcul de supremum obtenu en utilisant la theorie des opérations
implicites est di a Almeida [4] qui a montré que

GV Com=ZE

ou ZE = [a*b = ba”] est la pseudo-variété des semigroupes dont les idempotents sont
centraux. Il est plus facile de montrer que

GVN=1IE
ou IE = [a* = b*] est la pseudo-variété des semigroupes ayant un seul idempotent.

e L’opérateur x* _

Soient S et T deux semigroupes, et soit End S le monoide de tous les morphismes
de S dans lui-méme. Une action (gauche) de T sur S est un morphisme de monoides
¢ : T' — End S, autrement dit (en utilisant la notation additive dans S, la notation
multiplicative dans T" et en représentant ¢(t)(s) par ts) tel que

t(s1+s2) = ts1+tsg
(t1ta)s = ti(tas)
1s = s

pour tous t,t1,t2 € T et s,51,52 € S. Le produit semi-direct S *, T est le semigroupe
d’univers S x T" dont I'opération est définie par

(s1,t1)(s2,t2) = (s1 + t152,t1t2).

En général on omet la référence a 'action ¢ en écrivant simplement S x T pour le
produit semi-direct S *, T'.
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Pour deux pseudo-variétés V et W on définit le produit semi-direct
Vx«W

de V et W comme étant la pseudo-variété engendrée par tous les produits semi-directs
du type S*T avec S € Vet T € W.

Deux exemples classiques de pseudo-variétés de cette forme sont,
Ji+*D=LJ;
déterminée indépendamment par Brzozowski et Simon [30] et McNaughton [50], et
Com x D = [eafbecf = ecfbeaf]
obtenue par Thérien et Weiss [80].

e L’opérateur ™ _

Soient S et T deux semigroupes. Un morphisme relationnel de S dans T est une relation
m: S — T telle que, pour tous s,t € S,

1) m(s) # 0;
2) w(s)m(t) C w(st).

Pour deux pseudo-variétés V et W on définit le produit de Mal’cev
V@ W

de V par W comme étant la pseudo-variété des semigroupes finis S pour lesquels
il existe un semigroupe T' dans W et un morphisme relationnel 7 : S — T tel que
7~ 1(e) € V pour tout idempotent e € T.

e L’opérateur D_

Pour une pseudo-variété V de semigroupes on définit
DV = {S € S| les D-classes régulieres de S sont des semigroupes de V}.

Cette classe de semigroupes constitue bien sir une pseudo-variété. Des exemples de
pseudo-variétés de ce type les plus usuelles sont les suivantes

DA = [(ab)¥(ba)”(ab)¥ = (ab)”,a" ! = a]
DG = [(ab)" = (ba)¥]

DO = [(ab)*(ba)™(ab)” = (ab)"]

DS = [((ab)*(ba)*(ab)*)" = (ab)"].

Nous rencontrerons souvent dans la suite de ce travail la sous-pseudo-variété de
DO, notée DRG (resp. DLG), formée des semigroups dont les relations de Green R
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et H (resp. L et H) coincident dans chaque D-classe réguliere. Ces pseudo-variétés ont
été étudiées en détail dans [17] et on sait que

DRG =
DLG =

Pour chaque pseudo-variété H de groupes on notera DOH (resp. DRH, DLH,
DH) la pseudo-variété des semigroupes dans DO (resp. DRG, DLG, DG) dont tous
les sous-groupes sont dans H. En particulier, on a

DOI = DA, DRI =R, DLI =1L, DI=1J.

e Les opérateurs 4, g et M_

Jusqu’ici on a considéré seulement des pseudo-variétés de semigroupes. Néanmoins, de
la méme maniere qu’on a défini les pseudo-variétés de semigroupes, on peut définir
des pseudo-variétés de n’importe quelles algebres finies du méme type. Ainsi, dans ce
travail on va considérer aussi des pseudo-variétés de monoides et des pseudo-variétés
de groupes.

La pseudo-variété de monoides formée de tous les monoides finis sera notée M. On
peut passer des pseudo-variétés de semigroupes aux pseudo-variétés de monoides, et
inversement, en utilisant certains opérateurs. Pour 'instant on définit trois d’entre eux.
Un quatrieme sera introduit aussitot apres.

Etant donnée une pseudo-variété de semigroupes V on l'associe la classe Vg des
monoides finis qui, vus comme des semigroupes, sont dans V. Cette classe est une
pseudo-variété de monoides. Pour cette raison on utilisera souvent dans la suite la méme
notation pour représenter une pseudo-variété de semigroupes V et la pseudo-variété de
monoides V.

Réciproquement, étant donnée une pseudo-variété de monoides V on lui associe
la pseudo-variété de semigroupes Vg engendrée par la classe des monoides de V, vus
comme des semigroupes.

Finalement, on associe a une pseudo-variété de semigroupes V la pseudo-variété
MYV de monoides engendrée par la classe des monoides de forme S! avec S € V.

On présente maintenant trois exemples de calculs du type MV, obtenus, respec-
tivement, par Straubing, Pin et Almeida (voir [9]).

MN = [a“b=ba*,a*" =a“]=ZENA
MK = [a¥ba = a“D]
MLI = [a“baca® = a®bca®,a’bacdc® = a*beadc”].

e L’opérateur L_
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Un autre opérateur qui relie les semigroupes avec les monoides est 'opérateur L_ qu’on
décrit tout de suite.

Soit S un semigroupe. Pour tout idempotent e € S, eSe est un monoide d’identité
e. Ce monoide est appelé le monoide local de S associé a e. Pour une pseudo-variété V
de monoides on note

LV = {S €S |eSe €V pour tout e € E(S)}.

Il est facile de vérifier que cette classe est une pseudo-variété de semigroupes, que
I’on appelle la pseudo-variété localisée associée a V. La pseudo-variété LV est la plus
grande pseudo-variété de semigroupes dont l'intersection avec M est V. En particulier
la pseudo-variété LI, des semigroupes localement triviaux, est de ce type.

On dispose d’une méthode, établie par Eilenberg [34], pour trouver une suite d’i-
dentités définissant ultimement une pseudo-variété de la forme LV, en en connaissant
une pour V. Supposons V définie ultimement par une suite d’identités

(an,l o Qpk, = bn,l T bn,mn)nEN

sur un ensemble A, avec an 1,...,an ks bn1s- .- bpm, € A pour tout n € N. Alors LV
est ultimement définie par la suite d’identités

n! n! n! n! n! n! n! n!
(" anican2 - ay g, " =" bp 1 by by m, € )nen,

ol c est une lettre n’appartenant pas a A. Ainsi on obtient, par exemple, les descriptions
suivantes de LV pour V = J;, GG, ZE, ECom ou DG :

L), = [eaeae = eae,eaebe = ebeael]
LG = [(eae)” =¢€]
LZE = [(eae)¥ebe = ebe(eae)¥]
LECom = [(eae)¥(ebe)¥ = (ebe)*(eae)”]
LDG = [(eaebe)” = (ebeae)”].

On remarque que la pseudo-variété ZE, par exemple, a été définie comme étant
une pseudo-variété de semigroupes et que 'opérateur L_ agit sur des pseudo-variétés de
monoides. Cependant, comme nous avons mentionné ci-dessus, nous utilisons la méme
notation pour une pseudo-variété de semigroupes V et pour la pseudo-variété de mo-
noides Vi (= VN M) qui lui est associée. De plus, une base de pseudo-identités qui
définit la pseudo-variété V, définit aussi la pseudo-variété Vag.

Par les mémes raisons on peut aussi parler de la pseudo-variété L(LV) et montrer
que L(LV) = LV.

e L’opérateur P_

Pour une pseudo-variété V on note PV la pseudo-variété engendrée par tous les semi-
groupes des parties P(S) avec S € V.
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2.3 Variétés de langages

Dans la section 1.6 nous avons vu quelques connexions entre les langages reconnais-
sables et les semigroupes finis. On a vu notamment que, a chaque langage reconnaissable
il est associé un unique semigroupe fini, qui est son semigroupe syntaxique. Dans cette
section nous verrons comme on peut classifier les langages reconnaissables de fagon
que, & chaque classe correspond (bijectivement) une pseudo-variété de semigroupes. Le
résultat qui établit cette correspondance est le théoreme des variétés d’Eilenberg.

Une classe de langages reconnaissables est une correspondance C qui associe a chaque
alphabet fini A un ensemble C(A™1) de langages reconnaissables de A™. Une variété de
langages est une classe V de langages reconnaissables telle que, pour tous alphabets
finis A et B,

(1) V(A™) est une algebre de Boole;
(2) pour tout morphisme ¢ : AT — BT, L € V(BT) implique ¢ (L) € V(AT);
(3) siLeV(AT) et ac A, alors a 'L, La~! € V(AT).

Soit V une pseudo-variété et soit V la classe de langages reconnaissables qui associe
a chaque alphabet fini A l’ensemble V(A™") des langages V-reconnaissables de AT,
i.e., des langages de AT qui sont reconnus par un semigroupe de V. Remarquons que,
pour un langage L, étre reconnu par un semigroupe de V équivaut a dire, d’apres
la proposition 1.6.2, que S(L) est dans V. D’apres la proposition 1.6.3 cette classe V
constitue bien str une variété de langages. De plus, on a le résultat fondamental suivant.

Théoréme 2.3.1 (Eilenberg) La correspondance V — V définit une bijection entre
les pseudo-variétés de semigroupes et les variétés de langages. O

Les définitions et résultats de cette section (et d’autres aussi) peuvent étre bien sir
adaptés aisément aux monoides. Il suffit de remplacer “A*” par “A*” et “semigroupe”
par “monoide”.

Notation : En général on notera V la variété de langages associée a une pseudo-variété
de semigroupes notée V. Ainsi, on notera par exemple DA, LJ1 et Com les variétés de
langages associées, respectivement, a DA, LJ; et Com. [

Nous groupons dans le théoreme suivant quelques résultats qui décrivent les variétés

N

de langages associées, par le théoreme d’Eilenberg, a certaines pseudo-variétés. Ces
résultats peuvent étre trouvés dans les livres d’Eilenberg [34] et de Pin [57].

Théoreme 2.3.2 Pour chaque alphabet fini A,
1) [Simon] J(A*) est Ualgébre de Boole engendrée par les langages de la forme

Afa A" apA*

oun €Ny eta,...,ap € A.
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2)

[Eilenberg] R(A*) est constituée des langages qui s’écrivent comme union disjointe
d’un nombre fini de langages de la forme

* * *
AoalAl tt anAn

oun € Ny, at,...,a, € A, AiQA\{aiH}(i:O,...,n—l) et A, C A.

[Schiitzenberger] DA(A*) est constituée des langages qui s’écrivent comme union
disjointe d’un nombre fini de langages de la forme

Apar1 Al - - - an A, (2.1)

oun € Ny, ay,...,an € A, Ag,...,An C A et le produit (2.1) est non ambigu,
i.e., chacun de ces éléments w admet une factorisation unique de la forme w =
UpAIU -+ - - Ay avec u; € AT (1=0,...,n).

[Brzozowski, Simon, McNaughton, Zalcstein] LJ1(A™1) est l’algébre de Boole en-
gendrée par les langages de la forme wA*, A*w et A*wA* avec w € AT.

Com(A*) est l’algébre de Boole engendrée par les langages de la forme
{ue A" | |uly =1} et {u e A" | |ulg = r mod p"}

ou r € Ny, p est un nombre premier, n € N et a € A. O

Les classes J et L£J1 sont, respectivement, les classes bien connus des langages
testables par morceaux et des langages localement testables. La classe £LJ1 est souvent
notée Lt.
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Chapitre 3
Opérations Implicites

Dans ce chapitre nous présentons les résultats fondamentaux de la théorie des
opérations implicites et des semigroupes profinis libres. Cette théorie a connu un grand
développement apres la publication de I'article de Reiterman [65], principalement par
des travaux d’Almeida [5, 8, etc] et Azevedo [21]. A présent, il y a plusieurs facons d’ex-
poser la theorie en partant de différentes définitions de ce qu’est une opération implicite
(voir, par exemple, Almeida [5, 9], Almeida et Weil [15, 16], Weil [90], Zeitoun [96]).
Les exposés d’Almeida [5, 9] portent sur des algeébres quelconques. Cependant nous
nous intéresserons seulement aux pseudo-variétés de semigroupes et donc toutes les
algebres que nous allons considérer dans ce chapitre seront des semigroupes (sauf dans
la premiere section ou des algebres quelconques seront considérées dans la définition de
limite projective).

Nous suivrons principalement les résumés d’Almeida et Weil [15, 16] ou les semi-
groupes d’opérations implicites sur une pseudo-variété V sont vus comme des cas par-
ticuliers d’objets un peu plus généraux qui sont les semigroupes pro-V libres, notés
Fy (V), sur un ensemble A possiblement infini (les semigroupes d’opérations implicites
sur V sont exactement les semigroupes Fy (V) avec A fini). Dans ce travail nous utili-
serons plutot des ensembles finis, mais au chapitre 9 nous aurons besoin de considérer
les semigroupes F4 (V) dans un contexte plus vaste.

Les semigroupes pro-V libres sont introduits dans la deuxiéeme section, et dans
la troisieme section nous exposons les liens entre ces semigroupes et les opérations
implicites, en exposant aussi autres approches possibles. La quatrieme section est des-
tinée a présenter quelques exemples simples de semigroupes de la forme FA(V) mais
qui seront importants pour la suite. Le théoréeme de Reiterman sera rappelé dans la
cinquieéme section. On termine ce chapitre en rappelant les principaux résultats sur les
opérations implicites sur les sous-pseudo-variétés de DS.

3.1 Limites projectives

Tous les énoncés de cette section sont tirés de [15, 16] auxquels on pourra se reporter
pour les preuves. Pour étre utilisé au chapitre 9 nous considérons des algebres quelcon-

o1
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ques dans cette section. A partir de la deuxieéme section nous considérons seulement
des semigroupes.

Un ensemble ordonné (I, <) est dit dirigé si toute partie de I & deux éléments est
majorée. Soit (I, <) un ordre dirigé et soit (S;);cr une famille d’algebres telle que, pour
chaque paire (i, j) d’éléments de I avec i > j, il existe un morphisme ¢; ; : S; — 5.
La famille (S;);c; est dite un systéme projectif! si, pour tous i, j, k € I avec i > j > k,

— i =1dg; ;

— Qjk O Yij = Qik, autrement dit, le diagramme

Si
Vi.j Yf
S
Pik g

S;

est commutatif.

Soit (I, <) un ordre dirigé et soit (.5;);c; un systéme projectif d’algebres pour une
famille (¢; ;)i ; de morphismes. La limite projective de la famille (.S;);cr, si elle existe,
est la sous-algebre du produit direct [[;; S; notée et définie par

lim(Si)ier = {(zi)ier € [[Si 1§25 = ¢ij(x:) = ;).
el
On appelle morphisme canonique chaque restriction

m; : im(S;); — S;

de la projection de [];c; S; sur ;.

Exemple 3.1.1 Soit I = N. Pour tout n,k € Ny, soit S, = Z et considérons les
morphismes
Pntkn - 7 — Z
z — 2k

Ces donnés définissent un systéme projectif et im(S,), = {0}. [

Soit (S;)ier un systeme projectif d’algebres pour une famille (¢; j); ; de morphismes,
indexé par un ordre dirigé I. Soit T une algebre et soit (p; : T — S;)ier une famille
de morphismes telle que, pour tous 7,5 € I avec ¢ > j, le diagramme

T
7 X
Sy ———— 5
Pi,j ’

! Avec la famille (p;,;)ijer.i>; sous-entendue.
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commute. La famille (p; : T — S;);er est appelée un systéme projectif de morphismes
défini sur l'algebre T

La limite projective jouit de la propriété universelle suivante.

Proposition 3.1.2 Soit (p; : T — S;)icr un systéme projectif de morphismes défini
sur une algébre T' et soit S = lim(S;);. Alors il existe un unique morphisme p : T — S

T
7 X
S — S
ue

pour tout i € 1. De plus, p est défini, pour tout t € T, par p(t) = (pi(t));-
Cette propriété définit lim(S;);er a isomorphisme prés. O

qui rend commutatif le diagramme

Nous disons que le morphisme p décrit ci-dessus est induit par le systéeme projectif
de morphismes (p;);.

Dans la suite nous considérons que toutes les algebres d'un systéme projectif (.S;)ier
sont des algebres topologiques et que les morphismes ¢; ; sont continus. On munit le
produit direct [],.; S; de la topologie produit. Par définition, une base d’ouverts pour
cette topologie est formée des ensembles de la forme

[1v:
el
ou les U; sont des ouverts de S; et ou U; = S; sauf pour un nombre fini d’indices.

Dans ces conditions, la limite projective lim(.S;);cr est une sous-algebre fermée de

[Lic; Si et que les morphismes canoniques m; sont continus. On déduit en particulier
que, si les S; sont compactes, alors leur produit direct 'est aussi et donc aussi lim(S;);.

Remarque 3.1.3 Une base d’ouverts pour lim(S;); est formée des ensembles de la

forme W;l(Ui) ou i €I et ou U; est un ouvert de S;. Ceci est une conséquence du fait
que I est un ensemble dirigé. ]

Comme nous nous intéressons aux pseudo-variétés, le cas ou les algebres S; sont
finies va étre tres important. Dans ce cas on munit les algebres .S; de la topologie
discrete. On obtient donc des algebres compactes, des morphismes ; ; continus et
I’algebre topologique lgn(Sz)z est compacte et totalement discontinue.

Pour toute classe d’algebres C, on dit qu'une algebre est pro-C si elle est la limite
projective d’un systeme projectif d’algebres dans C. En particulier, une algebre est
profinie si elle est la limite projective d’un systeme projectif d’algebres finies.

Proposition 3.1.4 Un semigroupe topologique est profini si et seulement si il est com-
pact et totalement discontinu. O
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Ce dernier énoncé est aussi valide pour d’autres algebres, telles que monoides, groupes,
treillis, ensembles, etc.

Nous poursuivons avec 1’énoncé de deux propriétés des limites projectives.

Lemme 3.1.5 Soit C une classe d’algébres topologiques fermée par passage aux sous-
algébres fermées, soit S = lim(S;); la limite projective d’un systéme projectif d’algébres
dans C et soient m; : S — S; les morphismes canoniques. Alors m;(S) est une sous-
algébre de S;, pour tout i, et S = lim(m;(S));. O

Ce dernier résultat montre que, si S est une algebre pro-C (avec C comme dans
I’énoncé), alors on peut considérer que S est la limite projective d’un systeme projectif
(S;); d’algebres dans C dont les morphismes canoniques 7; : S — S; sont surjectifs.

Le prochain lemme montre que les images homomorphes finies continues d’une limite
projective lim(S;); d’algebres compactes sont exactement les images des S;.

Lemme 3.1.6 Soit S = lim(S;); la limite projective d’algébres compactes et soient

w2 S — S; (i € 1) les morphismes canoniques, qu’on peut supposer surjectifs. Soit T
une algebre finie et soit @ : S — T un morphisme continu. Alors, il existe i € I et un
morphisme continu @; : S; — T tel que p = p; o m;. O

On termine cette section avec la preuve d’un résultat qui regroupe quelques pro-
priétés des semigroupes compacts (et en particulier des semigroupes profinis), auxquelles
nous avons déja fait référence et qui seront beaucoup utilisées dans la suite. Ce résultat
est une généralisation de propriétés bien connues des semigroupes finis.

Proposition 3.1.7 Soit S un semigroupe compact. Alors
(1) S contient un idempotent ;
(2) sir,s €S sont tels que r <7 s, alors
-s<prr=rRs;
-s<gr=rLs;
-s<yr=rHs;
(3) les relations de Green D et J coincident dans S.

Preuve. Pour chaque élément s € S soit M, la fermeture du sous-semigroupe de S
engendré par s. Alors M est compact. Soit I I'intersection de tous les idéaux fermés de
M. Comme l'intersection d’un nombre fini d’idéaux fermés est non vide, la compacité
de M, montre que I est 'unique idéal minimal fermé de M. Maintenant, la minimalité
de I entraine xl; = I;x = I pour tout x € I, ce qui montre que I est un groupe.
Par conséquent, I contient un idempotent ce qui prouve (1).

Les autres cas étant similaires, on donne la preuve de (2) seulement pour la relation
R. Soient donc r,s € S tels que r <7 s et s <g r. Alors r = xsy et s = rz avec
z,y,z € S'. On a donc
r = xkr(zy)*
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pour tout k£ € N. Par (1) il existe une suite ((zy)™* ) qui converge vers un idempotent,
d’on
r= lilrgn z"r(zy) 2",

Mais, pour tout k € N, on a

TLk—l

2" r(zy)?™ = r(2y)™ = rey(zy) = sy(zy)™ ! <g s.

Le passage a la limite montre ainsi que r <g s, et termine la preuve de (2).

Pour conclure la preuve de la proposition considérons r,s € S et supposons que
rJ s. En particulier, on peut écrire r sous la forme r = zsy avec x,y € S'. En
outre, zs <z s Jr et donc xs <y r <g xs. Par (2) ceci entraine r R xs. Maintenant,
sJrJuxzsetxs <, setondéduit de (2), encore une fois, que s L zs. On a ainsi montré
que 7D s ce qui acheve la preuve. O

3.2 Semigroupes profinis relativement libres

Dans cette section nous allons considérer seulement des semigroupes. Pour des
classes d’algebres plus générales on peut se reporter a [5].

Soit A un ensemble profini. Considérons la catégorie C4 dans laquelle

— les objets sont les couples S = (S, ug), ou S est un semigroupe profini et ug :
A — S est une application continue telle que le sous-semigroupe engendré par
us(A) est dense dans S (un tel semigroupe profini est dit A-engendré) ;

— ¢ est un morphisme de § = (S, ug) dans 7 = (T, up) si ¢’est un morphisme de
semigroupes continu ¢ : S — T tel que v o ug = ur.

On note que entre deux objets de C4 il y a au plus un morphisme. On peut donc
définir un ordre (dirigé) < sur C4 par

S < T ¢’il existe un morphisme de S dans 7.

Soit maintenant V une pseudo-variété de semigroupes et considérons la classe V 4
de tous les semigroupes S € V — tels que (5, pug) est un objet de C4,— munie de tous
les morphismes ¢ : S — T entre eux — tels que ¢ est un morphisme de § = (5, ug) dans
7T = (T, ur). La classe V4 constitue bien un systéme projectif, et sa limite projective
est notée F4(V).

Pour étre utilisée plus tard, nous énoncons la remarque suivante qui est une consé-
quence immédiate de la définition de F4(V) (et de la définition de sa topologie) et de
la remarque 3.1.3.

Lemme 3.2.1 La topologie de Fy (V) est la topologie initiale pour tous les morphismes
continus dans les semigroupes de V. O
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Pour chaque semigroupe profini S € V et chaque application continue pyg : A — S
telle que le sous-semigroupe engendré par pg(A) est dense dans S, on peut considérer
(cf. la proposition 1.5.1) I'extension naturelle jig : AT — S de pg & AT. Puisque
S est fini, fig est un morphisme surjectif. D’apres la propriété universelle des limites
projectives donnée par la proposition 3.1.2, ces morphismes jig induisent un morphisme
unique

L AT — Fy(V)

appelé le morphisme naturel de A* sur FA(V). Notons ¢4 la restriction de ¢ a A.
On remarque que, si V n’est pas la pseudo-variété triviale, alors I'application ¢4 est
injective. Cependant, le morphisme ¢ peut étre non injectif.

Exemple. Soit A un ensemble fini, soit a € A et considérons la pseudo-variété B des
semigroupes idempotents. Comme fig(a?) = fis(a) pour tout morphisme fig : At — S
avec S € B, on déduit que t(a?) = i(a), ce qui montre que ¢ n’est pas injectif. En
général, pour un ensemble fini A et une pseudo-variété V, ¢ est injectif si et seulement
si V ne satisfait aucune identité non triviale en |A| variables. [

Dans la suite nous identifierons souvent les semigroupes isomorphes t(A™") et AT /Ker
(cf. la proposition 1.2.1). En particulier, lorsque A soit fini et V ne satisfait aucune
identité non triviale en |A| variables nous regarderons A™ comme un sous-semigroupe

de F4(V).

On remarque que le semigroupe A" /Ker ¢ est le semigroupe V-libre sur A. En effet,
par définition de semigroupe V-libre sur A, il suffit de vérifier que Ker ¢ est exactement
Ov(A). Or, pour tout u,v € AT,

(u,v) € Kert <= (u) = 1(v)
<= pour tout morphisme ¢ : AT — S €V, ¢o(u) = p(v)
<= pour tout morphisme ¢ : AT — S €V, (u,v) € Keryp

= (u,v) € Oy (A).

Alors, dans la suite le semigroupe (t(A™) sera souvent noté Fu(V).

On peut maintenant prouver le résultat fondamental suivant.

Proposition 3.2.2 Soit A un ensemble profini et soit V une pseudo-variété de semi-
groupes. Alors, FA(V) (muni de Uapplication 14) est le semigroupe pro-V libre sur
A. Autrement dit, FA(V) est un semigroupe pro-V, A-engendré et toute application
continue g : A — S sur un semigroupe pro-V et A-engendré, induit un morphisme
continu @ : Fo(V) — S tel que poia = ps.

En outre, un semigroupe fini A-engendré est dans 'V si et seulement si il est image
continue de Fa(V).

Preuve. On prouve d’abord que t(AT) est dense dans Fi4(V). Pour chaque semi-
groupe profini S A-engendré de V (muni de I'application continue pg associée) soit

L
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7s : F4(V) — S le morphisme canonique associé. Alors,
TS OL= LS.

Par définition de la topologie de F '4(V), une base de voisinages ouverts pour un élément
x € F4(V) consiste de tous les

g (ms(x)).

Mais jis(A™) = S pour tout S € V. Par conséquent, si mg5(z) = fis(u) pour un u € A",

alors t(u) € mg' (7s(x)). On déduit ainsi que 1(AT) est dense dans F4(V).

Soit maintenant pug : A — S une application continue sur un semigroupe S pro-V
telle que le sous-semigroupe engendré par pg(A) est dense dans S. Puisque S est pro-V,
il existe un systéeme projectif (.S;);cr de semigroupes dans V tel que S = lim(.S;);. Soient
7+ S — S; (i € I) les morphismes canoniques associés, que, d’apres le lemme 3.1.5, on
peut supposer surjectifs. Par définition de limite projective, chaque élément x de S est
de la forme x = (m;(x;));. Si on pose, pour chaque i € I,

pi =mops: A— S

alors on vérifie que S; est un semigroupe profini A-engendré de V. Par conséquent, si on
considere les morphismes canoniques associés a la limite projective qui définit F4(V),
on vérifie qu’il existe des morphismes continus ¢; : Fo(V) — S; tels que

PiOlA = Ui = T4 O lUS.

D’apres la propriété universelle des limites projectives, ces morphismes induisent un
morphisme continu surjectif ¢ : Fi(V) — S tel que m 0 ¢ = ;. On déduit donc
mio@oLq = m; 0 g pour tout ¢ € I, ce qui entraine p oty = pg. On a ainsi terminé la
preuve de la premiere partie de la proposition.

Pour conclure la démonstration il suffit de considérer le lemme 3.1.6 et la définition
de Fu(V). O

Comme conséquence de cette derniere proposition on a 'utile résultat suivant.

Corollaire 3.2.3 Soient V et W deux pseudo-variétés de semigroupes telles que W C
V, soient A et B deuz ensembles profinis, soit v Uapplication naturelle de A* dans
FA(V) et soit 1a la restriction de v a A. Si ¢ : A — Fp(W) est une application

continue, alors ¢ induit un unique morphisme continu @ : Fa(V) — Fg(W) tel que

poLa=p.
En particulier, Uapplication identité de A induit un morphisme continu surjectif de
FA(V) sur FA(W) O

Les semigroupes FA(V) sont particulierement simples & décrire lorsque A est fini et
le semigroupe V-libre sur A est fini aussi.

Proposition 3.2.4 Soit A un ensemble fini et soit V une pseudo-variété de semi-
groupes. Si le semigroupe Fa(V) est fini, alors Fo(V) = Fao(V). En particulier, Fo(V)
est fini et c’est un élément A-engendré de V. O



58 3 Opérations Implicites

Comme exemples de cette situation nous avons les pseudo-variétés V finiment en-
gendrées : pour chaque ensemble fini A, la catégorie V 4 des éléments A-engendrés de
V admet seulement un nombre fini d’éléments, & isomorphisme pres, et F4(V) est son
objet initial d’apres le théoreme 1.2.4. Comme un cas particulier, nous avons ’exemple
tres important de la pseudo-variété J; qui, comme il est bien connu, est engendrée par
le monoide Uj.

Il est aussi important de rappeler le résultat suivant qui sera utile dans le chapitre 4.
Une pseudo-variété sera dite localement finie si elle engendre une variété localement
finie.

Proposition 3.2.5 Soit V une pseudo-variété de semigroupes. Les conditions suivan-
tes sont équivalentes :

(1) Le semigroupe V-libre Fo(V) est fini pour tout ensemble fini A ;
(2) Le semigroupe V-libre Fo(V) est dans V pour tout ensemble fini A ;
(3) V est localement finie.
S1 'V satisfait l'une de ces conditions, alors V est équationnelle. O

Par contre, si une pseudo-variété est équationnelle, elle n’est pas nécessairement
localement finie. Comme exemple de cette situation nous avons la pseudo-variété

V = [a® = 0] = [a®b = a® = ba?]

puisque il y a une infinité de mots sans carré sur trois lettres (voir [81, 49]). Ceci
fournit aussi un exemple d’une pseudo-variété telle que F(V) = Fa(V) avec F4(V)
infini (voir [5]).

Un exemple important d’'une pseudo-variété qui satisfait les conditions de la propo-
sition 3.2.5 est donné par la pseudo-variété B des bandes finies. En effet, Green et
Rees [43] ont résolu le probléme du mot pour les bandes libres sur chaque alphabet fini
ce qui a permis de montrer qu’elles sont finies (voir par exemple [44, 49]).

3.3 Opérations implicites et semigroupes pro-V

Comme nous le verrons dans cette section, pour un alphabet fini A, le semigroupe
F '4(V) peut étre vu comme le semigroupe des opérations implicites A-aires sur V. Pour
cette raison, les éléments de FA(V) sont usuellement appelés opérations implicites (A-
aires) (sur V).

3.3.1 Opérations implicites

Soit V une pseudo-variété de semigroupes et soit A = {ay,...,a,} un alphabet fini
(de cardinalité n € N). Sauf mention contraire, dans ce chapitre, A sera toujours cet
alphabet. Une opération implicite A-aire (on dit aussi n-aire) sur V est une famille
x = (zs)sev, indexée par les éléments de V|, telle que xg est une application de SA
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sur S et telle que, si ¢ : § — T est un morphisme avec S,T € V, alors le diagramme
suivant commute.

zs
st — S

o | |+

T
T — T

Autrement dit, pour tous s1,...,8, € S, on a

0rs(S1,- -y 8n) = xz7(@(s1), .., 0(sn)).

L’ensemble de toutes les opérations implicites A-aires sur V sera noté (provisoire-
ment...) [4(V). L’ensemble I4(V) peut étre muni d’une structure de semigroupe en
posant : si x et y sont deux opérations implicites A-aires sur V, l'opération implicite
xy est donnée, pour tout S € V et tous si1,...,s, € .5, par

(zy)s(S1,--+y8n) = 25(S1,- -+, Sn)Ys(S1,- -+, Sn)-

Les exemples d’opérations implicites A-aires sur V les plus simples sont les projec-
tions ay, ..., a, définies— pour S € V, s1,...,s, € Setie {l,...,n},— par

(ai)g(sl, ceey Sn) = S;.

Le sous-semigroupe de I4(V) engendré par les projections sera noté (provisoirement...)
E4(V) et ses éléments sont appelés opérations explicites. Autrement dit, les opérations
explicites A-aires sont les opérations implicites A-aires induites par les mots de A™. Par
exemple, si (|A| =)n = 3, le mot u = azajadas définit une opération explicite 3-aire sur
V en posant, pour tout S € V et tout s1, 53,53 € .5,

3
ug(s1, S2, 83) = $25185S3.

Notons que, méme si n > 3, le mot u = agalagag peut bien str étre interprété comme
une opération explicite n-aire.

Il y a une autre opération implicite, la puissance-w, qui est facile & décrire et qui, en
général, n’est pas explicite. Rappelons que, pour chaque élément s d’un semigroupe fini
S, s* dénote 'unique idempotent du sous-semigroupe de S engendré par s (autrement
dit, s* est I'unique idempotent de la forme s* avec k € N). Alors, si on pose

(a)s(s) = s,

pour tout S € V et tout s € S, on obtient ainsi une opération unaire a* sur V. En effet,
on vérifie facilement que ¢(s*) = (¢(s))¥ pour tout s € S et pour tout morphisme de
semigroupes ¢ : S — T.

Le résultat anoncé est le suivant.
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Proposition 3.3.1 Soit V une pseudo-variété de semigroupes et soit A un alphabet
fini. Alors, les semigroupes I4(V) et FA(V) sont naturellement isomorphes. Dans cet
isomorphisme, les éléments de L(A") sont eractement les images des opérations ex-
plicites A-aires sur V, ot v est le morphisme naturel de AT sur FA(V).

Preuve. Soient S € V et u : A — S une application continue telle que le sous-
semigroupe engendré par u(A) est dense dans S. Considérons maintenant I’application

oup: Ia(V) — 8
v e asuar),. plan).

Cette application est un morphisme, et la famille de tous les ¢, constitue un systeme
projectif de morphismes tel que

(Nen' (oul2)) = {2}
I

pour tout x € I4(V). Alors, d’apres la définition de limite projective, il est immédiat
que le morphisme ¢ : 14(V) — F4(V) induit par ce systéme projectif est injectif.

Le morphisme inverse ¢ : Fi4(V) — I4(V) est construit comme suit. Pour chaque
S € V et chaque s = (s1,...,5,) € S™ considérons I’application

s: A — S

a; S

et soit i : FA(V) — S le morphisme canonique correspondant. En particulier, fisotq =
ws. L'image ¥ (x) d'un élément x € F4(V), est opération implicite A-aire sur V donnée
par : pour tous S € Vet s = (s1,...,5,) € S,

(lb(l’))g(sl, e 73n) = ﬂs(w)

Comme on peut le vérifier ¢)(x) constitue bien une opération implicite et ’application
1 ainsi définie est le morphisme inverse de . O

Notation : Dans la suite nous identifierons les semigroupes I4(V) et F4(V) et ad-
doptons la notation F4(V) pour les deux. De méme, outre la signification originale, la
notation F4(V) sera utilisée aussi pour représenter les semigroupes E4(V) et t(AT).m

On remarque que, pour une opération implicite x sur V, 'opération implicite z*
est I'unique idempotent du sous-semigroupe fermé de F4(V) engendré par z.

3.3.2 Une autre approche de la topologie de FA(V)

La topologie du semigroupe E '4(V) sur un ensemble fini A, décrite dans la section
précédente, peut étre construite d’une autre fagon légérement différente.
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Pour chaque semigroupe S € V, il existe une application naturelle

ag: Fa(V) — 85"
T — Ig

qui induit une application injective

avy FA(V) — I Ss"
SeVy
= (xg)s

ol Vj est un ensemble qui contient un représentant de chaque classe d’isomorphisme
des éléments de V. On peut, donc, interpréter F4(V) comme un sous-semigroupe de

HSEVO SS"_

Maintenant, on munit les semigroupes finis de la topologie discrete, on munit le
produit cartésien [[gcv, 55" de la topologie produit et on considére F’ '4(V) comme un
sous-espace topologique de [] SeVy S5" au moyen de lapplication ay. Autrement dit,
la topologie de F4(V) est la topologie initiale pour les applications ag avec S € V.

Cette topologie est équivalente a la topologie définie dans la section précédente,
comme le montre le résultat suivant.

Lemme 3.3.2 La topologie de FA(V), définie ci-dessus, est la topologie initiale pour
tous les morphismes continus dans les semigroupes de V. O

Le lemme suivant sera utile.

Lemme 3.3.3 Soit ¢ : FA(V) — S un morphisme continu avec S € V. Alors, pour
tout x € Fu(V),

p(r) = zs(p(ar), .., p(an))-

Preuve. L’égalité est claire pour x € F4(V). Le cas général est alors une conséquence
de la continuité de ¢ et du fait que, d’apres la proposition 3.2.2, F4(V) est dense dans
F A(V) . O

3.3.3 Propriétés métriques de F,(V)

Nous retrouverons encore la topologie de F4(V) comme la topologie induite par une
distance que nous décrivons maintenant.

Soit r Papplication de F4(V) x F4(V) sur N U {400} définie par
r(z,y) =min{[S| | S €V, x5 # ys}

oll, par convention, on pose min() = +oo. Définissons maintenant une distance d sur
F4(V) en posant

277(@Y) i r(x,y) est fini
(z.y) = { 0 sir(z,y) = +o0
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ol Rg désigne ’ensemble des nombres réels positifs. Comme on peut le vérifier cette
application d est bien une distance pour F4(V).

On peut maintenant prouver le résultat anoncé.
Proposition 3.3.4 La topologie de FA(V) est induite par d.

Preuve. Notons tout d’abord que, si z,y € Fa(V) et 7 € N, alors d(z,y) < 277 si et
seulement si xg = yg pour tout S € V tel que |S| < r. Comme il y a seulement un
nombre fini de semigroupes S € Vj tels que |S| < r, nous concluons que la boule

{z € Fa(V) | d(w,y) <277}
est un ouvert de la topologie de FA(V) induite par le produit [gcy, S "
Soit maintenant ¢ : FA(V) — S, avec S € V, un morphisme continu par rapport
a la topologie de F4(V). Pour tout z,y € Fa(V), si d(z,y) < 27191 alors r(z,y) > |9
et donc xg = yg. Par conséquent, on a p(z) = ¢(y) d’apres le lemme 3.3.3 ce qui
montre que @ est continu par rapport a la topologie induite par d. Le résultat suit du
lemme 3.3.2. O

Comme le semigroupe F4(V) est dense dans F4(V), on déduit le résultat suivant.
Corollaire 3.3.5 Lespace (E4(V),d) est le complété de (Fa(V),d). 0
Comme la topologie de E 'A(V) est induite par d, les ensembles

{z € Fa(V) | d(z,y) <277}

avec y € Fu(V) et r € N, forment une base d’ouverts pour F4(V). On a donc la
remarque suivante.

Remarque 3.3.6 Une suite (xp)reny d’opérations implicites A-aires sur 'V converge
vers x € FA(V) si et seulement si, pour tout S € V, xg = (x)s a partir d’un certain
rang, autrement dit, si et seulement si la suite (zy)g coincide ultimement avec x dans
chaque élément S de V. u

Par exemple, U'opération implicite a¥ sur V est la limite de la suite d’opérations
explicites (ak!)k sur V. En fait, pour chaque semigroupe S € V et chaque élément
s € S, s coincide avec I'idempotent s pour tout k > |S|.

3.3.4 Langages V-reconnaissables et topologie de FA(V)

On expose maintenant quelques connexions qui existent entre la topologie de FA(V)
et les langages V-reconnaissables de A™. Pour le reste de cette section nous allons
considérer seulement des pseudo-variétés V telles que Fi4(V) = AT pour tout alphabet
fini A. Par exemple, toute pseudo-variété contenant N ou G satisfait cette condition
puisque ces pseudo-variétés ne satisfont aucune identité non triviale.

On commence avec ’énoncé d’un résultat qui montre que les langages V-reconnais-
sables de A" sont caractérisés par les ensembles ouverts-fermés de Fa(V).
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Proposition 3.3.7 Les conditions suivantes sont équivalentes pour tout langage L de
AT,

(1) L est V-reconnaissable ;

(2) L =K N AT pour un certain ouvert-fermé K de Fa(V) ;

(3) La fermeture T de L dans Fs(V) est un ouvert-fermé et L = LN A%,

De plus, I’ensemble des fermetures L dans FA(V) des sous-ensembles 'V -reconnais-
sables de At forme une base de la topologie de Fa(V). O

Ce résultat permet d’obtenir la caractérisation suivante de la convergence dans
F4(V) d’une suite de mots de A™.

Corollaire 3.3.8 Une suite de AT converge dans FA(V) si et seulement si, pour tout
langage V -reconnaissable L de A%, la suite est dans L ou dans AT \ L a partir d’un
certain rang. O

Nous avons vu & la section 2.3 que I'ensemble V(A™) des langages V-reconnaissables
de AT est une algebre de Boole. Dans ce travail nous allons déterminer des ensembles
de générateurs pour ces algebres de Boole pour diverses pseudo-variétés. Pour cela, le
résultat qui suit (dit & Almeida [9, 15]) sera fondamental.

Nous disons qu'une famille X de sous-ensembles de F! 'A(V) sépare les points de
F4(V) si, pour chaque paire d’éléments z et y de F4(V), il existe un élément X de X
tel que, soit x € X et y &€ X, soit x & X et y € X.

Proposition 3.3.9 Soit A un alphabet fini, soit V une pseudo-variété ne satisfaisant
aucune identité non triviale, et soit V(A™) Ualgébre de Boole des langages de A re-
connus par V. Soit L un sous-ensemble de V(AT) et soit L I’ensemble des fermetures
topologiques dans FA(V) des éléments de L.

L’algébre de Boole V(A™) est engendrée par L si et seulement si les points de F4(V)
sont séparés par L. a

3.4 Premiers exemples

Dans cette section nous présentons quelques exemples simples de semigroupes de
la forme F4(V). En particulier nous étudierons les semigroupes d’opérations implicites
sur les pseudo-variétés N, K et LI, qui seront tres importants pour la suite de ce travail.

e Les pseudo-variétés B et J;

Parmi les exemples les plus simples de semigroupes de la forme FA(V) qu’on peut citer
se trouvent les semigroupes dont la pseudo-variété V est localement finie. En effet,
d’aprés les propositions 3.2.5 et 3.2.4, dans ce cas FA(V) = F4(V) est un semigroupe
fini (de V), donc muni de la topologie discrete.

En particulier, les semigroupes F4(B) et F4(J1) sont de ce type. Les bandes libres
F4(B)(= Fa(B)) sur chaque alphabet fini A, ont été décrites par Green et Rees [43).
Quant au demi-treillis libre F4(J1) = F 'A(J1) il est bien connu qu'il est le demi-treillis
P(A) des parties de ’ensemble A, muni de "union.
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e La pseudo-variété N

Rappelons que la pseudo-variété N = [a¥ = 0] des semigroupes nilpotents finis est
aussi donnée par
N =[N,

keN

ou Nk = [[al‘-'ak :0]].

Soit A = {a1,...,a,} un alphabet fini fixé et, pour chaque entier k£ € N, soit
I, = AZF lidéal de At formé de tous les mots de longueur supérieure ou égale A k.
Considérons maintenant le quotient de Rees Sy = A" /I;. Alors le semigroupe S est
formé de tous les mots sur A de longueur inférieure & k avec un zéro adjoint, dont le
produit est donné, pour tout u,v € A<¥, par

{ wv sijuv| < k
uY = .
0  sinon.

En particulier, on vérifie que S € N puisque Sy vérifie I'identité ay---ar = 0. En
vérité Sy est méme isomorphe au semigroupe F4(Ny). Les semigroupes Si (k € N)
constituent, donc, un ensemble de générateurs pour N. On déduit ainsi que (comme
nous 'avons déja mentionné) N ne satisfait aucune identité non triviale, d’ou F4(N) =

AT,

On remarque que, une suite (u;)jeny de Fao(N) = AT converge dans F4(N) si et
seulement si elle converge dans chaque S, c’est-a-dire si et seulement si elle est ultime-
ment constante dans chaque Sy. Alors, si (u;); converge, on déduit que, soit u; = u € AT
pour tout ¢ & partir d’un certain rang, soit pour tout k, |u;| > k a partir d’un certain
rang (qui dépend de k).

On peut donc conclure que :
— F4(N) est un espace topologique discret ;

— F4(N) = ATU{0} est le compactifié d’Alexandroff de AT, c’est-a-dire que F4 (N)
est le semigroupe topologique obtenu de A™ par ’addition d’'un “point & I'infini”
qui, en particulier, est un zéro;

~ les ouverts-fermés de F '4(N) sont les sous-ensembles finis de A™ et leurs complé-
mentaires dans F4(N);

— les langages N-reconnaissables de AT sont les langages finis et cofinis (i.e., les
complémentaires des langages finis).

De plus, comme on peut le montrer, la propriété suivante est valide.

Proposition 3.4.1 Pour une pseudo-variété V de semigroupes, F4(V) est a la fois le
semigroupe libre sur A et un espace topologique discret si et seulement si N C V. O

e La pseudo-variété K
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Considérons maintenant la pseudo-variété K = [z¥y = 2*] des semigroupes dont les
idempotents sont des zéros a gauche, aussi donnée par

K= U K
keN
ol Kk = [[al---akb:al--~ak]].
Comme N C K on déduit de la proposition 3.4.1 que F4(K) = AT est un espace
topologique discret. Maintenant, pour chaque entier k € N, considérons le semigroupe

Sk = Fa(Ky)

qui peut étre vu comme ’ensemble formé de tous les mots sur A de longueur inférieure
ou égale a k avec produit uv = ig(uv), i.e.,

uv si Juv| <k
uv = :
pr(uv) st juv| > k.

Les semigroupes Sy engendrent K, et on vérifie quune suite (u;);eny de AT converge
dans F4(K) si et seulement si soit elle est ultimement constante, soit elle satisfait

VkeNdip e N: 4,5 >4, = wu; et uj ont le méme préfixe de longueur k.

On peut donc identifier les éléments non explicites de F4 (K) avec les mots infinis
a droite sur A. Nous avons donc les résultats suivants :

— F4(K) est un espace topologique discret ;

— F4(K) = AT U AN et le produit sur F(K) est étendu du produit sur A en
posant uv = u si u € AV, c’est-d-dire que les éléments de AN sont des zéros a
gauche ; la topologie sur AV est la topologie produit de la topologie discrete sur
A

— une base d’ouverts-fermés pour la topologie de F4(K) est la famille constituée
des langages de la forme {w} et wE4(K) avec w € AT ;

— les langages K-reconnaissables de AT sont les combinaisons booléennes de lan-
gages de la forme wA* avec w € A™.

On peut bien str conduire une étude analogue pour la pseudo-variété D et montrer,
en particulier, que F u(D) = AT U A™N est obtenu & partir de AT par I’addition des
mots infinis & gauche et le produit sur Fa (D) est étendu du produit sur AT en posant
uv = v si v € AN, c’est-a-dire que les éléments de AN sont des zéros a droite.

e La pseudo-variété LI

Soit LI = [a“ba® = a“] la pseudo-variété des semigroupes localement triviaux. Les
semigroupes utilisées pour la description de F4(LI) sont les suivants (avec k € N)

F4(LI)
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0'[1 LIkJ = [[al...akbcl...ck :a’l"'akcl"'ck,‘]]'
Comme on peut le prouver, une suite (u;);ey de AT converge dans Fju(LI) si et
seulement si soit elle est ultimement constante, soit elle satisfait

VkeNdip, eN: i, >4, = u; et uj ont le méme préfixe et
le méme suffixe de longueur k.

On peut donc identifier les éléments non explicites de FA(LI) avec les couples (v, w)
ol v est un mot infini & droite et w est un mot infini & gauche sur A. De plus, on peut
montrer le suivant :
— F4(LI) est un espace topologique discret ;
— F4(LI) = AT U (AN x A7N) et le produit sur F4(LI) est donné, pour tous u,u’ €
At et tous (v, w), (v/,w') € AN x A7N par

/ /

(v, w) ; (uv, w)
(v,w)-u = (v,wu)
(v, w) - (V' w') = (v,w);

la topologie sur AN x A™N est la topologie produit de la topologie discrete sur A ;

— une base d’ouverts-fermés pour la :copologie de F 'A(LI) est la famille constituée
des langages de la forme {w} et wFy(LI)w" avec w,w’ € AT

— les langages LI-reconnaissables de AT sont les combinaisons booléennes de lan-
gages de la forme wA* et A*w avec w € AT,

e La pseudo-variété Com

Soit Com = [[ab = ba] la pseudo-variété des semigroupes commutatifs. Le semigroupe
Fy41(Com) est le semigroupe monogene infini engendré par a. Alors, Com engendre
la variété [ab = ba] des semigroupes commutatifs. En outre, pour un alphabet fini
A = {ay,...,a,}, le semigroupe Com-libre sur A, F4(Com), peut étre identifié avec
I’ensemble des “mots” sur I'alphabet A écrits sans tenir compte de l'ordre des lettres.
En particulier on peut écrire les lettres par I'ordre des indices, par exemple. Ainsi,
F4(Com) est le semigroupe constitué des mots de la forme a]fl ---afr ot les indices
k; € Ny ne sont pas tous nuls, et dont le produit est donné par

Mn a]fl'f‘ml . akn,+mn
n .

k1 k m1
al ...ann.al ...an

Alors, la fonction naturelle

¢: Fy(Com) — }3’{[11}(Com)1 X ... X ﬁ’{an}(Com)1

— (a]fl,...,aﬁ”)

alfl “ee a,lrgln

définit une bijection entre F4(Com) et Fi, 3 (Com)! x...x Fy, 1(Com)'\{(1,...,1)},
d’ott p(F4(Com)) est dense dans F{M}(Com)1 X ... X F{an}(Com)1 \{(1,...,1)}. On
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peut donc conclure (en considérant les projections sur chaque composante et en utilisant
le corollaire 3.2.3, par exemple) que ¢ admet un unique prolongement injectif continu
a F4(Com). On déduit donc que

F4(Com)' ~ Fy,,(Com)' x ... x Ff, ;(Com)",

ce qui réduit le calcul de Fiy(Com) au calcul de F{a}(Com), c’est-a-dire au calcul des
opérations implicites unaires sur Com.

3.5 Le théoréme de Reiterman

Dans cette section nous montrons le théoreme de Reiterman qui est ’analogue pour
les pseudo-variétés du théoreme de Birkhoff pour les variétés. Ce théoreme dit que les
pseudo-variétés de semigroupes sont exactement les classes de semigroupes finis qui
satisfont un ensemble de “pseudo-identités”.

Rappelons tout d’abord une conséquence importante du corollaire 3.2.3. Si V et W
sont deux pseudo-variétés de semigroupes telles que W C V et si A est un ensemble
fini, alors I’application identité de A induit un morphisme continu surjectif

7 FA(V) — F4(W)

appelé la projection canonique de F4(V) sur F4(W). L’image 7(z) d’un élément z de
F4(V) est appelée la restriction de x a W.

Soit V une pseudo-variété de semigroupes et soit A un alphabet fini. Une V-pseudo-
identité sur 'alphabet A (ot en |A|-variables) est une paire (z,y) d’éléments de F4(V),
qui est usuellement notée x = y. Si la pseudo-variété V est sous-entendue, ou si elle
est la pseudo-variété S de tous les semigroupes finis, nous parlerons simplement de
pseudo-identités. Une pseudo-identité x = y est dite non triviale si les éléments = et
y sont distincts. Rappelons qu’une identité sur A est une paire (u,v) de mots de A™.
Comme chaque élément de F’ '4(V) est la limite d’une suite d’opérations explicites, nous
pouvons regarder la pseudo-identité x = y comme la limite d’une suite d’identités.

Rappelons aussi qu'un semigroupe S satisfait une identité u = v sur A si p(u) =
©(v) pour tout morphisme ¢ : AT — S. On étend cette notion aux pseudo-identités en
disant qu’un semigroupe pro-V S satisfait une V-pseudo-identité x = y sur A, et nous
écrivons S = 2 = y, si p(z) = ¢(y) pour tout morphisme continu ¢ : F4(V) — S. En
particulier, un semigroupe S € V satisfait une V-pseudo-identité x = y si et seulement
si zg = ys.

Exemple. Si S = lim(S;);c;, alors S satisfait toutes les pseudo-identités satisfaites par

les S;. En particulier, le semigroupe FA(V) satisfait toutes les V-pseudo-identités qui
sont satisfaites par les semigroupes A-engendrés de V. ]

Nous disons qu’une classe W de semigroupes pro-V satisfait un ensemble 3 de
V-pseudo-identités (n’impliquant pas nécessairement un nombre borné de variables),
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et on écrit W = 3, si chaque élément de W satisfait chaque élément de 3. La classe
de tous les semigroupes de V qui satisfont ¥ est dite définie par X et est notée [X]v.
On notera simplement [X] lorsque V = S. On vérifie facilement que [X]v est une
sous-pseudo-variété de V et on a, par exemple, les égalités suivantes

Ji = [ab=ba,a? = d]
= [ab=ba]s
J = [(ab)* = (ba)*]a
= [a¥ = a*]pc
DA = [(ab)*(ba)*(ab)” = (ab)*]a
N = [ba¥ =a“]k

Ab = [ab=bd]g

ou Ab = Com N G est la pseudo-variété des groupes abéliens. Si W = [X]v, 'ensemble
Y sera dit une base (de V-pseudo-identités) de W. On dira par abus de langage qu’'une
V-pseudo-identité en implique une autre lorsque tout semigroupe de V qui satisfait la
premiere satisfait aussi la deuxieme.

On peut finalement énoncer le théoreme de Reiterman.

Théoreme 3.5.1 Soit V une pseudo-variété de semigroupes et soit W une sous-classe
de V. Alors, W est une pseudo-variété si et seulement si il existe un ensemble 3 de
V -pseudo-identités tel que W = [X]v.

Preuve. Il reste & montrer la condition nécessaire. Soit ¥ I’ensemble de toutes les
V-pseudo-identités qui sont satisfaites par W. On a bien W C [X]v. Il reste donc a
montrer que, si S est un semigroupe de V qui satisfait toutes les pseudo-identités de
>, alors S € W.

Comme S est fini, il existe un ensemble fini A et un morphisme surjectif continu ¢ :
Fu(V) — S. Soit 7 : F4(V) — F4(W) la projection canonique. Par définition, Ker 7
est exactement le sous-ensemble de X formé de toutes les V-pseudo-identités sur A qui
sont satisfaites par W. Alors, les hypotheses sur S entrainent Ker m C Ker ¢. D’aprés
la proposition 1.2.2 ceci implique Pexistence d’un morphisme surjectif ¢ : F)y (W) — S
tel que ¢ = 1) o . Maintenant, pour chaque s € S, o~ 1(s) est fermé et donc compact.
Alors, d’apres la continuité de m, ¥~ !(s) = m(¢1(s)) est fermé. Par conséquent, 1) est
continu et la proposition 3.2.2 montre que S € W. O

On remarquera que, comme ’a montré Almeida [9], on ne dispose pas pour les
pseudo-identités d’un résultat analogue au théoreme de la complétude de la logique
équationnelle (théoreme 2.1.3).

3.6 Sous-pseudo-variétés de DS

Dans cette section nous rappelons les principaux résultats connus sur les opérations
implicites sur les sous-pseudo-variétés de DS.
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Avant de poursuivre il convient de citer quelques sous-pseudo-variétés importantes
de DS et les relations d’inclusion entre elles :

J1 CJCDG CDRG CDOCDS

Le fait crucial sur les sous-pseudo-variétés V de DS c’est qu’elles jouissent d’une
propriété importante (prouvée par Azevedo [20, 21] en étendant un résultat simi-
laire d’Almeida [8] pour J) qui est le fait que chaque opération implicite sur V peut
étre factorisée comme un produit fini d’opérations explicites et d’opérations implicites
régulieres. Il est connu que, pour certaines de ces pseudo-variétés V, une certaine forme
de telles factorisations est unique sur V. Tel est le cas, par exemple, de J (Almeida [8]),
JNLJ; (Selmi [69]), DRH et DHN ECom (Almeida et Weil [14, 17]). Cependant,
le probleme général de décrire des factorisations uniques pour toutes les sous-pseudo-
variétés de DS (ou méme pour DS elle-méme) est encore tres loin d’étre résolu.

Les références pour cette section sont le livre d’Almeida [9], la these d’Azevedo [21]
et les articles [12, 15].

3.6.1 Le contenu

Tout d’abord on introduit la notion de contenu d’une opération implicite. Cette notion
généralise la notion de contenu d’un mot que nous avons déja présenté.

Soit V une pseudo-variété de semigroupes et soit A = {ay,...,a,} un ensemble fini.
On dit que = € F4(V) dépend de a; s’il existe un semigroupe S € V et des éléments
S1yenvy8ic1,T, 7 Six1,..., 8, € S tels que

xS(Slv ey Si—1,Ty Si41, - - '>8n) 7é xS(Sly .. '78i—17TI78i+1) . . 'asn)a

autrement dit, la fonction zg : S™ — S dépend de la i-éme composante. On notera c(x)
I’ensemble de tous les a; dont x dépend et on 'appellera le contenu de x.

Le contenu définit donc une fonction de F4 (V) sur P(A) = F4(J1). Cette fonction
se comporte particulierement bien pour les pseudo-variétés qui contiennent Jj.

Proposition 3.6.1 (Azevedo [21]) Soit V une pseudo-variété qui contient J1. Alors,
la fonction

c: FA(V) — FA(Jl)

est le seul morphisme continu surjectif tel que c(a;) = {a;} pour tout i € {1,...,n}.
Autrement dit, c est la projection canonique de Fo(V) sur Fa(J1).

Preuve. Comme £y (J1) est un élément de J; et donc de V, il suffit de montrer que ¢
est un morphisme. Soient donc z,y € Fiy (V). Il est clair que, si z et y ne dépendent de
a;, alors xy ne dépend de a; non plus. Réciproquement, supposons, par exemple, que
x dépend de a;. Il existe alors un semigroupe S € V tel que xg dépend de la i-eme
composante. Comme J; est engendré par le demi-treillis U; = {0,1} a deux éléments,
on peut supposer que J; C V(S). Sur S, z et y coincident avec des opérations explicites
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u et v, respectivement. Alors, a; apparalt dans u et donc aussi dans uv. Par conséquent,
la substitution de chaque lettre (a; excepté) par 1 montre que la fonction

(wo)y, = (U1)" — Uy

dépend de la i-eéme composante. Comme U; € V(S) et S satisfait zy = uv, on conclut
que xy dépend de a;. Alors ¢(z) C ¢(xy). On montre de facon analogue que c(y) C c(zy),
ce qui termine la preuve de I'égalité c(xy) = c(z) U ¢(y). O

Ainsi, si J1 C 'V et sia,b et ¢ sont des projections sur V, alors I'opération implicite
(a“b)“ac® (b**1c¥)¥ a comme contenu {a, b, c}.

Par contre, le contenu d’une opération implicite sur une pseudo-variété qui ne con-
tient pas J1 n’est pas si clair, méme si 'opération implicite est donnée par une expres-
sion comme celle de I'exemple ci-dessus. Par exemple, il est immédiat que les opérations
implicites a“ et b“ sur G coincident et que leur contenu commun est I’ensemble vide.
On peut aussi montrer que si a,b et ¢ sont des projections sur G, alors le contenu de

(a“b)“ac® (1) est {a}.

Lemme 3.6.2 Soit V une pseudo-variété quelconque et soit x € Fa(V). Si a; € c(x),
alors il existe x1, 19 € Fa(V)! tels que © = z1a;x.

Preuve. Soit (ug)ren une suite d’opérations explicites convergeant vers x. Comme x

coincide ultimement avec (ug)g sur chaque semigroupe fini, on peut supposer que tous

les ug dépendent de a;. On peut donc écrire up = via;wy et, d’apres la compacité de

F4(V), on peut supposer de plus que les suites (v ) et (wg) sont convergentes, disons

vers x1 et x9 respectivement. Pour terminer, on utilise la continuité de la multiplication

pour prouver que x = lim wug = ( lim vg)a;( im wy) = x1a;x9. O
k—o0 k—o0 k—oo

3.6.2 Opérations implicites sur DS

Rappelons que DS est la pseudo-variété des semigroupes S dont chaque D-classe

réguliere est un sous-semigroupe de S. Nous disposons encore des descriptions suivantes
de DS.

Proposition 3.6.3 Soit .S un semigroupe fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) SeDS;

2) 5 € [((ab)(ba)" (ab)*)* = (ab)"] ;

3) chaque H-classe réguliere de S est un groupe ;

4

5

sir,s € S sont tels que r est régulier et v <7 s, alorsrsJ sr T r;

~~ o~ o~
— — O

pour chaque idempotent e € S, l'ensemble {s € S | e <7 s} est un sous-
semigroupe de S. O

Chaque D-classe réguliere d’un semigroupe de DS est donc de la forme
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X | ok *
X | ok *
x| ok *

Corollaire 3.6.4 Soit V une sous-pseudo-variété de DS. Si z,y € Fs(V) sont tels
que x est régqulier et x <7y, alors vy J yz J x. O

Le résultat qui suit caractérise les J-classes régulieres de FA(V), lorsque V est une
sous-pseudo-variété de DS qui contient J1. Il montre en particulier la grande importance
de la notion de contenu d’une opération implicite.

Proposition 3.6.5 Soit V une sous-pseudo-variété de DS contenant J1 et soient
x,y € Fa(V) deuz éléments réguliers. Alors,

r<7y&c(y) Cclx)

De plus, DS est la plus grande pseudo-variété possédant cette propriété.

Preuve. Supposons d’abord que x <7 y. Comme le contenu est un morphisme on a
c(x) <7 c(y). Le fait de F4(J1) étre le demi-treillis P(A) des parties de 'ensemble A,
muni de 'union, montre donc que ¢(y) C ¢(x).

Réciproquement, supposons ¢(y) C ¢(x). Comme le contenu est une fonction con-
tinue et comme F4(J1) est discret, il existe une suite (uy)pen dans F4(V) convergeant
vers y telle que c(ur) = c¢(y) pour tout k. Supposons que, pour chaque k € N,
U = Ak 10k2 - - Ak, - Le lemme 3.6.2 montre que x <7 a1 et le corollaire 3.6.4 permet
de déduire x J way,1. On peut montrer de facon similaire que zay 1 J rag 10k 2 et, par
récurrence, que = J rug. En particulier, pour chaque k € N, il existe zg,t; € E (V)
tels que x = zpugti. D’apres la compacité de FA(V) on peut supposer que les suites
(zx)r et (tx)x sont convergentes, disons vers z et t, respectivement. Alors = = zyt par
continuité de la multiplication dans Fy(V). On a donc x <7 y.

Soit maintenant W une pseudo-variété qui contient J; telle que, si z,y € F A(W)
sont des éléments réguliers, alors z <7 y si et seulement si ¢(y) C ¢(z). Soient z,y €
F4(W). Les éléments ((zy)™ (yz)™ (zy)") et (zy)™ ont méme contenu d’aprés la propo-
sition 3.6.1. Alors, par hypothese, ils sont J-équivalents. Mais ((zy)* (yx)“ (xy)*)* <y
(zy)™ et donc ils sont dans la méme H-classe d’apres la proposition 3.1.7. Comme ils
sont idempotents on déduit qu’ils sont égaux et donc que W C DS. O

L’observation suivante est une consequence immédiate de la derniere proposition et
nous l'utiliserons souvent.

Corollaire 3.6.6 Soit V une sous-pseudo-variété de DS contenant Ji et soient x,y €
Fa(V). Siz est régulier et c(y) C c(x), alors xy (resp. yx) est régulier et x R xy (resp.
zLyzx).
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Preuve. Les éléments z et (xy)* ont méme contenu et sont réguliers. Alors, d’apres
la derniére proposition, z J (zy)*. Comme (zy)* <7 xy <7 z on déduit que zy J =
et, en particulier, que zy est régulier. Puisque, en outre, zy <z x on a xy Rz par la
proposition 3.1.7. O

Nous introduisons maintenant un parametre qui va étre tres utile. On rappelle
d’abord qu'un mot u = a;, ---a;, € AT est un sous-mot d’un mot v € AT si v se
factorise comme

UV =00, V1 -+ - A4, U

avec vg,v1,...,0; € A*, autrement dit, si u est une sous-suite de la suite v de lettres
de A. Pour u,v € AT on notera

v
[[ ﬂ = max{k € Ny | u* est un sous-mot de v}.
u

Par exemple |[acbbabc]l =3, |[acbbabc]l — 9 et ﬂ:acbbabc]‘ - 1.

b ab ca

Pour chaque mot u = a;, - --a;, € A" nous notons L(u) le langage
L(u) = A%a;, A" - - - a;, A”

des mots sur A qui admettent © comme sous-mot. On note que, par définition de |[}j]|,
on a

[[Zﬂ > ko ve L),

Montrons maintenant 1’observation suivante.

Lemme 3.6.7 Pour tout ensemble fini A et tout mot u € A", le langage L(u) est
J-reconnaissable.

Preuve. Soit u € A*. On veut donc prouver que S(L(u)) € J. Si k = |u| et z,y € AT,
il suffit de prouver que z*t1 ~L(u) zF et que (xy)* ~L(u) (yz)*.

Soient 7, s € A*. Comme 72¥s est un sous-mot de rz*+1s, la condition ra*s € L(u)

entraine rzFtls € L(u). Réciproquement, si raktls € L(u), alors on peut regarder u
comme une sous-suite du mot rzFt1s qui utilise au plus & lettres de z**1. En particulier,
un des facteurs = de zFt! n’est pas utilisé et donc w est aussi un sous-mot de rz¥s.

Cela revient & dire que r2*s € L(u), et montre que z*+! ~L(u) zF.

Similairement, si 7(zy)¥s € L(u), on peut regarder u comme une sous-suite de
r(xy)*s qui utilise au plus une lettre de chaque facteur zy. Cette lettre apparait aussi
dans yx et donc u est aussi un sous-mot de r(yz)*s. Par symétrie, ceci montre que
r(zy)¥s € L(u) si et seulement si r(yx)¥s € L(u), et par conséquent (zy)* ~ L) (yz)*.
O

Lorsque V est une pseudo-variété qui contient J et u € AT, on peut généraliser la
définition de [Z] & tous les éléments  de F4(V).
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Proposition 3.6.8 Soit V une pseudo-variété qui contient J. Pour chaque alphabet A
et chaque u € AT, la fonction
AT — Ny

» = L]

est uniformément continue pour la topologie induite par la distance d (définie dans la
section 8.3.3) et donc se prolonge de fagon unique a une fonction continue

Fa(V) — Nou{oo}
-~ [l

ott No U {oo} est le compactifié de ’espace discret Ny.

Preuve. Il suffit de montrer que, pour chaque k € N, il existe € > 0 tel que, pour tout

v,v' € AT,
/ /
d(v,v') < e = HU]] = [[Uﬂ ou [[Uﬂ, [[Uﬂ > k.
u u u u

Pour chaque k& € N, soit ny = |S(L(u*))|. Rappelons que S(L(u*)) € J. Par
conséquent, si d(v,v") < 2", alors v ~p .k v’ et donc HE [[ﬂ >k ou [3], M <k
Comme ceci est vrai pour tout k, la conclusion est maintenant immédiate. O

Les parametres |[ﬁ]] sont utiles pour l'identification des éléments réguliers des semi-
groupes F '4(V) avec V dans U'intervalle [J, DS]. On prouve d’abord la propriété suivante
des semigroupes de DS.

Lemme 3.6.9 Soit S € DS, soit w € AT avec c(w) = {a;,,...,a; } et soit u =
@iy - ag,. Si [¥] > 19, alors S = wt = w.
u;

Preuve. Soit w = wuj - - - u;nv une factorisation avec |[u]] = 1et m > |S|, et écrivons

w; = Uy ---uj. Soient sq,...,s, € 5. Il faut montrer que
1
ws (815 8n) = (W s(s1,. .., 5n).
Pour chaque t € AT, on écrira t’ au lieu de tg(sy, ..., s,). Comme m > |S], les éléments
Wi, . .., wy, ne sont pas tous distincts et il existe donc 1 < p < ¢ < m tels que wy, = w}.
Alors,
L B N S SN
Wy = Wy, 1~ Uy = Wyllyy - - Uy
ce qui permet de déduire 1’égalité
It I \w
Wy = Wy (Upyy - Uy) ™.
Mais c¢(wq) = c(u;) = c(ugs1 - - umv) pour tout ¢ € {1,...,m}. Alors, les opérations

Wq(Upy1 -~ Ug) Ugg1 -+ - U €t (Upt1 - - - ug)® sont J-équivalentes par le corollaire 3.6.6,
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et donc (wy(upt1 -+ Ug) Ugs1 -+ Upv) @ H

sition 3.6.3. Par conséquent, on a

= Wy (Ups1 -+ Ug)“Ugs1 - - - Um Par la propo-

w/ = w;(u/erl o oe . u;)wu:1+1 ... u;nv/
= (W (Uyy - ul) Uy ul o)t
— (w')w"'l.D

Nous pouvons maintenant prouver la caractérisation suivante des éléments réguliers
de F4(DS).
Théoréme 3.6.10 Soit V une pseudo-variété dans l'intervalle [J,DS] et soit v €
FA(V). Alors, x est régulier si et seulement si |[5]] € {0,00} pour tout u € AT.

Preuve. Notons d’abord que la condition |[£]] € {0,00} pour tout u € AT équivaut

a dire que MO]] = oo pour un certain vy € A" de méme contenu que wx. Ainsi, si
c(x) ={ai,,...,a; } on peut fixer, par exemple, uy = a;, - - - a;,.
Supposons que x est régulier. Alors, il existe y € E '4(V) tel que z = zyz et on a

HEGEROAEEa

On déduit ainsi que |[{fo]] = 00.

Réciproquement, supposons que |[1f0]] = 00 et soit (W )men une suite dans AT
convergeant vers & dans F4(V). Comme J C 'V, on peut supposer que c¢(wy,) = ¢(z)
pour tout m et que (Hg”]] )m est une suite croissante, d’apres la proposition 3.6.8. Soit
S € V. Puisque (wp,)m, converge vers z, il existe un my tel que, pour tout m > mg, S
satisfait x = w,,. Alors, si on choisit m > mg tel que Mﬂ > |S|, on déduit du lemme
antérieur que

Sz =w, =w =zt

Comme S € V est quelconque, cela entraine que z est régulier. O

Nous sommes maintenant en possession de tous les outils pour prouver que chaque
opération implicite sur DS est un produit fini d’opérations explicites et d’opérations im-
plicites regulieres. Autrement dit, pour chaque alphabet fini A, le semigroupe FA(DS)
est engendré par ses éléments réguliers et par les lettres de A.

Théoréme 3.6.11 (Azevedo [21]) Soit A un alphabet fini. Toute opération implicite
x € Fu(S) admet une factorisation de la forme

T = Ugriuy * - - TEpug

ot
—u; € A* pour tout 0 <i<n, etug#1 six=mugp;
— la restriction a DS de chaque x1,...,1) € FA(S) est réquliére ;

—siu;=1(1<i<k—1), alors c(x;) et c(x;+1) sont C-incomparables ;
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— pour tout 1 < i < k tel que u; # 1 (resp. ui—1 # 1), la premiére (resp. derniére)
lettre de u; (resp. wi—1) n’appartient pas a c(x;).
Preuve. On prouve d’abord que z peut étre écrit comme un produit d’opérations
explicites et d’opérations implicites dont la restriction a DS est reguliere. On note £
I’ensemble des mots linéaires de AT, i.e., des mots sur A ot chaque lettre apparait au
plus une fois. Nous travaillerons sur E 4(S)! en posant, par convention, E]] = 0 pour

tout u € AT. Pour chaque z € F4(S)! notons v(z) le nombre de mots u € £ tels que
[[ﬂ = 0. La preuve est faite par récurrence descendante sur v(z).

Le résultat est vrai si v(x) est maximum (c’est-a-dire, si v(z) = |£|) puisque dans ce
cas £ = 1 et 1 est régulier. Supposons maintenant que tout = € FA(S)1 tel que v(x) >m
admet une factorisation dont chaque facteur, soit est une opération explicite, soit est
une opération implicite dont la restriction & DS est reguliere, et prenons z € F 'A(S) tel
que v(x) = m.

Si |[ﬁ]] € {0, 00} pour tout u € L, alors la restriction de z & DS est réguliere par le
théoreme 3.6.10. Sinon, 0 < |[5]] < 0o pour un certain u € L. Soit (wg)ren une suite de
AT convergeant vers x (pour laquelle on peut supposer |[“{f]] = [5]] pour tout k, d’apres
la proposition 3.6.8). Considérons une factorisation

Wk, = WrOAi1 Wk - - GipWhp

ou a1 ---ap = ul, ¢ = |[§§]| et wio, ..., wyy € A*. En particulier, par définition de ¢,

on a |[w7’,fj]] = 0 pour tout j = 0,...,p. De plus, on peut supposer que la suite (wg;)x
converge, disons vers y; € Fa(S)'. On a donc

T =Yohi1y1 - AiplYp

avec HJ] = 0 pour tout j =0, ..., p par continuité de la fonction z — |[£]] En outre, si
|[%]] = 0 pour un v € AT, alors certainement Hj]] = 0 et donc v(y;) > m. Maintenant,
I’application de I’hypotheése de récurrence montre ’existence d’une factorisation de x
comme produit d’opérations explicites et d’opérations implicites dont la restriction a
DS est reguliere.

Pour conclure la preuve il suffit de noter que, d’aprées le corollaire 3.6.6, si y,z €
F4(DS) sont tels que y est régulier et ¢(z) C ¢(y) alors yz et zy sont aussi des éléments
réguliers. O

Comme, pour toute pseudo-variété V C DS, le semigroupe F '4(V) est image ho-
momorphe de F4(DS) nous avons la conséquence suivante du théoréme antérieur.

Corollaire 3.6.12 Soit V une sous-pseudo-variété de DS et soit A un alphabet fini.
Alors, Fo(V) est engendré par ses éléments réquliers et par les lettres de A. O
3.6.3 Opérations implicites sur DO

Si on se restreint aux sous-pseudo-variétés de DO, on peut étre plus précis dans l'i-
dentification des opérations implicites réguliéres. Pour certaines de ces pseudo-variétés
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V on peut méme donner une description complete des semigroupes F4(V). En parti-
culier, la pseudo-variété J s’insére dans cette derniere classe et nous rappelerons dans

la prochaine section la solution du probléeme du mot pour une certaine présentation de
Fa(J).

Nous commencgons avec un lemme.

Lemme 3.6.13 Soit S € DO, soit e € E(S) et soient r,s € S tels que e <7 7,5.
Alors, erse = erese.

Preuve. D’apres la proposition 3.6.3, er et se sont des éléments de groupe dans la
J-classe de e. Alors,
erse = er(er)”(se)”se.

Mais (er)¥(se)¥ est idempotent, puisque la J-classe de e est un semigroupe orthodoxe,
et (er)“(se)” He. Par conséquent, (er)¥(se) = e et donc erse = erese. O

On montre maintenant que toute opération implicite réguliére sur une sous-pseudo-
variété de DO est définie par sa puissance idempotente et sa restriction a VN G.

Théoréme 3.6.14 (Azevedo [21]) Soit V une sous-pseudo-variété de DO, soit A
un alphabet fini et soient x,y € Fa(V) deuzx éléments réguliers. Alors, x = y si et
seulement siz¥ =y* et VNG Ex =y.

Preuve. Soit S € V et soit u une opération explicite sur V telle que g = ug. Pour
51,...,8, €5, s0it e = xE(s1,...,5,) et soit H la H-classe de e. Alors, H € VN G et

x5(S1y..-y8n) = ug(S1,---,5n)
= eug(s1,...,8n)e€ puisque x est régulier
= ug(esie,...,espe) d’apres le lemme 3.6.13
= zpg(esie,...,espe) puisque esie,...,espe € H.

Comme par hypothese xy = yg et 25 = y¢, un raisonnement similaire montre que
xs = ys. On déduit donc que = = y. O

Pour les sous-pseudo-variétés V de DG qui contiennent J; et pour des éléments
réguliers x,y € F4(V), ¥ = y* équivaut a c(z) = c(y) d’apres la proposition 3.6.5.
Par conséquent, la derniere proposition entraine immédiatement le résultat suivant.
Corollaire 3.6.15 Soit V une pseudo-variété telle que J1 € V C DG, soit A un
alphabet fini et soient x,y € Fa(V) deux éléments réguliers. Alors, x = y si et seulement
sic(x)=cly) et VNG Ez=y. O

Alors, si 'V est une pseudo-variété telle que J; C V C DG, on notera

(B, 9]

ot B est un sous-ensemble non vide de A et g € F '4(V N G), I'unique élément régulier
x de F4(V) de contenu B et restriction g & V N G. En particulier, si 2 est idempotent,
il sera noté [B, 1].
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Notons que, si V € [J1,DG] est une pseudo-variété apériodique (i.e., telle que
VNG =1), alors tout élément régulier z de Fi(V) est de la forme [B, 1] (c’est-a-dire
que tout élément régulier de FA(V) est idempotent) et caractérisé par son contenu.
Alors, dans ce cas on simplifie la notation de x en écrivant = (B). On remarque que
V est apériodique et dans U'intervalle [J1, DG] si et seulement si V est dans U'intervalle
[J1,J].

3.6.4 Opérations implicites sur J

Nous rappelons maintenant le résultat d’Almeida (voir [8, 9]) sur les semigroupes F4 (J).
Il montre I'unicité des factorisations, comme dans le théoréeme 3.6.11, des éléments de
F4(J). On rappelle qu'un idempotent de F4(J) est noté (B) ot B est son contenu.

Théoréme 3.6.16 Soit A un alphabet fini. Tout élément x de FA(J) admet une fac-
torisation de la forme
x =ug(A)uy - (Ag)ug

—u; € A* pour tout 0 <i <k, etug#1 six=ugp;
—siu;=1(1<i<k—1), alors A; et Aj11 sont C-incomparables ;

— pour tout 1 < i <k tel que u; # 1 (resp. uj—1), la premiére (resp. derniére) lettre
de u; (resp. uj—1) n'appartient pas a A;.

De plus, cette factorisation est canonique, c’est-a-dire, si y = vo(B1)v1 -+ (Bm)vm
est une autre factorisation de ce type, alors x =y si et seulement si k =m, u; = v; et
A; = B; pour tout 1. O

Notons qu’un idempotent £y (J) avec contenu B coincide avec u*, ol u est un mot de
contenu B. Alors, on peut construire tous les éléments de Fa (J) & partir des projections
ai,...,a, en utilisant un nombre fini de fois deux opérations : la multiplication et
I'opération x — x“. Par conséquent, FA(J ) peut étre vu comme une algebre de type
(2,1) et Almeida a montré le suivant résultat.

Théoréme 3.6.17 Pour tout alphabet fini A, FA(J) est le semigroupe libre avec une
opération unaire x — x* sur A dans la variété définie par les identités (zy)* = (yx)* =
(x¥y? ) et 2%z = z¥ = za¥ = (a¥)¥. O
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Chapitre 4

Quelques Pseudo-variétés du
Type LIV W

Dans ce court chapitre nous donnons une description de toutes les pseudo-variétés
du type VV W ou V est 'une des pseudo-variétés LI, K, D ou N et ou W est une
sous-pseudo-variété de la pseudo-variété T = [ab“c = (ab¥c)“*!]. Nous calculons une
base ¥ de T-pseudo-identités de V'V W (i.e., telle que V'V W = [X]r) a partir d’une
base de W. Le résultat obtenu est assez naturel et généralise des résultats déja connus,
notamment les calculs de VVB, VVJ;, VVG, VVADb et NVCR (voir par exemple [96]).

Les calculs VV W = U effectués ne sont pas prouvés en utilisant des techniques
algébriques (qui consisteraient & montrer que V, W C U et que tout semigroupe de
U divise un produit S x T avec S € V et T € W) mais en utilisant des techniques
syntaxiques a base d’opérations implicites. Les opérations implicites ont été utilisées
avec beaucoup de succes pendant les dernieres années dans le calcul de pseudo-variétés
du type V VW, notamment dans le travail d’Almeida, Azevedo, Weil et Zeitoun [2,
4,5, 11, 13, 14, 15, 17, 22, 23, 96, 97]. Les méthodes développées dans [14, 15] seront
utilisées pour nous dans le prochain chapitre ou nous obtenons d’autres résultats de ce

type.

4.1 Généralités

Si V et W sont deux pseudo-variétés de semigroupes contenues dans une troisieme
Z, il est facile de vérifier que

VVW =[]z
ou X est I’ensemble de toutes les Z-pseudo-identités satisfaites a la fois par V et par
W. En d’autres termes, on a ’observation suivante.

Lemme 4.1.1 Soient V, W et Z des pseudo-variétés telles que V, W C Z et soient
x,y € Fa(Z). Alors, VNV'W satisfait x = y si et seulement si V et W vérifient © = y.

Preuve. Comme il est évident il faut montrer seulement la condition suffisante. Pour
cela il suffit de noter que, si deux semigroupes S et T satisfont la pseudo-identité x = y,

81
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alors S x T et tout semigroupe qui divise S x T la satisfont aussi. O

Pour prouver une égalité du type V'V W = [X]z nous utilisons le procédé suivant :

— l'inclusion de gauche a droite (est normalement facile et) est prouvée en montrant
que V et W satisfont les pseudo-identités de X, c’est-a-dire que V, W C [X]z;

— D'inclusion de droite & gauche (est normalement difficile et) est prouvée en mon-
trant que, si V'V W satisfait une Z-pseudo-identité, alors la pseudo-variété [X]z
la satisfait aussi.

Tout d’abord on rappelle un résultat, simple mais fondamental, sur les pseudo-
variétés LI, K et D.

Lemme 4.1.2 Soit V une pseudo-variété contenant LI (resp. K, D) et soient x,y €
Fu(V) \ A™ tels que LI (resp. K, D) satisfait x = y. Alors, il existe r,s,u,v € FA(V),
avecr,s € AT, tels que x = rus ety = rvs (resp. x =ru ety =rv, x =us et y = vs).
Preuve. Considérons des suites (vx)x et (yx)r dans AT convergeant, respectivement,
vers z et y dans F4(V). Notons que ces suites sont aussi convergentes dans Fy(LI).
Alors, pour tout m € N, LI, satisfait ultimement les identités (zx = yx)kren, et on peut
choisir donc des sous-suites (z;)x et (v )k, de (zx)x et (yr )k, respectivement, telles que

Ty = TRugsk et Yk = rrUESE

pour des 7, ug, vg, sp € AT avec |ri|, |sk| = k. De plus, par compacité de FA(V) on
peut supposer que les suites (1), (uk)k, (Vk)k et (Sk)r sont convergentes dans F4(V),
ce qui prouve le résultat. O

Nous utiliserons aussi le résultat qui suit (voir [9, corollaire 5.6.2]) et qui constitue
une sorte de généralisation de la proposition 1.3.4.

Proposition 4.1.3 Soit V une pseudo-variété et soit & € Fx(V)\ Fa(V). Alors, il
existe x1,x2,x3 € Fao(V) tels que v = x1x4x3. O

4.2 Quelques calculs déja connus

On rappelle dans cette section quelques calculs du type V VW déja effectués, ou V
est I'une des pseudo-variétés LI, K, D ou N. Presque tous ces résultats sont mentionnés
dans [96, 98].

Pour la pseudo-variété Com des semigroupes commutatifs on a les égalités suivan-
tes, prouvées par Almeida [2, 4],

LIVCom = [a*bed” = a“cbd”]

KV Com = [a“bc= a“ch]

DV Com = [bca® = cba”]

NVCom = [a“b="ba*,a’bc= a“cb].
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Dans le cas de la pseudo-variété B des bandes on a les calculs suivants effectués par
Zeitoun [97]

LIVB = [a“b= (a*b)? ba® = (ba“)?,a*bc* = a*b*c*]
KVB = [ba® = (ba*)? a*b = a“b?]

DVB = [a¥b= (a¥b)? ba* = b?a"]

NVvB = [a*b=ab¥]

De plus, si V est I'une des pseudo-variétés LI, K, D ou N, on a

VvJ;=VVv(BnCom)=(VVB)Nn(VVCom).
On rappelle maintenant les égalités suivantes qui sont des classiques
LIVG = [a“la” =a¥]
KvG = [a“l =a¥]
DVG = [a“W =1¥]
NVvG = [a¥=0"].

Si V est I'une des pseudo-variétés LI, K, D ou N, on a aussi
VVAb=VV(GNCom)=(VVG)N(VVCom).

D’autres calculs effectués par Almeida [9] et par Azevedo [21, 22] sont les suivants

NVCR = [(ab)*t! = a=t1pet]
KVMN = [a“bc=a“ch” a* = a*T!]
KVvJ = [a¥b(cd)” = a“b(dc)?,a® = a*T]
LIV = [a¥b(cd)?ef® = a“b(dc)“ef*,a* = a*T!]

Pour terminer les exemples on mentionne le résultat suivant d’Azevedo et Zeitoun [23]

D VMK = [a“ba“cd” = a“bed”, a* = a*T].

4.3 Le résultat principal

Dans la suite de ce chapitre nous fixons un ensemble dénombrable A = {ay, aq, ...}
et nous notons A,, = {a1,as,...,a,}.

Considérons la pseudo-variété

T = [ab”c = (ab¥c)*11].
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Considérons aussi la pseudo-variété
CR = [a = a* "]

des semigroupes completement réguliers. On note que la pseudo-identité qui définit
la pseudo-variété T est obtenue de la pseudo-identité a = a**! qui définit CR en
remplagant la variable a par le terme ab”c. D’apres Pin et Weil [62], cela signifie que
T =CR® N.

Il est clair que CR et LI sont des sous-pseudo-variétés de T, et donc aussi G, Ab,
B, Ji, K, D, N, etc. Par contre, Com, J, MN et MK, par exemple, ne sont pas
contenues dans T. De plus, on remarque qu’un semigroupe fini S appartient a T si et
seulement si pour tous s, e € S, avec e idempotent, si s <7 e alors s est un élément de
groupe. Autrement dit, I'idéal de S engendré par les idempotents est un sous-semigroupe
completement régulier. On peut dire, donc, que S est une extension nilpotente d’un
semigroupe completement régulier. En particulier, toute D-classe réguliere de S est
une union de groupes, ce qui montre que T C DS.

Remarquons enfin que T peut étre définie alternativement par
T = [a¥b = (a*b)* T, ba® = (ba®)*T1].

En effet, on voit facilement que T satisfait ces deux pseudo-identités. Réciproquement,
elles permettent de déduire

ab”c = (ab®)?ab”c = ((ab®)“ab”c)* T = (ab®c) T

On énonce maintenant le résultat principal de cette section, qui donne une caracté-
risation des pseudo-variétés du type VV W ou V est 'une des pseudo-variétés LI, K
ou D et o W est une sous-pseudo-variété de T.

Théoreme 4.3.1 Soit W une sous-pseudo-variété de T et soit X une base de T-
pseudo-identités de W. Alors,

LIVW = [a¥zb¥ =a“yb” | x =y € X]7
KVW = [a?z=ay|z=y€X]r
DVW = [za¥=ya*|z=y € X]r.

Ce résultat, plus la proposition 4.3.3 ci-dessous, contiennent comme des cas parti-
culiers tous les résultats sur les pseudo-variétés de la forme VV B, VV Ji, VV G et
VVAD, avec V € {LI, K, D, N}, mentionnés dans la section 4.2. Pour la démonstration
de ce théoréme, nous commencerons par prouver le résultat moins puissant suivant.

Lemme 4.3.2 Soit W une sous-pseudo-vari¢té de T et soit X l’ensemble de toutes les
T-pseudo-identités qui sont satisfaites par W, c’est-a-dire que

Y ={x=vy| il existe n € N tel que x,y € F4,(T) et W =z = y}.
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Alors,
LIVW = [a¥zb¥ =a“yb* |z =y € X]r
KVW = [aYz=a"y|z=y€X]r
DVW = [za* =ya* |z =y € X]r.

Preuve. Les autres cas étant similaires, on montre seulement le résultat pour LI. Soit
U la pseudo-variété candidate pour LIV W. Il est évident qu’aussi bien LI que W
satisfont toutes les pseudo-identités de ’ensemble qui définit U. Donc LIV W C U.

Pour la preuve de 'inclusion inverse, considérons x,y € FAn (T) et supposons que
LIV W satisfait « = y. Il suffit, donc, de prouver que U satisfait x = y. Il est clair
d’apres I'étude conduite sur LI a la section 3.4 que, puisque LI satisfait x = y, soit
x,y € AT et sont le méme mot, soit x et y sont tous les deux non explicites. Dans ce
cas, d’apres le lemme 4.1.2,

T =1rus et Y = Trvs
pour des 7, s,u,v € FAH(T) avec 1,8 € A". De plus, d’apres la proposition 4.1.3 on a

r=Trirsrs et 5§ = 518553

pour des 71,792,713, 81, 2,53 € Fa, (T). Ceci entraine, par définition de T, que r = r~+1

et s = s“T1. Par conséquent, on déduit
=r¥zs”.

De méme, on a y = r“ys“. Finalement, comme W satisfait x = y il est clair, d’apres
la définition de U, que U aussi satisfait z = y. O

La caractérisation des pseudo-variétés du type V VW donnée par le lemme 4.3.2
n’est pas tout a fait satisfaisante puisqu’elle ne permet pas en général un calcul effectif
de celles-ci. En fait en général on ne connait pas toutes les pseudo-identités satisfaites
par la pseudo-variété W (et méme quand on les connait, la caractérisation obtenue
reste encore peu aimable). Cet inconvénient est dépassé dans le théoreme 4.3.1 (qu’on
prouve tout de suite) puisqu’on prend une base quelconque (de T-pseudo-identités) de
W a la place de 'ensemble de toutes les T-pseudo-identités qui sont satisfaites par W.

Preuve du théoréme 4.3.1. On prouve le résultat pour LI. Soit U la pseudo-variété
candidate pour LI V W. L’inclusion LI VW C U est immédiate. La preuve de I’inclu-
sion inverse se fait en trois étapes :

Premiére étape Supposons d’abord que W est localement finie (et donc équationnel-
le), et que ¥ est une base d’identités de W. D’apres les propositions 3.2.4 et 3.2.5
cela équivaut a dire que les semigroupes Fy4, (W) sont finis pour tout n € N et
quils coincident avec F4, (W). Pour prouver linclusion U C LIV W il suffit,
d’apres le lemme 4.3.2, de montrer que si x,y € F 4, (T) sont tels que W satisfait
x =y, alors U satisfait a“zb* = a“yb*.
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Premier cas Démontrons d’abord cette affirmation quand x et y sont des mots
(et on peut les supposer distincts). Comme W est une pseudo-variété équati-
onnelle de base X et satisfait x = y, on peut obtenir 'identité x = y a partir
de ¥ en utilisant un nombre fini de fois les regles de déduction suivantes :

rl) u=v=v=u;

r2) u=v,v=w=u=w,

r3) u=wv,rs€ A" = rus=rvs;

rd) u=v,c € Ay, v € Af = v = v ol v et v sont les mots obtenus &

partir des mots u et v, respectivement, par la substitution de chaque
ocurrence de ¢ par 7.

C’est-a-dire qu’il existe une suite finie d’identités
Uy =1, U2 = V2,...,UL = Uk

telle que chaque u; = v; est dans X ou est obtenue a partir des identités qui
la précédent dans la suite en utilisant 'une des régles r1) a r4), et up = v
est l'identité z = y.

Pour montrer que U satisfait a“zb* = a“yb“ on prouve, par récurrence, que
U satisfait a“u;b* = a“v;b* pour toute identité u; = v; dans la suite. Tout
d’abord, il est clair que u; = vy est une identité de X et donc que U satisfait
a“ub” = a*v1b¥, d’apres la définition de U.

Soit maintenant 1 < ¢ < k, supposons que U satisfait a“u;b* = a“v;b% pour
tout 1 < j < i et montrons que U vérifie a“u;b* = a“v;b*. Encore une fois,
ceci est clair si u; = v; est dans X. Supposons donc que u; = v; est obtenue
des identités u; = v; (1 < j < i) en utilisant 'une des regles r1) a r4). Si la
reégle utilisée est 1), r2) ou r4) l'affirmation est aussi valide par hypothese
de récurrence. Il reste le cas ou la regle utilisée est r3).

Supposons donc que u; = v; est I'identité ru;s = rvjs pour des r,s € A et
1 < j <. Alors, par hypothese de récurrence, U satisfait a“u;b* = a*v;b*
et, donc, vérifie aussi

a“ub® = a*rujsb”
= a“r(a*r)%u;(sb”)*sb” puisque U C T
= a“r(a“r)%v;(sb¥)¥sb
= a“rv;sb”
= a“v;b”.

On peut finalement conclure que U satisfait a“ugib” = a“v, 0%, c’est-a-dire
que U vérifie a“xb* = a“yb”.
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Deuxieme cas Considérons maintenant le cas général ou x et y sont quelcon-
ques. Comme Fy, (T) = AT est dense dans Fy, (T) il existe des suites (u )i
et (vg)r de mots de A* dont la limite est, respectivement, = et y. De plus,
le fait que W satisfait x = y et que E A, (W) est fini permet de supposer que
W satisfait ug = v pour tout k£ € N. Par conséquent, comme on I’a prouvé
ci-dessus, U satisfait a“ugb” = a“vipb” pour tout £ € N. On déduit donc que
U satisfait aussi a“xb” = a“yb“ par passage a la limite, par continuité de la
multiplication.

Cela termine la preuve du résultat dans le cas ou W est une pseudo-variété
localement finie et % est un ensemble d’identités.

Deuxiéme étape Supposons maintenant que W est une pseudo-variété équationnelle,
et que X est un ensemble d’identités. Soit k € N et soit T} la sous-pseudo-variété
de T engendrée par les éléments de T de cardinalité au plus k. En particulier T
est localement finie puisqu’elle est finiment engendrée. Soit Ay une base (d’iden-
tités) de Tx. Maintenant, considérons la pseudo-variété

W, =WnNTg.

La pseudo-variété W, est aussi localement finie (puisqu’elle est une sous-pseudo-
variété de T}) et a pour base d’identités I'ensemble ¥ U Ag. En outre, comme
T = Upeny Tk ona W = oy Wi et donc aussi

LIVW = _J(LIVWy).
keN

Prenons un semigroupe S de U, et soit k sa cardinalité. Alors S est dans T} qui,
rappelons le, est la pseudo-variété définie par Ag. Il s’ensuit que S est aussi dans la
pseudo-variété [a®ub” = a“vb” | u = v € Ag]TNU, c’est-a-dire la pseudo-variété

[a“ub” = a“vb” | u=v € Ay UX].
Mais, d’apres la premiere étape cette pseudo-variété est la pseudo-variété
LIV ﬂAk U E]]T =LIV W,

On en déduit donc que S est dans LIV W.

On a ainsi montré que U C LIV W ce qui conclut la preuve du théoréeme dans le
cas ou W est une pseudo-variété équationnelle et 3 est un ensemble d’identités.

Troisieme étape Revenons finalement au cas général ot W et X sont quelconques.
Soit S € U. C’est-a-dire que, pour toute pseudo-identité x = y € 3, S satisfait
a’xb” = a“yb”. Pour tout z = y € X, considérons une suite (z; = y;)ien d'i-
dentités convergeant vers x = y. Alors, il existe un entier k tel que S satisfait
a“x;b¥ = a¥y;b” pour tout ¢ > k. Quitte & en extraire des sous-suites on peut
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donc supposer que, pour tout z = y € X, S satisfait toutes les pseudo-identités
a’x;b* = a“y;b”. Maintenant, considérons ’ensemble d’identités

YW ={ri=yi|r=y€X, iecN}

et soit W’ la sous-pseudo-variété de T définie par ¥’. On voit facilement que
W’ C W. En outre, on sait d’apres la deuxieéme étape que S € LIV W', et donc
SeLIVW.

On a ainsi prouvé que U C LIV W, d’ou le résultat. O

Pour la pseudo-variété N nous avons le résultat suivant.

Proposition 4.3.3 Pour toute sous-pseudo-variété W de T on a ’égalité suivante
NVW=(KVvW)n(DVW).

Preuve. Soit U= (KVW)N(DVW). Que NV W soit incluse dans U est évident.
Pour la preuve de 'inclusion inverse, soient x,y € F 4,,(T) et supposons que NV W
satisfait x = y. En particulier N satisfait £ = y et, donc, soit x et y sont tous les deux
explicites et égaux , soit x et y sont tous les deux non explicites (voir la section 3.4).
Dans ce cas on a, d’apres la proposition 4.1.3, x = 12523 et ¥y = y1y5y3 pour des
T1,T2,T3,Y1,Y2,Y3 € FATL (T). Par définition de T on a donc

r =zt et y =yt (4.1)

En outre, W satisfait x = y. Alors W satisfait ¥ = y“ et donc, comme il est
évident,
KVW E 2% =gy et DVW | z¥y" =y~
Comme U = (KV W)N (D V W), ceci implique que U satisfait 2 = 2¥y* = y*. Pour
terminer on déduit que U vérifie

r = ¥z d’apres (4.1)
= ywx
= ¥y  puisque U satisfait a¥z = a“y
=y d’apres (4.1).
On a ainsi montré I'inclusion U C N V W, d’ou I'égalité. 0

En particulier, cette derniere proposition et le théoréeme 4.3.1 permettent d’obtenir,
par exemple, les égalités suivantes

LIVCR = [a“bc® = a*b*Tic¥ ab?c = (ab¥c)¥ 1]

KVCR = [a¥b=a“b* Tt ab¥c = (ab”c)*t!]

DVCR = [ba® = b la®, ab¥c = (ab“c)* ]

NVCR = [a¥b= b, ba® = b1a®, ab¥c = (ab®c)=+1].
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Rappelons que T = [ab*c = (ab*c)“t!] est aussi définie par les pseudo-identités
a“b = (a®b)**! et ba* = (ba”)*T!. De plus, la pseudo-identité a“b = a*b**! en
implique a®b = (a*b)“*!. En effet, si un semigroupe satisfait a*b = a“b**1! il satisfait
aussi

a®b = a®(a“b) = a*(a®b)* 1 = (a¥b)*+L.
De facon analogue, la pseudo-identité ba® = b**1a¥ en implique ba* = (ba*)**1. On
peut donc écrire simplement

KVCR = [a¥b=a®b*T! ba* = (bav)*H!]
DVCR = [ba* =0b""a* a*b = (a¥b)“ 1]
NVCR = [a¥b=a“b**! ba* = b*H1av].

Le théoreme 4.3.1 permet aussi de prouver la décomposition suivante.

Corollaire 4.3.4 Soit V ['une des pseudo-variétés LI, K, D ou N et soit (W;)ecr
une famille de pseudo-variétés telles que (;c;(V vV W;) C T. Alors,

VvV (W) =[)(VVW,)

el icl

Preuve. On montre le résultat pour LI. Les cas K et D sont similaires, et le cas N
est une conséquence immédiate de ces résultats et de la proposition 4.3.3.

L’inclusion LI V ((V;c; Wi) € e (LIV W;) est immédiate. Maintenant, pour
chaque i € I, soit ¥; une base (disons de S-pseudo-identités) de W;. Alors la pseudo-
variété (;c; W est définie par 'ensemble | ;. ; ¥;. Comme (;c; W; € (), (LIV W;) C
T on déduit du théoreme 4.3.1 que

LIv (ﬂWl) = [a“xb” = a“yb* |x =y € UEZ]] NT
i€l i€l

Pour prouver 'inclusion droite a gauche il suffit, donc, de montrer que [, ;(LI vV W)
satisfait chaque pseudo-identité a*zb” = a“yb* avec x =y € (J;c; Xi. Or, siz =y €
Uicr Zi, alors © = y € ¥; pour un i € I. Par conséquent, la pseudo-variété LIV W;
satisfait la pseudo-identité a*zb* = a“yb~, d’ou [);c;(LIV W) la vérifie aussi. O
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Chapitre 5

Sous-pseudo-variétés de
DONLDG

Ce chapitre est consacré a 1’étude des opérations implicites sur quelques sous-
pseudo-variétés de DS (plus précisément, sous-pseudo-variétés de DO N LDG). Nous
profitons de la propriété de factorisation des opérations implicites sur DS donnée par
le théoreme 3.6.11. Rappelons que ce résultat montre que toute opération implicite
sur une sous-pseudo-variété V de DS est un produit fini d’opérations explicites et
d’opérations implicites regulieres sur V. Jusqu’a présent on ne sait pas si la factori-
sation des opérations implicites sur DS donnée par le théoreme 3.6.11 est canonique
pour les éléments de DS ou non. Cependant, des factorisations du méme type sont
canoniques pour J (voir le théoréme 3.6.16). D’autres exemples de pseudo-variétés
pour lesquelles on connait des factorisations canoniques sont DH N ECom, DRH
(Almeida et Weil [14, 17]), ou H est une pseudo-variété de groupes quelconque, et
JNLJ; (Selmi [69]).

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressé a la structure des semigroupes d’opé-
rations implicites sur les pseudo-variétés

~ DANLDG(=DANLJ) et RNLDG(=RNLIJ);

- VNW avec V € {DOH,DRH,DH} et W € {LECom,LZE,L(ZE N CR),
Com D} ;

- DHNWNECom avec W € {LZE,L(ZENCR), Com x D}.

Comme conséquence de notre travail nous sommes capables de donner des descrip-
tions combinatoires des classes de langages reconnus par chacune de ces pseudo-variétés.
Les techniques utilisées sont proches de celles développées par Almeida et Weil [14] dans
I’étude des pseudo-variétés de la forme DH N ECom.

On remarque que ZEN CR =J; V G. Notons aussi que les cas non apériodiques
VNLDG avec V € {DOH,DRH,DH} (et H une pseudo-variété de groupes non
triviale) ne sont pas inclus, car nous ne fimes pas capables de les résoudre. Pour donner
une idée des relations d’inclusion entre les pseudo-variétés considérées, nous noterons
les inclusions suivantes :
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-~ LJ; CCom+D C LCom C LZE C LDG;
- LJ; CL(J,vG)CLZE;
— LZE C LECom, LECom ¢ LDG mais DO NLECom C DO NLDG.

Un résultat crucial dans ce chapitre est la caractérisation des opérations implicites
régulieres sur les pseudo-variétés V dans l'intervalle [J; V LI, DO N LDG]. Nous prou-
vons dans le corollaire 5.1.2 qu’elles sont caractérisées par leur restriction a J;, a LI
et & VN G. Nous montrons aussi que DO NLDG est la plus grande sous-pseudo-
variété de DO possédant cette propriété. Notons que V est telle que VN B = NB, ou
NB = [abca = acba]p est la pseudo-variété des bandes normales. Trotter et Weil [85]
ont prouvé que la plus grande sous-pseudo-variété V de DA telle que VN B = NB est
DA NLJ(= DANLDG). En utilisant leurs résultats on peut montrer que DO NLDG
est la plus grande sous-pseudo-variété de DO dont 'intersection avec B est NB. Le
corollaire 5.1.2 est donc en relation avec le résultat de Trotter et Weil.

Les résultats antérieurs permettent aussi de calculer quelques suprema de pseudo-
variétés. Par exemple, dans le cas W = Com * D on montre que, si H est une pseudo-
variété de groupes abéliens, alors

DOHN(Com*D) = (DAN(Comx*D))VH
— (DRHVDLH) N (Com * D)
# (DRHN (Comx D))V (DLHN (Com * D)).

Sauf mention contraire, dans ce chapitre A désignera un alphabet fini.

5.1 Eléments réguliers de F4,(DONLDG)

Dans cette section nous donnons une caractérisation des éléments réguliers des semi-
groupes F4(V) d’opérations implicites sur les sous-pseudo-variétés V.de DO NLDG,
et nous en déduisons quelques propriétés importantes de ces éléments.

Rappelons tout d’abord que LDG = [(eaebe)” = (ebeae)”]. Montrons maintenant
le résultat suivant.

Proposition 5.1.1 Soit V une sous-pseudo-variété de DO N LDG qui contient J1 et
K (resp. D). Deux éléments réguliers x et y de Fa(V) sont R-(resp. L-)équivalents si
et seulement si ils ont méme contenu et méme restriction o K (resp. D).

Preuve. Supposons d’abord que z R y. En particulier, x J y et donc, d’apres la propo-
sition 3.6.5, ¢(z) = ¢(y). De plus, il existe z € F4(V)! tel que z = yz. Comme y (et z)
n’est pas explicite (disons puisque y est régulier et V contient K), cela implique que
les restrictions de x et y a K sont égales.

Supposons maintenant que c(x) = ¢(y) et que K satisfait = y. En particulier,
d’apres le lemme 4.1.2 et la proposition 4.1.3, il existe r,r1, 79,73, u,v € FA(V), tels
que

T = ru, Y =7rv et r=Tr1ryrs.
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De plus, le corollaire 3.6.6 montre que x, y, xy et yx sont des éléments réguliers J-
équivalents, et que zy R x. En particulier, xy est un élément de groupe puisque V C DS
et donc 2y = (zy)“*!. On peut donc déduire successivement

xy = (zy)t!

= (rr§rsuriryrsv)* !

= ri(r§rsuriryrsvriry ) rsuriry rav
= ri(r§rsvriryrsuriry)“rsuriryrsv . car VC LDG
= (riryrsvriryrau)rirsrauriry rav
= (yz)“zy.
Cela montre que zy R y et, par conséquent, que x R y. O

Corollaire 5.1.2 Soit V une sous-pseudo-variété de LDG et de DO (resp. DRG,
DLG) qui contient Jy et LI (resp. K, D). Deux éléments réguliers x et y de Fa(V)

sont égaux si et seulement si ils ont méme contenu et méme restriction a LI (resp. K,
D)etaVNG.

De plus, DONLDG (resp. DRG N LDG, DLG N LDG) est la plus grande sous-
pseudo-variété de DO (resp. DRG, DLG) possédant cette propriété.

Preuve. On a besoin de prouver seulement la condition suffisante. Comme c(z) = ¢(y)
et LI satisfait x = y (et donc aussi K et D satisfont = y), nous avons z Hy d’apres
la proposition 5.1.1. Alors, comme la H-classe de 2 est un groupe (disons puisque x est
régulier et V est une sous-pseudo-variété de DS) on déduit que = = y*. Maintenant,
I’égalité x = y est une conséquence immédiate du théoreme 3.6.14.

Maintenant, supposons que W est une sous-pseudo-variété de DO qui n’est pas
contenue dans LDG. Alors, il y a deux idempotents distincts de FA(W) de la forme
x¥yx” et x¥zx¥, respectivement, contenus dans la méme J-classe. Ces éléments ont
clairement méme restriction a LI et & W N G. En outre, comme ils sont 7-équivalents,
ils ont méme contenu par la proposition 3.6.5. O

Fixons une pseudo-variété V dans l'intervalle [J; V LI, DO N LDG] (resp. [J; V
K,DRG NLDG], [J; V D,DLG N LDG)]) et soit 2 un élément régulier de F4(V).
Le résultat précédent montre que x est caractérisé par son contenu, disons B C A,
et par ses restrictions & LI (resp. K, D) et & VNG, disons (w,w’) € BN x B™N et
geFy (VN G), respectivement. Par conséquent, = sera noté

[w, B, g,w'] (resp. [w, B,g], [B,g,w']).
En particulier, lorsque x est idempotent il sera noté
[w, B,1,w'] (resp. [w, B,1], [B,1,w']).

De plus, si V est une pseudo-variété apériodique (i.e., telle que VN G =1), alors V est
une sous-pseudo-variété de DANLDG. En particulier, tout élément régulier de F)4(V)
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est idempotent, et il est caractérisé par ses restrictions a4 Jq et a LI (resp. K, D). Dans
ce cas on simplifie souvent la notation de x en écrivant simplement

(w, B,w') (resp. (w, B), (B,w")).

Nous utiliserons donc la notation ( _ ) pour les éléments idempotents des pseudo-
variétés apériodiques et [ _ | pour les éléments réguliers des pseudo-variétés non apéri-
odiques.

Notons que de Darticle de Trotter et Weil [85] on peut déduire que DO NLDG
(resp. DRG NLDG, DLG NLDG) est la plus grande sous-pseudo-variété de DO
(resp. DRG, DLG) dont l'intersection avec B est NB (resp. LNB = [abc = acb]p,
RNB = [abc = bac]B).

Soit u un mot infini (& gauche ou a droite) sur A. On notera c(u) ’ensemble des let-
tres de A qui apparaissent dans u. Les éléments réguliers de F4(DO N LDG) jouissent
de propriétés importantes que nous prouvons tout de suite.

Proposition 5.1.3 Soit A un alphabet, soient B,C,D C A tels que BN C # () et
D C B et soit b € B. Alors, dans F4(DO NLDG),

(1) ['U), B7g7 wl]b = [U), B7 gb7 U)/b], b['lU, B7gv wl] = [bwa B7 bg: wl]7
[w') B’g7 wl][”’ D7 f7 U/] = [w7 B?gf’ v/] et [’l}, D7 f7 ,l}/:l [w7 B7 g7 w/] = I:U7 B7 fg? w/] 7'
(2) si un de c(w') et ¢(z) est contenu dans BN C, alors
[w’ B7 g’ wl:l [Z’ C’ h? Z,] = [w7 B7 g7 wl,:l I:Z,,’ C7 h’7 Z/]
pour tout w" € B™N et 2" € CV tels que au moins un de c(w”) et c(2") soit
contenu dans BN C.
En particulier, F4(DRG NLDG) satisfait
(1) [w, B, glb = [w, B, gb], b[w, B, g] = [bw, B, bg], [w, B, g]lv, D, f] = [w, B, gf]
et I:U7 D7 f][w7 B7 g] = I:U7 B7 fg] ;
(2) [w, B, gl[z,C, h] = [w, B, g][",C, h] pour tout z,2" € CN.
Preuve. (1) Est une conséquence immédiate des corollaires 3.6.6 et 5.1.2.

(2) Supposons, par exemple, que c(w’) C BN C et soit w” € BN et 2" € CN tels
que c(w”) € BNC ou ¢(z") C BNC. Si¢(2") € BN C, nous déduisons de (1) que
[w, B, g,w'| = [w, B, g,w'][w, B,1,w"][z", BN C,1,w]. Donc,

[w, B, g,w'|[2,C,h,2'] = ([w,B,g,w][w,B,1,w"])([z",BNC,1,w][z,C,h,z])
= [w,B,g,w"|[z",C,h,?7] d’apres (1).

Supposons maintenant que ¢(z”) € BN C et soit a € BN C. Alors, ¢c(w”) C BNC et
en utilisant ce qu’on vient de prouver, on déduit

[w, B, g,w'|[z,C,h,2'] = [w,B,g,w'][a™,C,h,7]
= [w,B,g,w'][a™,BNC,1,w"][z",C,h, 2] d’apres (1)
= [w,B,g,w"][z",C, h,7].
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Pour la preuve de (1) et (2') il suffit de considérer la projection canonique de
F4(DONLDG) sur F4(DRG NLDG), et noter que la restriction &8 DRG NLDG
d’un élément régulier [w, B, g, w'] de F4(DO NLDG) est I’élément régulier [w, B, g].0

Notons que, si V est une sous-pseudo-variété de DO N LDG qui contient J; et LI,
la restriction & V d’un élément régulier [w, B, g, w'| de F4(DO N LDG) est aussi notée
[w, B, g,w']. Par conséquent, les propriétés du résultat précédent sont aussi valides dans
Fa(V).

5.2 Opérations implicites sur DA NLJ

Nous commencons ’étude proposée pour ce chapitre avec la description des semi-
groupes F4 (DA NLJ) et £4(RNLJ). Nous prouvons que tout élément de chacun de
ces semigroupes admet une écriture unique comme produit de mots et d’idempotents.
Notons d’abord que, puisque J = DG N A, nous avons immédiatement DA N LDG =
DANLJ et RNLDG = RN LJ. Notons aussi que J est une sous-pseudo-variété de
DANLJ et de RNLJ.

Considérons d’abord le cas DA N LJ. Fixons un ordre pour les lettres de 'alphabet
A. Nous disons qu’une factorisation, d’un élément x € F4(DA N LJ), de la forme

T = U/O(wla A17 wi)ul e un—l(wn7 An; w;)un

est normale si
—u; € A* ug £ 1siz=up;

— pour tout 1 < i < n tel que u; (resp. u;—1) n’est pas le mot vide, la premiere
(resp. derniére) lettre de u; (resp. u;—1) n’appartient pas a A;.

—siu; (1 <i<n-—1)estle mot vide, alors
— A; et A;y1 sont C-incomparables;
— la premiere lettre de w;11 n’appartient pas a A;;

— si c(w]) C Ajy1, alors w) = w™ et w;j1 = v™ ol u et v sont les plus petits
mots linéaires en ordre lexicographique de contenu, respectivement, A;NA;4+1
et A;y1 tels que la premiere lettre de v n’appartient pas a A;.

Proposition 5.2.1 Tout élément de FA(DA NLJ) admet une factorisation normale.
Preuve. Soit z € Iy (DA N LJ). Comme conséquence de la proposition 3.6.11, x admet
une factorisation de la forme

T = Uo(wl, Ay, wi)ul e ‘unfl(wny An, w%)un

comme produit de mots u; € A* et d’idempotents (w;, A;,w}) tels que, pour tout
1 <4 < n tel que u; (resp. u;—1) n’est pas le mot vide, la premiere (resp. derniere)
lettre de u; (resp. u;—1) n’appartient pas & A; et, si u; (1 <i <n—1) est le mot vide,
alors A; et A;41 sont C-incomparables.
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Supposons maintenant que 1 < i < n — 1 est tel que u; = 1. Alors, soit c(w;)
ou ¢(wit1) est contenu dans A; N A;11, soit ni ¢(w}) ni ¢(w;41) n’est contenu dans
A;NA;y1. Dans le premier cas, si on prend u et v les plus petits mots linéaires en ordre
lexicographique de contenu, respectivement, A;NA;+1 et A;y1 tels que la premiere lettre
de v n’appartient pas a A;, alors on déduit de la proposition 5.1.3 (2) que le facteur

(wi, Ay, W) (wig1, Aig1, Wi )

est égal a
(wi? Ai? ’U’m)(vmv Ai-l-l? w;-ﬁ-l)'

Dans le deuxi¢me cas, w;1+1 = 2z pour des mots z € Af g et 2 e A?ﬂrl tels que
c(z) C A; (si z #1) et la premiere lettre de 2z’ n’est pas dans A;. De plus,

(wia Ai7 wg)(wi-i—l? Ai+17 w£+1) == (wi7 Aia wgz)<zla A’H—la w;+1)

d’apres la proposition 5.1.3 (1). Par conséquent, pour tout 1 < i < n — 1 tel que

u; = 1, si on remplace dans la factorisation de x le facteur (w;, As, w)(wit1, Aiy1, wiy )

par (w;, Ay, w™>)(v"°, Ajy1,w;, ;) dans le premier cas et par (w;, As, wjz) (2, Air1, wi )

dans le deuxieme, on obtient une factorisation normale de x. O

Nous décrivons maintenant des automates que nous utiliserons pour construire des
semigroupes (les semigroupes syntaxiques des langages reconnus par ces automates)
pour séparer des factorisations distinctes d’éléments de FA(DA NLJ).

Pour r,n € Ny, soient ug,...,u, € A* et § # Ay,..., A, C A tels que, pour tout
1 <i<n-—1:siu; #1 alors ¢(u;) n’est pas contenu ni dans A; ni dans A;;1; si
u; = 1 alors A; et A;11 sont C-incomparables. Soit A = A(r;ug, A1, u1, ..., Ap, uy)
I'automate suivant A,

@ = m Xl m Xn_l @ -
e q, n n+1

ou, pour tout 1 <i<n-—1,

U; siu; # 1
X; = .
Ai—i—l \ Al S1 Uy = 1
et 'automate A; est soit

Ai n Az’+1

A; A;

lorsque, respectivement, u; # 1 ou u; = 1. L’état ¢} est égal & ¢; dans le premier cas
et a ¢;, dans le second. Observons que A; est un automate sur I’alphabet A; et notons
Q; Iensemble des états de 'automate A;.
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Lemme 5.2.2 Soit L le langage reconnu par l'automate A ci-dessus. Alors, S(L) ap-
partient a DA NLJ. De plus, siw € AT,k > |ug - up|+3n—2+1r (ol est le nombre
d’indices 1 < i < n —1 tels que u; = 1) et w* est Uétiquette d’un chemin T dans A,
alors il existe 1 <1 <n tel que w € AZT" et T wisite l’état q; (ou létat q;, s’il existe) et
ne visite ni létat gi—1 (i > 1) ni Uétat ¢iy1 (i < n).

En particulier, si r = 0 et la premiére lettre de u; (1 < j < n) n’appartient pas a
Aj, alors S(L) € R. Dans ce cas, siw, k et T sont comme ci-dessus, alors T termine
dans Uétat q; (ou dans Uétat q;), avec i comme ci-dessus.

Preuve. Le choix de k permet de déduire immédiatement que le chemin 7 visite un
état p avec une boucle et reste dans p au moins dans |w| pas. Si p = ¢; , pour un certain
1<i<n-—1,alorsw e (A; N A1) et donc, en particulier, w € AZTF. Sinon, p = g¢;
(1 <i < mn)etdoncw € Af. Dans les deux cas 7 ne visite ni 1'état ¢;—1 (i > 1) ni
Iétat ¢;11 (i < n) puisque sinon 7 contiendrait une transition étiquetée avec un mot
n’appartenant pas a Aj.

On prouve maintenant que S(L) est dans DA N LJ. Pour cela, il suffit de prouver
que, pour tous x,y,z € AT, et pour tout m assez grand (xy)™(yz)™(xy)™ ~r (zy)™,
o™~ 2™ et (aMyax™za™)™ ~p (2™zz™yz™)™. Sans perte de généralité, on peut
supposer que m est un exposant de S(L) (c’est-a-dire que w™ ~p w™w™ pour tout
w € AT et donc I'image syntaxique de w™ est un idempotent de S(L)).

Soient z,y,2 € At. Pour prouver que (zy)™(yx)™(zy)™ ~r (zy)™ il suffit de
montrer la condition suivante :

(zy)™ (yz)™(xy)™ est I'étiquette d’un chemin, disons P, dans A si et seule-
ment si il existe un autre chemin, disons Q, dans A étiqueté (xy)™ et coter-
minal avec P.

Dongc, supposons d’abord que P existe. Alors, comme nous 'avons déja prouvé, il existe
1 <i < ntel que zy € Af et P visite 'état g; ou D'état g;, (sil existe) et ne visite
ni Pétat g;—1 (si ¢ > 1) ni état gi+1 (si ¢ < m). Supposons que ¢; , existe (i.e., que
1 <i<netu =1)et que P visite les états de la forme ¢; ; (0 < j < r) pour au
moins |zy| pas. Alors zy € (4; N Ai11)T et donc P est entierement entre les états qi,0
et g;. Par conséquent, le sous-chemin de P étiqueté (yz)™(zy)™ est entierement dans
gi,r et donc l'existence de Q est claire. Supposons maintenant que P visite les états de
la forme ¢; ; (0 < j < r) au plus dans |zy| — 1 pas, ce qui implique que P visite 1'état
¢i- Ainsi, comme P ne visite pas I’état ¢;—1 (quand i > 1) et, comme ci-dessus, il ne
peut pas visiter les états de la forme ¢;—1; (0 < j < r), ¢’ils existent, dans plus de
|zy| — 1 pas, nous déduisons que au plus max{|zy|, |u;—1|} — 1 des pas de P se passent
strictement entre les états ¢;_1 et ¢;. Par conséquent, le sous-chemin de P étiqueté
(yz)™ est entierement dans ¢;. L’existence de Q est donc aussi claire dans ce cas. (Plus
précisément, ce qui est clair est I’existence d’un chemin étiqueté (zy)™(zy)™ coterminal
avec P. Mais, puisque nous considérons m tel que (xy)™ ~r (zy)™(xy)™, lexistence
de Q est assurée.) Le cas ou l'état de la forme ¢;, n’existe pas peut étre traité de
forme analogue. De facon similaire on peut aussi prouver que 'existence de Q implique
I'existence de P, ce qui prouve que (zy)™(yz)™(zy)™ ~r (xy)™. Que ™!
peut étre prouvé de facon analogue.

~], l'm
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Supposons maintenant que P est un chemin dans A étiqueté (xyx™zz™)™, et
donc qu’il existe 1 < i < n tel que c¢(z) Uc(y) Uc(z) C A;. Alors, soit i < n, u; = 1 et
P occurre entierement entre les états g; o et ¢;,, et I'existence d’un chemin Q dans A
coterminal avec P et étiqueté (x™ zx™yx™)™ est immédiate. Soit, au moins |z yx™ zz™|
des pas de P se passent dans I'état ¢; et au plus |yz™za™|(= |x™yxz|) des pas de
P se passent strictement entre les états ¢; et ¢;+1 (resp. entre les états ¢;—1 et ¢;).
Dans ce cas, soient Pi, Py et Pz les sous-chemins de P étiquetés, respectivement,
eyx™z, (a2 Myr "z ™) ™ 2a™ et ya™za™. Alors, Py est entierement dans g; et donc
P1 termine dans g; et P3 commence dans ¢;. De plus, le sous-chemin de P; étiqueté
yx™z commence dans g; ou dans g;_1, (s'il existe). Dans les deux cas il est clair qu'il
existe un chemin P coterminal avec P; et étiqueté z™zz™y. De facon analogue, il
existe un chemin P4 coterminal avec Ps et étiqueté zx™ya™. Comme, trivialement, il
existe un chemin étiqueté 2™ (x™zx™yx™)™ 22™ entitrement dans ¢; nous déduisons
I'existence du chemin Q (coterminal avec P et étiqueté (x™zzx™yxz™)™). Par symétrie,
on déduit que (xMyz™za™)"™ ~p (2™ zaxMyz™)™.

Finalement, on suppose que r = 0 et que la premiere lettre de u; (1 < j < n)
n’appartient pas a A;. Comme avant, ces conditions impliquent clairement 1’existence
d'un 1 <14 < n tel que w € A;r et 7 termine dans l'état ¢; ou dans I'état ¢; ¢ (dans
ce cas @ < n). Pour prouver que S(L) € R montrons que (zy)"x ~p, (xy)™ pour tout
x,y € AT. Pour cela, soit P un chemin dans A étiqueté (zy)"z. Ce chemin termine
dans un état ¢; ou dans un état g; . Dans le premier cas, 'affirmation qu’il existe un
chemin Q dans A étiqueté (xy)™ et coterminal avec P est immédiate. Dans le deuxieme
cas, soit xy € (A4;NA;1+1)T et donc P est enticrement dans gio (et 'existence du chemin
Q est triviale), soit il existe une lettre de zy dans A; \ A;+1 et P reste dans ¢; o pour
au plus |yz| — 1 pas. Dans ce cas l'existence du chemin Q est aussi assurée (ce chemin
peut passer de 1'état g; pour I’état ¢; o en utilisant, par exemple, la derniere occurrence
pas dans A;11 d’une lettre du mot (zy)™). La preuve de la réciproque est similaire et
donc on conclut que (xy)™z ~r, (zy)™, ce qui prouve que S(L) € R. O

Maintenant nous sommes en mesure de prouver la caractérisation suivante des semi-
groupes d’opérations implicites sur DA N LJ.

Théoréme 5.2.3 Soient z,y € Fa(DANLJ) et soient x = ug(wy, A, w,)ug - up_1
(Wny Apywh)upn, et y = vo(z1, B, 21)01 -+ - Um—1(2m, Bm, 20, )Um des factorisations en
forme normale. Alors, x = y si et seulement si n = m, u; = v;, w; = z;, A; = B;
et w, = z pour tout 1.

Preuve. Soit 7 € N un entier tel que 7 > |v;| pour tout 1 <i <n, et c(s,(w})) € Aiy1
pour tout 1 < i < n —1 tel que u; = 1 et c¢(w}) € Air1. Considérons automate
A = A(r;uopr(wr), Ar,ul, ..o ul,_q, Ay, se(w))uy,) o, pour tout 1 < ¢ < n — 1, u
est égal & : sp(w))uipr(wiz1) st u; # 1, ou u; = 1 et c(w)) € Aig1; 1siu; =1 et
c(w]) € Aj+1. Notons que, par définition de factorisation normale de z, pour tout
1<i<n-—1,siu,=1alors A; et A;1; ne sont pas C-comparables, et si u; # 1 alors
c(u;) € Aiy Aiga.

Soit L le langage reconnu par A et soit g : AT — S le morphisme syntaxique de
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L. D’apres le lemme 5.2.2, S € DA NLJ. Soit donc & : FA(DA NLJ) — S l'unique
extension homomorphe continue de pu, et soit k > |ug - u,| +3n — 2+ Ir (ou l est le
nombre d’indices 1 < ¢ < n — 1 tels que u;, = 1) un entier tel que pour tout w € A"
I'image syntaxique de w* est un idempotent de S.

Pour tout 1 < i < n, soient w; € AY et w] € A;N définis par w; = p.(w;) " lw; et
w! = wls,(w])~! de fagon que

(wi, Ay, wi) = pr(wi)(ws, Ag, 07) s, (w)).

Comme (w;, A;, w,) est idempotent, son image dans S, fi(w;, A;, w}) est aussi idempo-
tente. Par densité de AT dans F4(DA NLJ), il existe un mot x; tel que c(x;) = A; et
fi(w;, Aj, w}) = p(z¥). Maintenant, il n’est pas difficile de vérifier que

w = uopr(wl)xlfsr(wi)ulpr(wg)xlg T Sr (w;—l)un—lpr(wn)xﬁsr (w;l)un

est un mot reconnu par A, d’ott w € L. En outre, on a ji(x) = p(w).

Considérons maintenant des z; € BY (1 < i < m) et z € B; " tels que z; =
pr(zi) 2 et 20 = 2ls,.(2]) 7! de fagon que

(i, By, 2i) = pr(2) (%, Bi, 7)) sr (%)

On considére aussi des mots y; tels que c(y;) = B; et (%, By, 2) = p(y;*). Soit

w' = vopr (2191 sr (21)v1pr (22)Y5 - 50 (200 Vi

Nous avons [i(y) = p(w') et, puisque z =y, i(z) = fi(y). Par conséquent, pu(w) = p(w’)
d’olt w’ € L et donc w’ est reconnu par A.

Soit P un chemin réussi dans A (i.e., un chemin de gy pour ¢,+1) étiqueté w’. Pour
tout 1 < i < m, soit P; le sous-chemin de P étiqueté vop,(21)y¥ s, (2])vip(22)y5 - - - yF.
D’apres le lemme 5.2.2 on déduit que le chemin P; visite ’état g;; — pour un certain
1 < j; < ntel que B C Aj;, — et ne visite pas I'état gj, 41 (si ji < n). De plus, le
sous-chemin P/ de P; étiqueté p,(z;)y¥ ne visite pas 'état gj,—1 (si j; > 1).

En particulier, le chemin P; visite I’état ¢; et donc le mot ugp,(w1) est un préfixe
de vop-(z1)yf. Maintenant, comme r > |vo|, aussi le chemin P} visite 'état q;. Par
conséquent, j; = 1 et By C Ay. Par symétrie on déduit que A; = Bj. En outre, comme
la derniere lettre de ug (s’elle existe) n’appartient pas & A; = Bj, on déduit que ug est
un préfixe de vy. Encore par symétrie on a ug = vy et par conséquent p,(w1) = py(21).
Comme cela est vrai pour tout r suffisamment grand, on conclut que w; = 2.

Maintenant, comme la premiere lettre du mot v1p,(z2) n’est pas dans By = A3
(notons que, comme la factorisation de y est normale, si v; = 1 alors la premiere lettre
de z9 n’appartient pas & By) on a jo > 1. On va traiter les deux cas possibles pour uj.

Premier cas Supposons d’abord que v} # 1, i.e., que uy # 1,ouu; = 1 et c(w)) € As.
Alors, automate A commence comme suit
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A1 A2

UQ Q sy (w)urpr(ws)
@ q1 q2

N

Par conséquent, le mot s,(w})uip,(wz) est un facteur de yfs,(z})vip,(22)vh.
Comme les premieres lettres de uip,(w2) et vip,(z2), respectivement, ne sont
pas dans A; = By, on déduit que s, (w}) = s,(z]) et que uip,(w2) est un préfixe
de 'Ulpr(ZQ)yé:. Maintenant, comme ci-dessus, cela entraine wj = z{, jo = 2 et
By C As. En outre, comme la derniere lettre de uq n’appartient pas & As, et donc
n’appartient non plus a Bs, on déduit que u; est un préfixe de v1. Si v; # 1 on
peut appliquer la symétrie pour déduire que u; = v1. Si v1 = 1 on a trivialement
u1 = v1. Maintenant, cette égalité entraine que p,(ws) est un préfixe de p,(z2)y5,
d’out p,(w2) = pr(z2). Par conséquent, comme avant, wy = z2. Notons que, dans
ce cas, il reste encore a prouver l'inclusion Ay C Bs.

Deuxiéme cas Supposons maintenant que u}j = 1, i.e., que u; = 1 et c(w}) C As.
En particulier w} = ™ et wey = v™ ou u et v sont les mots linéaires les plus
petits en ordre lexicographique de contenu, respectivement, A; N As et Ao tels
que la premiere lettre de v n’appartient pas a A;. On peut aussi supposer que
v1 = 1 puisque si cela n’était pas le cas on pourrait appliquer un argument comme
ci-dessus pour déduire que v; serait un préfixe de uy et donc que u; n’était pas
égal au mot vide. Dans ce cas, le début de I’automate A est le suivant

A1 NAy Ao

Ay
C U Q A\ Ay K\AlﬂAgmAlﬂAQQ . As \ Ay '
90 T 01,0 q1,1 @2) .- @ @
N N/ N

Par conséquent, dans le chemin P, la premiére lettre de p,(z2) est lue dans la
transition de I’état g1, pour l'état ¢o, et s,(2]) est lu dans les transitions entre
I'état g1 et I'état g1 ,. Cela signifie, en particulier, que jo = 2 d’ou By C A,.
Donc, dans les deux cas (uj = 1 et )} # 1) on a By C Ag. Par symétrie on déduit
que A = Bs. Dans le cas v} = 1 que nous avons en considération, on déduit
aussi que ¢(s,(2])) € A1 N Ay. Comme r est arbitrairement grand, cela entraine
¢(z]) € As. Donc, comme nous travaillons avec des factorisations normales et
vi=1,0naz] =u™ =w| et 20 =™ = w,.

Nous venons ainsi de prouver que w} = 2}, u1 = v1, we = 23 et Ag = Bo.

En itérant ce qui précéde, on montre que n = m, u; = v;, w; = z;, A; = B; et
! .
w; = z; pour tout ¢. O

Notons que si z = ug(w1, A1, wi)ug - -+ Up—1(wWp, Ap, W), )uy, est une factorisation nor-
male d’un élément z € F4(DA NLJ), alors la restriction de z a J est ug(A1)uy -+ up—1
(An)uy et cette factorisation est en forme canonique. En utilisant le théoreme 3.6.16

dans la preuve du théoreme antérieur on pourrait donc déduire immédiatement que
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n=m, u; = v; et A; = B; pour tout i. Nous avons préféré éviter d’utiliser le théoreme
d’Almeida puisque, comme nous le verrons, la preuve présentée ici peut étre addaptée
a d’autres cas ou le théoréme d’Almeida ne s’applique pas.

Notons aussi que, si L est le langage reconnu par un automate A = A(r;ug, 41, . . .,
Ap,up) comme ci-dessus, alors la fermeture L de L dans Fq(DA NLJ) est formée e-
xactement par les éléments z € F4 (DA NLJ) tels que fi(z) € u(L) ot p: AT — §
est le morphisme syntaxique de L et [ : F AW(DANLJ) — S est 'unique extension
homomorphe continue de u. La preuve du théoreme 5.2.3 montre donc, en particulier,
que les fermetures des langages reconnus par les automates A ci-dessus sont suffisantes
pour séparer des opérations implicites sur DA N LJ distinctes. Par conséquent, d’apres
la proposition 3.3.9 et le théoreme d’Eilenberg on a le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.4 La pseudo-variété DA N LJ est engendrée par les semigroupes syn-
taziques des langages reconnus par les automates A(r;ug, A1, ..., Ap,un) ot r,n € Ny
et, pour un alphabet A, ug, ..., u, € A* et ) # Ay,..., A, C A sont tels que, pour tout
1<i<n-—1:siu #1 alors c(u;) nest pas contenu ni dans A; ni dans A1 ; si
u; = 1 alors A; et Ajr1 sont C-incomparables. O

Almeida et Azevedo [11] ont montré que
R VL= [(ab)*a(ca)” = (ab)*(ca)*].
Si a,b et c sont des lettres distinctes d’un alphabet A, alors dans F A(DANLJ) on
(ab)*a(ca)” = ((ab)™,{a,b}, (ab)™)a((ca)™, {a,c}, (ca)™)
= ((ab)™,{a, b}, (ba)™)((ca)™, {a,c}, (ca)™)

et

(ab)*(ca)* = ((ab)"™,{a, b}, (ab)™)((ca)™ {a, c}, (ca)™).
Par conséquent, d’apres le théoreme 5.2.3, (ab)¥a(ca)® # (ab)¥(ca)¥ et donc DA NLJ
ne satisfait pas la pseudo-identité (ab)“a (ca)® = (ab)¥(ca)®. Cela prouve que

(RVL)NLJ # DA NLJ.

Considérons maintenant le cas R N LJ. Soit z € F 4(RNLJ). On dit qu'une fac-
torisation de z de la forme

T = UO(wb Al)ul ce unfl(wny An)un

est normale si
—u; € A*, ug £ 1siz=ug;

— pour tout 1 < ¢ < n tel que u; (resp. u;—1) n’est pas le mot vide, la premiére
(resp. derniére) lettre de w; (resp. u;—1) n’appartient pas a A;.

—siu; (1 <i<n-—1)estle mot vide, alors

— A; et A;jy1 sont C-incomparables;
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— 81 A;NAj1q # 0, alors w; 11 = v™ ol v est le plus petit mot lindaire en ordre
lexicographique de contenu A;,1 tel que la premiére lettre de v n’appartient
pas a A;.

En utilisant les langages (R N LJ)-reconnaissables décrites dans le lemme 5.2.2 et en
appliquant des arguments similaires a ceux de la preuve du théoreme 5.2.3, on prouve
que les opérations implicites sur R N LJ sont caractérisés par le résultat suivant.

Théoréme 5.2.5 Tout élément de F4(RNLJ) admet une factorisation normale. Soi-
entx,y € FA(RO LJ) et soient x = up(w1, A1)ug -+ - (W, Ap)uy ety = vo(z1, Br)vy - -+
(2my Bm)vm des factorisations en forme normale. Alors, x =y si et seulement sin = m,
u; = v;, w; = z; et A; = By pour tout 1. O

Naturellement, un énoncé dual de ce dernier théoreme pourrait étre énoncé pour la
pseudo-variété L N LJ.

5.3 Opérations implicites sur DO N LECom

Dans cette section nous nous concentrons sur certaines sous-pseudo-variétés de
DO NLECom, notamment les pseudo-variétés de la forme W N LECom o, pour une
pseudo-variété H de groupes, W = DOH, DRH ou DH. Notons que DO N LECom C
DO NLDG. En effet, on a

DONLECom C L(IDONECom) = L(DGNECom) C L(DG),

puisque DO N ECom = DG N ECom. Notons aussi que J n’est pas une sous-pseudo-
variété de LECom puisque, d’apres le théoreme 3.6.16, J ne satisfait pas la pseudo-
identité

(awbaw)w(awcaw)w — (awcaw)w(awbaw)w

qui définit LECom.

Outre les propriétés données par la proposition 5.1.3, les éléments réguliers de
F4(DO NLECom) jouissent aussi de la suivante.

Proposition 5.3.1 Soz;t A un alphabet et soient B et C des sous-alphabets de A tels
que BN C # 0. Dans F4(DONLECom), si c(w') ou ¢(z2) est contenu dans B N C,
alors [w, B, g,w'|[z,C, h,2'] = [w, BUC, gh, ?'].

En particulier, FA(DRG N LECom) satisfait [w, B, g][z,C, h] = [w, BUC, gh] pour
tout z € CN.
Preuve. Posons p = [w, B, g,w'] et ¢ = [z,C, h, 2]. Supposons d’abord que c(w’) et
¢(z) sont tous les deux contenus dans B N C. Soit aussi r I'idempotent [z, BN C, 1, w’].
Alors, (rpr)¥(rqgr)“ est un idempotent puisque V. C LECom, et donc

(rpr)“(rqr)® = [z, BUC, 1,0/
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d’apres le corollaire 5.1.2. En outre, p = p(rpr)* et ¢ = (rqr)“q d’apres la proposi-
tion 5.1.3. Ce résultat permet aussi de déduire

pq = p(rpr)*(rqr)“q
= plz,BUC,1,u']q
= [w,BUC,gh,?2].

Supposons maintenant que, par exemple, ¢(z) € B N C (et non nécessairement
c(w') € BNCO) et soit a € BNC. Alors, ¢ = [z, BNC,1,a>][a™,C,h, '] d’apres la
proposition 5.1.3. Donc, comme ¢(a) = ¢(a") = {a} C BNC,

pq = plz,BNC,1,a>][a",C,h,?7]
= [w,B,g,a>][a™,C, h,?|
= [w,BUC, gh,?] par le cas précédent.

La deuxieme partie du résultat est une conséquence naturelle de la premiere. |

La deuxieme partie de ce résultat dit que le produit de deux éléments réguliers de
F4(DRG N LECom) avec des contenus non disjoints, est un élément régulier. Dans le
cas du produit zy de deux éléments réguliers z et y de F! 4(DO NLECom) avec des
contenus non disjoints, nous sommes certains d’obtenir un élément régulier seulement
si un de c(z’) et ¢(y') est contenu dans c(z) N c(y), ou 2’ et ' sont, respectivement,
les (mots infinis qui identifient les) restrictions de z a D et de y & K. Comme nous le
verrons, seulement dans ces conditions le produit xy est un élément régulier.

On considere d’abord le cas DOH N LECom ou H est une pseudo-variété de
groupes. On dit qu’une factorisation d’un élément = € FA(DOH NLECom) de la
forme

x = uplwi, A1, g1, wilut -+ Up—1[wn, A, gn, W up

est normale si :
—u € A" (1<i<n),ug#1siz=up;
—siu; (1 <i<n-—1)estle mot vide, alors la premiere lettre de w,4+1 n’est pas
dans A;, et c(w)) € Ait1;
— pour tout 1 < i < n tel que u; (resp. u;—1) n’est pas le mot vide, la premieére
(resp. derniere) lettre de w; (resp. u;—1) n’est pas dans A;.

Les propositions 3.6.11 et 5.3.1, assurent que tout élément de Fy (DOH N LECom)
admet une factorisation normale. Pour séparer des factorisations distinctes, nous avons
besoin des automates appropriés que nous décrivons de suite.

Pour n € Ny, soient ug,...,u, € A* et ) # Ay,..., A, C A tels que u; # 1
(1<i<n-—1).Soitle€{l,...,n}, soit A; un automate de groupe (i.e., un automate
déterministe dont chaque lettre induit une permutation sur l’ensemble des états) sur
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'alphabet A; avec ensemble d’états @, et soient ¢;,q; € Q. Finalement, soit C =
Cuo, Av,ur, ..., A g a, i, - - -, Ap, up) Pautomate suivant

Ay Az Ap

Pour simplifier les notations, on note Q; = {¢;} pour tout 1 <i <mn avec i # [.

Avant de prouver un lemme, notons que

DO NLECom = DON [(eae)¥(ebe)” = (ebe)*(eae)]
= DO N [e(eae)¥(ebe)?e = e(ebe)¥(eae)e].

Lemme 5.3.2 Soit L le langage reconnu par l'automate C ci-dessus, et supposons qu’il
satisfait la condition supplémentaire suivante : pour tout 1 < i < n — 1, c(u;) n'est
pas contenu ni dans A; ni dans A;41. Alors, S(L) appartient ¢ DO N LECom et ses
sous-groupes sont dans la pseudo-variété engendrée par le groupe de transition S(A;).

De plus, si w € AY, k est un exposant de S(L) tel que k > |ug---up| +n et w*
est 'étiquette d’un chemin dans C, alors il existe i € {1,...,n} tel que w € A;F et ce
chemin visite Q; et ne visite ni Q;—1 (1 > 1) ni Q11 (i < n).

Preuve. La deuxieme partie du lemme et le fait que S(L) vérifie la pseudo-identité
(ab)® (ba)®(ab)* = (ab)¥ qui définit DO peuvent étre prouvés comme dans le lemme 5.2.2.
Maintenant, d’apres la remarque immédiatement avant le lemme, pour montrer que
S(L) est a LECom il suffit de prouver que

xk(xkyxk)k(xkzxk)kxk ~], .’Bk(.’ljkz.%'k)k(.%'kyl'k)kwk

pour tous x,y,z € AT. Pour cela, il suffit de prouver que

zF (xFyak)k (2* 2aF)k 2k est 1étiquette d’un chemin P dans C si et seule-
ment si il existe un chemin Q dans C étiqueté ¥ (xFzaP)F(2Fyxk)ka et

coterminal avec P.

Soient x,1, 2 € AT. Supposons que P existe et considérons les deux sous-chemins P; et
Py de P étiquetés, respectivement, ¥ (zFyaF)F et (2FzaF)k2*. Par la deuxieme partie
du lemme, comme P est un chemin dans C, il existe 1 < i < j < n tels que P; (resp. P2)
visite Q; (resp. @;) et ne visite ni Q;—1 ni Q41 (resp. Q-1 ni Q;j41). Comme Py et Py
sont des chemins consécutifs, il s’ensuit que, soit ¢ = j soit i+1 = j. Prouvons que i = j.
Supposons, par contradiction, que i +1 = j. Alors, ¢(z) Uc(y) C A;, c(x)Uc(z) C A
et, d’apres le choix de k, le sous-chemin de P étiqueté v = ya*z*z est un chemin de Q;
pour Q1. Par conséquent, u; est un facteur de v d’ot il est un facteur d’un de ya*z*
et aFaFz. Mais cela contredit I’hypothése sur le contenu de w;, puisque dans ce cas
c(u;) C A; ou c(u;) C Ajtq. Alors i = j et donc existence du chemin Q est claire. En
fait le sous-chemin P’ de P étiqueté (z¥yx*)*(z¥z2*)* est entierement dans Q;. Donc,
si Q; = {q;} cela est immédiat. Si @; n’est pas un singleton (c’est-a-dire que i = [
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et @ est Pensemble des états de 'automate A4;), 'hypothese sur k permet de déduire
que P’ est un chemin dans A; d'un état ¢ € Q; au méme état g. On déduit de plus
qu’il existe un chemin étiqueté (zFzx®)F(2*yz*)* de ¢ & . Par symétrie il s’ensuit que
ok (xFyak)F (ah 2ok bk ~p ok (2 z2P)F (2P yak)k2? ce qui prouve que S(L) € LECom.

Pour conclure la preuve, considérons le morphisme syntaxique p : AT — S(L),
soit w € AT et supposons que p(w) est un élément régulier de S(L), c’est-a-dire que
p(w) = p(wk*). Soit maintenant w’ € AT tel que p(ww'w) = p(w) et p(w'ww') =
p(w'). Alors, comme ci-dessus, on peut vérifier que, pour tout 1 < i < n, w € A;’
si et seulement si w’ € A;r. Par conséquent, le sous-semigroupe de S(L) formé de ses
éléments réguliers divise le produit direct du sous-demi-treillis de P(A) engendré par
les A; avec les semigroupes de la forme u;_,G;u;, ou G; est le groupe trivial si i # [
et il est le groupe S(A;) sinon, et u; ; (resp. u}) est un suffixe de u;—; (resp. préfixe
de u;) avec contenu contenu dans A;. Les sous-groupes de ces semigroupes sont des
sous-groupes de S(A4;) et donc la preuve est terminée. O

Avant de prouver la caractérisation des opérations implicites sur DOH N LECom,
on rappelle la notion de graphe de Cayley. Soit G un groupe A-engendré. Le graphe de
Cayley de G est le graphe étiqueté dont I’ensemble des sommets est GG, et, pour tous
g € Getac€ A, il existe un arc étiqueté a du sommet g au sommet ga.

Théoreme 5.3.3 Soit H une pseudo-variété de groupes, soient x et y deux éléments
de FA(DOH NLECom) et soient © = ug|wy, A1, g1, wh]ut - Up—1[wn, An, gn, Wh]un,
et y = volz1, B1, h1, 21]v1 - Vm—1 [2ms Bm, b, Z'm]om des factorisations en forme nor-
male. Alors, x = y si et seulement sin = m, u; = v;, w; = 2, A; = B;, g; = h; et
wh = 2% pour tout i.

Preuve. Considérons ’automate C suivant

Sr(w,n)un

Ay Ao An

NG
ou r € N est tel que r > |v;| pour tout 1 < j < m, et, pour tout 1 < i < n—1
tel que u; = 1, le contenu du mot sr(wg) n’est pas contenu dans A;; ;. Cela assure
que le contenu du mot s, (w})u;pr(wit1) n'est pas contenu dans A; ni dans A;;1, et,
de plus, que 'automate C est dans les conditions du lemme 5.3.2. Par conséquent, le
semigroupe syntaxique S du langage L reconnu par C est dans DA N LECom et donc
S € DOH N LECom. Maintenant, en utilisant des arguments parfaitement similaires

(et de certaine facon plus simples) a ceux dans la preuve du théoreme 5.2.3, on peut
prouver que n =m, u; = v;, w; = z;, A; = B; et w} = z. pour tout i.

@ uopr(w1) Q sr(w' )urpr(w2)
q0 1

&

Notons maintenant que H = (DOH N LECom) N G. Pour prouver que g; = h;
pour tout 1 <4 < n, considérons w; € A}, w! € A;N et gi, hi € Fu,(H) tels que

['LUZ‘, Ai7 i, ’U);] = pr(wz)[wza Ai7§i7 wﬂST(wi)
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et
[wi, As, hiy wi] = pr(w;)[@s, Ai, hi, @7]s, (wy;).
Posons z; = [’LDi, Ai,gi, 71);] et y; = [71)2', Ai, Bl,ﬂ);]
Fixons un i € {1,...,n}, considérons un groupe A;-engendré G de H et soit A4; le
graphe de Cayley de G sur A;. Notons que G est le semigroupe de transition de A;.
Aipr

Soit A; ={a;1,...,ain,} et soit C' 'automate suivant
Az—l An
uopr(w1) 8 sr(wio1)uio1pr(wi) = sr(w')uipr(wit1) . sr (W), )un
O ORNS & - g,
ol les états ¢ et g; sont, respectivement, les éléments 1 et (Z;)c (a1, - .-, ain,) de G. No-

tons p : AT — S le morphisme syntaxique du langage reconnu par C’, et i sa extension
continue homomorphe a F4(DOH N LECom) (qui existe par le lemme 5.3.2).

Ay

Considérons, en outre, un exposant k > |ug---u,| +n de S et, pour tout j €
{1,...,n}, des mots z; et y; tels que c(z;) = c(y;) = A, i(z;) = ,u(:rf) et a(g;) =
pu(y;). On a

— (uopr(w1)g1sr (W) )urpr(w2) - - - Gim1sr (wi_y)ui—1pr (wi)) =

pu(uopr (w)yy se (W) Jurpr(we) -+ Yy s (W) Jui—1pr(wi)),
- /l(sr(wg)uipr(wﬂrl)gwl “o e Pnr(wy ) un) = N(Sr(wg)uipr(wﬂl)yzﬁl e yﬁsr(w;)un),
— () = pluopr (wr)a - -y s, (w), Juy).
En utilisant les égalités prouvées jusqu’a ici, on peut vérifier que

— wopr (w1)yy - yF s (W] uisapr(ws),

- Sr(wg)uipr(wiJrl)yZ—l t yqlisr (w;)una

— uopy (w1)af - sy (W), ),
sont les étiquettes de chemins dans C’' qui vont, respectivement, de go & ¢, de ¢; a

Gn+1 et de qo & gpr1. Comme fi(x) = (y) = fi(uopr (w1)F1 - - Insr(wy,)un) et A; est un
automate de groupe, cela entraine que

/
7

/
11—

(Wi)a(ain, s ain,) = (Ti)a(ain, -, in,),

ce qui prouve que g; = h;. Par conséquent, g; = h; et la preuve est terminée. O

Comme conséquence de ce résultat, on peut vérifier, comme dans le cas LJ ci-dessus,
que
(RVL)NLECom # DA N LECom.

Soit maintenant V 1'une des pseudo—variétés DRH NLECom et DH N LECom.
On dit qu’une factorisation d’'un élément x € F4(V) de la forme

T =UpT1UL ** * Up—-1TnUp

est normale si :
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—u; € A* ug#£ 1siz=mug;
— ;€ Fo(V) (1 <i < n) est régulier;
— siu; (1 <i<n-—1)estlemot vide, alors c(z;) Ne(wir1) = 0;

— pour tout 1 < i < n tel que u; (resp. u;—1) n’est pas le mot vide, la premieére
(resp. derniere) lettre de w; (resp. u;—1) n’appartient pas a c(x;).

Les propositions 3.6.11 et 5.3.1 assurent que tout élément de F '4(V) admet une factori-
sation normale.

On poursuit avec la description des semigroupes F4(DH N LECom). Pour cela
on va considérer les automates suivants. Pour n € Ny, soient ug,...,u, € A* et () #
A, A, CAtelsque,siu; =1 (1 <i<n-—1)alors 4; N A;41 = 0 et, pour tout
1 <i < n tel que u; (resp. u;—1) n’est pas le mot vide, la premieére (resp. derniére)
lettre de wu; (resp. uw;—1) n’est pas dans A;. Soit [ € {1,...,n} et soit A; automate

Ay A
', ou un automate de groupe non trivial sur I’alphabet A4; avec

ensemble d’états @; (dans ce cas, nous choisissons deux états distincts ¢;,q; € Q).
Finalement, soit D = D(ug, A1, u1, ..., u—1,A;q); @, ui, - . ., Ap, uy) Pautomate suivant

L’analyse de la structure de D peut étre conduite comme dans les lemmes 5.2.2
et 5.3.2, en montrant le lemme suivant.

Lemme 5.3.4 Considérons 'automate D ci-dessus et soit L le langage reconnu par D.
Alors, S(L) est dans DG N LECom et ses sous-groupes sont dans la pseudo-variété
engendrée par le groupe de transition S(A;).

De plus, si w € AT, k est un exposant de S(L) tel que k > |ug---un| +n et wF
est l’étiquette d’un chemin dans D qui ne commence ni ne termine avec une transition
étiquetée par le mot vide, alors il existe i € {1,...,n} tel que w € A;" et le chemin
commence en q, ou q; (dans Q; si i =1) et termine en ¢; (dans Q; sii=1). O

Théoreme 5.3.5 Soit H une pseudo-variété de groupes, soient x ety deux éléments de
F4(DHNLECom) et soient x = ug[A1, g1]u1 - - - un—1[An, gn)un et y = vo[B, hi]vy -
VUim—1[Bm, hm]vm des factorisations en forme normale. Alors, x =y si et seulement si
n=m, u; = v;, A; = B; et g; = h; pour tout i.

Preuve. Considérons 'automate D suivant

Al A2 An
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soit L le langage reconnu par D et soit u© : AT — S son morphisme syntaxique.
D’apres le lemme 5.3.4, S € JNLECom et donc S € DHNLECom. Ainsi, soit
f: F4(DH N LECom) — S 'unique extension continue homomorphe de pu.

Soit k > |ug---up| + n un exposant de S. Soit 1 < i < n. Comme [4;, g;] est un
élément régulier, son image dans S, [i([A;, gi]) est un idempotent. D’apres la densité
de AT dans Fy(DH N LECom), il existe un mot z; tel que ¢(z;) = A; et fi([As, gi]) =
p(z¥). Maintenant, il est immédiat que w = ugaku - - ¥u, est un mot reconnu par
D, dou w € L. En outre, on a ji(x) = p(w).

Considérons maintenant des mots y; (1 < i < m) tels que ¢(y;) = B; et i([B;, hi]) =
w(yi*). Soit w' = voykvy -+ y¥ vy On a i(y) = p(w') et, comme = =y, i(z) = f(y).
Donc, w’ € L. Soit P un chemin réussi dans D étiqueté w’ et, pour tout 1 < ¢ < m, soit
P; le sous-chemin de P étiqueté voylfvlyé“ = yf D’apres le lemme 5.3.4, le chemin P;
termine dans 1'état g;;, pour un certain 1 < j; < n tel que B; C Aj,. De plus, si j; > 1,
le sous-chemin P! de P; étiqueté yf, dont la premiere transition n’est pas étiquetée par
le mot vide, ne visite pas I'état g;, 1.

En particulier, le chemin P; visite I’état ¢;. Par conséquent ug est un préfixe de
voyf. De plus, si j; > 1, le chemin P ne visite pas 1'état ¢j,—1. Par conséquent, si
j1 > 1, il est clair que ug est un préfixe de vg. Dans le cas ou j; est égal a 1, on a
B; C A; et comme la derniére lettre de up n’est pas dans A; (et donc n’appartient
pas au contenu de yf) nous déduisons aussi que ug est un préfixe de vg. Par symétrie
il s’ensuit que ug = vg, d’out j1 = 1 et By C A;. Encore par symétrie on déduit que
Al = Bj.

Maintenant, le chemin P> termine dans I’état g;,, pour un certain 1 < jo < n tel
que By C Aj,. Comme la premiere lettre du mot v1y§ n’appartient pas & By = A
(notons que, comme la factorisation de y est normale, si v1 = 1 alors By N By = (}), on
déduit que jo > 1. Maintenant, comme avant on peut prouver que js = 2, u; = v; et
AQ = BQ.

En itérant ce qui précede, on montre que n = m, u; = v; et A; = B; pour tout 7.

La preuve des égalités g; = h; est similaire a la preuve des méme égalités dans le
théoréme 5.3.3. Nous remarquons seulement que, apres le choix d’un groupe G (non tri-
vial) A;-engendré de H, et apres avoir considéré son graphe de Cayley A; sur A4;, on a be-
soin de choisir dans A; deux états distincts. L’un de ces états est 1. Maintenant, posons
xi = [As, gi] et yi = [Ai, hi]. Sir = (yi)a(ain, ... ain,) et s = (xi)g(ai, ..., ain,) sont
tous les deux égaux a 1, alors nous n’avons pas rien a prouver. Sinon, sans perte de
généralité, on peut supposer que s # 1 et donc on choisit s pour étre I'autre état. La
preuve continue comme dans le théoreme 5.3.3, en montrant que r et s doivent étre
égaux et donc g; et h; aussi. O

Des résultats similaires sont valides pour les pseudo-variétés DRH N LECom.

Lemme 5.3.6 Considérons un automate C = C(uo, A1, ..., A4, -, An,uy) com-
me celut défini apres la proposition 5.3.1 ci-dessus, et supposons qu’il satisfait les con-
ditions supplémentaires suivantes : pour tout 1 < i < n, la premiére lettre de u; n’ap-
partient pas a A; ; pour tout 1 <i <n—1 la derniére lettre de u; appartient a A;11 et,
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si c(u;) C Ajt1, alors A; N Ajr1 = 0. Soit L le langage reconnu par C. Alors, S(L) ap-
partient & DRG N LECom et ses sous-groupes sont dans la pseudo-variété engendrée
par le groupe de transition S(A;).

De plus, siw € AT, k est un exposant de S(L) tel que k > |ug - - - un| +n et w* est
Uétiquette d’un chemin T dans C, alors il existe i € {1,...,n} tel que w € A;L et T
termine dans Q;. En outre, soit T ne visite pas Q;—1 (sii > 1), soit T commence dans
Qi_1 et il sort de QQ;_1 dans le premier pas.

Preuve. Le lemme peut étre prouvé comme des résultats similaires déja vus. Nous
notons seulement qu'un chemin étiqueté v = (zFyx¥)*(2¥22*)* reste plus d'un pas
exactement dans un seul Q;. Ainsi, c(zyz) C A; et le chemin reste hors de @; pour au

plus |u;—1| pas. O

Exemple 5.3.7 Notons que la condition “pour tout 1 < ¢ < n — 1 la derniére lettre
de u; appartient a A;y1”7 dans Uautomate C du dernier lemme évite, par exemple, une
situation comme la suivante

c a b,c,d
SGENGENGE

ot a, b, ¢ et d sont des lettres distinctes d’un alphabet A. Le semigroupe syntaxi-
que du langage reconnu par cet automate ne vérifie pas l'égalité (¢“bc®)*(c¥de?)¥ =
(“de? ) (b)) et donc il n’est pas dans LECom. [

Théoreme 5.3.8 Soit H une pseudo-variété de groupes, soient x et y deux éléments
de FA(DRH NLECom) et soient © = ug|w1, A1, g1]ut -+ Un—1[Wn, Ap, gnlun et y =
volz1, B1, h1]vr « - - Vm—1[2m, Bm, him]vm des factorisations en forme normale. Alors, x =
y st et seulement sin =m, u; = v;, w; = z;, A; = B; et g; = h; pour tout i.

Preuve. La projection canonique de F4(DRH N LECom) sur F4(DH N LECom)
montre immédiatement que n = m, u; = v;, 4; = B; et g; = h; pour tout i. Pour
prouver 'égalité p,(w;) = pr(z;) pour tout 1 < i < n et tout r > 1, il suffit de
considérer I’automate suivant

Ay Ao An
@ uopr(w1) 81/ u1pr (w2) @ @ Un .

— qui reconnait un langage dont le semigroupe syntaxique appartient a R N LECom,
d’apres le lemme 5.3.6 —, et de continuer comme dans la preuve du théoreme 5.3.3.
Cela montre que w; = z; pour tout 4. a

Un résultat dual est valide pour les pseudo-variétés DLH N LECom.
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5.4 Opérations implicites sur DO NLZE et DONL(J,VG)

Cette section est consacrée 4 I'étude des semigroupes F '4(V) o1 V est une pseudo-
variété de la forme V.= WNLZE ou de la foorme V=WNL(J, VG) avec W €
{DOH,DRH,DH}. Comme dans les sections précédentes, nous décrivons des formes
“normales” pour les éléments de FA(V) et nous prouvons qu’elles sont uniques. Nous
utilisons ces résultats pour calculer certaines pseudo-variétés du type UV U’.

Tout d’abord on note que la pseudo-variété ZE N CR est, trivialement, égale a
J1 VG et que ZE C ECom. Par conséquent, on déduit immédiatement que L(J, V G)
C LZE C LECom.

Dans la derniere section, ot nous avons étudié les semigroupes Fy (WNLECom),
nous eumes & séparer la description des factorisations normales en deux cas. Le cas
DOH N LECom d’une part et les cas DRH N LECom et DH N LECom de 'autre.
Comme nous le verrons, cela n’est pas nécessaire pour les semigroupes Fy (WNLZE)
(ni pour Fa(W NL(J, V G)). Les factorisations normales & = uozu; - - - Zpu, décrites
pour un élément z € F '4(DO NLZE) seront telles que, si 7 est la projection canonique
de F4(DONLZE) sur F4A(W NLZE), alors w(z) = uom(z1)uy - - 7(zp)un est une
factorisation normale de ’élément 7 (x) € F4(W NLZE). La définition de factorisation
normale sera inspirée par le résultat suivant.

Proposition 5.4.1 Soit A un alphabet, soient B,C C A tels que BN C # 0 et soit
r € FA(DONLZE)!. Alors, dans F4(DO NLZE),

[w, B, g,w'|z|z,C, h,2'] = [w, BUC, g,w']|z[z, BUC, h,?].

En particulier, [w, B, g,w'][z,C, h, 2’| = [w, BUC, gh, 2'].
De plus, si x € EA(DONL(J, V G))', alors dans F4(DONL(J, V G)) on a,

[w, B, g,w'|z|z,C, h,2'] = [w, BUc(z)UC,gz'h, 2]

ou x' est la restriction de x a G.

Preuve. Supposons d’abord que C' C B et posons p = [w, B, g,w'] et ¢ = [2,C, h, 2'].

www)www

On a p = pp“(¢“p“q*)“q¢“p* et ¢ = ¢*q d’apres la proposition 5.1.3. Donc,

W W AW \W W W

prqg = pp*(¢“p*q”) ¢ P xq"q
= pp¥¢“p?zq”(¢“p“q*)¥q car DONLZE C LZE
= |w,B,g,w'|x[z,B,h,?] d’apres la proposition 5.1.3.
Que le résultat est aussi vrai pour B C C, peut étre prouvé de facon analogue.

Prouvons maintenant le cas particulier x = 1. Soit a € BN C. Alors, p = pa“a“p®
d’apres la proposition 5.1.3. Par conséquent,

pq = pa’a“p*q = pla™,C,1,a*][a™, B,1,a|p"q



5.4 Opérations implicites sur DONLZE et DONL(J, VG) 111

par ci-dessus puisque c¢(a®) = {a} € BN C. De facon similaire, on peut prouver que
[a*, C,1,a>][a™, B,1,a] est un idempotent. Alors, par le corollaire 5.1.2, il est égal
a [a™, BUC,1,a]. L’égalité pqg = [w, BU C, gh, 2'] est maintenant une conséquence
simple de la proposition 5.1.3.

Finalement, on prouve le cas général. On a, p = pa“p” et ¢ = ¢*a*q. Par conséquent,
des cas particuliers prouvés avant, on déduit

prqg = pa*przqaq
= pla™,C,1,a>|p?z¢¥[a", B,1,a|q
= pla™, BUC,1,w'|z[z, BUC,1,a>]q
= [w,BUC,g,w'|z[z, BUC,h,?7].
Pour conclure la preuve il reste & montrer le résultat pour DO NL(J, V G). Avec
les mémes notations que ci-dessus, on a pxrq = pa“p“xrq“a”q. Maintenant, a“p“xq“a®

est un élément de groupe car DO NL(J; V G) € LCR. Donc c’est un élément régulier
de contenu B U ¢(x) U C, et le résultat est une conséquence de la proposition 5.1.3. O

Almeida et Weil [17] ont prouvé que, pour toute pseudo-variété H de groupes,
la pseudo-variété DRH V DLH est strictement contenue dans DOH. En fait, ils ont
prouvé que

DRH Vv DLH = [(ab)“a“(ca)® = (ab)”(ca)*] N DOH.

Cependant, quand on les intersecte avec LZE, on obtient une égalité. Cela est une
conséquence immédiate de la proposition 5.4.1.

Corollaire 5.4.2 Pour toute pseudo-variété de groupes H, on a [’égalité suivante
(DRHVDLH)NLZE = DOHNLZE.

Preuve. L'inclusion (DRHV DLH) NLZE C DOHNLZE est claire. Maintenant,
pour prouver 'inclusion inverse il suffit de prouver que DOH N LZE satisfait la pseudo-
identité (ab)¥a®(ca)¥ = (ab)¥(ca)®. Pour cela il suffit de montrer que cette égalité est
satisfaite par FA(DOH NLZE) quand a,b et ¢ sont des lettres de A. Dans ce cas on a
dans F4,(DOH N LZE),

(ab)w - [(ab)m7 {a? b}7 L, (ab>_oo]

et
(ca)® = [(ca)*, {a,c}, 1, (ca)™].

Maintenant, la proposition 5.4.1 montre que
(ab)“a®(ca)®” = [(ab)"™, {a,b,c}, 1, (ca) ] = (ab)¥(ca)®,

ce qui achéve la preuve. O
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Une autre conséquence de la proposition 5.4.1 est que, si £ = ugxT1U1 -« * * Up_1Tply
est une factorisation d’un élément = de Fi4(DO NLZE) (resp. F4(DO NL(J,VG))) en
produits de mots u; et d’éléments réguliers x;, alors on peut supposer que les contenus
des éléments réguliers sont égaux ou disjoints (resp. disjoints) deux a deux. Nous allons
donc considérer la notion suivante de factorisation normale pour les opérations im-
plicites sur les pseudo-variétés de la forme V.= W NLZE (resp. V=W NL(J, VG)),
avec W € {DOH,DRH,DH}.

Dans les cas V = W N LZE, on dira qu'une factorisation d’un élément x € FA(V)
de la forme
T =UT1UL " * - Up—1TnUn
est normale si :
—u; € A* ug #£ 1siz=ug;
x; € FA(V) (1 <i < n) est régulier;

— pour toute paire 1 <4,j <n, c¢(z;) = c(x;) ou c(x;) Ne(x;) =0;

siu; (1 <i<mn-—1)estlemot vide, alors c(z;) Ne(xiy1) = 0;
— pour tout 1 < i < n tel que u; (resp. u;—1) n’est pas le mot vide, la premieére

(resp. derniere) lettre de u; (resp. w;—1) n’appartient pas a c(z;).

Dans les cas V. = W N L(J, VG) la définition de factorisation normale d'un élément
de F4(V) est égale a celle ci-dessus sauf dans la condition “pour toute paire 1 < i,j < n,
c(z;) = c(zj) ou c(z;) Ne(zr;) = 07 qui est remplacée par

— pour toute paire 1 <i,j <n, c¢(x;) Ne(z;) =0sii#j;

Notons que ces définitions de factorisation normale différent de celle des éléments
de F4(W NLECom), avec W € {DRH, DH}, seulement dans I'imposition de la con-
dition suivante (on pose c(z;) = A;)

A; = Aj ou A; N A; =0 pour toute paire 1 <14,j <n (5.1)
dans les cas F4(W N LZE) et de la condition
A; N A; =0 pour toute paire ¢ # j (5.2)

dans les cas Fa(W NL(J, VG)).

Proposition 5.4.3 Soit H une pseudo-variété de groupes, soit V. = WANLZE ou
V=WnNLJ,VG), o0 W est l'une de DOH, DRH et DH. Tout élément de F4(V)

admet une factorisation normale. O

Avec cette notion de factorisation normale, une étude parfaitement similaire & celle
conduite pour les sous-pseudo-variétés de DO N LECom peut étre menée pour les
sous-pseudo-variétés de DO NLZE et de DONL(J; V G), conduisant aux résultats
suivants. Les preuves sont souvent omises puisqu’elles sont analogues a celles d’autres
résultats similaires.



5.4 Opérations implicites sur DONLZE et DONL(J, VG) 113

Les automates utilisés pour séparer des factorisations distinctes des éléments de
F4(DOH NLZE) (resp. F4(DOHNL(J, V G))) sont les automates C = C(ug, Ay, . . .,
A q @, - -+, A, uy) comme dans le lemme 5.3.2 ou, évidemment, les A; doivent satis-
faire la condition (5.1) (resp. la condition (5.2)).

Lemme 5.4.4 Soit C = C(uo, A1,..., A4 q1, - .., An, un) un automate comme celui
défini apres la proposition 5.8.1 ci-dessus, et supposons qu’il satisfait les conditions
supplémentaires suivantes : A; = Aj ou A;NA; = 0 pour tous 1 < 1,5 < n, et pour tout
1 <i<n-—1, c(u;) nest contenu ni dans A; ni dans A;y1. Soit L le langage reconnu
par C. Alors, S(L) est dans DO NLZE et ses sous-groupes sont dans la pseudo-variété
engendrée par le groupe de transition S(A;). Si A; N A; = 0 pour toute paire i # j,
alors S(L) e L(J, V G).

De plus, si w € A%, k est un exposant de S(L) tel que k > |ug---un| +n et w”
est létiquette d’un chemin dans C, alors il existe i € {1,...,n} tel que w € A;r et le
chemin visite Q; et ne visite ni Q;—1 (sii > 1) ni Qi+1 (sii <n).

Preuve. Nous rappelons seulement la preuve que S(L) appartient & LZE. En supposant
que S(L) € DO est déja prouvé, pour prouver que S(L) € LZE il suffit, comme

dans le lemme 5.3.2, de montrer que, pour tous z,y,z € A", o¥(zFyzF)kakzab ~p

xk za (2Fyxk)k ¥ ou plus généralement que

xF(xFyak)Fak 22k est Iétiquette d’'un chemin P dans C si et seulement si
il existe un chemin P’ dans C étiqueté z*za* (zFyx*) 2" et coterminal avec

P.

Soient z,y,z € AT et supposons que P existe. Considérons les trois sous-chemins Py, Ps
et P3 de P étiquetés, respectivement, zF(xFyz*)*ak, 2 et 2¥. Pour prouver I'existence
de P’ il suffit de montrer qu’il existe des chemins Pj et P4 étiquetés x* et xF (xFyx®)kzk
respectivement, coterminaux avec P et Ps. Par la deuxiéme partie du lemme (que nous
supposons déja prouvée), comme P est un chemin, il existe 1 < i < j < n tels que
c(x)Uecely) C A, c(z) C Aj et i (resp. j) est le plus petit (resp. le plus grand) indice
tel que P visite @; (resp. Q;). En particulier, A; N A; # 0 et par conséquent A; = A;.
De plus, le chemin P; ne visite ni Q;—1 ni Q;4+1. Donc, il est clair que Pj existe. De
fagon analogue, comme le chemin Ps3 ne visite ni Q;—1 ni Q;41 et c(z) Uc(y) C A4;, P4
existe en prouvant I'existence de P’. Par symétrie on déduit que ¥ (xFyz*)Fakzak ~p
ok 2k (xFyxk)k2k ot S(L) € LZE. O

Théoréme 5.4.5 Soit H une pseudo-variété de groupes et soit V. = DOHNLZE
ou DOHNL(J; VG). Soient x,y € FA(V) et soient x = uglwy, A1, g1, whluy - - up—1
[Wry Ay Gy Whuy, et y = vo[z1, B, b1, 2101+ - Vm—1[2ms Bms i, 2m]vm des factorisa-
tions en forme mormale. Alors, x = y si et seulement sin = m, u; = v;, w; = 2,
A; = B;, gi = h; et Wy = 2; pour tout i. O

Des résultats similaires sont valides pour DRHNLZE et DRHNL(J, VG). Pour
séparer deux factorisations normales distinctes par rapport a DRH N LZE il suffit de
considérer encore une fois les automates C = C(ug, A1, ..., A;;q);qi; - - -, An, up), définis
apres la proposition 5.3.1 et d’imposer des conditions appropriées.
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Lemme 5.4.6 Soit C = C(uo, A1, ..., A1, - - -, An, un) un automate comme celui
défini apres la proposition 5.3.1, et supposons qu’il satisfait les conditions supplémen-
taires suivantes : pour tous 1 < i,j <n, A; = Aj ou A;NA; =0, la premiére lettre de u;
n’appartient pas a A;, et, pour tout 1 <i <n—1, si c(u;) C Ait1, alors A;N A1 = 0.
Soit L le langage reconnu par A. Alors, S(L) est dans DRG N LZE et ses sous-groupes
sont dans la pseudo-variété engendrée par le groupe de transition S(A;). Si AiNA; =0
pour toute paire i # j, alors S(L) € L(J, vV G). O

On remarque que l'automate C de (la premiere partie de) ce dernier lemme n’est
pas obtenu a partir de 'automate du lemme 5.3.6 par l'imposition de la condition
supplémentaire (5.1). En fait, 'automate du lemme 5.3.6 satisfait de plus la condition
“pour tout 1 <14 < n—1la derniére lettre de u; appartient a A;;1”. Notons que le semi-
groupe syntaxique du langage reconnu par l'automate de 'exemple 5.3.7 n’appartient
pas & LZE. Cela provient du fait que I'automate ne verifie pas la condition “A; = A;
ou A; N A; =0 pour tous 1 < 4,5 <n” du dernier lemme.

Théoreme 5.4.7 Soit H une pseudo-variété de groupes et soit V= DRH N LZE ou
DRHNL(J, V G). Soient z,y € Fa(V) et soient x = uo[wy, A1, g1]u1 - - - [Wn, A, gn]tin
et y = wvolz1, B1, h1]v1 -+ - [2ms Bm, hin]vm des factorisations en forme normale. Alors,
x =1y si et seulement sin =m, u; = v;, w; = z;, A; = B; et g; = h; pour tout i. d

Dans le corollaire 5.4.2 nous avons prouvé que
(DRHVDLH)NLZE = DOH N LZE

(et, donc, aussi (DRHV DLH)NL(J, VG) =DOHNL(J; VG)).

Maintenant, notons que d’apres le théoreme 5.4.5 et le dernier théoréeme et son
analogue pour DLH N LZE, si x et y sont deux éléments de FA(DOH NLZE), alors
x et y sont égaux si et seulement si ils ont les mémes restrictions & DRH N LZE
et DLHNLZE. Un argument similaire est valide pour L(J; V G). Le théoreme de
Reiterman permet donc de déduire les égalités suivantes.

Corollaire 5.4.8 Soit H une pseudo-variété de groupes. Alors,
- (DRHNLZE)V (DLHNLZE) = DOH N LZE;
- (DRHNL(J,vG))v(DLHNL(J,vVG)) =DOHNL(J, VG). a

De fagon a conclure I’étude de cette section, on va considérer maintenant les cas
DHNLZE et DHNL(J, V G). Les automates utilisés pour séparer les factorisations
distinctes des éléments de Fa(DH NLZE) (resp. F4(DHNL(J, vV G))) sont les auto-
mates D = D(ug, A1,..., A q;q, - - -, Ap, up) comme dans le lemme 5.3.4, ol les A;
satisfont de plus la condition (5.1) (resp. la condition (5.2)).

Lemme 5.4.9 Considérons l'automate D = D(ug, A1, ..., A4, G, - - -, An, up) comme
celui du lemme 5.8.4 avec A; = Aj ou A; N Aj = 0 pour toute paire 1 < i,j < n. Soit
L le langage reconnu par l'automate D. Alors, S(L) appartient ¢ DG N LZE et ses
sous-groupes appartiennent a la pseudo-variété engendrée par le groupe de transition

S(A). Si Ay N A; =0 pour toute paire i # j, alors S(L) € L(J, V G). O
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Théoréme 5.4.10 Soit H une pseudo-variété de groupes et soit V.= DH NLZE ou
DHNL(J; VG). Soient x,y € FA(V) et soient x = up[A1, g1]ur - - - Up—1[An, gn]un et
y = vo|B1, h1]v1 - - - Vy—1[Bm, him|vm des factorisations en forme normale. Alors, © =y
si et seulement sin=m, u; = v;, A; = B; et g; = h; pour tout 7. O

Dans le cas des intersections avec L(J; V G), nous pouvons déduire de plus les
décompositions suivantes.

Corollaire 5.4.11 Soit H une pseudo-variété de groupes abéliens. Alors,
-DOHNL(J;VG)= (DANLJ,)VH;
-DRHNL(J;VG)=(RNLJ,) VH;
-DHNL(J;vVG)=(JnNLJ,) VH.

Pour prouver ce corollaire nous utiliserons le résultat suivant (voir I’étude conduite
sur la pseudo-variété Com dans la section 3.4).

Proposition 5.4.12 Soit A = {ay,...,a,} un alphabet et soit V une pseudo-variété
de semigroupes commutatifs. Alors, Fa(V)! est isomorphe au produit direct F{al}(V)1 X

---XF{an}<V>1- Od

Preuve du corollaire 5.4.11. Nous donnons, par exemple, la preuve de la premiere
égalité. Soient z,y € F4(DOHNL(J; V G)). D’apres le théoreme de Reiterman, il
suffit de prouver que, si DA N LJ; et H satisfont © = y, alors x = y. Donc, soient

x = uglwy, A1, g1, wh]uy - up—1[wn, An, gn, Whuy

et
/ /
Yy = UO[Zb Bla hla Zl]’Ul te Umfl[zma Bma hma Zm]vm

des factorisations en forme normale et supposons que DA N LJ; et H satisfont = = y.
Les restrictions de x et y a DA N LJ; sont, respectivement,

UO(wLAl,w/l)Ul (wn’Anaw/n)un et ’UO(Z]_,B]_,Z/]_)’U]_ e (ZmaBmuZ/m)Um

et ces factorisations sont en forme normale. Alors, d’aprés le théoreme 5.4.5 on déduit
. L1 B B . _ g )
immédiatement que n = m, u; = v;, w; = z;, A; = B; et w; = z; pour tout .

Maintenant, comme H= (DOHNL(J; vV G)) NG et H satisfait x = y, on a dans
FA(H), UQGLULG2 * * * Up—_1GnUn = Voh1V1hg -+ - Uy_1hpv,. Nous savons déja que u; = v;
pour tout 7. Par conséquent, par commutativité et simplifiabilité dans FA(H) on déduit
G192+ gn = hiho--- h,. Par conséquent, comme les contenus des éléments réguliers
sont disjoints deux a deux, on déduit de la proposition 5.4.12 que g; = h; pour tout i.
Cela montre que = = y et conclut la preuve. O

Notons qu’on n’a pas de résultat similaire pour LZE. Par exemple, I’égalité DOHN
LZE = (DA NLZE) V H est fausse pour toute pseudo-variété de groupes H non tri-
viale.
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En effet, soient 2,y € F4(DOH N LZE) tels que ¢(z) Ne(y) = 0 et z est un élément
régulier non idempotent. Alors, DA N LZE et H satisfont xy“z* = x“y“x mais, d’aprés
le théoreme 5.4.5, DOH N LZE ne la vérifie pas.

Notons que VNL(J, VG) = VNLJ; pour toute pseudo-variété apériodique V.
Les cas apériodiques DA NLJ;, RNLJ; et JNLJy, considérés dans cette section,
sont 1'objet de l'article [33] de 'auteur.

5.5 Opérations implicites sur DO N (Com * D)

Cette section a pour objet I’étude de la structure des semigroupes d’opérations
implicites sur les sous-pseudo-variétés V.= W N (Com * D) de DO N (Com * D) avec
‘W comme d’habitude. Remarquons que Com * D est une sous-pseudo-variété de LZE.
En fait, il est clair que Com * D C LCom C LZE. Encore une fois nous décrivons des
factorisations “normales”, en termes de mots et d’éléments réguliers, pour les éléments
de F '4(V). Toutefois, contrairement aux cas considérés jusqu’ici, ces factorisations ne
sont pas nécessairement uniques. Cependant, nous prouvons que, étant donnés deux
éléments de F 'A(V), écrits dans telle forme “normale”, on peut décider s’ils sont égaux
ou non.

Naturellement, la notion de forme normale pour un élément de F4 (W N (Com * D))
est obtenue a partir de la méme notion que pour les éléments de F4(W NLZE) en
faisant un petit ajustement, “dicté” par le résultat suivant.

Proposition 5.5.1 Soient A un alphabet, x,y,z € FA(DO N (Com x D)) et B,C C
A. Alors, dans F4(DO N (Com * D)),

(1) [whBughw,l]x[wQ?B?g?)w/Z] - [wl,B,gng,wll]-T[’UJQ,B, 17wl2] -
[wi, B,1,w"]x[wa, B, g1g2,wh] ;
(2) [wi, B, g1,wh]z[z1,C, h, 21]y[wa, B, g2, w]z[z2, C, ha, 23] =
[wlaBaglawé]z[Z%Ca hlaz/l]y[w%BagQawll]x[zva, hQaZé]-
En particulier,
['IU1,B,gl,'w/l]ﬂ?[QUQ,B,gg,w/Q]y[’(U3,B,g3,wI3] =
(w1, B, g1, why[ws, B, g2, w]z[ws, B, g3, w’s].
Preuve. Posons V = DO N (Com x D), p; = [w;, B, g;, w’] et ¢; = [z, C, h;, 2] pour

t =1,2. On a p; = p1pYpspy et po = p§peps d’apres la proposition 5.1.3, puisque
¢(p1) = ¢(p2) = B. Par conséquent,

p1zp2 = p1pyPspyTpspepy
plp‘fp‘é’@p;’p‘fxp‘é’ car V C LCom
— [wl,B,gng,w’ﬂm[wg,B,1,w’2].

La deuxieme égalité de (1) peut étre prouvée symétriquement.
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En outre, on a

PITQYP22q2 = DP1PY LAY yps s ps 295 45 a5 g2
puisque ¢(p1) = c(p2) = B et c¢(q1) = c(q2) =C

= p1pyP5 2959y ryps Py a5 45 g2 car VC Com D

= [wi, B, g1, wh]z[22, C, h1, 2} |y|we, B, g2, w']z[z1, C, ha, 25].0

Si 'V est I'une des pseudo-variétés W N (Com * D), avec W € {DOH, DRH, DH},
on dit qu'une factorisation

T =UT1UL " * - Up—1TnUn

d’un élément x € FA(V) est normale si :
—u; €EA* ug# 1siz=mwug;
— ;€ F5(V) (1 <i<n) est régulier;
— pour tout 1 < i < n tel que u; (resp. u;—1) n’est pas le mot vide, la premieére
(resp. derniere) lettre de w; (resp. u;—1) n’appartient pas a c(z;);
— pour toute paire 1 <1, j < n, soit ¢(x;) = c(x;) soit ¢(x;) Ne(z;) = 0;
—siu; (1 <i<mn-—1)estle mot vide, alors c(x;) Ne(xipr) = 0;
— si ¢(z;) = c(z;) pour des i # j, alors au moins un de x; et z; est idempotent

(c’est-a-dire qu’a contenu donné, au plus un des éléments réguliers x; n’est pas
idempotent).

Notons que cette définition de factorisation normale différe de celle des éléments de
F4(W NLZE) seulement dans I'imposition de la condition suivante

si c(x;) = c(x;) pour des i # j, alors au moins un de z; et x; est idempotent. (5.3)

L’imposition de cette condition est une conséquence naturelle du point (1) de la
proposition 5.5.1.

Proposition 5.5.2 Soit V=W N (Com x D) avec W € {DOH,DRH,DH}. Tout
élément de F4(V) admet une factorisation normale. O

Exemple 5.5.3 Soit V ['une des pseudo-variétés W N (Com x D). On note qu’une
factorisation normale d’un élément x € FA(V) n’est pas nécessairement unique. Par
exemple, supposons que x est de la forme x = y*az¥ay”a’z* pour des y,z € FA(V)
et a € A tels que c(y) Ne(z) = 0 et a & c(y),c(z). Alors, cette factorisation de x
est en forme normale et, comme V C Com* D, z = y“a’2*ay“az® est une autre

factorisation normale de x. ]

Les premiers semigroupes d’opérations implicites & étre décrits dans cette section
seront les semigroupes F! '4(DH N (Com * D)). Notons que, pour toute pseudo-variété
H de groupes, (Com * D) " H = HN Ab. Donc, dans cette section on peut supposer
que H est une pseudo-variété de groupes abéliens.
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Comme nous le verrons, étant donnés deux éléments x = ugziuy - - - Un_1TpUy €t Yy =
VOYLVL -+ - Upn—1YmUm de F4(DH N (Com * D)) écrits en forme normale, pour décider
si et y sont le méme élément ou non il ne suffit pas de regarder seulement chaque
facteur u; et z; (et vj et y;) isolé. On doit aussi comparer les facteurs de = et y de la
forme x;u;x; 1 et yjv;y;41. Le résultat qu’on veut prouver est le suivant.

Théoreme 5.5.4 Soit H une pseudo-variété de groupes abéliens, soient x et y deux
éléments de F4(DH N (Com % D)) et soient © = ug[A1, g1]u1 - - - tn_1[An, gnltn et y =
vo[B1, h1]v1 -+ - Um—1[Bm, hm|vm des factorisations en forme normale. Alors, x =y si
et seulement si

(1) n=m, Uy = Vo, AIZBI; An:Bm; Up = Um 5

(2) sin > 2, alors il existe une permutation v de l'ensemble {1,...,n— 1} telle que,
pour tout 1 <i <n—1, le triplet (B;,v;, Bi1) est égal a (Aqgiys Ua(i)s Aaliy+1) 5

(3) pour tout 1 < i < m, il existe une permutation 3 de l’ensemble {1,...,n} telle
que h; = gg(i)-

Pour prouver ce résultat nous avons besoin, comme d’habitude, de définir des auto-
mates destinés & séparer les factorisations d’éléments distincts de F4(DH N (Com D)).
Comme il est évident, ces automates ne sont pas supposés séparer, par exemple, les fac-
torisations normales

2 2

x = yYaz*ay’a*z¥ et x =yYa*z"ay¥az?,

comme dans 'exemple 5.5.3, d’un élément = € F4(DHN (Com * D)). Un tel auto-
mate, disons G, est construit comme une “union” d’un nombre fini de certaines formes
d’automates D comme dans le lemme 5.4.9 (dans le sens que le langage reconnu par
G est 'union des langages reconnus par ces automates D). D’une fagon informelle, on
peut dire que 'automate G est obtenu a partir d’'un unique automate D mais en per-
mettant que les transitions ¢; —— g, soient travérsées dans un ordre différent de leur
ordre “naturel” (comme il est évident, tous les ordres ne seront pas permis). Soyons

plus précis.

Soit D = D(ug, A1, ui, ..., u—1,A; 4 q,u, - .., Ap, u,) 'automate
Ay Al A1 An
.0 ol
comme celui du lemme 5.4.9, ot ug, ..., u, € A* et ) # Ay,..., A, C A sont tels que :

pour tout 1 < i < n tel que u; (resp. u;—1) n’est pas le mot vide, la premiere (resp.
derniere) lettre de u; (resp. u;—1) n’appartient pas a A;;siu; =1 (1 <i < n-—1)
alors A; N A1 = 05 Ay = Ajou A;NA; = () pour toute paire 1 < 7,5 < n; A

A
(1 <1 < n) soit est 'automate A Soit est un automate de groupe

non trivial sur I'alphabet A; avec ensemble d’états Q; et ¢, ¢ € Q; sont deux états
distincts. Maintenant, considérons ’automate D’ suivant
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Aq

et notons que le langage reconnu par D’ est le méme que le langage reconnu par D.
Finalement, soit G = G(ug, A1, u1,...,w—1, A5 q; q, w, - . ., An, uy) I'automate obtenu
de D' par l'addition des transitions suivantes : si A; = A; pour des i # j, alors il existe
dans G des transitions p} —— q;, P} gl i — pj et ¢ — pi.

A; N
Pour tout 1 < i <n avec ¢ # [, notons A; 'automate “ . On dit

qu'un mot w € AT est reconnu par Pautomate G si w est I'étiquette d’un chemin P
dans l'automate qui va de pg a pl, 41 et qui passe dans chaque état p; (0 <7< n) et q;
(1 < j < n) exactement une fois (i.e., le chemin passe par chaque transition p; BN s 11
et par chaque automate A; exactement une fois). Un tel chemin est dit réussi. Notons
que le chemin P est de la forme

w w

o .y € J1 € ury e J2 / “in € un_ s
pO"plg’qJ‘l**‘"Hl —Prq *)prl+14)qj2774)qj2 4G, T T P P4

ou q;k —qﬁk—> qj,, représente un chemin étiqueté w;, dans I’automate Aj, . Par conséquent,
w est de la forme w = uowj, up, Wi, Up, - - - Wj, Up AVEC Wj, € A;; pour tout 1 < k < n.
Notons aussi que A1 = A;, = A, Ay, 41 = 45, = Ay, pour tout 2 <k <n—1et
Ap=A;, =4, +1.

b
Exemple 5.5.5 Soit A = {a,b,c,d}, soit A = .@@. * Dautomate &

groupe sur l’alphabet {a, b}, et considérons l’automate

G =G(1,{a,b},d, A: g3; a2, cab, {c}, a, {c}, 1, {d}, b, {c}, ac).

L’automate G peut étre représenté comme suit

ou nous omettons les e-transitions p| — ¢4, py — 4, q1 — D2, @2 — P1, Py — ¢}, elc.
Le langage reconnu par G est

L = ({a,b}tdL' + L'd{a,b} ")cabc (acTdTV? + dTb?cTa)cTac,
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ot L' = a*ba*(ba*ba*)* est le langage reconnu par A. Notons que L est l'union de quatre
langages (DG N LZE)-reconnaissables. Par exemple, L'd{a, b} cabctdTb*ctactac est
le langage reconnu par ’automate

qui satisfait auz conditions du lemme 5.4.9. [

Lemme 5.5.6 Considérons l'automate G ci-dessus et soit L le langage reconnu par G.
Alors, S(L) est dans DG N (Com * D) et ses sous-groupes sont dans la pseudo-variété
engendrée par le groupe de transition S(A;).

De plus, si w € At k est un exposant de S(L) tel que k > |ug---un| +n et w*

est l'étiquette d’un chemin dans G, alors il existe un chemin P et i € {1,...,n} tels
que : P est étiqueté w* et ne contient pas de e-transitions; w € AZTF et le chemin P
commence en q, ou q; (dans Q; si i =1) et termine en ¢; (dans Q; sii =1). O

Maintenant nous sommes capables de prouver le résultat annoncé.

Preuve du théoréme 5.5.4. Supposons tout d’abord que z = y. Soit | € {1,...,n}
et soit G 'automate G(ug, A1, u1, ..., w—1, A5 ¢ q, W, . - ., An, un) ot A; est 'automate

Ay
A , soit L le langage reconnu par G et soit S le semigroupe syntaxique

de L. D’apres le lemme 5.5.6, S appartient a J N (Com * D) et donc il appartient aussi
a DHN (Com x D).

Soit k > |ug - - - up|+n un exposant de S. Comme dans la preuve du théoréme 5.3.5,
on peut prouver que G reconnait un mot w’ de la forme w’ = voyfvly’; . -yfnvm ou,
pour tout 1 < i < m, y; est un mot de contenu B;. Soit P un chemin réussi dans A
étiqueté w’. En particulier, pour tout 1 < i < m, y;* est I'étiquette d’un sous-chemin
Q de P et, par le lemme 5.5.6, il existe 1 < j; < n tel que y; € A;: d'ou B; C Aj,.
Par symétrie, on a aussi A;, C B, pour un certain 1 < r < m. Cela entraine B; C B,
et donc, par définition de factorisation normale, on déduit B; = B,. Par conséquent
B; = Aj,. Maintenant, comme la derniere (resp. premiere) lettre du mot y* v;_1 (resp.
viny) n’appartient pas a B;, on peut supposer sans perte de généralité que le chemin

k
Yi
Q est de la forme t; — q;i —— = qj —> t, pour des états t; et to. Cela implique

m < n et, par symétrie, il s’ensuit que n = m. Par conséquent, le chemin P est de la
forme

k k k
Po—Sp)—q), —y—1—>qg'1 ~opr A ), —112—>q_7'2 - g LN
et la correspondance i — 7; est une permutation de I’ensemble {1,...,n — 1}. Main-
tenant, comme dans des preuves antérieures, on déduit que ug = vg, Up = Vn, A1 =
Aj = By, A, = Aj, = B, et v; = u,, pour tout 1 < ¢ < n — 1. De plus, comme u,, est
I’étiquette d’une transition de p,, pour p;i 41, ce qui signifie que yf (resp. yﬁ_l) est un
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mot de contenu A, (resp. A,,+1), on déduit que B; = A, et que Biy; = A, 1. Cela
montre les points (1) et (2).

Maintenant, posons x; = [4;, gi] et y; = [A;, hi] pour tout 1 < i < n. Pour prouver
le point (3), supposons que xz; n’est pas idempotent pour un certain 1 < i < n, i.e., que
g; 7 1. Rapellons qu’il n’existe pas d’autre z; de contenu A; qui ne soit pas idempotent,
et qu’il existe au plus un tel y;. En utilisant des arguments similaires a ceux de la preuve
du théoreme 5.3.5, on peut prouver que, pour tout groupe A;-engendré G de H, (x;)¢a
coincide avec (y;j)¢ pour un certain 1 < j < n tel que A; = A;. Maintenant, comme
x; n’est pas idempotent, nous déduisons qu’il existe 1 < k < n tel que y; n’est pas
idempotent et que (z;)g coincide avec (y)g pour tout G. Par conséquent g; = hy et
le point (3) est prouvé. (Notons que, en alternative, on pourrait prouver le point (3)
en utilisant des arguments analogues a ceux de la preuve du corollaire 5.4.11, puisque
(DHN (Com *D)) NG est une pseudo-variété de groupes abéliens et il existe un z;
et un y; de contenu fixé qui ne soient pas idempotents.)

Prouvons maintenant la réciproque. Sin < 1oun = 2 et A; # A, il est clair que
xr=1y9.Sin=2et A} = Ay, alors ’égalité x = y est une conséquence simple du point
(1) de la proposition 5.5.1. Donc, supposons que n > 3. Dans la suite nous dirons qu’une
factorisation normale de y de la forme y = wo[C1, fi]w1 - - - wp—1[Ch, fn]wy, satisfait la
condition (x) si elle satisfait les conditions (1) a (3) de I’énoncé avec w;, C; et f; a
la place de v;, B; et h; respectivement. Pour simplifier les notations nous noterons C
(avec C' C A) tout élément régulier de F4(DH N (Com * D)) avec un contenu donné
C. Cette notation est un peu ambigué puisqu’elle “cache” la restriction des éléments a
H. Cependant, comme nous travaillons seulement avec des factorisations normales, avec
un méme contenu C' il existe au plus un seul élément régulier qui n’est pas idempotent.
De plus, d’apres le point (1) de la proposition 5.5.1, dans un produit, deux facteurs
réguliers de méme contenu peuvent étre échangés.

On commence par prouver que y admet une factorisation normale de la forme
y = upAius AowyCs - - - Crmqwn_1 Agun (5.4)

satisfaisant la condition (x).

Supposons que u; # v1 ou Ay # Bs. Par hypothese, il existe 2 < k < n — 1 tel que
Ay = By, up = v et Ay = Biy1. Donc

y = upAd1v1By -+ By_1vp_1A1u1 Agvg 1 Bit1 - Bpo1vn—1 Anty,. (5.5)
Si A = Ajp, on déduit du point (2) de la proposition 5.5.1, que
y = U0A10132 te "Uk;—lz‘LﬂAWkH ce Bn—lvn—lz‘inun
= upAyuy Ay By - vp_1 Aoy - Buo1vn1 Aguy
= u0A1U1A20132 T Uk—1A1Uk+1 T Bn—lvn—lx‘_lnun

et cette factorisation est de la forme (5.4). De plus, il est clair qu’elle satisfait la con-
dition ().
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Maintenant, supposons que As # A;. Comme le cas By = Bi(= Aj) peut étre
traité comme le cas Ao = A, on peut supposer aussi que By # Aj. Dans ce cas k > 2
nécessairement. Si Ay = Bs, en appliquant le point (2) de la proposition 5.5.1, on déduit
de (5.5) que

y =ugA1v1Agvs - V1 A1u1 AgUpgg - Un—1 Apuy

= ugA1u1 Aoy - Vg1 A1v1 A2Vp 1 - U1 Antly.

Supposons, maintenant, que Ay # Bs. S’il existe k+ 1 < i < n tel que A; = B; on

y = upA1v1By- - vp_1A1ui Aovgg - vi—1A1vi - - Brojvp—1Anuy,

= upAyurAsvpyr - 01 A1 By - g1 A0 - - B 1vn 1 Apty,.

Maintenant on suppose que, pour tout k+1 < i <n, Ay # B;. Slil existe 2 <i < k
tel que As = B; on a

y = upA1v1By---0;_1A2v0i1 U1 A1u1 AUy - Bro1vp—1A4Anuy,

= wupAruiAgviyy - vg_1A101 B2 - v 1 A2Vk41 - Bpo1vn 1 Anun.

Assumons, maintenant, que pour tout 2 < ¢ < k, Ay # B;. Comme B; = A;
et Ay # Aa, le triplet (Aj,v1, Ba) est égal au triplet (A, u;, Aj11) pour un certain
3 <1<n-—1.Donc,

r = ugArur Ay - - - A1 A1vi Bouy 1 Ay -t 1 Apn.

De plus, [ ne peut pas étre égal a 3. En effet, supposons par contradiction que [ = 3.
Alors,

x = ugAju1 Asug A1v1 Boug As - - - up—1 Ay,

et il existe 3 <i < n —1 tel que As = B; et Ay = B;11 (et ug = v;). Par conséquent,
soit il existe K+ 1 < i < n tel que A; = B;, soit il existe 2 < i < k tel que Ay = B;.
Mais cela contredit nos hypotheses. Donc, [ > 3.

Maintenant, nous affirmons qu’il existe 3 < h <[ —1 tel que Ay, = B, = Bs # A
pour des 2 <r < ket k+1< s <n.En fait, on a

Vi6{2,...,l—1}3j6{1,...,n—1}, Az:B] et Ai+1:Bj+1. (56)

En particulier, pour ¢ = 2, on a Ay = B;j et A3 = Bj41 pour un certain 1 < j <
n — 1. Comme, par hypothese, As # B; pour tout 2 < j < k on a j > k. De plus,
By = A1 # As. Donc, j # k et on a A3 = Bj pour un k + 1 < j < n. Notons que cela
entraine Az # A; d’apres nos hypotheses. Considérons, maintenant, i = [—1 dans (5.6).
OnaAd,_41 = Bj et (Al :)Al = Bj.,.l pour un 1 < j < n —1. Mais Bgy1 = Ay # A;.
Donc, j # k et comme Ay # B; pour tout j > k + 1 on déduit que 4;_; = B; pour un
certain 1 < j < k. Maintenant, il est clair par (5.6) que 'affirmation est valide.
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Par conséquent, y est égal a
ugA1v1Ba - vp 1 Apvrg1 - Vo1 Arur AUk g1 - Vs 1 ApUsi1 - Uno1 Anuy
= ugA1ui AoV - Vs 1ARVr1 - Vk—1A1V1 B2 - U 1 ApUsi1 - Un1 Antg.

Donc, dans tous les cas possibles, y admet une factorisation normale de la forme
(5.4) satisfaisant la condition (x).

En itérant les arguments ci-dessus, on montre que y admet une factorisation de la
forme wgAjuy AgugAs - - - up_1 Apuy, satisfaisant la condition (). Maintenant, en appli-
quant le point (3) de ’énoncé on déduit du point (1) de la proposition 5.5.1 que = = y.
O

Cette dernieére preuve montre, en particulier, que étant donnés deux éléments de
F4(DH N (Com * D)) écrits en forme normale, ces éléments sont égaux si et seulement
si on peut passer d’une forme normale & I'autre en utilisant un nombre fini de fois les
“régles de réécriture” suivantes

x1[B, g1]x2[C, h1]x3[B, g2|x4]|C, ho]xs — x1[B, g1]x4[C, h1]x3[B, g2|x2|C, ho]zs
r1[B, g1]72[B, g2|v3[B, g3|rs — w1[B, g1]x3[B, g2|v2([B, g3] 74
z1[B, 1]22[B, glvs — x1[B, glz2[ B, 1]z3
x1|B, glx2|B, 1lxs — x1[B, 1]z B, g|xs
données par la proposition 5.5.1.

Les résultats précédents peuvent étre adaptés facilement aux cas DOH N (Com x D)
et DRH N (Com * D). Les automates utilisés sont les suivants.

Soit C = C(uo, A1, u1, ..., A g a,ui, - - ., Ay, up) un automate
Ay A1 Ay An
@8 - @8 - B
comme celui défini apres la proposition 5.3.1, i.e., ot ug, . .., up, € A* et # Ay,..., A, C

A sont tels que u; # 1 (1 <i <n—1) et, 4 est un automate de groupe sur 'alpha-
bet A; avec ensemble d’états @ et ¢, q) sont deux états de @ (contrairement au cas
DH N (Com * D), cette fois les états ¢; et g; peuvent coincider). Soit aussi A; = A;
ou A; N A; = () pour toute paire 1 < 4,j < n. Maintenant, considérons I’automate C’

suivant

A An
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Finalement, soit H = H(uo, A1, u1,-.., A4 4, - ., An, up) automate obtenu de
C’ par l'addition des transitions suivantes : si A; = A; pour des i # j, alors il existe
dans M les transitions suivantes p; — g; (resp. p; — ¢} si j = 1), ¢i — p; et vice
versa.

Lemme 5.5.7 Considérons un automate H = H(uo, A1, ..., A4, - - -, An, un) com-
me celui ci-dessus satisfaisant la condition supplémentaire (x) suivante : pour tout 1 <
i <n—1, c(u;) n'est contenu ni dans A; ni dans Ajy1. Soit L le langage reconnu par H.
Alors, S(L) est dans DO N (Com x D) et ses sous-groupes sont dans la pseudo-variété
engendrée par le groupe de transition S(A;). Si a la place de la condition (%), H satisfait
la condition “pour tout 1 < i < n, la premiére lettre de u; n'appartient pas a A;, et si
c(u;)) CAjp1 1<i<n-—1), alors AN Aiy1 =07, alors S(L) € DRG N (Com * D).
|

Naturellement, les pseudo-variétés DOH N (Com % D) et DRH N (Com * D) ad-
mettent des analogues du théoreme 5.5.4, qui sont les suivants. Leurs preuves peuvent
étre adaptées de la preuve du théoreme 5.5.4 et d’autres résultats et donc nous les
omettons.

Théoreme 5.5.8 Soit H une pseudo-variété de groupes abéliens, soient x et y deux
éléments de F4(DOH N (Com * D)) et soient
x = ug[wy, A1, g1, wh]ur - - wn—1[Wn, A, Gny W]ty
et
Yy = UO[Zla B17 h‘la le]'Ul cUm—1 [Z’I’YH Bmv hma ZITYL]Um
des factorisations en forme normale. Alors, x =y si et seulement si

/ / .
(1) n=m, ug = o, wlz'zl;Al:Bl; An:Bm; Wn = Zm, Un = Um,

(2) sin > 2, alors il existe une permutation « de l’ensemble {1,...,n — 1} telle
que (Bi, 2}, vi, Zi1, Biv1) = (Aa(i), Wh iy Ya(i)s Wai)+15 Aa(i)+1) pour tout 1 < i <
n—1;

(3) pour tout 1 < i < m, il existe une permutation 3 de l’ensemble {1,...,n} telle
que hi = gp(s)- |

Théoreme 5.5.9 Soit H une pseudo-variété de groupes abéliens, soient x et y deux
éléments de Fo(DRH N (Com x D)) et soient x = ug[wy, A1, g1]ug -+ - Up—1[wn, Ap, gnlu
et y = volz1, B1, h1]v1 -+ - Um—1 [2m, Bm, hm|vm des factorisations en forme normale.
Alors, x = y si et seulement si

(1) n=m, ug = vo, w1 = 21, A1 = B1, Ay = B, Un = U ;

(2) sin > 2, alors il existe une permutation o de l’ensemble {1,...,n — 1} telle que
(Bi, vi, zit1, Bit1) = (Aa(i)s Ua(i)s Wai)y+ 1) Aa()+1) pour tout 1 <i<n—1;

(3) pour tout 1 < i < m, il existe une permutation 3 de l’ensemble {1,...,n} telle
que hi = gg(i)- o



5.6 Opérations implicites sur DG N LZE N ECom 125

Comme on peut le vérifier par le théoreme 5.5.8, si z,y € FA(DOH N (Com *x D)),
alors = y si et seulement si DA N (Com * D) et H satisfont = y. Des remarques
analogues sont valides pour DRH N (Com * D) et DH N (Com * D), en prouvant les
décompositions suivantes.

Corollaire 5.5.10 Soit H une pseudo-variété de groupes abéliens. Alors,
- DOHN (Com D)= (DA N(Comx D))V H;
- DRHN (Com*D) = (RN (Com D)) v H;
-DHN (ComxD)=(JN(ComxD))VH. O

Un résultat dual du théoreme 5.5.9 peut étre énoncé pour DLH N (Com x D).
Comme Com * D C LZE, on déduit du corollaire 5.4.2 que

(DRHVDLH) N (Com «* D) = DOH N (Com * D).

Maintenant nous montrons que (DRH N (Com * D)) V (DLH N (Com * D)) est stricte-
ment contenue dans (DRH vV DLH) N (Com * D).

Corollaire 5.5.11 Soit H une pseudo-variété de groupes abéliens. Alors,
(DRHN (Com D))V (DLHN (Com*D)) # DOH N (Com * D).

Preuve. Soit, par exemple, A = {a,b,c}, B = {a,b}, w € BN, w' € BN et a,y €
F4(DOH N (Com % D)) avec & = [w, B, 1,ab]c[a™, B,1,a]c[ba", B,1,w'] et y =
[w, B, 1,a°b]c[ba™°, B, 1, a|c[a", B, 1,w'].

Alors, x et y sont différents par le théoréeme 5.5.8, mais leurs restrictions 8 DRH
N(Com * D) et DLH N (Com * D) sont égales. En fait, les restrictions de x et y a
DRH N (Com x D), par exemple, sont respectivement [w, B, 1]c[a™°, B, 1]c[ba™, B, 1]
et [w, B, 1]c[ba™, B, 1]|c[a™, B, 1], qui sont clairement égales par le théoréme 5.5.9. Le
résultat découle du théoreme de Reiterman. O

5.6 Opérations implicites sur DG N LZE N ECom

Considérons la pseudo-variété ECom de tous les semigroupes finis dont les idempo-
tents commutent. Observons que DS N ECom = DG N ECom. Rappelons aussi que la
commutativité des idempotents dans un semigroupe implique que le produit d’éléments
réguliers est encore un élément régulier, puisque le produit de deux idempotents dans
un tel semigroupe est un élément régulier. Cela permet de considérer une notion de
factorisation normale pour les éléments de F4(DHN'W NECom) (ot W est I'une de
LZE, L(J, V G) et Com * D) en imposant la condition supplémentaire suivante

u; # 1 pour tout 1 <i<n—1

dans la définition de factorisation normale des éléments de F(DH N W). Notons
que ECom C LECom et que les semigroupes F4(DH N ECom) ont été étudiés par
Almeida et Weil [14, 15].
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Munis de cette définition de factorisation normale pour les opérations implicites sur
DH N WnN ECom, et en développant une étude parfaitement similaire & celle conduite
pour DH N W, on montre que les énonces analogues obtenus des théoremes 5.4.10
et 5.5.4 par un simple remplacement de DH N'W par DH N'W N ECom sont valides.

Notons que LZE N ECom est la pseudo-variété intermédiaire entre ZE et ECom,
définie par la pseudo-identité (a“ba®)c” = ¢*(a*ba®).

Remarquons (voir [14]) qu’une pseudo-variété H de groupes non triviale est arbores-
cente si (HN Ab) * H = H. Comme exemples de pseudo-variétés de groupes arbores-
centes, on peut mentionner les pseudo-variétés fermées par produit semidirect (voir
Gildenhuys et Ribes [41]). Par contre, la pseudo-variété Ab, par exemple, n’est pas
arborescente. La condition “u; # 1 pour tout 1 < i < n — 17 dans la définition de fac-
torisation normale des éléments de F4(DH N'W N ECom) permet les décompositions
suivantes.

Corollaire 5.6.1 Soit W ['une des pseudo-variétés LZE, L(J, V G) et Com * D et
soit H une pseudo-variété de groupes arborescente. Dans les cas W = L(J; V G) et
W = Com x D, H peut aussi étre abélienne. Alors,

DHNWNECom=JNWNECom)VH.O

La preuve de la partie “arborescente” de ce résultat est parfaitement analogue
a celle de la preuve du théoreme 4.1 dans [14]. La partie “abélienne” est similaire
aux corollaires 5.4.11 et 5.5.10. Notons que la condition “arborescente” dans le cas
W = Com * D est superflue puisque (Com * D) N G = Ab.



Troisieme partie

Les Langages Associés

127






Chapitre 6

Langages Associés aux
Pseudo-Variétés du Chapitre
Antérieur

Dans ce chapitre nous donnons des descriptions combinatoires des variétés de lan-
gages associées, via la correspondance d’Eilenberg, aux pseudo-variétés que nous avons
étudiées dans le dernier chapitre. On présente un ensemble de générateurs pour cha-
cune de ces variétés. Quelques-uns de ces résultats sont contenus dans des tableaux
comparatifs dans ’annexe B.

Dans ce chapitre nous fixons un alphabet fini A.

6.1 Langages (DA N LJ)-reconnaissables

Notons L(DA NLJ) (resp. LR NLJ)) la classe de tous les langages de la forme
ug AT X A5 X1 AT up

tels que n,r € Ng, ug,...,u, € A*, 0 # Ay,..., A, CAet pourtout 1 <i<n-—1:
(Az \ Az—i—l)(Az N Ai+1)27“ siu; =1;

— si u; # 1 alors ¢(u;) n’est pas contenu ni dans A; ni dans A;41 ;

— si u; = 1 alors A; et A;41 sont C-incomparables;

— (resp. r = 0 et pour tout 1 < i < n tel que u; # 1, la premiere lettre de u;

n’appartient pas a A;).

Notons que les langages de la classe L(DA NLJ) sont exactement les langages
reconnus par les automates A(r; ug, A1, u1,. .., Ap, u,) comme dans le lemme 5.2.2; et
donc ils sont (DA N LJ)-reconnaissables. La description de la classe de tous les langages
(DA N LJ)-reconnaissables de AT est donc une simple transcription du corollaire 5.2.4

en utilisant la correspondance d’FEilenberg. Des résultats similaires sont valides pour
RNLJ.
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Théoréme 6.1.1 Soit A un alphabet fini. La classe des langages dans AT qui sont
reconnus par des semigroupes dans DANLJ (resp. RNLJ) est l'algébre de Boole
engendrée par L(DA NLJ) (resp. LR NLJ)). O

6.2 Langages (DO N W)-reconnaissables, ot W = LECom,
LZE ou L(J, V G)

Pour n € Ny et 1 <[ < n notons L(DOH NLECom) (resp. L(DRH N LECom))
la classe de tous les langages de la forme

* * * *

tels que :
— UQy ..., Uy €AY u; £ 1 pour tout 1 <i<n—1;

— L; est un langage de groupe sur A; dont le semigroupe syntaxique est dans H et
dont I'automate minimal a un seul état final ;

~ 0 #£Ay,...,A, C Aet, pour tout 1 <i <n—1, ¢(u;) n’est pas contenu ni dans
A; ni dans Ajy.

— (resp. pour tout 1 < i < n, la premiere lettre de u; n’appartient pas & A; et, pour
tout 1 < ¢ <n —1, la derniere lettre de u; est dans A;;1 et, si c(u;) C A;41 alors
A;iNAi = @)

Alors, comme ci-dessus on a le résultat suivant.

Théoreme 6.2.1 Soit H une pseudo-variété de groupes. La classe de tous les lan-
gages dans AT qui sont reconnus par des semigroupes dans DOH N LECom (resp.
DRHNLECom) est l’algébre de Boole engendrée par L(DOH NLECom) (resp.
L(DRHNLECom)). O

Maintenant, pour n € Ny et 1 <1 < n notons L(DH N LECom) la classe de tous
les langages de la forme

quful .- 'A;r_lul_lLlulAlt_l Ay, (6.1)

— Uy ..Uy €E AT DA Ay, A, CA;
~siu;=1(1<i<n-—1)alors 4;N A1 =0;

— L est égal a A;r soit est un langage de groupe sur A; dont le semigroupe synta-
xique est dans H et dont ’automate minimal n’est pas trivial et a un seul état
final, distinct de I’état initial ;

— pour tout 1 < i < n tel que u; (resp. u;—1) n’est pas le mot vide, la premiere
(resp. derniére) lettre de u; (resp. w;—1) n’appartient pas a A;.
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Théoréeme 6.2.2 Soit H une pseudo-variété de groupes. La classe des langages dans
A" qui sont reconnus par des semigroupes dans DH N LECom est l’algébre de Boole
engendrée par L(DH N LECom). O

La situation est similaire quand nous considérons la pseudo-variété LZE (resp.
L(J, VG)) a la place de LECom. Les langages correspondants sont obtenus par I’ad-
dition de la condition “A; = A; ou A; N A; = 0 pour tous 1 < 4,5 < n” (resp.
“A; N A; = 0 pour toute paire ¢ # j”). Dans le cas des langages (DRH NLZE)- et
(DRH N L(J; V G))-reconnaissables, on doit aussi supprimer la condition “pour tout
1 < i < n—1, la derniere lettre de u; est dans A;11” dans la définition des langages
(DRH N LECom)-reconnaissables.

On peut aussi utiliser les décompositions données par les corollaires 5.4.8 et 5.4.11
pour donner des descriptions alternatives de ces langages. Par exemple, notons le dual
de LORHNLZE) par L(DLH N LZE). Alors, la décomposition

(DRHNLZE) v (DLH N LZE) = DOH N LZE

donnée par le corollaire 5.4.8 permet de déduire le résultat suivant.

Théoreme 6.2.3 Soit H une pseudo-variété de groupes. La classe des langages dans
AT qui sont reconnus par des semigroupes dans DOH NLZE est l'algébre de Boole
engendrée par LDRHNLZE) U L(DLHNLZE). 0

En outre, dans le cas DOH N L(J, VG), par exemple, on déduit du corollaire 5.4.11
la description alternative suivante.

Théoréeme 6.2.4 Soit H une pseudo-variété de groupes. La classe des langages dans
AT qui sont reconnus par des semigroupes dans DOH NL(J; V G) est l'algébre de
Boole engendrée par L(IDA NLJ1) et par les langages reconnus par des semigroupes
dans H. O

6.3 Langages (DO N (Com * D))-reconnaissables

Soit H une pseudo-variété de groupes abéliens, soient n € Ny et 1 < [ < n, et
considérons un langage de la forme

* * *
ugAjur - Aj_qw Lywg Af Ly - Ay,

tel que :
— UQy ..., Uy € A* u; £ 1 pour tout 1 <i<n—1;
~0#£A,...,A, CA;
— A, =Ajoud;NA; =0 pour tous 1 <4,j <n;

— L; est un langage de groupe sur A; dont le semigroupe syntaxique est dans H et
dont automate minimal (disons .4;) a un seul état final ;

— pour tout 1 < i <n—1, ¢(u;) n’est pas contenu ni dans A; ni dans A;;1.
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Maintenant, notons L(ug, A1, ..., Aj—1,u—1, L;,u;, Ajg1, - .., Ap, uy) Punion (finie)
de tous les langages de la forme

ugK1v1 Ko - - v 1 Kpup

tels que :
— pour tout 1 < i <n, K; est un langage sur un sous-alphabet B; de A;
— K;=1L;pourun 1 <j<net K; =B pour tout ¢ # j;

- By = Ay, B, = A, et, sin > 2, il existe une permutation o de I’ensemble
{1,...,n — 1} telle que (Bj,v;, Bi11) = (Aa(i)aua(i)7Aa(i)+l> pour tout 1 <3 <
n—1.

Notons que le langage L(ug, A1,...,Lj,up, ..., Ap,uy) est précisément le langage
reconnu par Pautomate H(uo, A1, ..., A;;q); G- .-, An,up), Ol ) et g sont, respective-
ment, I’état initial et I’état final de A;, et donc il est (DOH N (Com * D))-reconnais-
sable, d’apres le lemme 5.5.7. Maintenant, soit L(DOH N (Com * D)) la classe de tous
les langages L(ug, A1, ..., Ly, ug,y ..., Ap,tp).

Théoreme 6.3.1 Soit H une pseudo-variété de groupes abéliens. La classe des lan-
gages dans AT qui sont reconnus par des semigroupes dans DOH N (Com x D) est
l’algébre de Boole engendrée par L(DOH N (Com x D)). O

Les langages (DRH N (Com * D))-reconnaissables sont décrits de facon analogue.
Il suffit de remplacer la condition “pour tout 1 < i < n — 1, ¢(u;) n’est contenu ni
dans A; ni dans A;+1” dans la définition de L(DOH N (Com * D)) ci-dessus par la
condition “pour tout 1 < ¢ < n, la premiere lettre de u; n’appartient pas a A; et, si
c(uj) C Az (1<i<n—1)alors A;N A =0".

Considérons maintenant un langage de la forme

+ + +
UOAl uyg - Alilul_lLlulAlJrl cee A;;'un

— UQy ..., Uy € A

~0#£A,... A, CA;

— A;j=Aj0uAd;NA; =0 pourtous1<i,j<n;

— L est égal a Al+ soit est un langage de groupe sur A; dont le semigroupe synta-

xique est dans H et dont 'automate minimal (disons .4;) n’est pas trivial et a un
seul état final, distinct de I’état initial ;

— siu; =1 alors A; N Aj11 = 0 et pour tout 1 <i < n tel que w; (resp. u;j—1) n'est

pas le mot vide, la premiere (resp. derniere) lettre de u; (resp. u;—1) n’appartient
pas a A;.
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Soit L'(ug, A1, ..., Aj_1,u;—1, Ly, up, Ajs, - - -, An, up,) Punion (finie) de tous les lan-
gages de la forme
ug K11 Ko -+ vy 1 Kpup

tels que :
— pour tout 1 < i <n, K; est un langage sur un sous-alphabet B; de A;
- Kj =1, pourun1§j§netKi:Bi+pourtouti7éj;

- By = A1, B, = A, et, si n > 2, il existe une permutation « de l’ensemble
{1,...,n =1} telle que (Bj,vi, Biy1) = (Aa(i)s Ua(i), Aagi)+1) Pour tout 1 < i <
n — 1.

Le langage L'(ug, A1, ..., L, u, ..., Ap,uy,) est le langage reconnu par 'automate
G(uo, A, ..., A q; i, - - -, An,up), 0 g) et g; sont, respectivement, I’état initial et I’état
final de A;, et donc, d’apres le lemme 5.5.6, il est (DH N (Com * D))-reconnaissa-
ble. Maintenant, soit L(DH N (Com * D)) la classe de tous les langages L' (ug, A1, . . .,
Ll, ULy ,An, un).

Théoréeme 6.3.2 Soit H une pseudo-variété de groupes abéliens. La classe des lan-

gages dans AT qui sont reconnus par des semigroupes dans DH N (Com x D) est [’al-
gébre de Boole engendrée par L(DH N (Com x D)). O

Dans le cas des pseudo-variétés DOH N (Com * D), par exemple, le corollaire 5.5.10
permet la description alternative suivante.

Théoreme 6.3.3 Soit H une pseudo-variété de groupes abéliens. La classe des lan-
gages dans AT qui sont reconnus par des semigroupes dans DOH N (Com x D) est
lalgébre de Boole engendrée par L(DA N (Com x D)) et par les langages reconnus par
des semigroupes dans H. O

Les langages (DH N'W N ECom)-reconnaissables (ot W = LZE, L(J; V G) ou
Com * D) sont décrits comme les langages (DH N W)-reconnaissables : il suffit d’a-
jouter la condition supplémentaire “u; # 1 pour tout 1 <i <n —1".

Comme on peut le vérifier, cette derniere condition permet, alternativement, de
remplacer les langages de la forme (6.1) par les langages de la forme

upAjuy - - Af_qu Ly A - - A ug

ol L; est égal a A} soit est un langage de groupe sur A; dont le semigroupe syntaxique
est dans H et dont I’automate minimal a un seul état final (pas nécessairement distinct
de I’état initial).
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Chapitre 7

Langages Localement Testables a
Compteur

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressé a des classes de langages C telles que,
pour chaque alphabet A, I’algebre de Boole C(A™) est engendrée par un ou plusieurs
des types de langages suivants :

— wA*, avec w € AT,

— A*w, avec w € AT,

- A*wA* (= L(w,1,1,1)), avec w € AT,

— L(w,r,1,t), avec w € A" et r,t € Ny,

— L(w,r,n,t), avec w € AT, r,t € Ny et n € N,

ol L(w,r,n,t) est 'ensemble de tous les mots v dans AT tels que le nombre d’occur-
rences du facteur w dans w est congru a r modulo n seuil ¢ (voir la section 1.5). Par
exemple nous avons la classe bien connue des langages localement testables, que nous
notons Lt, et qui est telle que Lt(A™) est 'algebre de Boole engendrée par les langages
de la forme wA*, A*w et A*wA*, ot w € A'. Les langages localement testables ont
été caractérisés indépendamment par Brzozowski et Simon [30] et par McNaughton [50]
comme étant les langages dont le semigroupe syntaxique est dans LJ;. Rapellons qu’un
langage L est localement testable si on peut décider ’appartenance d’un mot u a L

en considérant les facteurs de u d’une longueur fixée k et ses préfixes et suffixes de
longueur < k.

Dans [26], Beauquier et Pin ont considéré trois variations sur cette derniere définition
de langages localement testables et ont obtenu ainsi trois classes de langages différentes.
Premierement, ils ont supprimé les conditions sur les préfixes et les suffixes et ont ap-
pelé langage fortement localement testable (Fit) tout langage dont les éléments sont
déterminés par les facteurs d’une longueur fixée. La classe de tous ces langages dans
AT est 'algebre de Boole engendrée par les langages de la forme A*wA* avec w € AT,
Cette classe n’est pas une variété de langages mais c’est une classe décidable qui est
caractérisée par une propriété sympathique. Dans ce chapitre nous considérons une
classe de langages intermédiaire entre les langages localement testables et les langages
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fortement localement testables, constituée par langages que nous appelons localement
testables par préfizes (Ltp). L’appartenance d’un mot u dans ce type de langage est
déterminée par les facteurs de v d’une longueur fixée k et par ses préfixes de longueur
< k. Ainsi, un langage de A" est localement testable par préfixes s’il est combinaison
booléenne de langages de la forme wA* et A*wA* o w € A*. Cette classe de langages
est caractérisée par une propriété algébrique analogue a celle obtenue par Beauquier et
Pin pour les langages fortement localement testables.

Deuxie¢mement, Beauquier et Pin ont caractérisé les langages de A* qui sont com-
binaisons booléennes de langages de la forme wA*, A*w et L(w,r,1,t). L’appartenance
d’un mot u a ce type de langage — qu'ils ont appelé localement testable a seuil (Lt-s)
— est déterminée par les facteurs de u d’une longueur fixée k, mais en tenant compte
de leur nombre d’occurrences jusqu’a un certain seuil ¢, et par ses préfixes et suffixes de
longueur < k. Finalement, en supprimant les conditions sur les préfixes et les suffixes
dans cette derniere condition, Beauquier et Pin ont introduit une nouvelle classe de lan-
gages. Un élément de cette classe, nommé langage fortement localement testable a seuil
(Flt-s), est combinaison booléenne de langages de la forme L(w,r,1,t). Cependant,
la caractérisation syntaxique de ces langages vient a peine d’étre obtenue récemment
par Pin [59]. Encore une fois, nous décrivons une version “latéralisée” de ce travail, en
supprimant a peine la condition sur les suffixes. On obtient une classe de langages dont
chaque élément est combinaison booléenne de langages du type wA* et L(w, 1, 1,t), que
nous appelons langage localement testable par préfizes a seuil (Ltp-s).

Si on remplace wA* par A*w dans les générateurs des langages localement testables
par préfixes au-dessus, on obtient dualement les classes de langages localement testables
par suffizes (Lts) et de langages localement testables par suffizes a seuil (Lts-s). Nous
complétons notre étude en considérant les langages qui sont combinaisons booléennes
de langages du type wA*, A*w et L(w,r,n,t). Ces langages, que nous appelons locale-
ment testables a compteur (Lt-c), peuvent étre aussi obtenus en utilisant seulement les
langages L(w,r,n,t), c’est-a-dire qu’ils coincident avec leur version “forte”.

Ce travail complete, donc, la caractérisation des classes de langages engendrées par
un ou plusieurs des types de langages mentionnés au début de ce chapitre. Rappelons
que la classe de langages C telle que C(A™) est I'algebre de Boole engendrée par I’ensem-
ble {wA* : w € A"} (resp. {A*w : w € A"}, {wA*, A*w : w € AT}) est la classe de
langages associée, via le théoreme d’Eilenberg, avec la pseudovariété K (resp. D, LI).

Dans la partie finale de ce chapitre nous déterminons la plus petite (resp. grande)
variété de langages qui contient (resp. qui est contenue dans) les classes de langages
mentionnées au-dessus. Par exemple, nous montrons que la classe des langages locale-
ment testables (resp. localement testables et J-triviaux) est la plus petite (resp. grande)
variété de langages qui contient (resp. qui est contenue dans) la classe Flt des langages
fortement localement testables. Autrement dit, £t est engendrée (comme variété de
langages) par les langages de la forme A*wA* avec w € AT. On remarque 1’analogie
de ce résultat avec la caractérisation bien connue de la variété de langages /1 comme
étant 1’algebre de Boole engendrée par les langages de la forme A*aA* avec a € A.
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7.1 Langages définis par facteurs de mots

Dans cette section nous présentons quelques relations d’équivalence que nous allons
utiliser pour décrire les langages qui nous intéressent. Les équivalences = 1 et ~p 1
ci-dessous ont été introduites dans l’article de Beauquier et Pin [26].

Rappelons que, pour w,u € AT, [ﬁ’j] dénote le nombre d’occurrences de u comme
facteur de w et que, pour des entiers x,y,t € Ng et n € N, nous écrivons = =, ; y si ou
bien x = y, ou bien x,y >t et x est congru a y modulo n.

Soient k,n € N et t € Ny. Nous définissons une relation d’équivalence = ,, ; d’indice
fini sur AT en posant

U =p pt v siet seulement si, pour chaque mot = de longueur < k, [gg] =nt [g]

En particulier : u =, 11 v si et seulement si u et v ont les mémes facteurs de longueur
k;u=p14 v siet seulement si v et v ont les mémes facteurs de longueur < £ mais en
comptant leur multiplicité au seuil 4; u =, 59 v si et seulement si v et v ont les mémes
facteurs de longueur < k mais en comptant leur multiplicité modulo 5 au seuil 2.

Exemple 7.1.1 Si u = a3bababa® et v = a*babababa®, nous avons u =312 v Mais
u #3222 U parce que [aqéa} =3#004= [aza}. Cependant v =322 a’bababababa’. ]

Notons que I'équivalence =, ; n’est pas une congruence en général. Par exemple,
considérons A = {a, b}, u = aba et v = abab. On a u =21 v, mais ua #21, va. En
effet a? est un facteur de longueur 2 de ua mais n’est pas facteur de va.

Soit maintenant ~y , ; 1’équivalence d’indice fini sur A* donnée par
U~ v sioet seulement si ip_q(u) = ig—1(v), th—1(u) = th—1(v) et © =g 1 v.

Autrement dit, deux mots u et v sont équivalents modulo ~y ,; s’ils ont les mémes
préfixes et les mémes suffixes de longueur < k et les mémes facteurs de longueur < k,
comptés avec multiplicité modulo n au seuil 2. On remarque que I’équivalence ~y ,, ¢ est
une congruence.

Si dans la définition de ~ ,; on supprime la condition sur les suffixes on obtient
une nouvelle équivalence sur A", que nous dénotons par =y, ,, ;. Cest-a-dire que ~j ¢
est donnée par

U R pt v sioet seulement si i1 (u) = ip—1(v) et U =gy v.
Cette équivalence n’est pas une congruence en général.

Beauquier et Pin [26] ont introduit trois des notions suivantes.

Définition 7.1.2 Soit A un alphabet. On dit qu’un langage de A" est
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— localement testable (L£t), fortement localement testable (Flt) ou localement tes-
table par préfixes (Ltp) s’il est saturé, respectivement, par ~p 11, =k,1,1 0U k1.1
pour un entier k € N ;

— localement testable & seuil (Lt-s), fortement localement testable a seuil (Flt-s)
ou localement testable par préfixes a seuil (Ltp-s) s’il est saturé, respectivement,
PaT ~k 1t =k1t 0U g1 pour des entiers k € N et t € Ng;

— localement testable a compteur (Lt-c), fortement localement testable a compteur
(Flt-c) ou localement testable par préfixes & compteur (Ltp-c) s’il est saturé,
respectivement, par ~gn.t, =kt 0U Rkt pour des entiers k,n € N ett € Ng. m

Les notions de langage localement testable par suffizes (Lts), de langage localement
testable par suffizes a seuil (Lts-s) et de langage localement testable par suffizes a
compteur (Lts-c) peuvent étre définis dualement. Il suffit de remplacer la condition sur
les préfixes dans la définition de ~ ,; par une condition duale sur les suffixes. Les
classes de toutes les langages Lt, Flt, Ltp, Lt-s, Lt-c, etc, seront denotées aussi par Lt,
Flt, Ltp, Lt-s, Lt-c, etc.

La proposition suivante décrit toutes ces classes comme algebres de Boole. Pour un
ensemble de langages £ de AT on dénote par B(L) 'algebre de Boole engendrée par L.

Proposition 7.1.3 Soit A un alphabet. Alors

= B{wA* A*w, L(w,r,n,t) | we A", r,t € Ny, n € N}
= B{wA*, L(w,r,n,t) | we AT, r,t € Ng, n € N}

= B{A*w,L(w,r,n,t) | we AT, r,t € Ng, n € N}

= B{L(w,r,n,t)| we AT, r,t € Ng, n € N}.

Des résultats similaires sont valables pour les quatre classes de langages localement
testables “a seuil” et les quatre classes de langages localement testables restantes. Il faut
seulement remplacer L(w,r,n,t) par L(w,r,1,t) et par L(w,1,1,1), respectivement.
Preuve. On présente, par exemple, la preuve pour les langages Lt-c. Supposons d’abord
que L C AT est un langage localement testable & compteur. Alors, L est saturé par
~n,t pour des entiers k,n € Net t € Ng. Sin = 1 et t = 0, alors la classe d’équivalence
E(u), d'un mot u € L, par rapport & ~y,, est AT car = est la relation universelle
sur Ng. Dans ce cas, L = E(u) = AT. Supposons maintenant que n # 1 ou que ¢ # 0.
Si k = 1, alors appartenance d’'un mot u a L est déterminée par les facteurs de u de
longueur 1. Donc,
E(u) = ﬂ L(a, [4],n,1).

a€A

Maintenant, supposons k > 2. Si |u| < k — 1 alors

E(u) = {u} = uA"\ <U uaA*) .

acA

Si |u| > k — 1, posons p = pi_1(u) et s = sp_1(u). Alors



7.1 Langages définis par facteurs de mots 139

E(u) =pA*NnA*snN ﬂ L(w, [¥],n,t).

weAZk

Ceci montre que F(u) est une combinaison booléenne de langages de la forme wA*,
A*w et L(w,r,n,t) avec w € AT, r;t € Ny et n € N. Ainsi, le méme est vrai pour L.

Pour 'inverse, on a besoin de montrer que wA*, A*w et L(w,r,n,t) (w € AT, rt €
No, n € N) sont dans Lt-¢(A™). Nous affirmons d’abord que wA* (et similairement que
A*w) est saturé par ~p 11,1 ol k = |w|. Considérons un mot u € wA* et supposons que
u ~gy11,1 W Alors p(u) = pg(u') et, donc, w est préfixe de v/. Par conséquent v’ € wA*
ce qui prouve I'affirmation. Maintenant on prouve que L(w,r,n,t) est saturé par ~y p ¢
ou k = |wl|. Soit uw € L(w,r,n,t). Alors [},ﬁ] =t r. Supposons que u ~j,; u'. Alors,
comme |w| < k, on a [}j,] =n.t [%] Donc, [%] =, T et par conséquent v’ € L(w,r,n,t).
O

Le prochain résultat dit que les générateurs de la forme wA* et A*w sont superflus
pour Li-c, c’est-a-dire qu’on peut restreindre les générateurs de Lt-¢ aux langages de
la forme L(w,r,n,t).

Proposition 7.1.4 On a les égalités Lt-c = Ltp-c = Lts-c = Flt-c.

Preuve. Evidemment il suffit de prouver seulement 'inclusion Lt-¢ C Flt-c. Pour cela
on montre que, pour chaque alphabet A et chaque mot w € AT, les langages wA* et
A*w sont des combinaisons booléennes de langages de la forme L(u,r, n,t) avecu € A™,

r,t € Ny et n € N. Plus précisément, on va prouver que wA* (pour A*w c’est similaire)
est I'union (disjointe) de tous les langages de la forme

L(w,a,2,1)N ) L(aw, Ba, 2,0),
a€A

ot a € {1,2}, B, € {0,1}, >, 4 Ba est pair si a =1 et est impair si o = 2.
On observe d’abord quun mot u € AT appartient & wA* si et seulement si

3l = Ll =1 7

acA

Soit u € wA*. Alors, ou bien [{“f,] est impair, ou bien est pair et non nul. Dans le
premier cas u € L(w, 1,2,1). En outre, on déduit de (7.1) que Y, 4 [(ﬁu] est pair. Il en
résulte que

u € ﬂ L(aw, 34,2,0)
acA
pour une famille (8,)aca, Ba € {0,1}, telle que > . 4 B est pair. De fagon analogue,
on peut montrer que dans le second cas

u € L(w,2,2,1) N (] L{aw, B4, 2,0)
acA
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pour une famille (84)aca, Ba € {0,1}, telle que >, 4 Bq est impair. Ceci montre une
des inclusions.

Pour prouver l'inclusion inverse, soit u € L(w,,2,1) N [),c4 L(aw, Bq,2,0) on
a € {1,2}, By € {0,1}, > ,c4 B4 est pair si a = 1 et est impair si a = 2. Alors «
(et donc [{5] aussi) est pair si et seulement si ) 4 8, est impair, c’est-a-dire, si et
seulement si ) 4 [a%,] est impair. Par conséquent [{f,] et Y uca [;{U] sont différents, ce
qui montre que w est un préfixe de u. Donc, u appartient & wA*. O

Comme nous le verrons, toutes les autres classes de langages sont distinctes entre
elles, et distinctes de Lt-c. Les relations d’inclusion entre elles sont montrées dans la
figure suivante.

Flt-s Ltp Lts

N/

Flt

On verra a la section prochaine que l'intersection de deux quelconques de ces classes
donne une troisieme d’entre elles (par exemple, Ltp N Lts = Flt) sauf 'intersection
Lip-s N Lts-s qui ne coincide pas avec Flt-s et forme, donc, une nouvelle classe.

On verra aussi que seules les classes Lt, Li-s et Lt-c constituent des variétés de
langages,—dont les pseudo-variétés associées, via le théoreme d’Eilenberg, sont respec-
tivement LJ;, (Com * D) N A et Com * D. De plus, on montrera & la section 7.3 que
Lt (resp. Lt-s) est la variété de langages engendrée par Flt (resp. Flt-s).

Exemple 7.1.5 Soit A = {a,b}. Le langage L = ba*ba* est localement testable par
préfives a seuil, puisque

L =0bA*NL(b,2,1,3).

De facon moins évidente, L est aussi fortement localement testable a seuil. En effet,

L=1L(b2,1,3)\ [L(abb,1,1,1) U L(ab,2,1,2)].m

7.2 Caractérisations syntaxiques

Dans cette section on présente des caractérisations effectives de toutes les classes de
langages présentées dans la section antérieure. Ces caractérisations sont toutes données
en termes d’une propriété algébrique des morphismes syntaxiques des langages. Les
classes Lt, Lt-s et Lt-c sont caractérisées par une propriété des semigroupes syntaxiques
de leurs langages. Pour les autres classes il est nécessaire aussi de considérer les images
syntaxiques des langages.
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On aura besoin de quelques définitions et résultats dus & Straubing [76]. Soit k£ € N.
On représente les mots de (A*)* par des séquences finies (w1, ws, . . .,w,), avec w; € A¥,
et on définit une fonction (séquencielle) oy : AT — (A*)* en posant, pour w € AT et
a € A,

1 siw) <k—1
or(wa) =< (wa) si |lw=k—1
(ok(w), sp(wa)) si |w| > k.

Par exemple, o2(aba?) = (ab, ba,a?).

On rappelle maintenant un résultat de Straubing [76] qui a été montré par Beauquier
et Pin [26] sous la forme équivalente qui suit.

Théoreme 7.2.1 Soit V une pseudo-variété et soit Vi = V x LIx. Pour chaque al-
phabet A, Vi(AT) est l’algébre de Boole engendrée par les langages de la forme wA*,
A*w et 0,1 (X), avec w € ASF1 et X € V((AF)). O

Nous aurons besoin aussi du théoreme suivant.

Théoréme 7.2.2 (Straubing [76]) Soit S un semigroupe. Alors, S € V «LI si et
seulement si S € V x LIy, ou k = |S]. O

Comme conséquence de ces théoremes on obtient la caractérisation de Lt, de Lt-s
et de Lt-c. La premiere est due & Brzozowski et Simon [30] et McNaughton [50]. La
seconde est due & Beauquier et Pin [26].

Théoréeme 7.2.3 Soit L un langage reconnaissable.
(1) L est Lt si et seulement si S(L) € Jq = LI.
(2) L est Lt-s si et seulement si S(L) € (Com N A) = LI.
(3) L est Lt-c si et seulement si S(L) € Com * LI.

Preuve. Nous prouvons seulement (3). Les autres preuves sont similaires. Soit A un
alphabet et soit L un langage de AT. D’apres les théoremes 7.2.1 et 7.2.2, S(L) €
Com * LI si et seulement si L est une combinaison booléenne de langages de la forme
wA*, A*w et o, '(X), ot w € AT et X € Com((AF)*). De plus, le théoreme 2.3.2 dit
que X € Com((AF)*) si et seulement si X est combinaison booléenne de langages de la
forme

{ue (A% | fuly =1}
ot 7 € Ny et w € A*, et de la forme
{u € (A%)* | |u|p = 7 mod p"}

ot € Ny (on peut supposer r < p"), p est un nombre premier, n € N et w € A*. Or,
on a

ak_l({u € (Ak)* | |ulw =7}) ={ue AT | [Zﬂ =r} = L(w,r,n,t)
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pour tous n € N et £ > r. En outre,

‘71;1({“ € (A)* | |uly =7 mod p"}) = {uec A" | [{1‘,] = r mod p"}
= {ue AT | [%] =pr s r} pour tout t <r
= L(w,r,p",t).

D’autre part, pour tout ¢t < r, on a

t—1
L(w,r,1,t) = AT\ U L(w,i,1,t).
i=0

De plus, si m est un entier > 1 alors m est de la forme m = p{*---p!" avec i > 1 et
p1,...,p; nombres premiers, et on peut vérifier que

7

L(w,r,m,t) ﬂ wrpj,)

Il en résulte que S(L) € Com=LI si et seulement si L est une combinaison
booléenne de langages de la forme wA*, A*w et L(w,r,n,t) avec w € A", r,t € Ny et
n € N, c’est-a-dire, si et seulement si L est localement testable a compteur. O

Or, Brzozowski et Simon [30] et McNaughton [50] ont montré que J; * LI = LJy,
et on sait d’apres Thérien et Weiss [80] que Com * LI = [eafbecf = ecfbeaf] =
Com D et que (ComN A) %« LI = (Com D) N A. On a, donc, un algorithme pour
décider quand un semigroupe donné appartient, respectivement, a J;*LI, & (Com N A)
*LI ou a Com x LI. Ceci permet, donc, de conclure la décidabilité des classes de lan-
gages Lt, Li-s et Lt-c.

On continue avec la caractérisation des classes de langages restantes. Pour ces lan-
gages on a besoin de considérer leurs images syntaxiques parce que leurs semigroupes
syntaxiques ne sont pas suffisants.

Soit S un semigroupe fini. Définissons J comme étant la plus petite relation d’équi-
valence sur S qui contient la relation J et qui satisfait la condition :

Ve, f € E(S)Vr,s € S, erfsed fserf. (7.2)
Beauquier et Pin [26] et Pin [59] ont donné, respectivement, les caractérisations des

classes Flt et Flt-s.

Théoréme 7.2.4 Soit L un langage reconnaissable de AT, soit S le semigroupe syn-
taxique de L et soit P son image syntazique.

(1) L est Flt si et seulement si S € LI et P est une union de J-classes de S.

(2) L est Flt-s si et seulement si S € (Com * D) N A et P est une union de J-classes
de S. O
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Maintenant nous présentons la version “lateralisée” de ce dernier théoreme. Pour
cela on va utiliser les notions suivantes.

Nous associons & chaque mot w € AT et entiers k et ¢, un graphe étiqueté a
deux sommets distingués Nj,(w) ou 'ensemble de sommets est Facty_i(w) et, si
u € Facty(w), alors il existe un arc étiqueté [”;ﬂ seuil t du sommet pg_1(u) au sommet
Sk—1(u). Le sommet pi_q(w) (resp. sx—1(w)) est appelé le sommet initial (resp. final)

ab

de Nj,(w). Par exemple, le graphe N3 3((ab)?(cb)*a) peut étre représenté ainsi

1
(ab)——(bc)
31‘3 3)3

On@

On dit que deux sommets vy et v9 sont dans la méme t-composante, s’il existe deux
chemins, de v; pour vy et de vy pour vy, respectivement, utilisant seulement des arcs
d’étiquette t. Dans le graphe ci-dessus, par exemple, ab et ba (resp. bc et ¢b) sont dans
la méme 3-composante. Nous aurons besoin du lemme suivant (voir [59]).

Lemme 7.2.5 Soient A un alphabet fini, k € N, t € Ng et T > (1 +t(JA[*1))(1 + |A]).
Si w,w’ € AT sont tels que w ~p17 W', alors les graphes Ny (w) et Nj(w') sont
égauz, sauf peut-étre en ce qui concerne leurs sommets initiaux et finaux. De plus, deux
cas sont possibles :

(1) les sommets pi_1(w) et px_1(w') sont dans la méme t-composante et les sommets
Sp—1(w) et sp_1(w') sont dans la méme t-composante.

(2) les sommets pi_1(w) et sx_1(w) sont dans la méme t-composante et les sommets
pr—1(w') et sp_1(w') sont dans la méme t-composante. O

On peut maintenant énoncer le résultat suivant.

Théoréme 7.2.6 Soit L un langage reconnaissable de AT, soit S le semigroupe syn-
taxique de L et soit P son image syntaxique.

(1) L est Ltp (resp. Lts) si et seulement si S € LIy et P est une union de R-classes
(resp. L-classes) de S.

(2) L est Ltp-s (resp. Lts-s) si et seulement si S € (Com«D)NA et P est une
union de R-classes (resp. L-classes) de S.

Preuve. Les preuves s’adaptent sans difficulté des preuves correspondantes du théo-
reme 7.2.4. Nous rappelons seulement la preuve de (2). Supposons d’abord que L est
un langage Ltp-s. Alors, il existe des entiers £ € N et ¢t € Ny tels que L est saturé
par ~j 1. Comme Ltp-s C Lt-s, L est aussi Lt-s et le théoréme 7.2.3 montre que
S € (Com x D) N A. Comme le morphisme syntaxique de L, n: AT — S est surjectif,
on peut fixer, pour chaque élément s € S!, un mot s’ € A* tel que n(s') = s (si s = 1,
on prend s’ = 1). Pour prouver que P est une union de R-classes de S, considérons
deux éléments r et s de S, R-équivalents, et supposons que r € P. On veut montrer
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que s € P. Puisque r R s il existe z,y € S tels que rz = s et sy = r. Maintenant, soit
n € N un exposant de S tel que n > kt. Alors

T/(x,y/)n %k71’t T,(.’L'/yl)nx/.
Mais n(r'(z'y')") = r € P et donc r'(2'y')" € L. Ceci implique '(z'y/)"2’ € L, d’on
n(r'(x'y)"a’) = s € P.

Réciproquement, comme S € (Com *D)N A on déduit du théoreme 7.2.3 qu’il
existe des entiers k et ¢ tels que L est saturé par ~y 1 ;. Nous allons prouver que L est
saturé par a7, 1 7 pour un 7' suffisamment grand (on peut supposer 7' = (1+t(|A[*!))(1+
A]).

Soient w et w’ deux mots tels que w ~ 1.7 w' et w € L. On veut prouver que w’ € L.
Si |lw] < k (ou |w'| < k), alors w = w’. Donc, on peut supposer que |w|, |w'| > k.
Supposons maintenant que |w| < T (ou |w'| < T'). Nous affirmons que w ~p 17 w'.
Comme w ~y, 1 7 ', il suffit de prouver que sx_1(w) = sx—1(w’). Si k =1 ceci est clair.
Soit maintenant k > 2 et posons s = sj_1(w). Puisque |w| < T on a [¥] = [¥] < T.

S
Posons n = [1};] et supposons que s;_1(w’) # s. Alors,

Z[:;]:n—l et Zm:n

a€cA

/

Mais ceci contredit I’hypothese que w =~ 17 w', parce que dans ce cas [;"a] = [}f’a]
pour tout a € A. Donc, s,_1(w) = sg_1(w’) et Paffirmation est prouvée. Cela entraine
w ~p1+ w, puisque t < T, et nous pouvons conclure que w’ € L.

Par conséquent, on peut supposer |w|,|w’| > T. Comme [2’] =7 [%’] pour tout
mot u de longueur k (et donc [ﬁj’] = [%’] seuil t), et comme pg_1(w) = pr_1(w'), les
graphes Nj ¢(w) et Ny ,(w') sont égaux, sauf peut-étre en ce qui concerne leurs sommets
finaux.

On note f = sg_1(w) et f' = sx_1(w’), respectivement, les sommets finaux de
Nit(w) et de Ni (w'). Comme Ni¢(w) et Ni,(w') ont le méme sommet initial, f
et f' sont dans une méme t-composante d’aprés le lemme 7.2.5. Montrons que alors
n(w) Rn(w').

Nous avons, en particulier, que w' =1, w'v pour un certain v € A* tel que
sg—1(w'v) = sp_1(w). Comme w =1+ w’ (et donc w ~y 1 w'v) on déduit que

/
W~ W,

Alors, comme ~y, 1 ; est une congruence qui sature L, nous avons, pour tous r,s € A",
rws ~p1¢ Tw'vs et donc rws € L si et seulement si rw'vs € L. Clest-a-dire que
w ~p, w'v d’o
n(w) = n(w)n(v).
Par symétrie, on déduit que n(w) Rn(w').
Maintenant, comme P est union de R-classes on en déduit que n(w’) € P. Par
conséquent, w’ € L ce qui termine la preuve. O
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Exemple 7.2.7 Soit A = {a,b,c} et soit L = (ab)™ U a(ba)* U {c*}. Alors, L est
reconnu par l’automate suivant.

b
cchaé)::@
@ D

a

Le semigroupe syntazique S(L) a sept éléments et il est défini par les relations

a’=ac="0b>=bc=ca=chb=c®=0. Sa structure en J-classes est représentée par la

figure suivante.

Comme on peut le vérifier, S(L) € LJy. D’autre part, l'image syntaxique de L est
U'ensemble P = {ab,a,c®}. Puisqu’il est union de R-classes de S(L), L est Ltp. En
fait, on peut écrire

L = {a,?}A*\ A*{a®, ac,b?, b, ca, cb, >} A*.

Notons que P n’est pas union de L-classes de S(L). Donc, L n’est pas Lts. |

Comme chaque J-classe d’un semigroupe fini est une union de R-classes (resp. de
L-classes), on a les conséquences suivantes des théoremes antérieurs.

Corollaire 7.2.8 Les suivantes égalités sont valides

Flt = Ltp-sNLts = Flt-sN Lts = LtpN Lts
= Lts-sN Lip = Flt-sN Lip
= Flt-sN Lt.

Preuve. On montre seulement Flt = Ltp-s N Lts. Les autres égalités soit sont con-
séquences de celle-ci, soit se prouvent de facon similaire. Soit L un langage a la fois
Litp-s et Lts. Alors, d’apres le théoreme 7.2.6, S(L) € LJ; et I'image syntaxique de L
est & la fois une union de R-classes et une union de L-classes de S(L). Par conséquent
S(L) € LJ; et 'image syntaxique de L est une union de J-classes de S(L), ce qui
montre que L est Flt, d’apres le théoreme 7.2.4. O

Corollaire 7.2.9 Un langage reconnaissable L de AT est & la fois Ltp-s et Lts-s si
et seulement si S(L) € (Com * D) N A et son image syntarique est une union de J -
classes de S. O
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On remarque qu’un langage L peut étre a la fois Lip-s et Lts-s sans étre Flt-s.
C’est-a-dire que la classe Lip-s N Lts-s contient strictement la classe Flt-s. Ceci est
montré par I’exemple suivant.

Exemple 7.2.10 Soit A = {a,b} et soit L = a*bta*. Alors, L est reconnu par 'auto-

mate suivant.
a b a

Le semigroupe syntaxique de L est défini par les relations a®> = a, b> = b et bab = 0.
Sa structure en J-classes est représentée par le diagramme suivant, ou les boites grises
représentent 'image syntaxique P de L.

*
a

On wvoit, donc, que P est une union de J-classes de S(L) et que L est Fltp-s et
Flts-s. En effet, on peut écrire

L=b"a*Uatbta* = [bA*\ L(ab,1,1,1)] U [aA* N L(ab, 1,1,2)],
et symétriquement
L=a*b"Ua*bta™ = [A*b\ L(ba,1,1,1)]U [A*a N L(ba, 1,1,2)].

Vérifions maintenant que L n’est pas Flt-s. Nous prouvons que P n’est pas union
de J-classes. En effet, par définition de J, puisque a et b sont idempotents, on a
aabaa Jbaaab, c’est-a-dire que aba JO. Par conséquent P n’est pas union de J-classes
puisque aba € P et 0 & P.

Notons aussi que L n’est pas Lt, puisque S(L) ¢ LJ1. En effet, par ezemple, a est
idempotent et aba ne l’est pas. [

7.3 Les variétés de langages engendrées

Dans cette section nous déterminons la plus petite (resp. la plus grande) variété de
langages qui contient (resp. qui est contenue dans) chaque classe de langages considérée
dans la derniere section.
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Comme on a vu dans le théoreme 7.2.3, les classes Lt, des langages localement
testables, et Lt-s, des langages localement testables a seuil, sont des variétés de langages.
Maintenant on prouve le résultat suivant.

Proposition 7.3.1 La classe Lt (resp. Lt-s) est la plus petite variété de langages qui
contient les langages de la forme A*wA* (resp. L(w,r,1,t)) pour chaque alphabet A et
chaque mot w € A" (resp. et chaque paire d’entiers positifs (r,t)).

Preuve. On donne la preuve pour le cas Lt. La preuve pour Lt-s en est une conséquence
puisque A*wA* = L(w,1,1,1). Soit V la plus petite variété de langages qui contient les
langages de la forme A*wA*, ot A est un alphabet quelconque et w € AT. D’abord il
est clair que V est contenue dans Lt puisque Lt est une variété, et pour chaque alphabet
Aetwe AT, le langage A*wA* est localement testable.

Soit maintenant A un alphabet fixé. Comme les langages localement testables de
AT sont des combinaisons booléennes de langages de la forme wA*, A*w et A*wA*, ol
w € AT, pour prouver U'inclusion Lt(A1) C V(A™) il suffit de montrer que les langages
de la forme wA* (resp. A*w) sont dans V(A™T). Soit B l’alphabet obtenu de A par
l’addition d’une nouvelle lettre b, c’est-a-dire que B = AU {b}. Le langage B*bwB* est
dans V(B™T). Alors, le langage

b1 (B*hwB*) = B*hwB* UwB*
est aussi dans V(BT), puisque V(B™) est fermée par résiduel. Maintenant,
(B*bwB* UwB*) \ B*bB* = wA*

est aussi un langage de V(B™), puisque B*bB* € V(B™) et V(B™T) est fermée par
complément. Considérons maintenant le morphisme ¢ : AT — BT donné par ¢(a) = a
pour tout a € A. On a ¢~} (wA*) = wA*, d’ott wA* est un langage de V(A™), puisque V
est fermée par image inverse de morphismes entre semigroupes libres. Que tout langage
de la forme A*w avec w € AT est dans V(AT) peut étre prouvé de fagon analogue.
On déduit ainsi que Lt(AT) C V(AT). Comme ceci est vrai pour tout alphabet A, on

conclut que £t C V. O
Corollaire 7.3.2 La classe Lt (resp. Lt-s) est la variété de langages engendrée par
chacune des classes Flt, Ltp et Lts (resp. Flt-s, Ltp-s et Lts-s). O

Ce résultat et la proposition 7.1.4 entrainent le suivant.

Corollaire 7.3.3 La pseudo-variété LIy (resp. (Com * D) N A, Com x D) est engen-
drée par les semigroupes syntaziques des langages de la forme A*wA* (resp. L(w,r,1,1),
L(w,r,n,t)), ot A est un alphabet et w € AT (resp. et r,t € Ny et n € N). i

Maintenant nous allons considérer les variétés de langages contenues dans les classes
de langages que nous étudions dans ce chapitre. Commencons par considérer la relation
d’équivalence J définie immédiatement avant le théoreme 7.2.3 et démontrons 1’obser-
vation suivante.

Lemme 7.3.4 Soit S un semigroupe fini. Alors, S est J-trivial si et seulement si S
appartient a la pseudo-variété J=J N [a¥bc*da® = “da“bec”], ou J dénote la pseudo-
variété des semigroupes J -triviaus.
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Preuve. Par définition de I'équivalence J, S est J-trivial si et seulement si S est J-
trivial (puisque J est contenue dans J) et, pour tous idempotents e, f € S et tous
r,s € S, erfse = fserf. Ceci signifie que S est J-trivial si et seulement si S € J et
S satisfait la pseudo-idéntité a“bc*da” = ¢“da“bc®, autrement dit, si et seulement si
Sel. O

On termine ce chapitre avec le résultat annoncé.

Proposition 7.3.5 (1) La classe Lt N T (resp. Lt N R, Lt N L) des langages Lt
et J-triviaux (resp. Lt et R-triviauz, Lt et L-triviauz) est la plus grande variété
de langages contenue dans la classe de langages Flt (resp. Ltp, Lts).

(2) La classe Lt-sNJ (resp. Lt-sN'R, Lt-sNL) des langages Lt-s et J-triviaux (resp.
Lt-s et R-triviauz, Lt-s et L-triviauz) est la plus grande variété de langages
contenue dans la classe de langages Flt-s (resp. Ltp-s, Lts-s).

Preuve. On donne la preuve de (2) pour Lt-sNJ. Les autres cas sont similaires. Soit V la
plus grande variété de langages contenue dans la classe de tous les langages fortement
localement testables & seuil, et soit L € Lt-s N J. Alors, S(L) € (Com*D)N A et
I'image syntaxique de L est une union de J-classes de S(L), puisqu’elles sont trivia-
les. Alors, d’apres le théoreme 7.2.4, L est fortement localement testable a seuil. Ceci
entraine, par définition de V, que Lt-sN JC V.

Soit maintenant A un alphabet quelconque et soit L € V(A™). Alors, L est fortement
localement testable a seuil et, donc, L est aussi localement testable a seuil. Il reste a
prouver que L est J-trivial. Pour cela, d’apres le lemme 7.3.4, on doit montrer que L
est J-trivial et que S(L) satisfait la pseudo-identité a“bc*da® = “da“bc® .

Supposons d’abord, par contradiction, que L n’est pas J-trivial, c’est-a-dire, sup-
posons que S(L) ne verifie pas la pseudo-identité (ab)¥ = (ba)“. Alors, il existe u,v €
AT tels que (uv)™ #p (vu)™ pour tout n € N. Donc, pour chaque n € N, il existe
rn, Sp € A* tels que,

— so0it 7 (uv)"s, € L et rp(vu)sy, € L,

— soit 7y, (uv)"sy, &€ L et rp(vu)™s, € L.

Autrement dit,
— soit (uv)™ € r; Ls,t et (vu)* € rylLs;

— soit (uwv)" € r st et (vu)® € v Ls, L.
Soient k,t € N et soit n > kt. On a (uv)" =p1, (vu)™. Alors, pour tous k,t € N,
r1Ls. ! n’est pas saturé par I'équivalence = 1,+- Ceci implique que r1Ls ! nest pas
fortement localement testable & seuil. On arrive & une contradiction car r,'Ls;! €
V(A™) puisque L € V(AT) et V(AT) est fermée par résiduel. Donc, L est J-trivial.

Montrons maintenant que S(L) satisfait la pseudo-identité a“bc*da® = c*da“bc”.
Comme L est Flt-s, S(L) est apériodique d’apres le théoreme 7.2.3. 1l existe, donc, un
entier m tel que, pour tout s € S(L), s™ = s™*1. Supposons que S(L) ne vérifie pas la
pseudo-identité a”bc* da®” = ?da“be?, c’est-a-dire, supposons qu’il existe u, v, p,q € AT
tels que u"pu™qu™ L v"qupv™ pour tout n > m. Alors, sans perte de généralité, on

=S
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peut supposer qu’il existe r,, s, € A* tels que
rpu"pvtqus, € L et v qupv™s, & L.

Dans ce cas,

1 1

u"pv"qu™ € v Ls,, et v qutpu™ & o Ls L
Soient k,t € N et soit n > maz{kt,m}. On a u"pv™qu" =1 V"qu"pv" et, par
conséquent, r;'Ls-! n’est pas fortement localement testable & seuil. Mais ceci est
une contradiction par les mémes raisons que ci-dessus et donc S(L) doit satisfaire la
pseudo-identité a“bc’da” = “da”bc”.

On déduit donc du lemme 7.3.4 que L est Jtrivial, ce qui prouve que L € (Lt-sN
J)(A™1). On a ainsi démontré que V(A™) C (Lt-sN J)(AT) et comme ceci est vrai pour
tout alphabet A on conclut que V C Lt-s N J. |

Nous résumons dans le diagramme suivant les relations d’inclusion énoncés dans les
résultats de cette section. Les classes indiquées en caracteres gras sont les variétés de
langages et nous dénotons par V la classe Lip-s N Lis-s.

Lt-c

Lt-sNR
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Quatrieme partie

Opérations Implicites sur LJq
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Chapitre 8

Les Eléments de Type (2,1) de
Fa(LJy)

Considérons une pseudo-variété V et un alphabet A = {ay,...,a,}. On dit qu'un
élément z de FA(V) est une opération implicite de type (2,1) si on peut construire
a partir des projections aq, ..., a, en utilisant un nombre fini de fois deux opérations :
I’opération binaire de multiplication et I’opération unaire y — y*.

Nous avons mentionné, a la section 3.6.4, le cas de la pseudo-variété J des semi-
groupes J-triviaux : Almeida [8, 9] a montré que tous les éléments de F4(J) sont de
type (2,1). Tel est le cas, donc, pour toutes les sous-pseudo-variétés de J.

On remarque que normalement F 'A(V) n’est pas constitué seulement d’opérations
implicites de type (2,1). Cependant elles forment un sous-semigroupe important de
F4(V). 1l est, notamment, le plus utilisé dans la construction d’exemples.

Dans ce chapitre on montre qu’on peut décider effectivement 1’égalité entre deux
opérations implicites de type (2,1) sur la pseudo-variété LJ;.

8.1 Préliminaires

Toute opération implicite de type (2, 1) peut étre représentée par un arbre orienté
dont les nceuds sont étiquetés dans AT U {w,-}. Par exemple, 1'opération implicite
((ba¥c)¥ab)*a(ba)® est représentée par 'arbre

153
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Les noeuds étiquetés dans A™ sont les feuilles et un nceud étiqueté ‘-’ est soit la racine,
soit I'unique fils d’un noeud étiqueté w.

Comme nous le verrons au prochain chapitre, le semigroupe F 'A(LJ1) est tres loin
d’étre constitué seulement d’opérations implicites de type (2,1).
Le résultat que nous voulons démontrer dans ce chapitre est le suivant.

Théoréme 8.1.1 Chaque opération implicite T € FA(LJl) de type (2,1) peut étre
écrite comme un produit
r = upx{urx§ - - xpuk

ot k € Ny, ug,...,up € A*, up#1 six=wug et xq,..., 2, € AT.

En outre, sty = voytv1y5 - - - Yy, Um est un autre produit du méme type, alors x =y
si et seulement si ou bien k = m = 0 et up = vo, ou bien k,m > 1, ugz{™ = voyi™,
T U = YU et les ensembles

L ={z, 0 ey [1<i<k1<j<k-1}

et
Iy ={y>,y; vy [ 1<i<m, 1< j<m-—1}

sont égaux. De plus, on peut décider effectivement si x = y.

Comme on peut le vérifier dans I’énoncé de ce résultat, les mots infinis (unilateres et
biinfinis) ultimement périodiques jouent un role tres important pour la description des
opérations implicites de type (2,1) sur LJ;. Tel est le cas aussi dans le cas général des
opérations implicites (quelconques) sur LJp, ou les mots infinis unilatéres et biinfinis
(quelconques) sont fondamentaux, comme nous le verrons.

8.2 Facteurs des mots biinfinis

Nous exposons dans cette section quelques résultats sur les facteurs finis des
mots biinfinis ultimement périodiques, que nous utiliserons plus tard dans la preuve du
théoreme 8.1.1.

Tout d’abord on rappelle un résultat classique [52, théoréme 7.3].



8.2 Facteurs des mots biinfinis 155

Théoréme 8.2.1 Si x est un mot biinfini tel que |Factyi1(z)| = |Facty(z)| pour un
entier k € N, alors x est périodique. O

Maintenant on peut prouver les résultats suivants.

Lemme 8.2.2 Soient x,y € AZ deuz mots biinfinis ultimement périodiques tels que
Fact(z) C Fact(y).

(1) Siy est périodique, alors x =y.

(2) Siy n'est pas périodique, alors la forme canonique de y est du type y = u > avw™
etonaxr =y, r=u>* oux=w>.

Preuve. Supposons d’abord que y est périodique, disons y = u>. Comme Fact(xz) C
Fact(y), on a pour tout entier k € N, |Facty(z)| < |Factg(y)|. Alors, le théoréme 8.2.1
entraine que x est aussi périodique, disons x = v>. En particulier, pour tout entier
k € N, v* est facteur de y. Alors, si on choisit & € N tel que

[0%| 2 [v] + Jul — pged(|v], |ul),

il existe r € A" conjugué de u, r’ € A* préfixe propre de r, et un entier m € N tels que
v* = ¢/, Par conséquent, on déduit de la proposition 1.5.3 que v et r sont puissances
d’un méme mot, disons s. Ceci entraine v> = s* = r*>. D’ailleurs r est conjugué de u

et, donc, 7 = u™. Par conséquent, on a

Supposons maintenant que y n’est pas périodique et que y = u > avw* (avec u,w €
At a € Aetv e A*) est sa forme canonique. Rappelons que, en particulier, la premiére
lettre de u est distincte de a. Si x est périodique, disons & = >, alors r* est facteur de
y pour tout entier k£ € N. Comme la longueur de av est finie, on a que 7* est facteur soit
de u™ soit de w'. Si on considére un k suffisamment grand, on peut prouver comme
dans (1), que ceci implique = = u™ ou = = w™.

Supposons maintenant que x n’est pas périodique et soit z = u;*ajv1wi™ sa forme
canonique, ot uj,w; € AT, a; € A et v € A* avec p1(uy) # a1. Par hypothese, u’fal
est facteur de y pour tout £ € N. En particulier, pour k suffisamment grand, on déduit
du corollaire 1.5.4 que u’fal a une seule occurrence dans y. Plus précisément, u’fal est
suffixe de v a.

u—oo a v w+oo

u’f ai

En effet si cela n’était pas le cas, pour tout m € N, on aurait soit u[*a; comme
facteur de w*, soit ©u™a comme facteur d’une puissance de ui, ce qui contradit le
corollaire 1.5.4.

On déduit ainsi que s,(u;7a1) = s,(u>°a) pour tout » € N. Par conséquent,

U ar = uCa. (8.1)



156 8 Les Eléments de Type (2,1) de F(LJ1)

De plus, pour tout k£ € N suffisamment grand, le mot u]falpk(vlw{“’) est aussi
facteur de y avec une seule occurrence. Alors, pg(viwi™) = pr(vw™) et donc

VW = vw'. (8.2)
Pour terminer, on déduit de (8.1) et de (8.2) que
zr = uan Wi = v Cavw™ = y.0

Lemme 8.2.3 Soient z € A% et y = uwv™ € AN (resp. y = v>=u € A™N) deuzx mots
ultimement périodiques avec u € A* et v € AT, Si Fact(z) C Fact(y), alors x = v™.

Preuve. Comme Fact(z) C Fact(uv™) on a Fact(x) C Fact(w=uv™) pour tout w €
AT, D’apres le lemme antérieur, cela entraine nécessairement que x = v*. O

Enfin on a le résultat suivant.

Lemme 8.2.4 Soit x € AZ yn mot biinfini et soit B un sous-ensemble fini de AN U
A™NU A%, i Fact(z) C Fact(B), alors il existe y € B tel que Fact(x) C Fact(y).

Preuve. Soit w = (w;);ez un mot biinfini pointé représentant de x. Comme Fact(x) C
Fact(B), on a que wi_j 3 € Fact(B) pour tout k € N. Or B est fini et w{_,, n,] est facteur
de wj_ ) pour tous m,k € N tels que m < k. Il existe donc un mot y € B tel que
w_, k) est facteur de y pour tout k € N. Par conséquent, Fact(z) = Fact(w) C Fact(y).
O

8.3 Quelques propriétés de Fy(LJ,)

Pour la preuve du théoreme 8.1.1, nous aurons besoin de quelques résultats généraux
sur Fiu(LJy).

Tout d’abord on montre une caractérisation fondamentale des opérations implicites
sur LJ;. Comme LI C LJy, le semigroupe libre AT peut étre vu comme un sous-
semigroupe de Fi(LJ;). On notera Fact(z) Pensemble de tous les mots u € A tels
que u est un facteur de z, i.e., tels que x = yuz pour des y, z € FA(LJl)l.

Proposition 8.3.1 Soit A un alphabet fini et soient x,y € FA(LJl). Alors, © =y si
et seulement si Fact(z) = Fact(y) et LI =z = y.

Preuve. Comme LI est une sous-pseudo-variété de LJ; la condition nécessaire est
immédiate. Supposons maintenant que Fact(z) = Fact(y) et que LI satisfait x = y.
On rappelle que lalgebre de Boole de tous les langages LJj-reconnaissables de AT
est engendrée par l'ensemble £ = {wA* A*w, A*wA* | w € A'}. L’ensemble des
fermetures topologiques dans F 'A(LJ1) des éléments de L est

L = {wFA(LI))Y, FA(LI) w, FA(LI ) 'wFA (LI | w e AT

En fait, nous avons wA* C wE4(LJ;)' C wA* puisque A est dense dans Fy(LJ;).
Maintenant, comme wFy4(LJ1)! est fermé, on déduit que wF4(LJ1)! = wA*. Le calcul
de la fermeture de A*w et de A*wA* est similaire.
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Maintenant, nous affirmons que £ ne sépare pas z et y. Supposons d’abord que x €
FA(LJl)leA(LJl)l. Cela signifie que w est un facteur de z. Donc, par hypothese, w
est aussi facteur de y. Autrement dit, y € Fy(LJ;)'wF4(LJ1)". Supposons maintenant
que T € wFA(LJ 1)1, Cela signifie que w est un préfixe de la restriction de = a K.
Comme LI satisfait x = y, K satisfait aussi x = y. Par conséquent, w est aussi préfixe
de la restriction de y a K, ce qui veut dire que y € wk 4(LJ1)!. De facon analogue
on montre que = € FA(LJl)lw implique y € FA(LJl)lw, ce qui prouve affirmation.
D’apres la proposition 3.3.9, cela équivaut a dire que = = y. O

Quelques fois il est important de savoir quelles sont les suites de AT qui convergent
dans F4(LJy).

Proposition 8.3.2 Une suite (uz) de At converge dans F4(LJy) si et seulement si
elle converge dans F4(LI) et tout mot fini est facteur soit d’un nombre fini de termes
soit de presque tous les termes de la suite.

Preuve. Supposons que (ug); converge dans Fy (LJ1). Comme LI C LJ; il est évident
que la suite converge aussi dans F’ 'A(LI). Considérons maintenant un mot w € A*. On
sait que le langage A*wA* est LJi-reconnaissable et donc, d’apres le corollaire 3.3.8, il
existe un entier m € N tel que

— soit ug € A*wA* pour tout k € N avec k > m,
— soit uy € A*wA* pour tout k € N avec k > m.

On peut donc conclure que w est facteur, ou ne l'est pas, de tous les termes uy a partir
d’un certain rang.

D’apres le corollaire 3.3.8, pour la preuve de la condition suffisante il suffit de
montrer que si L est un langage de la forme wA*, A*w ou A*wA* avec w € AT, alors
presque tous les termes de (ug)r ou seulement un nombre fini d’entre eux sont dans L.
En effet, si cela est le cas, il est facile a vérifier que la méme propriété est vraie pour
tous les langages qui sont dans 1’algebre de Boole engendrée par les langages de ces
trois formes.

Si L est de la forme wA* ou A*w, alors L est un langage LI-reconnaissable et
comme, par hypothese, (uy)x converge dans Fy (LI), la condition énoncée ci-dessus est
satisfaite, par le corollaire 3.3.8. Si L = A*wA*, comme par hypotheése w est facteur
de presque tous ou seulement d’un nombre fini des termes de (ug)g, la condition est
également satisfaite. O

Si (ug)g est une suite de AT on notera
Factoo ((u)r) = {w € AT | Im e NVE €N, k > m = w est facteur de uy}.

Autrement dit, Factoo((ug)g) est 'ensemble des mots qui sont facteurs de presque tous
les termes de la suite (ug)g. Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la
derniere proposition.

Corollaire 8.3.3 Soit (uy)), une suite de At convergeant vers x dans F4(LJ1). Alors,
Fact(z) = Factoo ((ug)r)- O
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Lemme 8.3.4 Soitx € FA(LJl) \ AT et supposons que v = ugz§uixy - - - 2§ uy est une

factorisation de x ot k €N, ug,...,ux € A* et x1,...,x, € AT. Alors,
k—1
Fact(z) = Fact(uoz{™) U <U Fact(x?”umﬁ’ﬁ) U Fact(2; > uy,).
i=1

Preuve. Par continuité de la multiplication et comme, dans Fi(LJ1), z¢ est la limite
de la suite (z]")m, on a z = limv,, ou
m

U, = UpZT UITY" - - - TP U

On sait, par le corollaire 8.3.3, que Fact(z) = Factoo((vm)m) et comme on peut le
vérifier Facto, ((vm)m) est exactement 1’ensemble annoncé. O

Le résultat qui suit est une conséquence simple de la proposition 4.1.3.

Lemme 8.3.5 Soitzx € FA(LJl) et supposons que x n’est pas explicite. Alors, x¥° = x2.

Preuve. On sait de la proposition 4.1.3 que x = yz“w pour des y, z,w € FA(LJl).
Alors, comme F4(LJ;) satisfait la pseudo-identité a“ba“ba” = a“ba® on a

(@*)? = (yzw)*
= (y2*w)?
= 2%
Cela montre que z2 est idempotent, c’est-a-dire que z¥ = 22. O

8.4 Démonstration du théoréme 8.1.1

On peut finalement prouver la décidabilité de 1’égalité entre deux opérations
implicites de type (2,1) sur LJ;.

Preuve du théoréme 8.1.1. Comme z est de type (2,1), on peut I’écrire sous la
forme

T = woLwizy - 2

mwm

oum € Ng, wg, ..., Wy, € A%, et z21,...,2m € FA(LJl) sont des opérations implicites de
type (2,1). D’apres le lemme 8.3.5, on peut remplacer chaque facteur de = de la forme
z¥ par zz2 des lors que z; n’est pas explicite. Par application successive de ce procédé
on obtient,— & la fin d’un nombre fini de pas, puisqu’il existe seulement un nombre fini
de w dans I’écriture de x,— une factorisation de x comme dans I’énoncé. Notons que,
de plus, cette factorisation est effectivement calculable.

Pour la preuve de 'unicité, supposons maintenant que

T = upxfuras - - L uk
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et
— w w w
Y = VoY1 V1Y YmUm
sont des factorisations comme dans 1’énoncé. Les autres cas étant immédiats, on va
considérer seulement le cas k,m > 1. D’apres la proposition 8.3.1, on a I’égalité x = y

si et seulement si Fact(z) = Fact(y) et LI = 2 = y. Or, comme on peut se convaincre
facilement, les restrictions de x et y a LI sont, respectivement,

(o™, 2 u,) et (VYT Y Um)-

En outre, on sait d’apres le lemme 8.3.4 que Fact(z) est 1’ensemble

k—1
F, = Fact(upz{™) U (U Fact(x?umﬁ’ﬁ) U Fact(a; > uy)
i=1
et que Fact(y) est ’ensemble
m—1
F, = Fact(voy{™) U ( U Fact(yf"vwﬁﬁ) U Fact(y,°vm,)-
=1

Nous pouvons en déduire donc que la condition z = y entraine upz{™ = voyi™,
T U = Yivm et Fy = F,. Montrons que cela implique I, = I,,. Soit w € I,. Alors w
soit est un mot biinfini ultimement périodique de la forme w = x* (1 <i < k), soit il
est de la forme w = 2 u 277, (1 <j <k —1). Posons
Fy = {voy™, v vm} U{y; 05y [1 < i <m — 1}

Comme Fact(w) C F, = F, le lemme 8.2.4 montre que Fact(w) C Fact(z) pour
un certain z € Fé Maintenant, les lemmes 8.2.2 et 8.2.3 permettent de conclure que
w € Iy, ce qui prouve l'inclusion I, C I,,. Par symétrie on déduit que I, = I,.

Réciproquement, si uozt™ = voyi™, @.7°ur = yovm et I, = I, on déduit de la
proposition 8.3.1 que x = y puisque, en particulier, on a F, = Fy. En effet, soit w € AT
un élément de Fj. Si w est un facteur de upz™ ou de 2 uy, il est évident que w € Fj,.
Sinon, w est facteur d’un mot biinfini z = x;“uzxﬁ’l pour un certain ¢ € {1,...,k—1}.
Or, z € I, et donc z € I, aussi. Par conséquent, soit

(1) z =y u;y;7, pour un j € {1,...,m — 1}
soit
(2) 2=y pourun j € {1,...,m}.

Si z est du premier type, on déduit immédiatement que w € Fy. Si z = y;5, alors

w est facteur de ¥,°v,, ce qui entraine aussi w € Fy. Finalement, si z = y;° avec

j €{1,....,m — 1}, alors w est aussi facteur de y;~u;y:7; et donc w € Fy. On a ainsi
montré que F, C F,. Par symétrie on déduit que F, = F), et, donc, que x = y.

Il nous reste a montrer que 1’égalité x = y est décidable. Comme on I’a prouvé,
cela équivaut a la décidabilité des égalités uox (™ = voy1™, T Up = Yy Vm €t I, = I,
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Or, chacun des mots w € AN U A™N U A% apparaissant dans ces égalités est un mot
ultimement périodique et donc admet une forme canonique (voir section 1.5). De plus
cette forme canonique est effectivement calculable parce que w est un mot déja donné
sous la forme

— w=uv"™ (u € A* v € AT) si w est un mot infini & droite;
~w=v>u (u€ A*, v e A") si w est un mot infini & gauche;
— w=v* ou w = v>=ut'™ (u € A*, v,t € AT) si w est un mot biinfini.

Nous pouvons ainsi conclure que ’égalité x = y est effectivement décidable, ce qui
acheve la preuve. O

On remarque que la factorisation d’une opération implicite de type (2,1) décrite
dans le théoreme 8.1.1 n’est pas la plus “simple” possible. En effet, entre d’autres
simplifications possibles, on pourrait, par exemple, exiger que les mots v1, ..., vy soient
primitifs. Cependant, cela n’était pas notre objectif.

Exemple 8.4.1 Soit x € F{mb} (LJ1) lopération implicite de type (2,1) donnée par
x = ba’ba®(baba’baba®)“b(((ab)*b)” (ba)“b)“.
Alors, on peut écrire x aussi dans les formes suivantes

x = ba’ba®(baba’baba?)?b((ab)*b)” (ba)“b((ab)*b)* (ba)“b
= baba?(babababa?)“b(ab)*b(ab)*b(ba)“b(ab)*b(ab)“b(ba)“b.

Si I, est 'ensemble des mots biinfinis décrit dans le théoreme 8.1.1, on a, avec les
mots déja dans leur forme canonique,

I, = {(ab)*, (ababa)b(ab)™, (ab)*b(ab)™, (ab) > b(ba)"™}.

Notons que ba*ba?(baba®baba®)"™ = ba(aba’b)™ et que (ba) b = (ab)™. Alors, comme

on peut le vérifier facilement, x peut étre écrit, par exemple, simplement

x = ba(aba®b)* (ab)* (ba)*b>(ab)~ m



Chapitre 9

Les Eléments Quelconques de
Fy(LJy)

Dans ce chapitre nous étudions les opérations implicites (quelconques) sur LJ;.
Rappelons que LJ; = J; * D. Or, Almeida et Weil [16] ont obtenu un résultat (le
théoreme 9.1.3 ci-dessous) qui donne une description des opérations implicites sur des
produits semi-directs de la forme J; V. Ce résultat est intéressant et leur a permis (voir
le théoréme 9.1.4 ci-dessous), par exemple, de décrire complétement la pseudo-variété
J1 * K (qui, ils 'ont montré, est égale a J; x N).

Comume la pseudo-variété D est le dual de K, on aurait pu espérer qu’une étude simi-
laire serait possible pour donner la caractérisation des semigroupes Fy (LJ1). Néanmoins,
cela n’est pas le cas puisque les graphes décrites dans le théoreme 9.1.3 sont tres simples
dans le cas de K mais tres complexes dans le cas de D. Notre travail principal dans
ce chapitre consiste donc dans la tentative (pas totalement réussie, il faut le dire...) de
décrire les graphes du théoreme 9.1.3 dans le cas V = D.

Rappelons qu’on dispose déja d’une caractérisation des opérations implicites sur LJ;
(la proposition 8.3.1). Cependant, ce résultat est peu “raffiné” puisqu’une telle opération
implicite est caractérisée, en particulier, par ses facteurs. Nous avons déja vu au chapitre
antérieur (mais seulement dans le cas des opérations implicites de type (2,1)) une
autre caractérisation en termes de certains mots infinis et biinfinis (& la place des
facteurs). Dans ce chapitre nous donnons deux descriptions (qui sont essentiellement la
méme) des semigroupes 4 (LJ1), & partir du théoréme d’Almeida et Weil. La premidre
(théoreme 9.2.2) en utilisant les mots infinis, et la deuxieme (théoreme 9.2.5) en utilisant
aussi les mots biinfinis. Ces résultats qui sont encore peu satisfaisants nous permettront,
cependant, de prouver quelques résultats non triviaux.

Par exemple, on sait [9, proposition 12.3.1] que, contrairement aux sous-pseudo-
variétés de DS, FA(LJl) n’a pas la propriété de factorisation (i.e., il y a des éléments
de I 'A(LJ1) qui ne s’écrivent pas comme un produit fini d’opérations explicites et
d’éléments réguliers). Nous montrerons que, de plus, FA(LJ 1) est “tres haut”, i.e., nous
montrerons que F '4(LJ1) admet une chaine croissante non dénombrable de J-classes.
Ce fait montre que les éléments de F 'A(LJ1) ne jouissent pas de “bonnes” propriétés
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de factorisation et, par conséquent, ils ne sont pas “faciles” & décrire. En outre, nous
montrerons que F4(LJ;) est “tres large”, plus précisément nous montrerons qu’il existe
2% gléments de Fu(LJ;) qui ne sont pas <z-comparables.

9.1 Préliminaires

Dans cette section on rappelle le théoreme d’Almeida et Weil sur les opérations
implicites sur des produits semi-directs de la forme J; * V. Ce théoreme est une ap-
plication d’un résultat plus général, que nous omettrons, sur les produits semi-directs
de la forme W x V quelconques. Pour décrire les opérations implicites sur J; * V il
faut introduire quelques notions et résultats empruntées de [16] auquel on pourra se
reporter pour les preuves.

Un morphisme de graphes ¢ : (V,E) — (V' E’) est donné par deux fonctions
p1: V= Vet ps: E — E' telles que, pour tout e € F,

a(pa(e)) = ¢ilale))
Blea(e)) = ¢a(B(e)).

Un quotient d’un graphe G est une image homomorphe de G.

Comme dans la section 3.1 ol des algebres totales ont été considérées, on définit
graphe profini comme étant une limite projective de graphes finis. En particulier, dans
un graphe profini, les sommets et les arétes constituent des espaces topologiques com-
pacts et totalement discontinus et les applications « et 8 sont continues.

Soit I' = (V, E) un graphe profini et soient v et w deux sommets de I'. On dit que w
est profiniment acessible 4 partir de v, et nous écrivons v < w, si, dans chaque quotient
continu fini de I', il existe un chemin orienté de I'image de v vers l'image de w. La
relation < sur V est clairement un préordre. Les classes de la relation d’équivalence
associée a =, et les sous-graphes engendrés par ces classes sont appelés les composantes
profiniment fortement connexes de I'.

Soit A un ensemble profini et soit M un monoide A-engendré, c’est-a-dire qu’il
existe une application continue p : A — M telle que le sous-monoide de M engendré
par u(A) est dense. Le graphe de Cayley de M (associé a p) est le graphe orienté avec
ensemble de sommets M et ensemble d’arétes M x A, ou (m,a) est une aréte de m
vers m pu(a). La lettre a est appelée I’étiquette de 'aréte (m,a). Remarquons que si M
est fini, alors cette définition coincide avec la définition usuelle du graphe de Cayley
de M. Si V est une pseudo-variété de monoides, alors le graphe de Cayley de FA(V)
est noté Ty(V) (o Papplication de A sur F4(V) est application 14 définie dans la
section 3.2). Comme on peut le vérifier, T4 (V) est la limite projective des graphes de
Cayley des éléments A-engendrés de V, donc I'4(V) est un graphe profini. Si V est une
pseudo-variété de semigroupes, on note aussi ['4(V) le graphe de Cayley du monoide
Fy(V)L.
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Soit I' = T4(V) et soient v,w € F4(V) deux sommets de I'. Alors, v < w si et
seulement si, pour tout morphisme continu ¢ : FA(V) — M sur un monoide fini M
(qui est donc dans V), on a p(w) = ¢(v)p(u) pour un mot u € A*. Cela est du au fait
que les images continues de I'4 (V) sont exactement les graphes de Cayley des monoides
A-engendrés de V. Par conséquent,

v =W si et seulement si w <g v dans F4(V). (9.1)

On remarque maintenant quelques propriétés simples de la relation <.

Proposition 9.1.1 Soit I' = (V| E) un graphe profini. La relation < sur I' jouit des
propriétés suivantes.
(1) = est un préordre fermé. C’est-a-dire que, si v = lim, v, et w = lim, w,, dansV,
et st vy, = wy pour tout n, alors v < w.

(2) Les composantes profiniment fortement connexes de I' sont des graphes profinis.

(3) Dans l’ensemble ordonné des composantes profiniment fortement connexes de T,
tout élément est dominé par un élément mazximal (resp. domine un élément mi-
nimal).

(4) Soit A un autre graphe profini, et soit ¢ : I' — A un morphisme de graphes
continu. Si v = w dans I', alors p(v) = @(w) dans A. De plus, si X est une
composante profiniment fortement connexe de T', alors ¢(X) est un sous-graphe
profini d’une composante profiniment fortement connexe de A.

(5) Si T' est la limite projective d’un systeme projectif (I';)icr de graphes profinis
avec des morphismes canoniques m; : I' — I';, et si v,w € V, alors v 2 w si et
seulement si m;(v) < m;(w) pour tout i. O

Un graphe profini I' = (V, E) est dit profiniment prélinéaire si le préordre < est
total (i.e., pour tous v,w € V, le préordre < satisfait v < w ou w =< v). Dans ce cas,
I' admet une seule composante profiniment fortement connexe <-maximale (resp. =-
minimale), notée max(I") (resp. min(I")). Cela signifie, dans le cas ou I' est fini, qu’il
existe un chemin (dirigé) dans I' qui visite tous les sommets.

Proposition 9.1.2 Soit I' un graphe profini. Les conditions suivantes sont équivalen-
tes :

I" est profiniment prélinéaire ;

Les images homomorphes continues finies de I' sont profiniment prélinéaires ;
Les images homomorphes continues de I' sont profiniment prélinéaires ;

I" est la limite projective d’un systéme projectif de graphes finis profiniment pré-
linéaires ;

(5) T est la limite projective d’un systéme projectif de graphes profiniment prélinéai-

res. O

Exemple. Le graphe de Cayley I'4(G) est profiniment prélinéaire, et admet une seule
composante profiniment fortement connexe.
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Par contre, I'4(D) n’est pas profiniment prélinéaire. Par exemple, les sommets a et
b (ou a et b sont des lettres distinctes de A) sont =-incomparables. En effet, posons
Dy = [bay ---ax = ay - - - a] pour tout k € N, et notons que FA(Dk) € D. Le graphe
de Cayley A =Ty, 1 (D2) est représenté dans la figure suivante.

Dans A on ne peut pas aller de a a b, ni de b a a, par un chemin dirigé. Comme A est
une image continue de I'4(D), cela montre que I'4(D) n’est pas profiniment prélinéaire.
[

Remarquons que, pour un ensemble profini A, Fy (J1) est le demi-treillis P(A) des
parties fermées de A, muni de 'union. Le résultat annoncé est le suivant.

Théoréme 9.1.3 Soit V une pseudo-variété de monoides (resp. semigroupes) et soit
A un ensemble profini. Alors, FA(Jl * V) est isomorphe au sous-monoide (resp. sous-
semigroupe) de P(Ea(V) x A) x F4(V) qui consiste de tous les paires (G,x) ol = €
FA(V) et G est un sous-graphe profiniment prélinéaire fermé de Ta(V) tel que 1 €
min(G) et z € max(G). O

Comme application de ce résultat, Almeida et Weil [16] ont calculé les pseudo-
variétés J1 * N et J; * K. Pour constituer un objet de comparaison avec le cas J; * D
on va exposer leurs conclusions.

Pour un alphabet profini A et un mot « (fini ou infini) sur A4, on note c¢(u) la cléture
de 'ensemble des lettres de A qui apparaissent dans u. Siu € ANU AN on note ¢, (u)
I’ensemble des points d’accumulation dans A de la suite u. On remarque que, si A est
fini, alors c(u) est 'ensemble des lettres de A qui apparaissent dans u, et ¢, (u) est
I’ensemble des lettres qui apparaissent une infinité de fois dans u.

Théoréme 9.1.4 On a les égalités suivantes,
J1«N =J; K = [a*b = a“b?, a*bc = a*cb].
De plus, pour tout ensemble profini A,
Fa(J1+N) = AT U{(v,B) € AN x P(A) | ¢ (v) C B},

et le produit est donné— pour tous u,u’ € A%, et tous (v, B), (v, B') € AN x P(A) tels
que ¢ (v) C B et ¢ (V') € B'—, par
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u-(v,B) = (uv,B)
(v,B)-u = (v,BUc(u))
(v,B)-(v,B") = (v,BUc(¥')UB).

Dans le cas ot A est fini, chaque élément x € FA(Jl * N) admet une factorisation
de la forme x = ug ou x = ugxr1u1 0 Uy, U1 € A*, ug # 1 si = ug, x1 est idempotent,
si ug # 1 la derniére lettre de ug n’appartient pas a c(x1), le mot uy est linéaire, et
c(up)Ne(zy) = 0. De plus, cette factorisation est unique a une permutation de uy pres.

Preuve. On sait que I'4 (K) est 'arbre de A*, plus un ensemble de sommets en bijection
avec AN tel que chacun de ces sommets porte une boucle étiquetée par les lettres de A.
En particulier, toutes les composantes profiniment fortement connexes de I'4(K) sont
des ensembles a un élément. Par conséquent, un sous-graphe profiniment prélinéaire
fermé G de T'4(K) tel que 1 € min(G) soit est un chemin fini avec étiquette u € A1 (et
max(G) = {u}), soit il est un chemin infini étiqueté v € AN, plus le sommet v (qui est
la limite des sommets du chemin infini) avec un ensemble fermé de boucles autour de v
qui contient les boucles étiquetées ¢, (v). Dans ce cas max(G) = {v}. Cela établit une
bijection entre F4(J; * K) et Pensemble AT U {(v, B) € AN x P(A) | coo(v) C B}, et le
produit induit sur cet ensemble est celui de ’énoncé du théoreme.

On sait aussi que I'4(N) est 'arbre de A*, avec seulement un autre sommet de
plus, et autour de ce sommet un ensemble de boucles étiquetées par les lettres de A.
Les sous-graphes profiniment prélinéaires fermés G de I'4(N) tels que 1 € min(G) sont
en bijection avec ceux de I'4(K) et cette bijection forme un homéomorphisme. Donc
F’A(Jl * N) = FA(Jl « K). Comme cela est vrai pour tous les alphabets finis A, on
déduit que J; * N = J; x K.

Soit V = [a¥b = a¥b?, a“bc = a®cb]. Pour prouver que J; * N C V il suffit de
montrer que le semigroupe FA(J 1 * N), calculé ci-dessus, satisfait les deux pseudo-
identités qui définissent V. Cela est immédiat en notant que, pour tous u € AT, v € AN
et B € P(A) tels que c.(v) C B, on a (v, B)* = (v, BUc(v)) et u¥ = (u*, c(u)).

Maintenant, comme on peut le vérifier facilement, V est apériodique et satis-
fait la pseudo-identité (ab)“(ba)®¥(ab)*” = (ab)*, et donc V. C DA. Alors, d’apres le
théoreme 3.6.11 toute opération implicite 2 € F' 'A(S) admet une factorisation de la
forme © = upziuy - - xpuE ou k € Ny, chaque z; est idempotent sur V, u; € A* (si
k = 0, alors ug # 1), et si u; # 1, alors la derniére lettre de w; n’appartient pas a
c(xiy1). Si k # 0, alors V satisfait

T = Ugriuy * - " TpU = UQT10V1

ol v; est un mot linéaire avec contenu c(uixs - - - xxug) \ c(x1). Cela prouve l'existence
de factorisations comme dans I’énoncé pour tous les éléments de Fy(V). De plus, V
vérifie x = wpx1v] pour toute permutation v] de v;. On appelle réduites de telles
factorisations.
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Pour conclure la preuve, on considére, pour tout alphabet fini A, la projection
canonique 7 de FA(V) sur Fy (J1xIN). Si z = upxiu; est une factorisation réduite de x €
F4(V), alors m(z) = m(uo)m(z1)m(uy) = uo(v, ¢(v))uy pour un v € AN, Par conséquent,
m(x) = (upv, c(v) U c(uy)). Réciproquement, étant donnés (v, B) de AN x P(A) et une
factorisation réduite ugziu; telle que (v, B) = m(upxiu), alors c¢(u1) est uniquement
déterminé comme égal & B\ ¢ (v), up est uniquement déterminé comme étant le plus
petit préfixe u de v tel que c(u~lv) = Coo(v) €t m(z1) = (u=tv, coo(v)). Cela montre

l'unicité des factorisations des éléments de F4(V), et aussi que 7 est un isomorphisme.
Comme A est un alphabet fini quelconque, cela montre que V=J; * N =J; *x K. O

9.2 Le théoreme principal

Dans la suite nous fixons un alphabet fini A, bien que la plupart des résultats
soient valides pour des alphabets profinis.

Tout d’abord on introduit quelques notations sur les mots infinis et biinfinis que
nous utiliserons fréquemment dans la suite. Soit B un sous-ensemble de A% U A~N. On
notera -

B ={w € A™Y | wu € B pour un certain mot u sur A}

I’ensemble de tous les préfixes (sauf le mot vide) des éléments de B. Symétriquement,
soit B un sous-ensemble de A% U AN, On notera

—
B = {v & AY | uv € B pour un certain mot u sur A}

I’ensemble de tous les suffixes (sauf le mot vide) des éléments de B. Finalement, pour
un sous-ensemble B de A~V on notera

B ={ve A’ |{v} CB).

Comme d’habitude, pour un mot x, nous écrirons simplement z (resp. z, ') & la
. — — .
fois de {z} (resp. {z}, {x}). Par exemple, si B = {a>b"a™ € A™N | n,m € N}, on a

«—

B ={a>,a>b"a™ |n e N,m e Ny} et ?z{a‘“bncﬁ“’ | n € N}.

Maintenant, pour la description de F 'A(LJ1), on va étudier le graphe de Cayley
I'4(D). Tout d’abord on remarque que I'4(D) est le graphe avec ensemble de sommets
A*U AN tel que chaque sommet distinct du mot vide est le final d’un et seulement un
arc : si x = ya, avec a € A, alors

— x est le sommet final de 'arc @—a.@ six #y;

— x est le sommet final de la boucle (@:) a siz=y=a>.

Si on compare les graphes I'4(D) et I'4(K) on vérifie qu’ils coincident sur les som-
mets dans A* mais ils sont complétement différents sur les autres sommets. En fait,
dans I'4(K) toutes les composantes profiniment fortement connexes sont des ensembles
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4 un élément, tandis que dans I'4(D) I’ensemble A~N forme une seule composante pro-
finiment fortement connexe. En fait, pour tout w € A N et v € A*U AN dans F4(D)!
on a w <g v puisque w = vw. Par conséquent, d’apres (9.1), v < w.

Par conséquent, 'identification des sous-graphes profiniment prélinéaires fermés G
tels que 1 € min(G) est facile dans I'4 (K), tandis qu’on ne peut pas dire la méme chose
dans I'y(D). La suite de ce travail sera dédiée a '’étude de ces graphes.

Notons §G (resp. SG;) I'ensemble de tous les sous-graphes profiniment prélinéaires
fermés (resp. infinis) G de I'4(D) tels que 1 € min(G).
Proposition 9.2.1 Soit G = (V,E) € SG et soient z,y € V tels que v = ya avec
a € A. Alors (y,a) est un arc de G. En particulier, si x = y = a°, alors la boucle
(@, a) est un arc de G.

Preuve. Si z € AT I’assertion est triviale. Sinon, le graphe est infini et € A~N. Pour
tout k € N soit 7, : ['4(D) — I'4(Dy) le morphisme canonique, c¢’est-a-dire que, pour
tout w € A*UAN,

m(w) =
() sp(w) siwe AZF U AN,

{ w siwe A<k

Soit maintenant . la restriction de 7, & G et posons Ap = @i (G). Comme Ay est un
quotient continu fini de G et 1 < z dans G, il existe un chemin dans Ay de pr(1) =1
vers pr(z) = sg(x) = uga, ot ug = sg_1(y). Clairement, le dernier arc de ce chemin est

, pour une lettre b € A. Donc, pour tout k € N, il existe un arc (yx,a) de
G, tel que sk_1(yx) = urp = skp—1(y). Comme la suite (y,a)r converge vers (y,a) dans

T'A(D) et G est fermé, on conclut que (y,a) € G. O

On déduit de ce résultat que, si un mot w = - - - w_sw_sw_; € A™N est un sommet
d’un élément G de SG, alors tous les préfixes - - - w;_jw; (i € —N) de w sont aussi des
sommets de G. Autrement dit, w C G.

Une autre conséquence de ce résultat est qu’'un élément de SG est complétement
défini par ses sommets. Ainsi, dans la suite nous identifierons les sous-graphes profi-
niment prélinéaires fermés G de I' (D) (méme s’ils ne sont pas tels que 1 € min(G)),
contenant tous les boucles possibles (c’est-a-dire que, si a™ avec a € A est dans G,
alors la boucle d’étiquette a ’est aussi) avec les ensembles de sommets correspondants.

Donc, un sous-graphe profiniment prélinéaire fermé G de I'4(D) tel que 1 € min(G)
est soit un chemin fini avec étiquette u € A7, soit un chemin infini étiqueté v € AN, plus
un certain ensemble de sommets dans A™N. Dans ce cas G € SG;, et on appellera segment
initial de G, noté si(G), le mot v. De plus, on notera G = G\ A* = G\ Pref(v). Notons
que G est un sous-graphe profiniment prélinéaire fermé de I'4 (D). Comme conclusion
des commentaires antérieurs et du théoreme 9.1.3 on déduit le résultat suivant.

Théoréme 9.2.2 Soit A un ensemble fini. Alors FA(LJl) est l’ensemble

AT U{(v, B,w) € AN x P(A™N) x AN 3G € §G,,v =5i(G), B = G,w € max(G)}
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et le produit est donné— pour tous u,u’ € At, et tous (v, B,w),(v',B',w') € AN x
PA™NY x A™N tels que v = si(G),v = si(G'),B = G, B' = G',w € max(G) et w' €
max(G') pour des G,G' € §G —, par

u-u = wd
u-(v,B,w) = (uv,B,w)
(v,B,w)-u = (v, BUwu,wu)
(v, Byw)- (v,B',w'") = (U,BU;U_U’UB',U)’). O

On remarque que, dans le théoreme antérieur, les composantes v et w d’un élément
z = (v, B,w) de F4(LJ1)\ AT sont, respectivement, les restrictions de z & K et & D.
Ainsi, la caracterisation de x donnée par ce dernier théoreme différe de celle donnée
par la proposition 8.3.1 seulement dans le remplacement de I’ensemble Fact(z) de mots
finis par un certain ensemble B de mots infinis de A™N. Donc, le théoréme 9.2.2 n’est
pas apparemment une grande amélioration de la proposition 8.3.1, mais il a au moins
(a part la simplification obtenue par le remplacement d’un ensemble par un autre plus
petit) le mérite de permettre une visualisation (graphique) des opérations implicites
sur Fu(LJy).

Exemple 9.2.3 Soient a,b et ¢ trois lettres distinctes de A. Comme on peut s’en con-
vaincre facilement, l'opération implicite x = (abc)*a®cb sur LJy est donnée par le
sous-graphe profiniment prélinéaire fermé G de T' (D) suivant

ot max(G) = {a>cb}. C’est-a-dire que, avec la notation du théoréme 9.2.2,

(abc)¥a“cb = ((abe)™, (abe) = a™ U ach, a > cb).

Dans le graphe, chaque boite est formée des points d’accumulation , dans FA(D), de la
suite des sommets donnée par, disons, les points de suspension (--- ) adjacents. Notons
que, en général et d’aprés la proposition 9.1.1, chaque boite ainsi obtenue est contenue
dans une composante profiniment fortement connexe (dans ce graphe les deux boites
forment des composantes, mais cela ne se vérifie pas en général). [
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On note que (voir 'analogie avec le théoréeme 8.1.1) 'opération implicite x du dernier
exemple est déterminée par trois types de chemins dans G :

— un chemin infini a droite (c’est-a-dire, une suite infinie & droite d’arcs consécutifs)
d’origine 1, étiqueté (abe)™ ;

— un chemin infini a gauche (c’est-a-dire, une suite infinie & gauche d’arcs consécutifs)
qui termine dans a>°cb, étiqueté a>cb;

— un ensemble de chemins biinfinis (c’est-a-dire, des suites biinfinies d’arcs consé-
cutifs), étiquetés (abc)™, (abc)a™ et a*.

En fait, cette situation est générique comme le montre le résultat suivant.

Proposition 9.2.4 Soient G € S§G et x € G, et supposons que max(G) # {x}. Alors,
il existe a € A tel que (x,a) est un arc de G.

Preuve. Si x € AT la assertion est triviale. Supposons, donc, que z € A~V et soit
y € max(Q) tel que x # y. En particulier, il existe un entier k € N tel que sg(z) # si(y).
Pour tout entier n > k, soit ¢y, la restriction & G du morphisme canonique de I' 4 (D) sur
I'4(D,), et posons A,, = ¢, (G). Alors, comme x < y dans G, il existe un chemin non
vide, dans A, de p,(x) = sp(z) vers v, (y) = sn(y). Supposons que (s,(x), ar) est le
premier arc de ce chemin. Alors, il existe un arc (x,,a,) de G, tel que s,(x,) = sp(x).
Notons que, en particulier, la suite (z,),>; converge vers x. Comme l’ensemble des
arcs de G est un espace topologique compact, la suite (2, ap),>; admet une sous-suite
convergente, disons vers (x,a). De plus, comme G est fermé on conclut que (z,a) est
un arc de G. O

Soit G un élément infini de SG et soit w € AN un sommet de G. Nous avons vu a la
proposition 9.2.1 que tous les éléments de ‘w sont des sommets de G. C’est-a-dire que, &
partir de w, il existe un chemin infini a gauche (étiqueté w). En outre, si | max(G)| > 2,
si max(G) = {a>} (a € A) ou si max(G) = {y} et w ¢ %, alors il existe un chemin
infini a droite a partir de w d’apres la proposition 9.2.4. Par conséquent, il existe un
chemin biinfini qui passe par w sauf dans le cas ott max(G) = {y} et w € Yy (tel est le
cas, par exemple, pour w = a~c et y = a>°cb dans I'exemple 9.2.3).

Cela montre que tout élément infini de SG avec un sommet w € max(G) fixé est
une union de trois types de chemins :

— un chemin infini a droite d’origine 1;
— un ensemble de chemins biinfinis;
— un chemin infini & gauche qui termine dans w.

Ainsi, un élément (v, B,w) de F4(LJ1) peut étre représenté alternativement dans
la forme

[v, C, w]

ou C est I'ensemble des étiquettes de tous les chemins biinfinis dans B. On note que

B=CU%w et c=B.
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De plus, si z,y € A% sont deux éléments de C' nous écrirons
x =<y si, pour tous &’ € T ety €y, on a2’ <y dans B.

Ainsi, dans l'exemple 9.2.3 on a (abc)™ =< (abc)™a™ =< a> et a™ A (abc)a™ A
(abc)™. Comme on peut le vérifier, la relation < sur C est un préordre total, et la
relation d’équivalence associée & < admet une seule classe maximale (resp. minimale),
notée max(C') (resp. min(C)).

On peut donc réécrire le théoreme 9.2.2 de la fagon suivante. On remarque que dans
cette version la symétrie de F)4(LJ;) est plus évidente que dans la version antérieure.

Théoréme 9.2.5 Soit A un ensemble fini. Alors Fo(LJy) est Uensemble

~ >
AT U{[v, B,w] € AN x P(A%) x AN | 3G € SG,v =5i(G),B = G ,w € max(G)}

et le produit est donné— pour tous u,u’ € A", et tous [v, B,w|,[v', B, e AN x
>

w']
P(Az) x AN tels que v = si(G), v = si(G),w € max(G),w’ € max(G'),B = G et
=
B' = G pour des G,G' € 8G —, par

u-u = wd
u- v, Byw] = [uv, B,w]
[v,Byw]-u = [v, B,wul
[v, Byw]- [/, B, w'] = [v,BU{wv'}UDB v 0

Dans la suite nous utiliserons librement les notations données par les théoremes 9.2.2
et 9.2.5. Ainsi, I'opération implicite (abc)¥a”cb de 'exemple 9.2.3 peut étre representée
soit par

((abe)™, (abe)™d"™ U acb,acb),

soit par

[(abe)™, {(abe)™, (abc) ™ a"™, a™}, a > cb].

9.3 Les éléments réguliers

Dans cette section nous identifions les éléments réguliers de Fj4(LJ;). Tout d’abord
nous présentons quelques définitions.

Soit u € AN U AN un mot infini sur A. On notera F y(u) l’ensemble des points
d’accumulation dans F4(D) de la suite (u),),en suivante :

® (u[1,n])nen la suite des préfixes de u, si u € AN

® (U[_p,—1])nen la suite des suffixes de u, si u € AN,
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Notons que F (u) est un sous-ensemble de A~N. De plus, un mot w € AN est dans
F (u) si et seulement si il existe une sous-suite de (ul,), qui converge vers w.

Si v € AN, on déduit facilement du point (1) de la proposition 9.1.1 que le sous-
graphe G = Pref(v) UF y(v) de I' 4(D) est un sous-graphe profiniment prélinéaire fermé
de T'4(D) tel que 1 € mm(G) et max(G) = F 4(v).

On voit aussi que, pour tout w € AN, G = Fy(w) U w est un sous-graphe profi-
niment prélinéaire fermé de I'4(D) tel que min(G) = F y(w) et w € max(G).

Notons de plus, pour un u € AN U AN, F(u) = ( ) Pensemble des étiquettes
de tous les chemins biinfinis dans F y(u).

Donc, pour tous v € AN et w € AN tels que Fy(v) N Ey(w) # 0,
(v, Fy(v) U Ey(w) U w,w) — ou, alternativement, [v, F3(v) U Fy(w),w] —

représente bien une opération implicite sur LJ;.

Finalement, remarquons que, si [v, B, w| représente un élément de E '4(LJ1), alors
F;(v) C min(B) et Fz(w) C max(B).

On présente de suite la description des éléments réguliers de £y (LJy).
Proposition 9.3.1 Soient u € AT et [v, B,w] € Fo(LJ1)\ AT. Alors
(1) u® = [, u>®, u].
(2) [v, B,w] est idempotent si et seulement si wv € B.

. . . - = — . .
(3) [v, B,w] est régqulier si et seulement si v € max(B) et w € B (ce qui équivaut a
. A —
dire que w € max(B)).

Preuve. Les points (1) et (2) sont évidents. Posons x = [v, B, w]. Alors, = est régulier
si et seulement si il existe y € F4(LJ1) tel que zyz = x et yzy = y. De la deuxieme
égalité on déduit que y n’est pas explicite, disons y = [v/, B’,w'], et, en particulier, que
B C B’. Donc,

ryz = [v, B,w][v', B, w'][v, B,w] = [v, BU{wv',w'v} U B’ w]

est égal & x si et seulement si wv',w'v € B et B’ C B.

Par conséquent, x est régulier si et seulement si il existe y = [v/, B, w'] € F4(LJ)
tel que wv',w'v € B (en particulier, wv’, w'v € max(B)). Autrement dit, x est régulier
si et seulement si v € max(B) et w € B. Notons que, si v/ € AN et w' € A7V sont
tels que wv', w'v € max(B), alors [v', B, w'] représente bien une opération implicite sur
LJ; puisque, dans ce cas, w’ € max(B), min(B) = max(B) = B (car v € max(B) et
F;(v) C min(B)), d’out F3(v') C min(B). O

Comme exemples des plus simples d’idempotents de F 'A(LJ1) nous avons les éléments

de la forme [v, A% w] avec v € AN et w € A~ quelconques. En fait, 'observation sui-
vante est immédiate.
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Lemme 9.3.2 L’idéal minimal de Fo(LJ;) est l'ensemble
K ={[v, A% w] |ve A, we AN}
Les sous-ensembles de K de la forme
K, = [U,Az,w] |ve AN} et K, = [U,Az,w] |we AN}

ouw € AN et v € AN, forment, respectivement, les idéaux minimauz & gauche et &
droite de F4(LJy). O

On présente maintenant un autre exemple qui va étre utile dans la suite.
Exemple 9.3.3 Soit A = {a,b} et soit u = ujug--- € AN 0t (up)nen est la suite de
tous les mots de A" en ordre lexicographique. Autrement dit

u = aba®abbab®a® a?baba ab® ba® babb*a b3 - - -
= aba’b?ab®a’baba’b>a’bab3ab’ - - -
En particulier, on vérifie facilement que F;(u) = AL Soit maintenant v € AN le mot
obtenu de u par le remplacement des facteurs a®, avec i > 3, par le mot a®. C’est-da-dire
que
v = aba’b*ab*a®baba’b® - - -
et, comme on peut le vérifier facilement,
Fy(v) = A2\ A Ng3 AN,

En outre, [v, F;(v), 7] est un idempotent de FA(LJl) puisque b>v € F;(v). Par

contre, Iélément x = [v, F;(v),b>a?] n’est pas idempotent puisque
b>a’v = b>a3ba’b? - - -
. _—

admet a® comme facteur. Cependant, x est régulier parce que v € Fy(v) (on rap-
pelle que max(F3(v)) = F3(v)) et b>=a* € F(v). En fait on a xbx = [v, F3(v) U
{b=a?bv},b>a? = x. [

Comme une application des résultats montrés jusqu’ici, on donne une preuve alter-
native a celle d’Almeida [9, proposition 12.3.1] du fait que F4(LJ;) n’a pas la propriété
de factorisation. Nous utilisons la méme suite que la preuve d’Almeida.

Exemple 9.3.4 Considérons la suite (uy)nen = (abab®ab®---ab"a),en. Alors, si on
regarde les termes u, comme des éléments de SG, on voit sans difficulté que la suite
(un)n converge vers le graphe

&

a b a b b
abab abab?) ...
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De plus, dans Fa(LI), la suite converge vers (v, w) = (abab®ab®a --- ,b°a). Donc,
si on pose B = {b>,b>ab™}, on vérifie que la suite converge dans Fa(LJy) wvers
x = [v, B,w|. Montrons que x n’a pas la propriété de factorisation. Supposons que x

admet une factorisation de la forme
T = UgT1U] * - TpUn

ot les u; sont des opérations explicites et les x; sont des éléments réquliers de FA(LJl).
En particulier, x1 est de la forme [z,C,t] avec upz = v et C C B. Comme x1 est
régulier, z € 6, d’apres la proposition 9.8.1. Mais cela est impossible puisque C' C
Betv ¢ B (et donc z ¢ B non plus). Cela montre que x n’a pas la propriété de
factorisation. ]

9.4 Les relations de Green

On peut maintenant caractériser les relations de Green sur F A(LJy).
Proposition 9.4.1 Soit z = [v, B,w] € F4(LJ1). On a

{[v, B,w] | @' € max(B)} siwe B
Rx I )
{z} sinon
{[v',B,w] | € min(B)} sive B
Lx — ’ ’
{z} sinon
H, = {z}
{[v/, B,w'] | v € min(B),w’ € max(B)} siv € BetweB
— —
L, sive Betw¢ B
Jx - . — —
R, sivg Betwe B
— —
H, sived Betw¢ B.

Preuve. Notons d’abord que si [v/, B',w'] € J, alors B’ = B. En effet, [/, B',w'] €
Jy si et seulement si [v, B,w] = y[v', B, w'|z et [V, B, w'] = ¢/[v, B,w]z pour des
Yy, 2,2 € Fo(LJ;)'. De la premiére égalité on peut conclure que B’ C B et de la
deuxieéme que B C B’. Comme R,, L, et H, sont des sous-ensembles de J,, on déduit
aussi que tous les éléments de R,, L, et H, sont de la forme [v/, B, w'].

On prouve d’abord 1’égalité pour R,. Soit [v/, B, w'] un élément de R,. Alors,
[v, B,w] = [V, B,w']y et [V, B,w'] = [v, B,w]z
pour des y, z € FA(LJl)l. En particulier,
v="1, [v, B,w] = [v, B,w](zy)* et [V, B,w'] = [v/, B,w'|(yz)*.

Supposons que w # w'. Alors y,z # 1 et donc il existe dans B deux chemins infinis &
pud—

droite & partir de w et de w’, respectivement. Cela montre que w,w’ € max(B). Par
conséquent, on déduit en particulier que,
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—
— R, ={z}siw¢ B;
— —
— Ry C{[v, B,w'] | w' € max(B)} si w € B.
— —
Supposons maintenant que w € B et soit w’ € max(B). En particulier, wz, w2z’ €

max(B) pour des z, 2z € max(B). Alors,

[v, B,w] = [v, B,w'][2', max(B), w] et [v, B,w'] = [v, B,w][z, max(B), w'],

. . RSN .
ce qui montre que R, contient l'ensemble {[v, B,w'] | w’ € max(B)}, et termine la
preuve pour R,.

La preuve pour la relation £ est analogue. Comme FA(LJ 1) est compact on a
J =D =RoL = LoR et donc le calcul de J, est une conséquence des calculs
antérieurs. Pour conclure la preuve il faut seulement noter que H, = R, N Ly = {z}.0

Exemple 9.4.2 Considérons la limite x € Fa(LJy) de la suite (abab*ab® - - - ab™a)pen
(cf. Uexemple 9.3.4), et soit y = (abc)“x. L’élément de SG qui correspond a y est le

sutvant
)
a

a b
@ cab)>al ---

Soit v € AN le mot abab®ab3a-- -, et posons C = {(abc)™, (abc) v, b, b>>ab™}.
Notons que min(C) = {(abc)™} et max(C) = {b>,b>>ab"}. Alors,

y = [(abe)™,C,b>a] et J,={[V,C,w']|v € (abc)™ et w' € b>ab™},

qui on peut représenter comme suit

[(abe)™,C, 6] | [(abe)™,C,b>=a] | [(abe)™, C,b>=ab] | [(abc)™,C,b>ab?]
[(cab)™,C,b] | [(cab)™,C,b>=a] | [(cab)™,C,b>ab] | [(cab)’™, C,b>=ab?]
[(bca)™,C,b] | [(bea)™,C,b>a] | [(bca)™,C,b>ab] | [(bea)™, C,b>=ab?]

Nous avons vu & la proposition 9.4.1 que la J-classe d'un élément [v, B,w] €

F4(LJ,) est formée d’éléments de la forme |

,B, _]. Voyons maintenant comme

tous les éléments de F! 'A(LJ1) “construits a partir de B” se comparent entre eux par la

relation <.
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Proposition 9.4.3 Sozent [v B, w], [v B w] e FA(LJy). Alors, [v/, B,w') <7 [v, B,w]

St etseulementsszBUv ethBUw

Preuve. Supposons que [v/, B,w'] <7 [v, B,w]|. Alors,
[V, B,w'] = z[v, B,wly

A~ —
pour des z,y € Fa(LJ1)!. Supposons d’abord que z € A*, d’'ot v/ = xv et donc v € v'.
Siye A*, onaw —wyetdoncwéw Siy & A*, alorsy— [z, B, w'] pour un B’ C B
et un z € AN tel que wz € B. Par conséquent w € B. Le cas = ¢ A* est dual.

— —
La réciproque est immédiate. Par exemple, si v € B et w € w', alors il existe
z€ AN et u € A* tels que zv € B (d’ott zv € min(B)) et w’ = wu. Par conséquent,
[V, B,w'] = [v/,min(B), z][v, B, w]u, ce qui montre que [v', B,w'] <7 [v, B, w]. |

On résume dans le corollaire suivant quelques observations qui sont des conséquences
immédiates des résultats de cette section et de la section antérieure.

Corollaire 9.4.4 Considérons la J-classe Jp = {[v, B,w] | v € Betwe E} Alors,
(1) Jp est <z-mazimale parmi les J-classes de F4(LJy) construites d partir de B.

(2) Jp est une J-classe réguliére si et seulement si max(B) = B. Toutes les autres
J -classes de Fa(LJ1) construites a partir de B sont des R-classes et des L-classes
irréqulieres. O

Nous pouvons prouver de ce pas que FA(LJ 1) est “tres large”.

Proposition 9.4.5 ] existe un ensemble non dénombrable d’éléments de FA(LJl) qut
ne sont pas < z-comparables.

Preuve. En fait, comme nous le verrons, il suffit de considérer des éléments construits
a partir d’un seul B.
Soit v = aba?b?ab*a’baba?b? - - - € AN le mot de I'exemple 9.3.3, et soit B = F;(v) =
= — «—
AZN\ A~Ng3 AN, Notons que max(B) = B, B = AN\ A*a?AY et B = AN\ A Na34*.
—
Notons qu’en particulier B n’est pas dénombrable. Soit maintenant

C = {[v, B,wba’] | w € B).

On remarque que les éléments de C' sont bien définis (quoique wba® n’appartient pas
— «—
a B). On a |C| = |B| = 2%. De plus, pour toute paire z et y d’éléments distincts de
C, x et y sont < 7-incomparables. Cela est une conséquence de la proposition 9.4.3 et
< — —
du fait que, pour tous w,w’ € B avec w # w', on a wba?, w'ba® ¢ B, wba® ¢ w'ba® et
w'ba® & whba®. O
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9.5 La “hauteur” de F,(LJ,)

Dans cette section nous donnons un exemple d’une chaine croissante non dénom-
brable de J-classes de Fy (LJy). Cette chaine est construite en utilisant des mots stur-
miens (ainsi nommés par Morse et Hedlund dans [53],— auquel on pourra se reporter
pour les détails et les preuves omises) qu’on introduit de suite.

Dans la suite I'alphabet A désignera toujours I’alphabet & deux lettres A = {a, b}.
Pour deux mots u,v € AT de méme longueur, on définit

0(u,v) = [[ula = [vla] = [[uly = [v]s].

Un mot z € AN U AN U A% est dit sturmien si, pour tout n € N et tous u,v €
Facty,(x), d(u,v) < 1. Par exemple, les mots biinfinis a>ba* et a* sont sturmiens. De
plus, ils sont les uniques mots biinfinis dont la lettre b n’apparait pas un nombre infini
de fois (a gauche et a droite).

Il est clair que, si z € A™N U A7 (resp. 2 € AN U A7) est un mot sturmien, alors
tous les éléments de = (resp. @) sont aussi des mots sturmiens. De plus (voir [53]),
six € AN (resp. 2 € AY) est un mot sturmien infini, alors il existe un mot sturmien
biinfini y € A% tel que = € %y (resp. x € 7). Autrement dit, tout mot sturmien infini
peut étre “prolongé” dans un mot sturmien biinfini.

On associe a chaque mot sturmien x ayant au moins deux occurrences de la lettre
a (ce qui équivaut a dire que x a un nombre infini d’occurrences de a) un nombre
réel positif a(x), nommé sa fréquence, de la maniere suivante. Tout d’abord, pour tout
entier n, on appelle n-chaine un mot de la forme

abfrab®2 .. pFrq

avec ki1, . .., k, € Ng. Maintenant, pour tout n € N, on fixe une n-chaine u = ab®* - - - bFnq
quelconque de z (i.e., telle que u est un facteur de z) et on pose

b(2)n = [uly = k1 + ks + -+ + Kn.

On remarque que le nombre de b dans deux n-chaines de x différent de au plus 1. De

plus, comme on peut le vérifier, la suite (%)n tend vers une limite finie, notée a(x).
Pour les mots sturmiens ayant au plus une occurrence de la lettre a on pose a(x) = +oo.

Ces mots sont appelés spéciaur.

Morse et Hedlund [53] ont montré que, pour tout réel positif r, il existe un mot
sturmien de fréquence r. Par exemple,

o a(a®) = a(a>ba™)=0;
o a((ba®)™) = a((ba®) "a(ba®)"™) = a((ba®) “ba® (ba®)) =
o a((ab)™) = a((ab) <b(ab)™) = a((ba) “a(ba)™) = 1;

(

ERESS

)

Wl

ba
ab

.
Q
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ol
f = abaababaabaababaababa - - - € AV

est le mot de Fibonacci, le mot sturmien le plus fameux. On rappelle que f est la limite
de la suite (fy)nen définie par récurrence par

f1=a, fo=ab et Jr+1 = fufe—1 (B >2).

Notons que f = abfi fofs---. De plus, un mot sturmien a comme fréquence un nombre
rationnel si et seulement si il est ultimement périodique.

Un mot u € AT qui est facteur d'un mot sturmien sera dit aussi sturmien. Si u est
une n-chaine, pour tout £ < n on note aussi b(u); le nombre de b dans une k-chaine
quelconque de u. Pour une n-chaine sturmienne u on définit

b(u)k
k

1 . b(u)k. 1
- < " = - < .
k|k_n}, o’ (u) mln{ ? +k|k_n}

o' (u) = max {

Par exemple,

e o/(aba) =0 et o' (aba) = 2;

e o/(a’ba’ba?®) = max{—1,0, %, %, %} = % et o (a’ba’ba?) = min{1, 2, %, %, %} = %

On groupe dans le théoreme suivant (constitué du théoreme 2.3 et du lemme 5.1
de [53]) quelques propriétés des mots sturmiens.

Théoréme 9.5.1 Un mot (fini, infini ou biinfini) x sur A est sturmien non-spécial si
et seulement si il existe une constante o € R{f telle que 'une des conditions suivantes
est vérifiée, pour tout n,

(1) na—1<b(z), <na+1.
(2) nao —1 <b(x), < na+1.
Si x est un mot sturmien infini ou biinfini, o est sa fréquence.

De plus, si x est une chaine sturmienne, les conditions (1) ou (2) sont vérifiées si
et seulement si o/ (z) < o < &'(x), les égalités gauche et droite étant vérifiées au plus
quand a = o/ (x) et a = o' (x), respectivement. Si x est une chaine sturmienne et ses
n-chaines vérifient a la fois (1) et (2) (c’est-a-dire que na —1 < b(x), < na+1), alors
x est une chaine d’un mot sturmien infini (resp. biinfini) de fréquence «. O

Ce théoréme permet, en particulier, de vérifier si une certaine chaine sturmienne
peut étre facteur d’'un mot sturmien infini (ou biinfini) donné. Par exemple, la chaine
a’ba®ba’® considérée ci-dessus n’est pas facteur du mot de Fibonacci puisque @ >
o (a*ba’ba?) = % Par contre, pour tout réel % <r< %, a’ba’ba’® est facteur d’un mot
sturmien de fréquence r.

Il est aussi important de noter le suivant.

Proposition 9.5.2 Soit (z,,)nen une suite de mots sturmiens de A™N convergente dans
Fa(D) vers x. Alors, x est un mot sturmien et o(x) = lim, a(xy,).
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Preuve. Soit k € N et soient u,v € Factg(x). Alors, il existe ¢ € N tel que, pour tout
n > i, u,v € Facty(z,). Par conséquent, comme z,, est sturmien, d(u,v) < 1. Cela
montre que x est sturmien. Par ailleurs, pour tous n,k € N,

la(z) — alan)| < |afz) — 22| 4 |20k o (z,).

De plus, |a(x)— @] - 0 par définition de a(z), et ]@ —a(an)| — 0 puisque toute

k-chaine de x est une k-chaine de x,,, pour tout n suffisamment grand. Par conséquent,
a(2) — afza)| — 0,
ce qui montre que «a(x) = lim, a(zy,). O

Considérons maintenant I’ensemble de Cantor C, formé des nombres réels de l'inter-
valle [0, 1] qui n’ont pas besoin d’utiliser le nombre 1 dans son développement en base
3. Autrement dit, C est 'ensemble des nombres de la forme

o0
> % ot n; € {0,2} pour tout i € N.
i=1

Notons que C est en bijection avec l’ensemble de toutes les suites dans {0,2}, d’ou
C| = 2%,

L’ensemble de Cantor peut étre décrit géométriquement de la fagon suivante. Divi-

sons l'intervalle [0, 1] en trois parties égales, et enlevons le tiers ouvert médian ]é, %[

0

wlo

1

ol

On élimine ainsi tous les nombres réels de l'intervalle [0,1] qui utilisent n; = 1 dans
leur développement en base 3. Dans le deuxiéme pas on enleve le tiers ouvert médian
de chacun des deux intervalles qui sont restés, [0, %] et [%, 1],

1
0 +3

o
@l
o
w
m"\’
—

ol

2
32

Y-

en éliminant ainsi tous les nombres qui utilisent no = 1 dans leur développement en
base 3. A la troisieme étape on obtient

1 2 1 2 2 1 2 2

0 32 32 3 3 3t sz 3+ 32 1

—— — — —— ——
1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2
35 33 32 T35 32 +33 3t33 3+t33 3Ft3zztss 3+3z+33

En procédant de fagon similaire, on retire a la k-eme étape 'union I des tiers ouverts
médians des 27! intervalles qui sont restés apres Iétape précédente. On obtient ainsi

02[0,1]\61k.

k=1
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Soient ¢ et d deux éléments de C. On dira que d est un successeur de ¢ (et que ¢
est un prédécesseur de d), et on écrira d = s(c), si ¢ < d et s’il n’existe pas un autre
élément e € C tel que ¢ < e < d. Le sous-ensemble de C formé des éléments ayant un
successeur sera noté Cg . Par exemple,

o
1 2 2.
°* o= Z 37 & comIme SUCCESSeur i ;
=2
2,1 _ 2, w2 2, 2
e sty =35+ Z;;? a comme Successeur § + 3 ;
1=
° % n’a pas un successeur.

Observons la propriété suivante sur la relation de successeur dans C.

Lemme 9.5.3 Soit ¢ = ;% 5t € C. Alors, ¢ a un successeur si et seulement si il
existe un k € N tel que ng, = 0 et n; = 2 pour tout ¢ > k. Dans ce cas, ¢ = Zf;ll % + 3%
et son successeur est s(c) = E;:ll o+ 3%

Preuve. Supposons que ¢ a un successeur d. Alors, tout l'intervalle |c, d[ a été retiré

k-1
a une certaine étape, disons la k-éme. Alors, ¢ est de la forme ¢ = ) % + 3% et
i=1
k—1 k—1 o)
d= Y %+ & Autrement dit c= Y %+ Y. 2 d'oli ny =0 et n; = 2 pour tout
= i=1 i=k+1
1 > k. La réciproque est immédiate. O

Considérons maintenant, pour chaque nombre réel r dans l'intervalle [0, 1], I’ensem-
ble S, € AN formé de tous les mots sturmiens infinis & gauche de fréquence r. On
remarque que S, est un sous-ensemble fermé de F! 'A(D) tel que 37 = §,. En particulier,
on peut regarder S, comme un sous-graphe fermé (et donc profini) de I'4 (D). De plus,
on sait de [53] que deux éléments quelconques de S, ont un nombre infini de facteurs
communs (si r est irrationnel ils ont les mémes facteurs). Cela implique que S, est
un sous-graphe (profiniment prélinéaire fermé) de I'4(D) avec une seule composante
profiniment fortement connexe.

Soient 7,s € [0,1]. Remarquons que, si r # s, alors les ensembles S, et Ss ont
seulement un nombre fini de chaines (et de facteurs) en commun puisque, sinon, ils
auraient un élément commun (obtenu, par exemple, en considérant une suite de facteurs
communs de longueur croissante). On peut, donc, définir une application A de [0, 1] x
[0,1] sur NU {oo} de la fagon suivante

A, 5) = max{k € N| S, et S; ont une k-chaine en commun} sir #s
] o0 sir=s.

On remarque que, en particulier, si A\(r,s) = n, alors S, et Sg ont un facteur de
longueur n en commun, i.e., Fact,(S,) N Fact,(Ss) # 0. L’application A jouit de la
propriété suivante.

Lemme 9.5.4 Soient p,q,r,s € [0,1] tels que p < g < r < s. Alors, A(p,s) < A(q,r).
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Preuve. On va considérer le cas p = q et r # s. Les autres cas sont analogues.

pP=q r s

Supposons que A(p, s) = n. C’est-a-dire qu'il existe une n-chaine u, avec n maximal,
telle que u est une chaine (sturmienne) de S, et de S;. En particulier, on déduit du
théoréme 9.5.1 que o/(u) < p et que s < o(u). Alors, comme p < r < s on a o/(u) <
r < o' (u), et done, encore par le théoreme 9.5.1, on déduit que u est une chaine d’un
mot sturmien de fréquence r. C’est-a-dire que A(p, s) < A(p,r) = (g, 7). O

Une autre observation qui va étre utile est la suivante.

Lemme 9.5.5 Soientr < s deux réels de lintervalle [0, 1], soit e = s—r et soitn € N.
Alors, il existe k € N tel que, pour tout 0 <1i < k,

Ar+ter+5le)>n.

Preuve. Le lemme est vrai car, par contradiction, on trouverait une suite ([ry,, Sm])men
de sous-intervalles de U'intervalle [r, s] telle que |spy, — rim| — 0, [Fm+1s Smt1] C [Fms Sm)
m

et A(7, $m) < n pour tout m, ce qui est clairement impossible par le théoreme 9.5.1.0

Pour chaque ¢ € Cs, fixons un mot w, € S, et un mot v, € AN de fréquence s(c).
Finalement, soit
E= (USC) U {ieve | c € ).
ceC
On peut regarder F comme le sous-graphe de I'4 (D) formé de tous les mots infinis (&
gauche) de fréquence dans I’ensemble de Cantor avec, de plus, des chemins infinis (&
droite) qui “lient” les sous-ensembles du type S., avec ¢ € Cg, aux ensembles Ss(c)-

Proposition 9.5.6 Le graphe E est un sous-graphe profiniment prélinéaire fermé de
I'4(D) avec un nombre non dénombrable de composantes profiniment fortement con-
nezxes.

Preuve. Comme il est facile de le vérifier, F est un sous-graphe fermé de I'4(D), et
donc il est profini. Prouvons maintenant que E est prélinéaire. On sait déja que tous les
éléments de chaque S, sont dans la méme composante profiniment fortement connexe.
Pour montrer que E est prélinéaire il suffit donc de montrer que, si ¢ < d sont deux
éléments de C, alors S, < Sy dans E.

Soient alors ¢,d € C avec ¢ < d. Notons tout d’abord que, si ¢ € Cs et d = s(c), et
puisqu’il existe un chemin infini (& droite) de “S. vers Sy)” (i.e., le sommet initial est
dans S, et tous les points d’accumulation des sommets de ce chemin sont dans Sg(.)),
alors on déduit immédiatement que S, < S4 dans E.

Pour tout n € N soit 7, : I'4(D) — I'4(D,,) le morphisme canonique. C’est-a-dire
que, pour tout w € A* U AN,

w siw e A<n
T (w) =

sp(w) siwe AZnu AN,



9.5 La “hauteur” de Fj(LJ;) 181

Soit maintenant ¢, la restriction de m, a E, et posons E" = ¢,(E) = Suff,,(F) et
S = on(Sy) = Suffn(Sy) (r € C). Comme E = lim E™ (puisque I'y (D) = lim "4 (Dy)),
pour montrer que S = Sy dans F, il suffit de montrer que, pour tout n € N, S < &%
dans E™ (ce qu’on notera S, =, Sy).

Soit n € N et soit € = d — ¢. D’apres le lemme 9.5.5 il existe k£ € N tel que, pour
tout 0 <17 < k,

Me+te,c+Hle)>n.

Posons g; = ¢+ %5 pour tout 0 < < k.

90 g1 g2 9k—1 9k
I I I I I
¢ ctie ctie c+k;15 d

On a donc, A(g;, gi+1) = n pour tout 0 < ¢ < k. Il se peut qu’un ou plusieurs des g;
n’appartiennent pas & C. Dans ce cas, si g; € C, il existe un élément g, de C qui est le
plus grand des éléments de C qui sont plus petits que g;. Notons que g, € Cs.

Pour tout 0 < i < k, on définit donc

g; sigieC
hi:{

g, sinon.

ho h1 “e. h; gi s(hi) hj,+] st hi—1 hi

I I & I
c g, C d

Pour montrer que S. =, Sg, nous montrerons que Sy, =, Sp,,, pour tout 0 < i < k.
Soit donc 0 <4 < k. On a quatre possibilités.

Premier cas Supposons d’abord que g;,gi+1 € C (d'ou, h; = g; et hit1 = git+1).
Comme A(hi, hiy1) = Mgi, giv1) > n, Sp, et Sp,, ont un facteur commun de
longueur n, et donc S,’LLZ_ et S}ZH ont un élément commun. Par conséquent, il est
clair que &), et S,?Hl sont contenus dans la méme composante fortement connexe

de E", et, en particulier, que S, < Sh,,,-

Deuxiéme cas Supposons maintenant que g; € C et ¢gi41 € C (dou, h; = g; et
hiv1 = gj,,). Dans ce cas, on a g; = h; < hiy1 < gip1. D’apres le lemme 9.5.4,
A hiyhiv1) = Agi,gi+1) = n et il s’ensuit, comme dans le cas antérieur, que

Shl jn Shi+1 .

Troisiéme cas Supposons que g; € C et giy1 € C (don, hy = ¢, et hix1 = gi+1)-
Alors, h; < g; < S(hl) < hijt+1 = gi+1 et donc )\(S(hi), hi+1) > )\(gi,gH_l) > n. Par
conséquent Sqn,) =n Sh,,,, et comme Sp; =5 Sy(,) on déduit par transitivité que

Shz jn Shi+1 .
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Quatriéme cas Supposons finalement que g, gi+1 € C (d'ott, h; = gj et hip1 = gi, ).
Si giy1 est dans Uintervalle [h;,s(h;)[ — d’ou h; = h;j;1 — la conclusion est
immédiate. Sinon, on a h; < g; < s(h;) < hit1 < gi+1 et la suite est analogue au
troisieme cas.

On a ainsi prouvé que E est prélinéaire.

Pour conclure la preuve, il reste & montrer que £ a un nombre non dénombrable de
composantes profiniment fortement connexes. Pour cela, nous montrerons que chaque
S., avec ¢ € C, forme une composante profiniment fortement connexe de E. L’assertion
suit du fait que |C| = 2%°.

Commencons par noter que, si ¢ € Cs,— et comme C ne contient pas aucun nombre
de l'intervalle |c,s(c)[,— alors Sy) Z Sc dans E. En effet, soit r un réel de l'intervalle
Jeys(e)[ et soit k un entier tel que,

pour toute k-chaine x de Sy, o/ (x) > 7. (9.2)

Notons qu'un tel k existe puisque la valeur o/(z) d’une k-chaine z de Ss(c) tend vers
s(¢) quand k tend vers l'infini. Maintenant soit, par exemple, n = 12k et soit u un
élément de SS"(C). Alors u A, 87, i.e., il n’existe pas un chemin dans E™ de u vers un

élément u' € S. En fait, supposons par contradiction qu’il existe un chemin

dans E™ de sommet initial up = w et de sommet final u, = '. Par définition de E,
pour tout 0 < ¢ < p, soit

(1) u; est sturmien, et donc il est facteur de Sg,, pour un certain g; € C,
soit

(2) w; n’est pas sturmien, et donc il est facteur du mot wp, vy, € AL , pour un certain

h; € Cs.
Si tous les w; sont du premier type, il est clair d’apres la définition de k et de n que
tous les g; sont > s(c), et donc u, ¢ S ce qui est impossible puisque u, = «’. Sinon,
pour tout 0 < ¢ < p, posons
Ui = Uj,1U;2U5,3

avec |u; 1| = |ui2| = |ui3| = § = 4k. Comme on travaille avec des facteurs de mots

sturmiens de fréquence < 1, le facteur b apparait au plus une fois dans un facteur de
E. Donc, chaque u;; (0 <i <p, 1 < j < 3) contient au moins une k-chaine z; ;. De
plus, d’apres (1) et (2), pour un ¢ fixé, au plus une des k-chaines z; 1, ;2 et x;3 n’est
pas sturmienne. En outre,

e six; 3 n'est pas sturmienne, alors z; est de type (2), et ;1 et ; » sont sturmiennes.
En particulier, le mot x; 1x; 2 est facteur d'un mot wy,, de fréquence h;.

e si x;9 n'est pas sturmienne (et donc z; est de type (2), et ;1 et x; 3 sont sturmi-
ennes), alors z; 1 est facteur d’'un mot wy, et z; 3 est facteur de vy, . Par conséquent,
si h; > s(c), zi1 et x; 3 sont telles que o' (x;1), ' (x;3) > .



9.5 La “hauteur” de Fj(LJ;) 183

e siz;j n'est pas sturmienne, alors x; est de type (2), et ; 2 et x; 3 sont sturmiennes.
En particulier, le mot x; 2x; 3 est facteur d’un mot vy, de fréquence s(h;).

D’apres ces trois points et d’apres le choix de k, il est clair que —, puisqu’on part

de u = up,— toutes les k-chaines = des mots u; sont telles que o/(z) > r. Mais cela est

impossible puisque v’ = w, contient au moins une k-chaine y et donc o'(y) < ¢ < r.
C’est-a-dire que le chemin ci-dessus n’existe pas, et donc que Sy.) A S dans E.

Soient, maintenant, ¢ et d deux éléments quelconques de C avec ¢ < d. D’apres la
construction de C, il est facile de vérifier qu’il existe g € Cs tel que

c<g<s(g) <d.

Par conséquent, Sq A S; dans E, puisque sinon,— comme S. X §; et Sy = Sg,— on
aurait Sy = Sy ce qui n’est pas vrai. Cela montre que, pour tout ¢ € C, S. est une
composante profiniment fortement connexe de F, ce qui termine la preuve. O

Ce résultat fournit le graphe que nous utiliserons pour construire la chaline annoncée.

Théoréeme 9.5.7 Soit A un alphabet fini non trivial. Le semigroupe FA(LJl) admet
une chaine croissante non dénombrable de J-classes.

Preuve. Soient a et b deux éléments distincts de A, et soit G = Pref(a"™)UE. La propo-
sition 9.5.6 montre immédiatement que G est un sous-graphe profiniment prélinéaire
fermé de I'4 (D), avec un nombre non dénombrable de composantes profiniment forte-
ment connexes, telles que 1 € min(G). Pour tout ¢ € C, soit G, le sous-graphe (profini-
ment prélinéaire fermé tel que 1 € min(G.)) de G défini par

G. = {z€G|z=<S8}

— Pref(a™) U (Udec sd) U {fogua | d € Cs,d < c}.
d<c

Maintenant, soit x. I’élément de FA(LJ 1) définit par
LTe = (ama Ge, Zc)

ou z. € max(G,.) = S.. Il est clair que, pour tous ¢,d € C avec ¢ < d, on a xqg <7 .
(plus precisement, z4 <r z.) puisque

Tq = IC(y) H7 Zd)

ou y est I'étiquette d’un chemin infini & droite de sommet initial z, dans S, (d’ou y
est un mot sturmien infini & droite de fréquence c¢) et H = (Gd \ Gc) U S,.. Par contre,
Te L7 xgq puisque éd Z G.. La famille (xc)cec forme donc une chaine croissante non
dénombrable d’éléments de Fiq(LJ;), d’out le résultat. O



184 9 Les Eléments Quelconques de F4(LJ1)




Cinquieme partie

Annexes

185






Annexe A

Prolongements Possibles

On termine cette these avec quelques commentaires sur notre travail, et en évoquant
quelques prolongements possibles.

Chapitre 4

Soit W une pseudo-variété quelconque, et soit Yw un ensemble de S-pseudo-identités
définissant W. Les pseudo-variétés LIVW, KV W et D VW admettent comme des
majorants, respectivement, les pseudo-variétés

Upnvw = [a¥bzed? = a®bycd” | x =y € Ew]
Ukvw = [a¥“bzr =a%by |z =y € Tw]
Upyw = [zba® =yba® | x =y € Ew].

En certains cas il est connu que VV W = Uyyw, avec V l'une de LI, K ou D.
Par exemple, nous avons les égalités suivantes, déja mentionnées a la section 4.2,

e LIV Com = Upycom et KV Com = Ukycom, avec Xcom = {ab = ba};
e LIV J = Uppyjy et KVJ=Ukgyyj, avec B3 = {(ab)¥ = (ba)*,a*"! = a*};
e KV MN = UkyMmN, avec LN = {a¥b = ba¥, a1 = a*} ;

e DV MK = Upymk, avec Xk = {awba = a“’b}.

En vu de ces résultats, on peut se demander si on a d’autres égalités du méme type.
Par exemple, si

LIVZE = ULz ou si LIV ECom = UpivECom-

On rappelle que, comme nous ’avons prouvé dans le théoréme 4.3.1, dans le cas des
sous-pseudo-variétés W de T nous avons les égalités suivantes

LIVW=UppvwnNT e KVW=Ug,wnNT.

187
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Chapitre 5 (et 6)

Un probleme proche de ceux résolus dans ce chapitre, et qui reste ouvert, est la des-
cription des semigroupes de la forme

F4(VNLDG)

on V € {DOH,DRH,DH} et H est une pseudo-variété de groupes non triviale.
Rappelons que nous avons résolu ce probleme dans les cas apériodiques V = DA et
V=R (lecas V =17, et donc VNLDG = J, a été étudié par Almeida).

La difficulté principale des cas non apériodiques tient & la (encore) petite con-
naissance qu’on a des groupes profinis libres (notamment l'existence de factorisations
canoniques).

Un autre probléme qui est resté ouvert (principalement faute de temps, je crois) est
I’étude des semigroupes de la forme

F4(VNLCom)

avec V comme d’habitude. Ce probleme est tres proche du probleme analogue avec
Com x D a la place de LCom résolu dans la section 5.5. Il semble raisonnable de penser
que, dans le cas V = DH par exemple, étant donnés deux éléments de F '4(DH N LCom)
écrits en forme “normale” (définie exactement comme pour Com * D), ces éléments
sont égaux si et seulement si on peut passer d’une forme normale a ’autre en utilisant
un nombre fini de fois les trois “régles de réécriture” suivantes

x1[B, g1]x2[B, g2|x3[B, g3lxa — x1[B, g1]x3[B, g2]x2[B, g3]x4
xl[Ba 1](E2[B,g]l’3 = $1[B, g]xZ[Bv 1]$3
x1[B, glxa[B, 1]x3 — x1[B, 1|x2[B, glxs

données par la proposition 5.5.1. Notons que pour Com * D (voir la suite de la preuve
du théoreme 5.5.4) on avait ces mémes régles plus une quatrieme

z1[B, g1]x2[C, x| B, g2]z4[C, holzs — x1[B, g1]z4[C, hi]z3[B, g2]x2|C, holxs.

Chapitre 7

Dans ce chapitre nous avons mentionné le résultat de Beauquier et Pin (théoréme 7.2.3(2)
ci-dessus) qui caractérise les langages Lt-s. Ces langages, rappelons-le, sont les langages
qui sont combinaisons booléennes de langages de la forme wA*, A*w et L(w,r,1,t) avec
A un alphabet fini, w € AT et r,t € No.

Les langages de A* qui sont combinaisons booléennes de langages de la forme wA*,
A*w et L(w,7,n,0) avec w € AT, r € Ny et n € N, sont appelés de localement testables
a module, et notés Lt-m. Ils sont caractérisés par le résultat suivant.

Théoréme A.0.8 ([78, 77]) Un langage reconnaissable L est Lt-m si et seulement si
S(L) € (Com x D) NLG. O
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La caractérisation des langages Lt-¢ (obtenue dans le théoreme 7.2.3(3)) — qui,
rappelons-le, sont les langages qui sont combinaisons booléennes de langages de la
forme wA*, A*w et L(w,r,n,t) avec w € AT, r,t € Ny et n € N — est une suite
naturelle de ces résultats et, donc, il semble raisonnable de penser qu’elle existe déja
dans la littérature. Cependant, si elle existe nous n’en connaissons aucune référence.

Il est important de noter aussi que nous nous sommes intéressé seulement a présenter
des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un langage L donné soit dans une classe
de langages localement testables donnée, sans chercher a estimer les ordres de locale
testabilité (i.e., sans chercher a estimer les plus petits indices tels que L soit saturé
par une congruence du type 0y, ;, avec 6§ € {~,=,~} — voir la définition 7.1.2). Des
recherches dans cette direction sont présentes dans le travail d’auteurs comme Kim,
McCloskey, McNaughton et Trahtman [45, 46, 82, 83].

Chapitres 8 et 9

On remarque que le théoréme 8.1.1 serait plus facile & prouver en utilisant la carac-
térisation de F! 'A(LJ1) donnée par le théoreme 9.2.5 a la place de celle donnée par la
proposition 8.3.1 que nous avons utilisée. Une partie serait méme immédiate puisque,
si

r = upx{uras - xpur ety = vy viys - - Y Um

ou k,m €N, ug, ..., U, V0,...,Um € A* et x1,..., Tk, Y1,...,Yym € AT, alors
_ oo —00 _ +00 —00
xr = [onl ,Ixaﬂjk Uk] et y= [onl aIyaym Um]

ou I, et I, sont les ensembles de mots biinfinis définis dans le théoréme 8.1.1. Donc,
x =y si et seulement si uoz(™ = voyi™, I = Iy et Tuk = Y Um.

Cela constitue, par conséquent, un exemple de ce qu'on peut “gagner” avec le
théoréme 9.2.5 (notamment avec la “représentation graphique” des opérations implicites
sur LJ; qu'il permet).

Les questions,— résolues dans le chapitre 9,— sur la “largeur” et la “hauteur” des
semigroupes F4(LJ7) ont été posées par Almeida.
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Annexe B

Variétés de Langages (Tableaux
Comparatifs)

Dans cet annexe nous présentons des tableaux comparatifs, contenant quelques-unes
des caractérisations syntaxiques de variétés de langages obtenues dans ce travail ainsi
que d’autres déja connues. Nous nous restreindrons aux langages apériodiques.

B.1 Générateurs du type Aja;Ajas---a, A

On commence par rappeler quelques variétés de langages dont les éléments (dans
AT, pour un alphabet A) sont décrits par des générateurs de la forme

% * *
A0a1A1a2 A anAn

oun € Ny, a,...,ap € Aet Ag,..., A, C A. Ces variétés sont décrites, de plus, par
I'imposition de certaines conditions sur les a; et les A;.

Pseudo-variété Conditions Ref.
DA Produit non ambigu [67]
R a; & Ai—1 [34]
J Ag=--=A,=A [72]
PJ Aucune condition [61]
JNECom a; € A;_1 U A; [19]
JALI N ECom | @ Z A1 YA [70]
AiNA; =0 (i #j)
JALZE N ECom | % 7 AtV A chap. 6
Ai=A;ou AiNA; =0
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B.2 Générateurs du type ugAju; Asug - - - Auy,

On résume maintenant dans le tableau suivant quelques variétés de langages dont
les éléments sur un alphabet A sont des combinaisons booléennes de langages de la

forme

ugAjur Asug - - - Ay uy,

oun € Ny, ug,...,up € A¥avecu; Z1 (1<i<n—1)et ) # Ay,..., A, C A
Pseudo-variété Conditions Ref.
J+LI A= =A,=Aetugy,...,u, € A" [71, 48]
DANLECom | c(u;)) € Ai,Aip1 (1<i<n-—1) chap. 6
c(uj)) € AiyAipn 1<i<n-—1)
DA NLZE chap. 6
AZ':Aj ouAiﬂAj:@
DA NLJ;
AiNA;=0(i#j) chap. 6
pr(ui) € Ai (1 <i<n)
R NLECom s1(u) € Ajp (1<i<n-—1) chap. 6
sic(u;)) CAip 1<i<n-—1), alors A;NAi+1 =10
pi(u)) € A (1 <i<n)
RNLZE sic(u)) C A1 (1<i<n-—1),alors A;N A1 =0 | chap. 6
AZ':AJ‘ OuAiﬂAj:@
RNLJ,
AiNA;j=0 (i #j) chap. 6

(*) Cette condition peut étre supprimée.




B.3 Générateurs du type qufulA;ug o At

B.3 Générateurs du type ugAuiAJus - -+ Alu,

On présente pour terminer les variétés de langages associées a des sous-pseudo-
variétés de J. Les langages dans A" de ces variétés sont décrites comme des combi-

naisons booléennes de langages de la forme

oun € Ny, ug,...,u, € A*, 0 # Ay,..., A, C A, et pour tout 1 < i < n tel que u;
(resp. u;—1) n’est pas le mot vide, la premiere (resp. derniere) lettre de u; (resp. u;—1)

n’appartient pas a A;.

qufulA;uQ cee A:{un

Pseudo-variété Conditions Ref.
JNLECom siu;=1(1<i<n-—1),alors A;NA;;1 =0 | chap. 6
siu; =1 (1 gign—l), alors AiﬂAiJrl =0
JNLZE chap. 6
Ai:A]‘ ouAiﬂAj:®
[69, 33]
JNLJ, AinAj=0(i#7)
chap. 6
uw#1(1<i<n-—1)
JNLZENECom chap. 6
Ai:Aj ouAiﬂAj:Q)
u#1(1<i<n-—1) [70]
JNLJ; N ECom
AiNA; =0 (i #j) chap. 6
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commutative, 18
normale, 92
rectangulaire, 25
base
d’identités, 38
de pseudo-identités, 68
boucle, 35

n-chaine, 176

chemin, 35
biinfini, 169
infini, 169
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réussi, 99, 119
chemins coterminaux, 35
classe

équationnelle, 38
composante

prof. fort. connexe, 162
congruence, 15

de Rees, 20

nucléaire, 16

syntaxique, 20
contenu, 26, 69

décalage, 31
demi-treillis, 18
divise, 15

ensemble
de Cantor, 178
dirigé, 52
équation, 38
étiquette
d’un chemin, 35
d’une transition, 35
exposant, 19
extension naturelle, 26

facteur
d’un mot biinfini, 30
d’un mot fini, 26
d’un mot infini, 28
fermée
par division, 38
par produit direct, 38
par produit direct fini, 38
par quotient, 38
par sous-semigroupe, 38
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fermeture déductive, 38
forme canonique
d’un mot biinfini
périodique, 32
ultimement périodique, 32
d’un mot infini
a droite, 30
a gauche, 30
fréquence, 176

graphe, 35
de Cayley, 105, 162
profini
profiniment prélinéaire, 163
groupe, 13, 24
abélien, 68

idéal, 20
minimal, 20
idempotent, 18
identité, 38
triviale, 38
indice
d’un élément d’un semigroupe, 19
d’un mot infini, 30
d’une équivalence, 12
inverse, 13, 24
isomorphisme, 15

langage, 33
V-reconnaissable, 48
context-free, 1
localement testable, 2, 49

a compteur, 136

a module, 188

a seuil, 136

fortement, 135

par préfixes, 136
rationnel, 1, 33
reconnaissable

par automate, 35

par semigroupe, 34
recursif, 1
recursivement énumérable, 1
sans étoile, 2

testable par morceaux, 2, 49
lettre, 25
limite projective, 52

machine de Turing, 1
monoide, 13
libre, 25
local, 47
monogene, 19
morphisme, 15
canonique
d’une limite projective, 52
de graphes, 162
relationnel, 45
syntaxique, 21
mot
biinfini, 31
périodique, 31
pointé, 30
ultimement périodique, 32
contenu, 26
de Lyndon, 27
fini, 25
infini
a droite, 28
a gauche, 29
périodique, 29, 30
ultimement périodique, 29
linéaire, 75
longueur d’un, 26
primitif, 26
sous-mot, 72
sturmien, 176
fréquence d’un, voir fréquence
spécial, 176
ultimement périodique, 30
vide, 25
mots
conjugués, 26
similaires, 31

neutre, 13

opération, 13
booléenne, 33
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explicite, 59

implicite, 58
contenu d’une, voir contenu
dépend de a, 69
factorisation canonique, 77
restriction, 67

rationnelle, 33

symbole d’, 13
arité, 13

ordre, 12
lexicographique, 27

période
d’un élément d’un semigroupe, 19
d’un mot biinfini, 31, 32
ultime, 29
d’un mot infini, 30
prédécesseur, 179
préfixe
d’un mot fini, 26
d’un mot infini, 28
préordre, 12
total, 163
produit
de concaténation, 25
de Mal’cev, 45
direct, 16
non ambigu, 49
semi-direct, 44
profini, voir algebre
profiniment acessible, 162
projection, 59
canonique, 16
de semigroupes profinis libres, 67
sur une composante, 16
propriété
de factorisation, 161
universelle, 17
pseudo-identité, 67
pseudo-variété, 39
équationnelle, 40
arborescente, 126
engendrée par une classe, 40
localement finie, 58

localisée, 47
triviale, 40

quotient, 15
d’un langage par un autre, 33

régulier
élément, 24
sous-ensemble, 24
relation, 12
antisymétrique, 12
compatible avec la multiplication, 22
d’équivalence, 12
associée a un préordre, 12
indice d’une, voir indice
d’ordre, 12
de Green, 21
de préordre, 12
réflexive, 12
symétrique, 12
transitive, 12

sature, 20
segment initial, 167
semigroupe, 13
apériodique, 2, 19, 24
commutatif, 18
completement régulier, 24
compléetement simple, 24
d’applications, 19
de transition, 35
des parties, 18
idempotent, 18
inversif, 24
libre, 25
localement idempotent et localement
commutatif, 2
nilpotent, 18
orthodoxe, 24
profini, voir algebre
A-engendré, 55
régulier, 24
simple, 24
syntaxique, 1, 20
sépare, 63
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sous-algebre, 15
engendrée, 15
sous-groupe, 19
sous-semigroupe, 18
successeur, 179
suffixe
d’un mot fini, 26
d’un mot infini, 29
systeme projectif
d’algebres, 52
de morphismes, 53

terme, 16
transition, 35
transitions consécutives, 35
treillis, 14
distributif, 14
type d’algebres, 13

variable, 11, 16

variété
de langages, 48
de semigroupes, 38
de semigroupes finis, 39
engendrée par une classe, 38
localement finie, 38, 58

zéro, 18



