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Introducao

A Matemdtica ndo conhece racas
nem fronteiras geograficas;

para a Matematica,

o mundo cultural é um pars.

(David Hilbert)

A primeira edicdo deste texto coincidiu com o inicio da Licenciatura em Matematica na
Universidade do Minho, que resultou da reestruturacdo da anterior Licenciatura em Ensino
de Matematica. Nessa altura foi implementado um novo tipo de aulas, designadas por aulas
de trabalhos orientados, que tinham como objectivo ensinar os alunos a estudar de forma
mais auténoma e, simultaneamente, a escrever com maior rigor matematico.

Entendemos que um apoio importante para o bom funcionamento deste modelo con-
sistia na elaborac3o de uns apontamentos, recheados de exemplos e com alguns exercicios
resolvidos no final de cada capitulo.

A data da segunda edicdo destes apontamentos, a Licenciatura em Matematica da
Universidade do Minho encontra-se reestruturada de acordo com os principios da Declaracao
de Bolonha, cujas recomendagdes vém ao encontro das orientacdes subjacentes ao modelo
anterior. Os autores consideram, por isso, que este texto se mantém um suporte adequado
a aprendizagem do Cilculo.

Esta segunda edicdo preenche pequenas lacunas que existiam no texto original e corrige
algumas gralhas. Apesar das correcgdes, agradecemos aos leitores que nos vao fazendo
chegar sugestdes ou indicacdes das gralhas que encontrem, para os enderecos electrénicos

fmiranda@math.uminho.pt ou lisa@math.uminho.pt.



No final de cada capitulo hd uma lista de exercicios. Em alguns dos capitulos essa lista
é extensa, pois é o resultado da jungao de exercicios retirados de livros classicos de Analise
em R com exercicios elaborados por nds para exames de disciplinas de Andlise leccionadas
ao longo dos anos.

H4a capitulos com muitos mais exercicios que outros. Essa distribuicao desigual dos
exercicios prende-se com as ferramentas necessdrias para a sua resolucio.

Estas notas s3o o corolario dos varios anos em que os autores leccionaram, quer aulas
tedricas, quer aulas tedrico-praticas de cursos de Andlise Real e reflectem a sua forma de
ensinar, onde é dada relevancia a apresentacdo de exemplos e de contra-exemplos, elementos

importantes, na sua opinido, na formacdo de uma “intuicdo” analitica.

O Capitulo 1 introduz o conjunto dos niimeros reais axiomaticamente. Prefeririamos ter
apresentado o conjunto dos nimeros naturais axiomaticamente, obtendo, a partir destes,
por constru¢do, os nlimeros inteiros, seguidamente os racionais e por Ultimo os reais. No
entanto, esta opg¢do envolve o conhecimento de conceitos que os alunos n3o possuem e
que nao é usual introduzir num curso de Andlise. Faz-se ainda neste capitulo uma breve
referéncia a conjuntos finitos e infinitos e introduzem-se algumas nog¢des topoldgicas na
recta real.

O Capitulo 2 dedica-se ao estudo de sucessoes e séries numéricas. E aqui demonstrada
a completude topoldgica de R e enunciado, sem demonstrag¢ao, o Teorema de Riemann, que
estabelece que, dada uma série convergente ndo absolutamente convergente e um nimero
real qualquer, a série admite um rearranjo dos termos de modo a que a sua soma seja o
nimero real dado.

No Capitulo 3 introduzem-se conceitos importantes sobre funcdes reais de varidvel real,
dando-se particular realce ao estudo da continuidade. S3o0 apresentados diversos exemplos
de funcbes de R em R continuas apenas em certos subconjuntos de R.

No Capitulo 4 apresenta-se uma definicdo cuidadosa da funcdo exponencial de base
a € RT\ {1} e da sua inversa, a fun¢do logaritmo de base a. Estudam-se brevemente as
propriedades das fun¢des trigonométricas e hiperbdlicas e apresentam-se as fungdes trigo-
nométricas inversas e hiperbdlicas inversas.

O Capitulo 5 faz uma sintese dos teoremas mais importantes sobre continuidade de

funcdes reais de varidvel real. Muitos destes teoremas serdo frequentemente utilizados



pelos alunos em disciplinas de anos posteriores.

No Capitulo 6 introduz-se a no¢do de derivada, deduzem-se as propriedades das de-
rivadas e demonstram-se alguns resultados importantes. Também aqui s3o apresentados
vérios exemplos de fungbes de R em R derivaveis apenas em certos subconjuntos de R.
Apresenta-se a definicdo de derivada de ordem superior, concluindo-se o capitulo com as
relacdes entre os conjuntos das funcdes de classe €% e das funcdes derivaveis até 3 ordem
k, com k € N.

Para terminar refira-se que a ortografia do texto ndo estd conforme as disposi¢cdes do
Acordo Ortogréfico da Lingua Portuguesa actualmente em vigor. A adequag¢do a nova
ortografia ficard para uma futura reimpressdo, fornecendo aos autores o tempo necessario

a sua aprendizagem.

Xl



1. O corpo dos nimeros reais

O infinito!
Nenhuma outra questdo transformou
tdo profundamente o espirito humano.

(David Hilbert)

Ao longo da disciplina de Calculo |, os conceitos de fungdo e de nimero real sio
fundamentais. Neste capitulo recordamos algumas nocoes relativas ao conceito de fun¢ao,
definimos, de forma axiomdtica, o conjunto dos nlimeros reais e apresentamos algumas das
suas propriedades. Serdo também introduzidas noc¢des topoldgicas, em R, utilizadas nos
capitulos seguintes.

1.1 Generalidades sobre funcoes

Comecamos por recordar algumas nocdes relativas ao conceito de funcdo, aproveitando
para fixar notacdes.

Definicao 1.1 Chamamos funcao a dois conjuntos ndo vazios, X e Y, munidos de uma
lei de formacdo ou regra de correspondéncia, f, que a cada elemento x de X associa um
tnico elemento f(x) de Y. Em geral denotamos a funcdo por f : X — Y. Usa-se a
notacdo x —— f(x) para indicar que o elemento x € enviado por f em f(x) ou que f faz
corresponder a x o elemento f(z).

Definicdao 1.2 Dados dois conjuntos A e B, o conjunto dos pares ordenados (a,b) cuja

primeira coordenada pertence a A e a segunda a B define o produto cartesiano de A e



B, que se representa por A x B. Tem-se entdo A x B = {(a,b): a€ Aebe B}.
Nota 1.3

e Dado um conjunto A, O x A=A x0=0.

e Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, se A+ B, entdio Ax B # B x A.

e Dado um conjunto A, designa-se por quadrado cartesiano de A o conjunto
A? = A x A.

e O conjunto Ay = {(a,a): a € A}, que se designa por diagonal de A2, coincide

com A? apenas quando A é o conjunto vazio ou um conjunto singular. u

Definicao 1.4 Dados os conjuntos X eY e a funcido f : X — Y, designa-se:

e o conjunto X por dominio da fun¢do e denotamo-lo por Dom(f);

o conjunto f(X) = Im(f) = {f(z) : © € X} por contradominio ou imagem da
funcdo;

e 0s elementos x de X por objectos;

os elementos f(x) tais que x € X por imagens;

e o conjunto Gr (f) = {(z,y) € X xY : y= f(x)} por grafico de f.

E frequente dizermos “a funcdo f” em vez de “a funcdo f: A — B” quando nido

existem dividas sobre o dominio e o conjunto de chegada da fungdo.

Definicao 1.5 Dada uma funcdo f : X — Y, A um subconjunto de X, B um subcon-
junto de 'Y, denomina-se por:

e imagem de A por f ou f(A) o conjunto {f(x) : x € A};
e imagem reciproca de B por f ou f~!(B) o conjunto {x € X : f(x) € B} .
Definicao 1.6 Uma fungdo f: X — Y diz-se:

e injectiva se f(l’l) = f(ﬂ?g) — X1 = T,



e sobrejectiva se VyeY de e X : flx) =y

e bijectiva se for simultaneamente injectiva e sobrejectiva.

Definicao 1.7 Dado um conjunto X ndo vazio, define-se Idx : X — X e designa-se
funcao identidade (em X)), a funcdo tal que Idx(z) =z, Vz € X.

Dado um conjunto n3o vazio X, a fun¢do identidade em X é uma func3o bijectiva. O
grafico de Idx é o conjunto Ax.

Figura 1.1: Representacdo de uma fungdo f : A — B usando um diagrama (a) e através
do seu grafico (b).

Exemplo 1.8 Dados os conjuntos A = {a,b,c,d} e B = {«a,3,7,9,0}, considere-se a
funcdo f: A — B representada na Figura 1.1 (a) através de um diagrama. Em (b)

representa-se o grdfico de f, identificando com ® os elementos de A X B que pertencem a

Gr (f).

Relativamente a esta fun¢do tem-se:

e Dom (f) = A,

o Im(f)=f(A) ={a,v,0} & B, logo f ndo é sobrejectiva;

e f ndo € injectiva, visto que f~1 ({~}) = {b, c}. m

3



Definicao 1.9 Dadas duas funcdes f : X — Y X : Y : w

eg:Y — W, define-se a funcao g composta ‘ ; T
gO

com f (escreve-se g o f) do seguinte modo:

Figura 1.2: Composicdo de funcdes.

gof: X — w
x = g(f(z))

Definicao 1.10 Dada uma fungdo f : X — Y, uma fungdo g : Y — X diz-se inversa
de fse fog=Idy ego f =1Idx. Uma fungcdo que admite inversa diz-se invertivel.

Nota 1.11 Facilmente se verifica que se f : X — Y € invertivel, a sua inversa é tinica.
Podemos entdo denotar a funcio inversa de f por f~' : Y — X. Observe-se que f~! é
. . -1

invertivel e que (f 1) = f. ]

Proposicado 1.12 Uma fungcdo f : X — Y € invertivel se e s6 se € bijectiva.

Demonstracao:

= Designando por g:Y — X a funcdo inversa de f, dados x1, xo € X, tem-se
que 21 = g(f(x1)) e m2 = g(f(x2)). E entdo imediato que, se 1 # x, entdo
f(x1) # f(x2), logo f é injectiva.

Para concluir a sobrejectividade de f, basta observar que Vy € Yy = f(g(v)).
<= Pelo facto de f ser bijectiva, sabemos que
VyGYEleyEX: flzy) =v.
Defina-se ¢g: Y — X. Claramente, fog =1Idy e go f = Idx. Entdo f é

Yy > Ty
invertivel. O



1.2 O corpo dos niimeros reais

Apesar do conceito de funcdo ter sido definido usando conjuntos ndo vazios quaisquer,
nesta unidade curricular todas as nocGes passardo a ser apresentadas no contexto dos
ndmeros reais.

Justifica-se assim dedicar alguma atenc¢3do ao conjunto dos nimeros reais. lremos definir
o conjunto dos nimeros reais, que representaremos por R, dar a conhecer algumas das suas
propriedades e apresentar alguns conceitos topolégicos sobre este mesmo conjunto.

A designacdo “nimero real” ndo é estranha para quem ingressa numa licenciatura em
matematica. Haverd entdo necessidade de definir o conjunto dos niimeros reais? A melhor
maneira de justificar essa necessidade serd colocando a pergunta:

O que é um nimero real?

O conhecimento adquirido por um aluno que terminou o ensino secundario, provavel-
mente, ndo |lhe permite dar uma resposta satisfatéria. E suposto que o aluno saiba dar
exemplos de nimeros reais, que conheca e saiba efectuar operacdes com ndmeros reais,
que saiba que existem nimeros reais que sio solucdo da equacdo z?> — 2 = 0 mas que a
equacdo x2 + 1 = 0 n3o tem solucdo em R. Tudo isto desconhecendo uma definicdo de
nlimero real e sem assistir a uma construgdo do conjunto dos nlimeros reais.

Optamos por definir axiomaticamente o conjunto dos niimeros reais®, apresentando um
conjunto de propriedades (axiomas) verificadas, de forma exclusiva, pelos elementos desse
conjunto.

Essas propriedades s3o referidas de forma global dizendo que o conjunto dos nimeros
reais é um corpo ordenado completo.

Uma outra forma de definir o conjunto dos niimeros reais é seguir um processo cons-
trutivo, comecando pelo conjunto mais simples, aquele cujos elementos estdo associados
ao acto da contagem, o conjunto dos niimeros naturais, N; depois alargando o conceito de
nlimero para obter o conjunto dos nlmeros inteiros, Z; o passo seguinte é a obtencdo do
conjunto dos niimeros racionais, Q; finalmente constroem-se os niimeros reais.

As sucessivas expansbes que permitem construir Z a partir de N, Q a partir de Z e
R a partir de Q, exigem a utilizagcdo de conceitos que saem fora do dmbito desta unidade

curricular, daf a nossa op¢do pela definicdo axiomatica. O processo detalhado da construcdo

!De facto, ndo estamos a caracterizar um conjunto mas sim uma estrutura algébrica, formada por um
conjunto, duas operagcdes e uma relagdo de ordem.



do conjunto dos ndmeros reais pode ser seguido, por exemplo, em Introducio a A,/gebra
Linear e Geometria Analitica, F. R. Dias Agudo, Escolar Editora, 1989.

Voltando a definicdo axiomatica, comecemos por um axioma de existéncia:
Axioma Existe um corpo ordenado completo, R, chamado corpo dos niimeros reais.

Vejamos entdo agora o significado de corpo ordenado completo, aplicado ao corpo dos
ndmeros reais, cuja existéncia é assegurada pelo axioma anterior.

Axiomas de corpo  Consideremos o conjunto R munido de duas operagcées, a adicdo

4+ :R xR — R e a multiplicagdo - : R x R — R, verificando as propriedades seguintes:
Al Vz,yeR rt+y=y+zx comutatividade da adicdo;
A2 Vz,y,zeR  z+(y+z2)=(x+y) +=z associatividade da adi¢do;
A3 J0eRVxz eR O+z==z existéncia de zero, elemento neutro da adicio;
Ad VzcRdyeR z+y=20 existéncia de simétrico;
A5 Vz,yeR T Y=y-x comutatividade da multiplicagcdo;
Ab Vz,y,zeR x-(y-z)=(x-y)- 2 associatividade da multiplicagc3o;

A7 31 € R\ {0} Vz € R\ {0} l-z==x existéncia de elemento neutro da
multiplicagdo, designado elemento um;

A8 Vz e R\ {0} dJyeR r-y=1 existéncia de inverso;

Ad Vz,yzeR z-(y+z)=xz-y+zx-z distributividade da multiplicacdo
relativamente a adicao.

Estes axiomas conferem a (R, +,-) uma estrutura que se designa de corpo.

Nota 1.13 No axioma A3 define-se como elemento neutro da adicdo um elemento, de-
notado por 0, tal que Vr € R 0 +x = x. Naturalmente que da comutatividade da
adicdo, garantida pelo axioma Al, resulta que 0 é elemento neutro da adicdo se e sé se
VreR O+z=2+0==x.

De forma analoga se conclui que:



1 é elemento neutro da multiplicacdo se e sé se Vz e R\{0} 1-z=z-1=uz
y € simétricodex seesése xz+y=y+x=0;

yéinversodex A0 seesése xz-y=y-x=1. ]

Proposicdo 1.14

1. O zero, elemento neutro da adicdo, € tnico.
2. O simétrico de um elemento € tnico.
3. A adigdo verifica a lei do corte, istoé, x+z=y+z=x=y.
4. O zero, elemento neutro da adicdo, é elemento absorvente da multiplicacdo, isto &,
O-z=2-0=0,Vx eR.
5. O um, elemento neutro da multiplicacdo, € tinico.
6. O inverso de um elemento (diferente de zero) € dnico.
7. A multiplicacdo verifica a lei do corte, isto é, (x-z=y-zez#0) = x=y.
Demonstracao:
1. Suponhamos que 6 € R é também elemento neutro da adigdo. Tem-se entdo que:
0+ 60 =0, porque 0 é elemento neutro;
0+ 6 = 0, porque 6 é elemento neutro.
Concluimos assim que 6 = 0, donde resulta a unicidade do elemento neutro da adic3o.
2. Dados z, y, z € R, pela associatividade da adicdo tem-se (z +z)+y =z + (z + y).
Se z e y sdo simétricos de x entdo, da identidade anterior, resulta 04+y = z+ 0 logo,
pela definicdo de elemento neutro da adicdo, y = z. Conclui-se assim a unicidade do
simétrico.
3. Basta somar o simétrico de z a ambos os membros da igualdade =+ 2z =1y -+ z,

usar a associatividade e as definicdes de simétrico e de elemento neutro da adic3o.



4. Usando A3 e A9 tem-se que 0-2=(04+0)-2=0-240-x; usando a lei do corte

da adicao tem-se 0.z = 0.
As proposicGes 5. e 6. demonstram-se de forma andloga ao caso aditivo.

7. Se z # 0, multiplicando a direita ambos os membros da igualdade = - z = y - z por
2~ 1 obtém-se, usando a associatividade da multiplicacdo, as definicdes de inverso e
de elemento neutro da multiplicacdo, x = y. Como zero € o elemento absorvente da
multiplicac3o, conclui-se que a implicacdo n3o se verifica no caso em que z = 0. [

Uma vez provadas a unicidade do simétrico e do inverso, o simétrico de um elemento
x costuma-se representar por —z e o inverso de um elemento n3o nulo y por y 1.

S3o imediatas as propriedades

1. vz eR — (—z) ==;

A adic3o definida em R e o facto de todos os nlimeros reais terem um e um sé simétrico,
permitem definir uma nova operagdao em R, a subtraccao, da seguinte forma: dados dois
nimeros reais x e y, define-se x — y e chama-se a diferenca entre z e y a soma de x com
—y.

A custa da multiplicacdo e da existéncia e unicidade de inverso para todo o nimero real
diferente de zero, define-se a divisdo: dados z € R e y € R\ {0}, define-se quociente de
X por y e representa-se por % o produto de z por y L.

Salienta-se ainda, relativamente a multiplicagdo, que é vulgar omitir o sinal de multi-
plicagdo, representando-se por zy o produto de x por y.

Note-se que a estrutura de corpo ndo caracteriza o conjunto dos nimeros reais, isto é,
existem outros corpos para além do corpo dos reais. Dai a necessidade de exigir um pouco
mais, em particular, de introduzir no corpo dos nlimeros reais uma estrutura que permitird

ordenar os seus elementos. Fa-lo-emos da forma que passamos a descrever.

Axiomas de ordem Existe um subconjunto de R, que representamos por R™, e que

designamos como conjunto dos niimeros positivos, que verifica 0os axiomas seguintes:



A10 Vz,y e Rt r+y€RY e z-yeRT a soma e o produto de dois niimeros

positivos € um nimero positivo;
All VYV € R, verifica-se uma e uma sé das situacées seguintes:

r=0, xR, —z R propriedade tricotémica.

O conjunto dos nimeros reais estd agora munido de uma estrutura de corpo ordenado.

Nota 1.15 Definindo R~ = {—x: x € R"}, a tricotomia garantida pelo axioma All €
equivalente a dizer que R € a unido disjunta de R=, {0} e R™. u

Definicao 1.16 Dados x e y em R, diz-se que  é menor do que y e escreve-se x < y
sey—x € RT.
Define-se também a relacdo menor ou igual, <, da forma natural:

z <y se r=1y ou z<u.

Nota 1.17 A razio porque atribuimos aos axiomas A10 e A1l a designacdo de “axiomas
de ordem” tem a ver com o facto destes axiomas conferirem propriedades a relacdo < que

a tornam numa relacdo de ordem?. ]

Definicao 1.18 A partir das relacées < e < definem-se as relacbes maior, >, e maior ou

igual, >, do modo seguinte:
x>y seesése y<x;

x>y seesése y<u.

Exemplo 1.19 Apresentamos, como exemplo, algumas propriedades resultantes do facto

de R ser um corpo ordenado:

1. Vz,yeR r(—y) = (—2)y = —(vy),

2 Chama-se relacio de ordem a uma relaco bindria reflexiva, anti-simétrica e transitiva; na unidade
curricular de Tépicos de Matemdtica sera clarificado o significado destes conceitos.



2. VzxeR 2?2 = (—x)%;

3. se x < y entdo, para todo o z € R, tem-se x + z < y + z (monotonia da adicdo);

4. se x < y entdo, para todo o z > 0, tem-se xz < yz. Se, no entanto, for z < 0,
entdo xz > yz (monotonia da multiplicagdo);

5. 2#40=22>0;

6. 1 e RT.

Demonstracao:

1. Usando o facto de zero ser elemento absorvente da multiplicacdo, a definicdo de
simétrico e a distributividade da multiplicacdo relativamente a adicdo tem-se
0=2-0=2(y—y) =2y + x(—y). Conclui-se assim que z (—y) é o simétrico
de zy, isto é, —(xy) = x (—y). Para mostrar que —(zy) = (—x)y basta trocar x
com y na identidade demonstrada.

2. Tomando y = —x na primeira identidade do ponto anterior tem-se

2 2
w” =x(—(-2)) = (-z) (-2) = (-

3. Sex <y, entdoy —x € R", donde (y+2) — (v +2) =y —x € RT, o que significa
que z +z <y + 2.

4. Sex<yez>0,entioy—x € Rt e 2 € R, logo o seu produto é um elemento
de R*. Entdo (y — x)z = yz — xz € R, o que significa que 7z < yz.

Se, por outro lado, z < ye z < 0, entdioy—z € RT e —2 € R™, logo o seu produto é
um elemento de R*. Como (y —z)(—2) = 2z —yz € RY, isto significa que yz < z2
que € 0 mesmo que Tz > Y.

5. Como z # 0, ou z € RT ou —z € RT. Se z € Rt, 22 € RT logo 2> > 0. Se
—z € RT, (—2)? = 22 € RT logo 22 > 0.

6. Basta observar que 1 =1-1 e usar a alinea anterior. ]



A relacdo de ordem definida em R permite-nos introduzir as nogdes de majorante,

minorante, supremo e infimo de um subconjunto de R.

Definicao 1.20 Sejam X C R ea € R. Diz-se que a é
e majorante de X se Vzxe X z<a;
e minorante de X se Vze X a<x;
e maximo de X se a é majorante de X e a € X. Representa-se a = max X;

e minimo de X se a é minorante de X e a € X. Representa-se a = min X.

Nota 1.21 Observe-se que, se a é majorante de X, qualquer elemento maior do que a €
também majorante de X. Analogamente, se a € minorante de X, qualquer elemento menor

do que a é minorante de X. m

Definicao 1.22 Um conjunto X C R diz-se majorado ou limitado superiormente, res-
pectivamente minorado ou limitado inferiormente, se possui algum majorante, respecti-

vamente minorante. Se X é simultaneamente majorado e minorado diz-se limitado.

Definicao 1.23 Seja X um subconjunto de R. Um elemento a € R diz-se supremo de

X e representa-se a = sup X, se verifica as duas condi¢des seguintes:
1.VxeX xz<a (aé majorante de X);

2. sebeR étal que Ve e X, v <b, entdo a<b (a é o menor dos majorantes).

Definicao 1.24 Seja X um subconjunto de R. Um elemento a € R diz-se infimo de X

e representa-se a = inf X, se verifica as duas condicées seguintes:
1.VzeX a<z (aé minorante de X);

2. sebeR étalque Yex e X, b<uz, entio b<a (a é o maior dos minorantes).

Exemplo 1.25 Consideremos o conjunto X = {x € R : 0 <z < 3}.
O conjunto X € limitado, visto que 0 € minorante e 3 é majorante de X. Sendo 0 um

minorante de X e pertencendo ao conjunto X, conclui-se que O é minimo de X. O facto
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de 0 pertencer a X permite concluir que nenhum nidmero real positivo € minorante de X,
logo 0 € o maior dos minorantes, ou seja, 0 € infimo de X.
E simples verificar que qualquer nimero real menor do que 3 ndo é majorante de X :

com efeito, se x < 0, entdo x ndo é majorante de X porque 1 é um elemento de X maior

do que x; se 0 < x < 3, como = < ?’JFT’” < 3, conclui-se que 3+Tx é um elemento de X

maior do que x.
Tem-se entdo que 3 = sup X e X ndo tem maximo (decorre do que foi dito atrds que

nenhum elemento de X € majorante de X ). ]

Nota 1.26 Dado X C R, representamos por —X o conjunto dos simétricos dos elementos
de X, isto é, — X ={—z:x € X}. u

Apresentam-se de seguida algumas consequéncias das definicGes anteriores.

Proposicao 1.27
1. O supremo e o infimo de um conjunto, quando existem, sio tnicos.

2. Seb e R étal que b < sup X, respectivamente b > inf X, entdo existe x € X tal
que b < x, respectivamente b > x.

3. Um conjunto X C R, majorado, respectivamente minorado, tem maximo, respecti-
vamente minimo, se e sé se sup X € X, respectivamente inf X € X.

4. Se X C R € majorado, respectivamente minorado, entdo —X € minorado, respecti-

vamente majorado.
5. Se X C R admite supremo, entdo —X possui infimo e inf(—X) = —sup X.

6. Se X C R admite infimo, entdo —X possui supremo e sup(—X) = —inf X.

Demonstracao:
1. Admitindo que a = sup X e b = sup X tem-se:

e b é majorante de X logo, como a é supremo de X, verifica-se a relacdo a < b;

e ¢ é majorante de X logo, como b é supremo de X, verifica-se a relacdo b < a.
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Mas entdo a = b, donde se conclui a unicidade do supremo.

De forma andloga se conclui a unicidade do infimo.
2. Se b < sup X, entdo b ndo é majorante de X, logo existe z € X tal que b < .

3. =
Se @ = max X, entdo a é majorante de X e qualquer niimero real menor do que «a
nao é majorante de X, porque a € X. Entdo a = sup X.
—
Se a = sup X (em particular a é majorante de X) e a € X entdo a = max X.

4. Suponhamos que X é majorado e seja a um majorante de X. Tem-se entdo z < q,
Vz € X; pela monotonia da multiplicacdo concluimos que —z > —a, Vx € X, logo

—a € minorante de —X, donde se conclui que —X é minorado.

5. Se a = sup X ent3o, pela alinea anterior, —a é minorante de —X. Seja b > —a.
Entdo —b < a. Como a = sup X, existe x € X tal que —b < x, ou seja, b > —ux;
como —x € —X concluimos que b ndo é minorante de —X, logo —a é o maior dos

minorantes de —X, isto é, —a = inf(—X).

6. Usar o mesmo raciocinio da alinea anterior. OJ

Retomando os axiomas de corpo ordenado e completo, estamos agora em condi¢des de

definir o axioma do supremo.

Axioma do supremo ou da completude

A12 Todo o subconjunto ndo vazio e majorado de R tem supremo.

Proposicdao 1.28 Todo o subconjunto ndo vazio e minorado de R tem infimo.

Demonstracdo: Se X C R é minorado e n3o vazio entdo, pela alinea 4 da Proposicdo 1.27,
—X é majorado logo, pelo axioma Al2, —X tem supremo. Usando agora a alinea 5 da
Proposi¢cdo 1.27, e observando que —(—X) = X, concluimos que inf(X)=—sup(—X). O



Apresentados os axiomas de corpo ordenado completo, fica assim clarificado o signifi-
cado do primeiro axioma apresentado, aquele que garante a existéncia de um corpo ordenado
completo.

No entanto, como pretendiamos caracterizar o corpo dos niimeros reais, subsiste o
problema da unicidade.

Na verdade n3o podemos afirmar que existe um e um sé corpo ordenado completo.

Definindo R de forma axiomatica, a natureza dos objectos que formam o conjunto dos
nimeros reais n3o é relevante. O que importa s3o, de facto, as relagles entre esses objectos.

Nesta perspectiva, se (K, +x, ‘k, <k) representar um corpo ordenado completo, pode
provar-se que existe uma forma de identificar os elementos de R e de K que torna os dois
corpos indistinguiveis, do ponto de vista das propriedades dos corpos ordenados e completos.
Na realidade, existe uma bijeccdo f : R — Ktal que, Vz,y € R, f(z+y) = f(x)+x f(v),
flz-y)=flx) x fly) e z<y<= z<ky. Estaaplicagdo f diz-se um isomorfismo
entre R e K.

A existéncia desse isomorfismo garante que é indiferente a escolha do corpo onde se
opera.

Como exemplo, suponhamos que, dados x, y € R, se pretende determinar a soma destes

dois elementos. O resultado é o mesmo, procedendo de qualquer uma das seguintes formas:
e usar a adicdo definida em R, calculando = + y;

e transferir os elementos para K, determinando f(z) e f(y), calcular f(x) +x f(y) e
trazer o resultado para R, determinando f~! (f(x) +x f(y)).

A existéncia do isomorfismo diz que R e K sdo, no fundo, formados pelos mesmos
objectos, usando, eventualmente, diferentes representacles para esses objectos.

Note-se que, sempre que nos referimos ao corpo dos nimeros reais, estamos a falar
de uma estrutura algébrica formada por um conjunto, duas opera¢Bes e uma relagdo de
ordem, no entanto, representaremos por R tanto o conjunto como o corpo dos nimeros
reais. Essa simplificagio n3o compromete o rigor nem causa, em geral, confusdo, pois o
contexto se encarrega de clarificar se nos estamos a referir a estrutura algébrica ou apenas

a0 seu conjunto suporte.



1.2.1 Alguns subconjuntos de R

A opcdo de definir axiomaticamente os nlmeros reais, em alternativa a op¢do de os
construir, tem como consequéncia que perdemos conjuntos que apareciam de forma natural
se optassemos pelo método construtivo. Estamo-nos a referir aos conjuntos dos niimeros
naturais, N, dos nimeros inteiros, Z, dos nimeros racionais, Q. Vamos entdo recuperar
ou identificar os elementos de R que pertencem a cada um desses conjuntos, isto é, vamos
identificar esses conjuntos com subconjuntos de R.

Comecando pelos nimeros naturais, definimos N C R da seguinte forma:

e 1 cN;
esencNention+1eN.

Note-se que a forma recursiva como foi definido N pde em evidéncia a propriedade
fundamental dos ndmeros naturais (nimeros que estdo subjacentes ao acto da contagem)
que é o facto de cada ndmero natural ter um sucessor que é também um nimero natural.

O conjunto dos nimeros inteiros é a unido disjunta de trés conjuntos: o conjunto dos
nimeros naturais, o conjuntos dos simétricos dos nimeros naturais e o conjunto singular
contendo o zero.

Z =-N U{0} UN.

Dados m,n € Z com n # 0, mn~! = ~¢ € um ndmero real. A todos os ndmeros reais

desta forma chamamos niimeros racionais. Temos assim que
Q={2:meZ necZ\{0}}.

Nota 1.29 Qualquer niimero racional tem uma infinidade de representacées distintas, visto
queVm € Z Vn, k € Z\ {0} 2 =km u

Temos assim definidos como subconjuntos de R os conjuntos dos nlimeros naturais, dos
ndmeros inteiros e dos nimeros racionais.
Da forma como foram definidos estes conjuntos é imediato reconhecer as seguintes
inclusodes:
NCZCQCR.

Chamamos nimeros irracionais a todos os niimeros reais que n3o s3o nimeros racio-

nais e ao conjunto R\ Q chamamos o conjunto dos ndmeros irracionais.
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Desde a escola pitagdrica se sabe que v/2, a medida da hipotenusa de um tridngulo

rectangulo cujos catetos tém medida um, solucio da equacdo z? — 2 = 0, n3o é racional.

Definicao 1.30 Um ndmero real diz-se algébrico se é zero de um polinémio
P(x) = apx™ + An_12"" 1+ .-+ ap ndo identicamente nulo, com coeficientes inteiros.

Todo o niimero real que ndo € algébrico diz-se transcendente.

Nota 1.31 Qualquer niimero racional é algébrico, uma vez que, a cada representacdo desse
ndmero racional, podemos associar um polinémio do primeiro grau com coeficientes inteiros
cujo zero € o nimero racional em causa. E também imediato, pelo que foi dito atras, que
V2 é algébrico.

Os nimeros irracionais e e sdo exemplos de nimeros transcendentes. As demons-
tracbes de que 7 € irracional e e € transcendente, ndo sendo triviais, podem ser vistas, por

exemplo, em Cdlculo Infinitesimal, Michael Spivak, Editora Reverté, 1991. ]
Definicao 1.32 Dado I C R, I € um intervalo se
Va,beIVzeR a<x<b=—uxecl.

Intervalo é entdo a designacdo dada a qualquer subconjunto de R que possui a propri-
edade de conter todos os niimeros entre dois quaisquer dos seus elementos.

Dados a,b € R com a < b, usaremos as nota¢des seguintes:

[, ={zr €R: a<az<b | —oc0,b] ={z €R: z < b}
[a,b[={z€R: a<z<b} |—oco,b ={zeR: z<b}
Ja,b ={z €eR: a<z<b} [a,+oc] ={z €R: a <z}
Ja,b = {z €R: a <z < b} Ja,+oo[ = {z €R: a <z}

Refira-se que os intervalos da coluna da esquerda s3o limitados enquanto os da coluna
da direita s3o ilimitados. Os elementos a e b s3o designados extremos dos intervalos

anteriormente definidos.



Consoante um extremo pertence ou n3o ao intervalo, diz-se que esse intervalo é res-
pectivamente fechado ou aberto nesse extremo. Assim, por exemplo, dados a,b € R, com
a<b:

[a,b] é um intervalo fechado;

[a,b] é um intervalo, fechado em a e aberto em b ou fechado a esquerda;
la,b] é um intervalo, aberto em a e fechado em b ou fechado a direita;
la,b[ é um intervalo aberto.

Note-se que o préprio conjunto R é um intervalo, podendo ser representado como
] — 00, +OO[
S3o também intervalos, ditos intervalos degenerados, os conjuntos singulares e o con-

junto vazio. Assim tem-se {a} = [a,a] e 0 = ]a, al.

1.2.2 Propriedades dos numeros reais

Teorema 1.33 (propriedade arquimediana) Dados x € RT ey € R existe n € N tal
que nx > y.

Demonstracao: Suponhamos que a propriedade ndo é vilida.

Observando que, da tricotomia garantida pelo axioma de ordem All, a negacdo de “ser
maior” € “ser menor ou igual”’, estamos a supor que existem xz € RT e y € R tais que
Vn e Nnz <y.

Como x # 0, tem-se que Vn € N n < yz !

, isto é, N é um conjunto majorado em R.
Como R é completo, N tem supremo. Designando por a o supremo de N, a — 1 ndo é
majorante de N, logo existe m € N tal que a—1 < m, o que equivale a dizer que a < m+1,
o que é absurdo, visto que m+1 € Nea=supN.
O absurdo resultou da suposicdo de que a proposicdo ndo era verdadeira, o que de-
monstra a proposicao. ]



Proposicao 1.34 As proposicoes seguintes sdo equivalentes:
1. R € arquimediano;
2. N é um conjunto ndo majorado em R;
3 VaeRTIneN: 0< 1 <a.

Demonstracao: Vamos mostrar que 2 é uma consequéncia de 1, 3 é uma consequéncia de

2 e que 1 é uma consequéncia de 3.

1 = 2 Admitindo que R é arquimediano, vejamos que N n3o é majorado.

Dado a € R, a propriedade arquimediana, aplicada a 1 (que pertence a R™) e a a,
garante a existéncia de n € N tal que n - 1 > a ou seja n > a, donde se conclui que
a ndo é majorante de N. Concluimos assim que nenhum nimero real é majorante de

N, logo N n3o é majorado.

2 =3 Dado a € R, como N n3o é majorado, é nao é majorante de N, isto é, existe
n € N tal que % < n. Observando que * > 0, multiplicando ambos os membros da
dltima desigualdade por - e usando a monotonia da multiplicagdo, obtém-se % < a.

Basta observar que % > 0 para concluir que 0 < % < a.
3=1 Sejamz € R ey € R. Se:

y <0entdo, Vn eN, y <0 < nzx;
y > 0 entdo % € RT, logo dn € N tal que 0 < % < % Como ny > 0, usando

a monotonia da multiplicagdo, tem-se 0 < y < nzx.

Concluimos assim que R é arquimediano. O

Nota 1.35

Dado a € R, o nimero 3 da proposicio anterior garante a existéncia de um niimero
racional entre zero e a.

Decorre também da proposicio anterior que 0 = inf {1 : n € N}. u

Recordemos agora a nogdo de valor absoluto ou médulo de um nimero real.



Definicao 1.36 Dado = € R,

x| representa o valor absoluto ou médulo de z, definido
r sex >0,

da seguinte forma: |x| =
-z sex <O.

Afungdo |-|: R — R designa-se fungdo valor absoluto ou fun¢do médulo.

Nota 1.37 Sio consequéncias imediatas da definicdo de valor absoluto e da estrutura de
R que, dado = € R:

1. |z| > 0;
2. |z| = max{x, —z};

3 —lz| <0< |z

4. —|z| <z < |x|. u

Vejamos agora algumas propriedades importantes do valor absoluto e como é definido

o conceito de distancia entre dois nliimeros reais.

Proposicado 1.38 Dados x,7 € R com r > 0, sio afirmacées equivalentes:
1. —r<z<r;
2. |z| <.

Demonstracao:

—r<z<r<=[-r<zexz<r]
= [—x<rexz<r] usando a monotonia da adi¢do

x| <r usando o niimero 2 da Nota 1.37 O

Proposi¢cao 1.39 Dados x,c, 7€ R com r > 0, tem-se |t —c¢| < r se e s6 se
c—r<<z<c+r.

Demonstracao: Aplicar a Proposicdo 1.38, substituindo x por x — ¢ e usar a monotonia
da adicao. O



Nota 1.40
e As duas proposicoes anteriores continuam verdadeiras se substituirmos < por <.

e Resulta da Proposicdo 1.38 que o conjunto {x € R: |x —c| <r} € o intervalo

[c — 7, ¢+ 7], intervalo centrado em ¢ de amplitude 2r. m
Definicdo 1.41 Dados x,y € R, define-se distancia entre x e y como sendo |z — y|.

Nota 1.42 Os valores de x que verificam a inequacdo |x — c| < r sdo todos os elementos
cuja distancia a ¢ é menor ou igual a r. Na Figura 1.3 da pagina 26 apresenta-se uma

interpretacdo geométrica destas nogoes. ]

Proposicado 1.43 Dados x, y, z € R, verificam-se as relacbes seguintes:

Ljz+yl <l|z[+y

’

2. |zy| = |=|ly

’

1

3 |zl =yl < |z —y

4 |z —z| <|z—y|+|y— 2|
Demonstracao:
1. Usando o ponto 4 da Nota 1.37 tem-se:
—lz] <z < 2|

—lyl < ¥y <

—(lzl+1y]) < z+y < |z|+ |y somando ordenadamente (ver Exercicio

resolvido 1.1)

A dltima relagdo é, pela Proposicdo 1.38, equivalente a |x + y| < |z| + |y|.

2. E deixada ao cuidado do leitor.

3. Da desigualdade 1. temos que |z| = |(x — y) + y| < |z — y| + |y|, obtendo-se entdo
| =yl < |z —yl.

Trocando = com y na dltima desigualdade, obtém-se |y| — |z| < |y — z| = |z — y|

que é equivalente a —|z — y| < |z| — |y|.
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Temos entdo que —|z — y| < |z| — |y| < |z — y|, que é equivalente, pela Pro-
posicdo 1.38, a |[z| — [y|| < |z — yl.

4. Resulta da aplicagio da desigualdade 1. 3 soma (z — y) + (y — 2). 0

1.3 Algumas nocoes de cardinalidade

Nesta seccdo define-se o que se entende por conjuntos finitos e infinitos e apresentam-se
no¢des que permitem comparar a quantidade de elementos de dois conjuntos. Faz-se aqui
uma abordagem superficial, omitindo as demonstra¢des da maior parte dos resultados, uma

vez que este assunto sera alvo de estudo na unidade curricular de Tépicos de Matematica.

Conjuntos finitos e conjuntos infinitos

Dado n € N, representaremos por I, o conjunto dos nliimeros naturais desde 1 até n,
ouseja, In ={peN:p<n}.

Definicao 1.44 Um conjunto X diz-se finito quando € vazio ou quando existe, para algum
n € N, uma bijeccdo ¢ : I, — X. No primeiro caso diz-se que X tem zero elementos
enquanto que no segundo X tem mn elementos.

Um conjunto que ndo € finito diz-se infinito.

Naturalmente, para que n3o haja ambiguidade na definicdo de nidmero de elementos de
um conjunto finito, serd necessério verificar quesen,m e N, ¢ : I, — X e : I, — X
sao bijeccoes, entdao n = m.

Um resultado que também importa reter é o facto de N ser um conjunto infinito.
Definicao 1.45 Um conjunto X diz-se numeravel quando existe uma bijeccdo o : N — X.

Como exemplo de conjunto numerdvel é natural referir o préprio N.

A existéncia de uma bijeccdo entre dois conjuntos diz-nos que podemos emparelhar os
elementos dos dois conjuntos sem que sobrem elementos em qualquer deles. Parece assim
natural concluir que esses conjuntos possuem a mesma quantidade de elementos. E esta a

nocdo que apresentamos na definicdo seguinte.



Definicao 1.46 Um conjunto X diz-se equipotente a um conjunto Y se existe uma bi-
jeccdop: X — Y.

Nota 1.47

e Diz-se que dois conjuntos X e Y tém o mesmo cardinal (e representa-se card(X) =

card(Y) ou #X = #Y ) se X e Y sdo conjuntos equipotentes.

e Diz-se que card(X) < card(Y) se existe uma funcdo injectiva ¢ : X — Y ou, de

forma equivalente, se existe uma fungdo v : Y — X sobrejectiva.

e Mostra-se que se card(X) < card(Y) e card(Y) < card(X), entdo card(X) =
card(Y).

e Mostrar que card(X) < card(Y), isto € mostrar que card(X) < card(Y) e
card(X) # card(Y'), € concluir que ndo existe uma funcdo sobrejectiva ¢ : X — Y

ou que ndo existe uma fungio injectiva ¢ : Y — X. u

Introduzimos a nocdo de cardinal sem no entanto ter definido o que é o cardinal de um
conjunto!

Se dois conjuntos finitos sdo equipotentes, eles tém, por um lado, o mesmo cardinal e
por outro o mesmo nimero de elementos. Parece entdo que cardinal e nimero de elementos
de um conjunto é a mesma coisa! No entanto ndo podemos definir cardinal como o ndimero
de elementos de um conjunto, ja que este conceito se define apenas para conjuntos finitos.
Podemos contudo falar no cardinal de um qualquer conjunto. Parece aceitavel definir
cardinal de um conjunto X como aquilo que é comum a todos os conjuntos equipotentes a
X (cardinal é, de alguma forma, uma medida da quantidade de elementos de um conjunto).

Uma nocdo que é importante reter é que nem todos os conjuntos infinitos tém a mesma
quantidade de elementos; existem conjuntos infinitos com diferentes cardinais.

Uma outra observacao é que, quando se lida com cardinais, existem situacdes em que
podemos ser enganados pela nossa intuicdo. Parece natural pensar que a quantidade de
elementos de um conjunto diminui quando lhe retiramos um elemento. De facto quando se
retira um elemento a um conjunto finito n3o vazio, o seu cardinal diminui. No entanto se

efectuarmos a mesma operacdao num conjunto infinito, o cardinal n3o se altera.



Alids esta pode ser uma forma alternativa de definir conjunto infinito: um conjunto
é infinito se for equipotente a uma sua parte prépria (subconjunto diferente do préprio

conjunto).

Exemplos 1.48

e f: N — N\{1} ¢éuma bijeccdo, logo N\ {1} é numeravel.

n — n+1

e f: N — {2n: neN} éuma bijeccdo, logo o conjunto dos niimeros naturais

n +— 2n
pares é numeravel.

e f: N — Y/ € uma bijeccdo, donde se conclui que o

n (
5 sen épar

1-n (7

=" sen € impar

conjunto dos niimeros inteiros é numeravel. -

n —

Talvez menos dbvia é a afirmacdo de que Q é também um conjunto numeravel. Come-

cemos por concluir que N x N é numeravel.
Proposicao 1.49 N x N é numerdvel.

Demonstracao: A fungdo f: N — N x N éinjectiva, logo card(N) < card(NxN).
n — (n,1)
Por outro lado, a fung¢do f: NxN — N é injectiva, donde se conclui que
(n,m) +— 2"3™
card(N x N) < card(N).
Podemos entdo concluir que card(N x N) = card(N). O

Proposicdao 1.50 Se X e Y sdo conjuntos numerdveis entdo X X Y € numerdvel.

Demonstracao: A demonstracao é deixada como exercicio. ]



Proposicao 1.51 O conjunto dos nimeros racionais é numeravel.

Demonstracao: Afuncdo f: N — Q@ , designadainclusdo de Nem Q, é uma funcdo
n — n
injectiva, logo card(N) < card(Q).
A fungdo f: ZxN — @Q ¢ sobrejectiva, logo card(Q) < card(Z x N). Como

(pg) — &

Z x N é numeravel, tem-se que card(Q) < card(N).

Concluimos entdo que card(N) = card(Q), isto é, Q é numeravel. O

Apesar de até agora termos concluido que N, Z e QQ sdo todos eles conjuntos nu-
merdveis, por isso mesmo tendo todos eles 0 mesmo cardinal, mostra-se que o conjunto
dos nimeros reais é um conjunto infinito ndo numerdvel. Naturalmente que o cardinal de
R € estritamente maior que o cardinal de qualquer conjunto numeravel.

Dado um conjunto X, designamos por conjunto das partes de X e representamos
por Z(X), o conjunto cujos elementos sdo os subconjuntos de X. Tem-se entdo que
Ae P(X)seesdése AC X.

Note-se que Z(X) nunca é vazio, ja que ) € Z(X) e X € Z(X).

Exemplo 1.52 Consideremos o conjunto {a,b,c}.
Z({a,b,c}) = {0.{a}, {0}, {c}, {a, b}, {a, c},{b,c}, {a,b,c}}. n

O teorema seguinte, apresentado sem demonstracdo, dd-nos uma forma de construir

conjuntos de cardinal crescente:

Teorema 1.53 (de Cantor) Dado um conjunto X, &?(X) tem cardinal estritamente maior
que X. ]

No caso em que X é um conjunto finito, a proposicdo é simples de ser verificada ja que
se reduz a um exercicio de combinatdria.

Se X = (), conjunto com zero elementos, Z(X) = {0}. Z(X) é entdo um conjunto
singular, isto é, um conjunto com um elemento.

Se X é um conjunto com n € N elementos, entdo (X ) tem 2" elementos.
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Repare-se que, do Exemplo 1.52, podemos concluir que o conjunto das partes de um
conjunto com 3 elementos tem 23 = 8 elementos.
Para contar o numero de subconjuntos de um conjunto finito com n elementos, temos

que contar o nliimero de subconjuntos com:

0 elementos

1 elemento

|
S

2 elementos

|
~
N3
SN—

n elementos

I
e
33
~

Somando todas as parcelas, obtém-se entdo que o nimero de elementos do conjunto

n
das partes de um conjunto com n elementos é E (k) Finalmente, para concluir, basta
. - k:0
usar o binédmio de Newton:

2”:(1+1)“:zn:<:>.

k=0
Ja foi referido anteriormente que o conjunto dos nimeros reais € um conjunto cujo
cardinal é estritamente maior do que o cardinal de N. O Teorema de Cantor diz que o
conjunto das partes de N é também um conjunto com cardinal estritamente maior que o
cardinal de N. Mostra-se que R é equipotente a #(N). Saliente-se ainda o facto de R\ Q
ser equipotente a R.

1.4 Topologia da recta real

A identificacdo entre os nlimeros reais e os pontos de uma recta, designada por recta
real, permite obter uma representacdo geométrica dos niimeros reais, muito util na com-
preensdo e visualizagcdo de diversos conceitos envolvendo niimeros reais. A associagcdo que
a cada ndmero real faz corresponder um e um sé ponto da recta, permite também usar
uma linguagem geométrica, em que “ponto” passara a significar “ndmero real”, dizer que
“r < y" serd dizer que "z estd a esquerda de 3" e, dados z,y € R, |z — y| representard
a distancia do ponto = ao ponto y. Nesta representacdo, dados x,y € R, com = < ¥y, o
intervalo [z, y| serad representado pelo segmento de recta cujos extremos sdo os pontos z e

Y.



Na Figura 1.3 os pontos a e b representam nimeros reais (identificados também por a
e b) tais que a < b < 0, uma vez que a estd a esquerda de b, estando este, por sua vez, a
esquerda de zero.

O segmento de recta de extremos a e b, marcado com traco mais carregado , representa
o intervalo [a, b].

Representado esta também um ponto ¢ e o intervalo aberto centrado em ¢ e de raio
(semi-amplitude) > 0, ou seja, o intervalo Jc—r, c+r[. Este intervalo é o lugar geométrico
dos pontos da recta, cuja distdncia a ¢ é menor do que 7 ou, dito de forma equivalente, o
conjunto {x € R: |z —¢| < r}.

Il \, . /
‘ ] ' 0
a b 0 c—r c x c+r

Figura 1.3: Recta real, com vérios elementos representados.

A nocdo de espaco topoldgico serd introduzida mais tarde no curso. Consiste, essen-
cialmente, de um conjunto munido de uma estrutura que permite definir, por exemplo, as
no¢des de limite e de continuidade de funcgdes.

Se um determinado conjunto estd munido de uma funcdo que permite definir a distancia
entre dois quaisquer pontos desse conjunto, essa funcdo induz uma topologia nesse espaco.

Vamos introduzir algumas no¢des de caracter topoldgico, no contexto dos nimeros

reais.
Definicao 1.54 Dado um conjunto X C R, um pontoy € R diz-se:
e ponto interiorde X se de>0 ly—e,y+e[ C X,
e ponto aderentea X se Ve>0 Jy—e y+e[NX £
e ponto de acumulagdode X se Ve>0 (ly—e,y+e[\{y}) N X #0;
e ponto de acumulacao a direita, de X se Ve >0 ly, y+e[N X #£0;
e ponto de acumulacdo a esquerda, de X se Ve >0 ly—e, y[N X #0;

e ponto isolado de X se pertencer a X mas ndo for ponto de acumulacido de X, isto
g 3e>0 Jy—ey+e[nX={y}
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e ponto de fronteira de X se for ponto aderente a X e a R\ X, isto €,
Ve>0 Jy—e,y+efNX#0 e Jy—e,y+e[NR\X)#0.
Definicao 1.55 Seja X C R. Designa-se:
e interior de X e representa-se por Int X ou X , 0 conjunto dos ponto interiores de
X;
e aderéncia de X e representa-se por Ad X ou X, o conjunto dos pontos aderentes

aX;

e derivado de X e representa-se por X', o conjunto dos pontos de acumulacdo de X .
X' representa o conjunto dos pontos de acumulacdo a direita e X' representa o

conjunto dos pontos de acumulacido a esquerda, de X ;

o fronteira de X e representa-se por Fr X ou 0X, o conjunto dos pontos de fronteira
de X.

Exemplo 1.56 Considerando o conjunto A =[—1,1[U {2} U ([3, 4 NR\ Q), tem-se:

o

A=]-1,1[;

A= [-1,1] U{2}U[3,4];

A =1-1,1U]3, 4;

A= [-1,1[U 3, 4];

A=A UA, = [-1,1] U [3, 4],

FrA={-1,1,2} U [3, 4]. -

Na proposicdo seguinte apresentam-se algumas consequéncias das defini¢des introduzi-

das.

Proposicao 1.57 Seja X C R. Entio:

o

1. XCXCX;

2 FrX=FR\X;



3 X=XUFRrX=XUFX=X UFX= XU /{pontos isolados de X}

4 R=XUR\XUFX,
5 X' =X, UX".

Demonstracdao: Demonstraremos, a titulo de exemplo, a alinea 4. Se y € R, entdo

acontece uma das trés seguintes situagdes:

e dJe>0talquely—e,y+¢ef CX. Nestecasoye)?;

e de>0talquey—ec,y+e[ CR\X. Tem—seentéoque:cem;

eVe>0ly—c,yt+e[€Xely—e,y+e[ LR\ X, logo |y — &, y + €[ intersecta
R\ X e intersecta X, donde se conclui que y € FrX. 0

Definicao 1.58 Um subconjunto de R diz-se:
e aberto se coincidir com o seu interior;

e fechado se coincidir com a sua aderéncia.

Proposicao 1.59 Um conjunto X €é aberto se e s6 se o seu complementar, R \ X, for
fechado.

Demonstracao:

= Se X é aberto, todo o ponto de X pertence a )2 por isso ndo é aderente a R\ X.
Tem-se entdo que R\ X =R\ X, logo R\ X ¢é fechado.

<= Se R\ X é fechado, entdo dado um elemento de X ele ndo é aderente a R\ X, por
isso existe um intervalo centrado nesse ponto que n3o intersecta R\ X, isto é, estd
contido em X. Conclui-se assim que é ponto interior de X, logo )8 =X, istoé X é
aberto. ]

Exemplos 1.60

e Um intervalo aberto é um conjunto aberto.



e Um intervalo fechado é um conjunto fechado.

e N e Z sdo conjuntos fechados.

Q e R\ Q ndo sdo abertos nem fechados.

R e () sdo conjuntos simultaneamente abertos e fechados.

e A aderéncia de um conjunto é um conjunto fechado.
e O interior de um conjunto é um conjunto aberto. ]

Definicao 1.61 Dados X e Y subconjuntos de R, com X C Y, diz-se que X é denso
em Y se todo o ponto de'Y for aderente a X.

Exemplos 1.62
e Q eR\ Q sdo conjuntos densos em R.

e {™: m,neNcomm<n} édenso em [0, 1]. u

1.5 Exercicios resolvidos

Exercicio resolvido 1.1 Mostre que

a1 < b

— a1 +ay < b+ bs.
az < by
Resolucdo: Sejam aq, as, by e by tais que

algbleCLQSbg.

Usando a monotonia e a comutatividade da adi¢do, somando a2 a ambos os membros

da primeira desigualdade e b; a ambos os membros da segunda, obtém-se

a1+ as < by +ag e by +ay < by + bs.

Ent3o, pela transitividade da relacdo <, tem-se a1 + a2 < by + bo. ]



Exercicio resolvido 1.2 Seja I} 2 I D ... D I, D ... uma sequéncia encaixada de

intervalos limitados e fechados I,, = [ap,by], com a,, b, € R, a, < by, Vn € N.
Entdo (") I, é ndo vazia (Principio dos Intervalos Encaixados).

neN
Resolucao:

Para cada n € N, verifica-se que I,41 C I, isto é, an < ant1 < bpg1 < by, logo

a1§a2S...gang...gbng...§b2§b1.
Designando A = {a,, : n € N} e B = {b, : n € N}, é imediato reconhecer que
qualquer elemento de B é majorante de A e que qualquer elemento de A é minorante

de B logo, designando a = sup A e b = inf B, tem-se

a1 <ar<...<a, <...<a<b< ... <b, << by < By

Concluimos assim que [a, b] C I, Vn € N, donde [a,b] C () I,.
neN

Podemos ainda verificar que a inclusdo anterior é efectivamente uma igualdade, ou

seja, que [a,b] = () 1,. Com efeito, se x < a, entdo = ndo é majorante de A, isto é,

neN
existe aj, tal que < a,; mas entdo x ¢ [ay,b,] , logo = & () I,,; de forma andloga
neN
se mostra que se y > b entdo y & () In. ]

neN

Exercicio resolvido 1.3 Mostre que o conjunto dos nimeros reais ndo é numeravel.
Resolucao:
Seja f : N — R uma funcio.
Consideremos um intervalo ndo degenerado, [a1, b1], tal que f(1) & [a1, b1].
-

Consideremos, de seguida, um intervalo ndo degenerado, [a2,b2] C [a1,b1], tal que

f(2) & [az,bs].

Tendo definido o intervalo n3o degenerado [ay, b,|, definimos o intervalo ndo dege-
nerado, [an+1,bn+1], tal que [ap+1,bp41] C [an,bn] e f(n+ 1) & [ant1, bns1]-

Definimos assim, indutivamente, uma sequéncia de intervalos encaixados,

[a1,b1] D [a2,b2] D ... D [ap,by] 2 ...
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tal que f(n) & [an, by, Vn € N.
Entdo, por um lado f(n) € () [am,bm], ¥n € N e, por outro lado, o Principio

meN
dos Intervalos Encaixados garante que () [am,bm] # 0, logo a fungdo f é ndo
meN
sobrejectiva. Conclui-se assim que n3o existem funcdes sobrejectivas de N em R e

por isso R é ndo numeravel. u

Exercicio resolvido 1.4 Dados z,y € R, com x < y, mostre que x < L;y < y.
Resolucao:

Partindo de z < y, adicionando x a ambos os membros da desigualdade e usando a
monotonia da adi¢do, concluimos que x + x < x + y; usando a distributividade da
multiplicacdo relativamente a adi¢cdo, obtém-se que 2x < = + y; multiplicando por %
usando as definicoes de inverso e de elemento um e a monotonia da multiplicac3o,

obtém-se que = < z—;y

Para concluir que L;ry < y repetem-se os passos anteriores, adicionando y em vez de

x a ambos os membros da desigualdade inicial. ]

Exercicio resolvido 1.5 Um intervalo ndo degenerado é um conjunto infinito.

Resolucao:
Dados 2,y € R com z < y, tomando 21 = T, zg = BHY oq = 2280 o 4 =
Z"—;'y, ..., pelo exercicio anterior concluimos que = < z1 < z3 < ... < y. Obtemos

assim uma infinidade de ndmeros reais, que estdo no intervalo de extremos x e y. g

Exercicio resolvido 1.6 Dado x € R existe umeumsén € Z talquen <x <n-+ 1.
O inteiro n nas condi¢Ges anteriores é designado caracteristica de x e representa-se
n = [z].
Resolucao:

Dado = € R, a propriedade arquimediana de R garante a existéncia de kg € N tal
que ko > x.

Consideremos o conjunto K ={k € Z: z < k}.

e O conjunto K é n3o vazio, uma vez que kg € K.



e O conjunto K é minorado, pois € um minorante de K.

e O Principio da Boa Ordenacio® garante que K tem primeiro elemento, isto &,
dm e K talquem < k,Vk € K.

O nimero inteiro m verifica as desigualdades m — 1 < x < m:

e r < m visto que m € K
e m—1<xpoism—1¢ K, caso contrario m n3o seria primeiro elemento de
K.
Basta entdo tomar n =m — 1.

Até agora garantimos a existéncia mas n3o a unicidade de n. Admitamos que existiam
n,m € 7Z n < m nas condi¢cOes do exercicio, isto é, n < x <n+lem<z <
m + 1. Como n e m s3o nimeros inteiros, dizer n < m é equivalente a dizer
n+1 < m. Mas entdo tem-se [n,n + 1[N[m,m + 1[ = 0, o que é absurdo pois
x € [n,n+1[N[m,m+1[. O absurdo resultou de ter suposto existirem n e m inteiros

distintos nas condi¢Ges do exercicio, donde se conclui a unicidade. ]

Exercicio resolvido 1.7 Se x e y s3o ndmeros reais, com x < y, mostre que existe um
nimero racional r tal que z < r < y. Conclua que entre x e y existe uma infinidade

de ndmeros racionais.
Resolucao:

Sejan € Z tal que n < x < n+ 1, cuja existéncia e unicidade sdo garantidas pelo
exercicio anterior.

Sen+1 <y, basta tomar r =n + 1.
Se n + 1 > y ent3o, usando a propriedade arquimediana de R, seja m € N tal que
1
m <y—=x.
Observando a Figura 1.4 e tendo em atencdo que
. n<n+%<n+%<~-<n+%:n+l,

en<zr<y<n+l,

% O Principio da Boa Ordenacio é enunciado na unidade curricular de Tépicos de Matemética



1
[ ] R<y—.’IJ,

é simples convencermo-nos de que 3k € {1,...,m — 1} tal que z < n + % < y.

Como n + % ¢ racional, encontramos 7 nas condicGes do problema.

Figura 1.4: llustragdo do modo de encontrar um nimero racional entre dois nlimeros reais.

A demonstragdo da existéncia de k € {1,...,m — 1} tal que x < n + % < y faz-se
usando o Principio da Boa Ordenacdo, a semelhanca do exercicio anterior.

Considerando P = {p € N: x <n+ L}, tem-se que P é um subconjunto n3o vazio
(m € P) de N; seja k o primeiro elemento de P.

e ke P, Iogox<n+%;
o k—1¢P, logon+ i1 <y

o%<y—x,|ogox<n+%:n+% L<zt+lcat(y—n)=y.

1 1

m — m
Concluimos assim que podemos tomar r =n + % € Q.
Mostrdmos que dados z,y € R, com = < y, existe um nlmero racional, digamos
r1, tal que * < r; < y. Este resultado garante a existéncia de o € Q tal que

r1 < ro < y. Aplicando recursivamente este raciocinio obtemos uma infinidade

numeravel de racionais taisque x <71y <719 < ... <. ]

Exercicio resolvido 1.8 Se z e y s3o nldmeros reais, com x < y mostre que existe um
nimero irracional z tal que x < z < y. Conclua que entre x e y existe uma infinidade

de ndmeros irracionais.

Resolucao: Tal como no exercicio anterior, sejan € Z tal que n <z <n+1. Como
1<+2, temosquen§x<n+1<n+\/§

Se n 4+ V2 < y, basta tomar z = n + /2.

Se n + /2 > y ent3o, usando a propriedade arquimediana de R, seja m € N tal que
g <y—x



Tendo presente que:

on<n+§<n+%‘/§<~-<n+%‘/§:n+\/§,

on<x<y<n+\/§,
V2

[ ] W<y—$,

concluimos que 3k € {1,...,m — 1} tal que z < n + %\/ﬁ < y. Como n + %@ é
irracional, encontramos z nas condicoes do problema.

Aplique o raciocinio usado no exercicio anterior para concluir que existe uma infinidade

de nimeros irracionais entre x e y. ]

Exercicio resolvido 1.9 Se X é um conjunto finito, entio X = FrX = X e X = 0.
Resolucao:

O conjunto X, sendo finito, ndo contém nenhum intervalo, caso contrario, pelo

Exercicio resolvido 1.5, seria um conjunto infinito.
Concluimos assim que X = () e que FrX D X

Sejay € R\ X. O conjunto {|z —y|: z € X} é um subconjunto finito de R™, logo
tomando € = min{|z — y| : © € X}, tem-se que £ > 0.

Como |y — g,y + e[ NX =0, concluimos que X = X e que FrX C X.
ComoFrxD X eFrXCJX,entioFrX=X. u

1.6 Exercicios propostos

Exercicio 1.1 Em cada uma das alineas seguintes, apresente um exemplo, ou justifique

que nao existe:

2

. S 1 :
a) um ndmero irracional entre 155 € 155

b) um ndmero racional, estritamente positivo, menor do que qualquer irracional

positivo;
¢) o maior nimero racional menor do que 1;

d) um conjunto numerdvel de ndmeros irracionais;
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e) uma fungdo injectiva mas ndo sobrejectiva de Z em N;

f) dois conjuntos, X e Y, ambos numerdveis, tais que X C N, Y C N\ X e
N\ (X UY) é infinito;

g) dois conjuntos equipotentes, ndo vazios, X e Y, tais que Y é subconjunto

proprio de X;
h) um conjunto numerdvel X C ]0,1[;

i) uma fungdo f : [0, 1] — Q injectiva.
Exercicio 1.2 Mostre que:

a) r,yeQ = xz+yeQ;
r,Yy€Q = zyeQ;
re€Q,ueR\Q = z+yeR\Q;

)
)
)
) z€Q\{0},yeR\Q = zyeR\Q;
)
)

o o

(o}

z,y e R\Q == z+yeR\Q
r,ycR\Q &= =xycR\Q

¢

—h

Exercicio 1.3 Diga, justificando, se sdo verdadeiras ou falsas as proposicbes que se se-

guem:

a) se X é um subconjunto infinito de Y, entdo Y é ndo numerdvel;

b) NC X C Q= X é numerdvel;

c) se X e Y s3o conjuntos equipotentes e se f: X — Y € injectiva, entdo f é
também sobrejectiva;

d) se f: X — Y é sobrejectiva e Y € infinito ndo numerdvel, entdo X é infinito
n3ao numeravel;

e) se A,BCR, Bfinitoe f: B— A é uma fungdo com inversa a esquerda (isto

é, existe g : A — B tal que go f = Idp) entdo A é finito.

Exercicio 1.4 Dado um conjunto finito X, mostre que uma fungdo f : X — X éinjectiva

se e sO se é sobrejectiva.



Exercicio 1.5 Defina uma fungdo sobrejectiva f : N — N tal que, Vn € N f=1({n}) é

infinito.

Exercicio 1.6 Seja P = {p € N : p é primo} e seja ¢ : P — N uma fungdo bijectiva.
Em cada uma das alineas apresente um exemplo de uma fun¢do nessas condi¢Ges, ou

justifique que n3o existe:

a) injectiva mas n3o sobrejectiva, de N em P;

=3

injectiva mas nao sobrejectiva, de P em N;

)
)
) bijectiva, de N em —N U P;
)
)

o

(oW

bijectiva, de P em S = {p € P : p é impar};

e) bijectiva, de R\ Q em P.

Exercicio 1.7

a) Seja X um conjunto infinito e Y um conjunto numeradvel. Mostre que X é
equipotente a X UY.

b) Conclua, usando a alinea anterior, que R\ Q e R tém o mesmo cardinal.

Exercicio 1.8 Verifique se os seguintes subconjuntos de R sdo majorados, minorados,

limitados. Indique ainda se tém supremo, infimo, maximo ou minimo:

a) {xeR:|z—3|=|2z|}; e) ] —o00,2;
b) {J:GR:#_;H>§}; f) {1:neN}

c) {xER\Q:xSQ ]x2—1‘<x_|_5}; g) JL2INR\Q;

d) {zeR:|z—5<|z+1]} h) J1,2InQ.

Exercicio 1.9 Seja f: R — R tal que f(z) = 2%, Vo € R. Determine:
a) sup f([-1,1[);

b) inf f([-1,1]);
c) o conjunto dos majorantes de f([3,7[NQ);



d) um conjunto A tal que f(A) ndo seja majorado;

e) o conjunto dos minorantes de f(R).

Exercicio 1.10 Diga, justificando, se a afirmac3o seguinte é verdadeira:

Se A é um subconjunto n3o vazio de R, minorado e aberto, ent3o o infimo de A n3o

pertence a A.

Exercicio 1.11 Mostre que os seguintes niimeros reais sdo algébricos:

a) 0L
79
b) V3 + V2

¢) V1- 221,
d) \/3+\/3+\/3+\/§.

Exercicio 1.12 Sabendo que e é um ndmero transcendente, mostre que e?> também é

transcendente.

Exercicio 1.13 Seja A = (]0,2[\{1}) U {3} U ([4,5] N Q).

a) Mostre que A, A, ;1 A, A A e A s3o todos diferentes.

o
_°

b) Mostre que A =4 eque A = A.

Exercicio 1.14 Verifique se Z ou Q sdo subconjuntos abertos R. Verifique também se s3o

subconjuntos fechados de R.

Exercicio 1.15 Diga se s3o verdadeiras ou falsas as seguintes afirmag¢des, justificando:

a) dado um conjunto A, se A’ C Q, entdo A C Q;

o

o
se A é um subconjunto numerdvel de R entdo A é vazio;

¢}

se AC R éabertoeac A, entdo A\ {a} é aberto.

o,

) se A é um subconjunto numerdvel de R entdo A é numerdvel;

Exercicio 1.16 Mostre que Q e R\ Q sdo subconjuntos densos de R.
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Exercicio 1.17 Diga se existem subconjuntos A de R tais que:

a) A=ReFr(4)=0,1]; f) Fr(A)=[0,+o0f;

b) A=[0,1] e Fr(A) = 0; g) Fr(A) =0, +oo[;

¢) A=1[0,1] e Fr(A) C]0,1[; h) Fr(A) = {0,1} (quantos?);
d) Fr(A) =0, (quantos?); i) Fr(4) = [ 1];

¢) Fr(A) = {0} (quantos?); j) Fr(A) =

Exercicio 1.18 Dé exemplo, justificando, ou mostre porque ndo existe:

a) um subconjunto de R com um dnico ponto de acumulago;
b) um subconjunto de R cujo conjunto de pontos de acumulagdo seja N;

c) um subconjunto limitado de R cujo infimo pertenga ao seu interior.



2. SucessoOes e séries

N&o se preocupe com as suas
dificuldades na matematica;
garanto-lhe que as minhas sdo maiores.

(Albert Einstein)

Neste capitulo vamos fazer o estudo de sucessoes e séries numéricas.

No Capitulo 1, R foi apresentado aos alunos como um corpo, ordenado e completo,
significando completo que todo o subconjunto majorado de R tem supremo. Os alunos
verdo mais tarde que, num espago métrico, isto é, num conjunto munido de uma distancia,
se pode definir uma nocio de completude. Mais concretamente, um espaco métrico diz-se
completo se toda a sucessdo de Cauchy for convergente (os conceitos de sucessdo de Cauchy
e sucessdo convergente serdo introduzidos neste capitulo de maneira rigorosa). Para além
de outros resultados, vamos mostrar que o axioma do supremo tem como consequéncia que
R é completo no sentido “topoldgico” , tomando para distancia entre os pontos = e y o
médulo de x — y.

Os alunos n3o conhecem ainda o conceito de série, que corresponde a formalizac3o
do significado de soma de uma infinidade de parcelas. Frequentemente n3o conseguimos
calcular a soma de uma série, mas podemos saber se essa soma existe ou ndo. Serdo apre-
sentados vérios “critérios” de convergéncia de séries. Serad enunciado, sem demonstracdo, o
Teorema de Riemann, que nos diz que, se uma série é convergente mas n3o absolutamente
convergente, podemos, reordenando convenientemente os seus termos, obter um qualquer

valor para a soma da série que resulta da reordenacao.



2.1 Sucessoes

No capitulo anterior introduzimos o conjunto dos nlimeros naturais através da soma
sucessiva do elemento 1. Aprendemos a reconhecer subconjuntos infinitos de N ou a identi-
ficar subconjuntos de R equipotentes a N. Queremos agora trabalhar com fun¢Ges especiais,
as funcdes de N em R, func¢des reais de varidvel natural, usualmente referidas por sucessées

reais.

Definicao 2.1 Uma fungcdo a : N — R diz-se uma sucessao real. A regra de corres-
pondéncia n — a(n) chamamos termo geral da sucessao e ao elemento a(n) chamamos

termo de ordem n.

Exemplo 2.2 DadoA€ R, a: N — R éuma sucessdo, dita a sucessao constante

n o — A\

igual a \. ]

Nota 2.3

1. A particularidade que N tem de ser um conjunto numeravel e bem ordenado permite-
-nos adoptar notacdes proprias para designar uma sucessdo. Assim, dada uma su-
cessdo a : N — R, denotando a(n) por a,, representamos a sucessio de uma das

seguintes formas:

(] (al,ag,...,an,...)

o (an),cn

° (an)n simplesmente, se dai ndo advier confusao.

2. Utilizando as notagdes acima, o termo geral da sucessio € a,,, n € N, e o seu n-ésimo
termo, ou termo de ordem n, € a,,. E frequente utilizar-se a mesma notacdo para o

termo geral de uma sucessdo e o seu termo de ordem n.

3. Dada uma sucessdo, o seu contradominio designa-se por conjunto dos termos da

sucessao.



Dizemos que uma sucessao é definida por recorréncia se o termo de ordem n da
sucessdo for definido a custa de alguns dos n — 1 termos anteriores. Note-se que, pelo 22

Principio de Indu¢cdo Matematica, este processo define completamente a sucessao.

Exemplo 2.4 Considere a seguinte sucessio definida por recorréncia:

a1:1,
{ ap =1+ ap_1, Vn e N\ {1}.
Note-se que a1 =1, as = vV1+1=v2 a3 =V1+ V2, as =1+ V1+V2, ....

|
Definamos agora algumas operagdes com sucessoes:
Definicdo 2.5 Dadas duas sucessbes (an), _ € (bn), o € dado A € R, define-se:
(@n) e + (bn) eny = (@n +bn) e
)‘(an)neN - ()‘a”)neN
(a")neN' (bn)neN - (a"b")neN
Exemplo 2.6
(2n), + (n?+1), = @n+n?+1), = (n+1)°) . -

Antes de prosseguirmos com o estudo das sucessdes, vamos apresentar algumas de-

finicOes.
Definicdo 2.7 Uma sucessdo (ay ), diz-se:

e estritamente crescente (respectivamente crescente) se

VneN a, < apt1 (respectivamente a, < apy1);
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e estritamente decrescente (respectivamente decrescente) se

Vn €N apy1 < ay (respectivamente api1 < ap);

e estritamente monétona (respectivamente monétona) se for estritamente crescente

ou estritamente decrescente (respectivamente, crescente ou decrescente);
e majorada (respectivamente minorada, limitada) se

{an : n € N} for um conjunto majorado (respectivamente minorado, limitado).

Nota 2.8 As nocées de sucessdo majorada, minorada e limitada, definidas a custa do

conjunto dos termos da sucessdo, sdo equivalentes as definicbes seguintes:
e (ay), € majorada se e s6 se dMeRVneN ap < M;
e (ay), € minorada se e sé se dIMeRVneN an > M;
e (ap)n € limitada se e s6 se dM >0VneN lan| < M. -

1

Exemplo 2.9 A sucessdo (n

)n € estritamente decrescente e limitada.

A sucess3o é estritamente decrescente pois, dado n € N, como n + 1 > n, entdo
1 1
n+1 < n-
A sucessdo € limitada visto que Vn e N 0 < % <1 u

Exemplo 2.10 A sucessio (1 + (—1)"), ndo é mondtona mas € limitada.

Chamando a, =1+ (—=1)", n € N, temos que a3 =0 < ag =2 e ay =2 > ag =0,
concluindo-se que a sucessdo n3o é mondtona.
ComoVneN 0<a, <2 (a,), ¢é limitada. u

Definicdo 2.11 Uma sucessao (z,,),, diz-se enquadrada pelas sucessées (ay,)n € (by)n se

VneN an < T, < by ou VneN bn <z < ay.

Exemplo 2.12 A sucessio (%)n estd enquadrada pela sucessdo constante igual a zero e

pela sucessdo constante igual a 1. u



2.1.1 Convergéncia de sucessoes

Intuitivamente, dizer que um nlmero real é o limite de uma sucessdo, é dizer que os
termos da sucessdo se vao, num certo sentido, aproximando desse valor. Nao significa isso
que, quando se passa dum termo para o seguinte, este esteja mais préximo do limite que
o anterior; significa apenas que os termos da sucessdo, a partir de uma certa ordem, estio
t3o préximos do limite quanto se pretenda. E esta nocdo que é apresentada na definicdo
seguinte.

Definicao 2.13 Dado a € R, diz-se que uma sucessao (a, ), € convergente para a, que
tende para a ou que tem limite a, se

Ve>0dpeNVn>p lan, —a| < e.

Escreve-se (an), —— a, ap, —— a ou lima, = a.
n n n

Y
O T
i ®ap+1
aT i
o
*ap "

a—gt----------1F" oo e

Figura 2.1: Interpretacdo geométrica do limite de uma sucess3o.

Nota 2.14 Observe-se que qualquer uma das proposicSes seguintes € equivalente a de-

finicdo de convergéncia apresentada:
e Ve>0dpeNVn>p lan, —al <eg;
eVe>0dpeNVn>p lan, —al < ¢g;

e Ve>0dpeNVn>p lan —a| <e.
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Observe-se ainda que, dado € > 0,

lanp —al <e <= an €la—¢, a+¢l
Entdo, uma sucessio (ay, ), converge para a se e s6 se, fora de qualquer intervalo Ja—e, a+¢],
com e > 0, existe, quando muito, um nidmero finito de termos da sucessio (an)p. ]

1

Exemplo 2.15 A sucessdo (+

)n converge para zero.

Fixe-se € > 0. Queremos encontrar um p € N tal que

1
n>p:>‘—0’<5. (2.1)
n
Observemos que:
1 1 1.
e VneN [5-0=[3=3
° an:%ﬁ%.

Das observacdes anteriores decorre que, se escolhermos p € N tal que % < g, provamos
o que pretendemos. Tomemos entdo p = [é] + 1, em que [z] significa o maior inteiro
menor ou igual a z, normalmente designado por parte inteira ou caracteristica de = (ver
Exercicio resolvido 1.6).

Note-se que a escolha de p ndo é dnica. Se a implicagdo (2.1) é verificada para uma
certa escolha de p, ela é também verificada para uma qualquer escolha superior a p.

A escolha efectuada neste exemplo é, para cada ¢, a menor possivel. ]

Definicdo 2.16 Uma sucessio (ay,), diz-se convergente se existir um nimero real a tal

que lim a,, = a. Uma sucessdo que ndo é convergente diz-se divergente.
n
Teorema 2.17 Uma sucessdo ndo pode convergir para dois limites diferentes.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que existe uma sucessdo (ay,),, com dois limites

diferentes a e b, sendo a < b. Seja € = I’_T“

Pelo facto do limite da sucessdo (ay,), ser a, temos que

dpr e NVn>p ap € la—e,a+¢|.
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Como, por outro lado, o limite de (ay,), € b, verifica-se que
dps € NVn > po ap €1b—e,b+¢l.

Entdo, se n > max{p1, p2}, an € Ja—e,a+ec[N]b—e,b+¢], o que é absurdo, uma
vez que Ja—e,a+e[N]b—e,b+e[= 0. O absurdo resultou de termos suposto que a
sucessdo (ay )y tinha dois limites diferentes. O

Proposicao 2.18 Toda a sucessdo convergente € limitada.

Demonstracao: Seja (ay,), uma sucessdo convergente e a = lim a,,.
n

Para € = 1 existe uma ordem p tal que
n>p=a,€la—1,a+1[.

Considerando o conjunto finito A = {a1,..., ap,a — 1, a + 1}, tomando m = min A e

M = max A, verifica-se que
m<a, <M, VneN,

logo (an)n € limitada. O

Proposicao 2.19 Sejam (ay,),, uma sucessdo convergente para zero e (by,), uma sucessio
limitada. Entdo (anbn)n € uma sucessdo convergente para zero.

Demonstracao: Como (by,), € uma sucessdo limitada,
dM >0VneN |bn| < M.

Como a,, —— 0, fixado € > 0,
n

€
dpeNVn>p |an\<M.
Ent3o
€
n>p= lapby| < Mlay| <MM = ¢,
donde se conclui que a,b, —— 0. ]

n



Proposicao 2.20 Sejam (a, ), e (by)n duas sucessGes convergentes respectivamente para
a e para b. Ent3o:

1. (an +bn), € uma sucessio convergente para a + b;
2. (anbn), € uma sucessdo convergente para ab,

3. se b, # 0 para todon € N e b # 0, entdo (‘g—;‘)n € uma sucessido convergente para
a

z.
Demonstracao:

1. Dado ¢ > 0, como lima,, = a e limb, = b, tem-se que
n n

dpr e NVn > pg lan —al < §

dps e NVn > ps bn — b < 5.
Tomando p = max{pi, p2}, tem-se entdo que

e €
Vn>p \an—i-bn—(a—i-b)\S\an—a\+\bn—b|<§+§:5,

donde se conclui que lim(a,, + b,) = a + b.
n

2. Observando que
anby, — ab = apby, — apb + apb — ab = a, (b, — b) + (an — a)b, (2.2)

como (ay)n € uma sucessao limitada (Proposi¢cdo 2.18) e, pelo ponto 1, lim(b,, — b) = 0,
usando a Proposi¢cdo 2.19, concluimos que lim a,, (b, — b) = 0. De forn?a andloga se
conclui que lim(a,, —a)b=0. Recorrendonde novo ao ponto 1 desta proposicio

e a (2.2), obtém-se que lim(apb, — ab) = lim a, (b, — b) + lim(a, — a)b =0, logo
li}ln anb, = ab. " ! "

3. Comegando por escrever

Q

n

an ba, —ab, 1
bn

a
S, = (bap, —aby)—
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apn _ a
im 2 = 7. U

Proposicao 2.21 Se (a,), € uma sucessio convergente para a > 0, entdo existe uma

ordem, a partir da qual, todos os termos da sucessdo sdo positivos.
Demonstracao: Como a,, —— a, para € = a > 0, existe p € N tal que
n
n>p=a,€la—¢ a+el

Observando que Ja — ¢, a + €[ = ]0, 2a[ concluimos que a,, > 0, para n > p. O

Corolario 2.22 Sejam (ay,), € (by)n Sucessées convergentes. Se existe ng € N tal que
an < by paran > ng, entdo lima, < limb,.
n n

Demonstracgao: Considerando a sucessdo (a,, — by, ), se supusermos que lim a,, — lim b,, > 0,
pela proposicdo anterior concluimos que os termos da sucessdo (a, — bn)z sao pos?tivos a
partir de uma certa ordem, o que contraria a hipdtese de que a,, < b,, a partir da ordem
no. O

Nota 2.23 Observe-se que, se (an)n € (byn)n sdo sucessbes convergentes tais que, para

n > ng se tem a, < by,, sé podemos garantir que lim a,, < lim b,,. ]
n n

Exemplo 2.24 Dado n € N, defina-se a,, = 1 — % e b, =1. E evidente que a, < by,

qualquer que seja n € N e, no entanto, lima,, = lim b,,. ]
n n

Teorema 2.25 Sejam (ay), e (by)n duas sucessdes convergentes para ¢ € R. Seja (cn)n

uma sucessio enquadrada por (an)n € (by)n. Entdo ¢, —— c.
n
Demonstracao: Podemos supor que temos

VneN an < ¢, < by,.

1 Como bpb —— b2, existe uma ordem, a partir da qual, os termos da sucessdo (b7L b)n s3o maiores
n

2 ~ . . ~
do que, por exemplo, % Tem-se entdo que existe uma ordem, a partir da qual, os termos da sucessdo
1 ~ . 2 1 J & B .
(W)n sdo positivos e menores do que %, logo (m)n é limitada.
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Entao
VneN an—c<cp,—c<b,—c

e, consequentemente,
Vn € N len — ¢| < max{|a, — ¢|, b, — c|}.
Fixado ¢ > 0, como a,, — G
dpp € N n>p = |a, —c| < e,
e, como b, —
dp; € N n>py = b, —c|l <e.
Assim,
lan, —¢| < e

n > max{pi,p2} =
b, — ¢|] < e.

Ent3o, sendo p = max{pi,p2}, temos que

n>p=lc, —c| <e.

Exemplo 2.26 A sucessdo ({/n) € convergente e lim {/n = 1.
n

Observando que, para n € N, {/n > 1, definindo h, = Yn—1 tem-se que h, > 0
para todo o n € N. Além disso,

n

k nn—1) , nn—1) ,
> _ > _ > 2.
(1+ hyp) Eﬁ <>hn_1+nhn+ 2 hy, > 1+ 5 hy,, Vn2>
Entao
5 2 2
hy, < —, logo 0<h,<\/—, VnéeN,
n n

por isso, por enquadramento, conclui-se que

hp, —— 0, donde /n=1+h, — 1.



Teorema 2.27 Seja (ay,), uma sucessdo mondtona e limitada. Entdo (ay,),, € convergente

e:
e se (an)n € crescente, lima,, = sup{a, : n € N},
n

e se (an)n € decrescente, lim a,, = inf{a,, : n € N}.
n

Demonstragao: Vamos fazer a demonstragdo no caso em que (ay), é crescente. A de-
monstracdo do outro caso é andloga.

Seja A = {a, : n € N} e a = sup A. Por definicdo de supremo, dado ¢ > 0, a — ¢
ndo é majorante de A, pelo que existe p € N tal que a, > a —e. Como (ay), é crescente,

an > ap, qualquer que seja n > p. Entdo
n>p=la,—al=a—a, <a-a,<e. 0

Exemplo 2.28 A sucessdo do Exemplo 2.4, definida por recorréncia do seguinte modo:

a1:1,
{ an =1+ an_1, VneN\ {1}

€ crescente e majorada sendo, portanto, convergente e o seu limite é 1+2

15

e Provemos, por inducdo, que Vn e N a, < V3.
-Paran=1,a1=1<3;
- Supondo que a, < v/3, vejamos que 0 mesmo se passa COM Gy41:
ani1 = VIta, < V1+V3<VT+2=V3

e Provemos, também por inducdo, que Vn € N a, < ant1.
-Paran=1, a1:1<\/§:a2;

- Supondo que a, < Gn11, Mostremos que an,+1 < ap+o: de facto

an<an+1:>1—|—an<1+an+1:>an+1:\/1+an< \/1+an+1:an+2.



Como (ay), é uma sucessdo crescente e majorada, é convergente. Seja a o seu limite.
Dadon € N, como se tem que aiH = 1 + a,, e facilmente se verifica que liTan Ant1 = liTILn an
(ver Proposigdo 2.34 ou Nota 2.53), conclui-se que

a® =lima?,; = lim(l +a,) =1 +a.
n n

Entdo a? —a—1=0, pelo que a = 1+T‘/5 oua= 1_2—‘/5 Observando que a, > 1 para
todo o n € N, o limite de (ay,), é HT‘/E u

Proposicdo 2.29 A sucessido ( (1 + %)n) € estritamente crescente e majorada, logo é
n
convergente.

Demonstracao: De facto, se n > 2,

\" “~(n\ 1 Ilnn—1)...n—k+1)
0<(1+n> <k>nk_1+1+2k! m":

k=0

I
(]

"1 G|
< kz_om<1+z2kl<3,

n
1

uma vez que k! > 281 para todo o k € N, e que Z ST 2 (1 — (%)n) < 2. Conclui-se
k=1

entdo que a sucessao é limitada.

Por outro lado, para n > 2,
\" “1Inn-1)---(n—k+1)
1+-) = 1+1 —
< + n) +1+) o —




Como

1+1 n+1—2+11 1 +11 1 1 2 +
n+1 - 2! n+1 3! n+1 n+1
1 1 n—1
— (1= 1=
+n!< n+1) < n+1>
n 1 1 1 1 n
(n+1)! n+1 n+1)’

€ entdo imediato reconhecer que

1 n 1 n+1
Vn €N <1+> <<1—|—> .
n n+1

1\n
Entao <(1 + —) ) € uma sucessdo convergente. ]
n

n

Definicao 2.30 Ao limite da sucessido ((1 + %)n) chamamos namero de Neper e
designamo-lo por e. "

Proposicao 2.31

i (1 Ly 1 1\

Demonstracao: Foi visto na proposicao anterior que
1+1n<1+1+1+ +1
n) ~ 1! 2! n!’
pelo que, pelo Coroldrio 2.22,

1\" 1 1 1
e 1171Ln (1+n> _1171111 (1-1— 1 —|-2! + +n!> (2.3)

Por outro lado,

1\" 1 1 1 1 1 k—1
- > 4 N e —Z ... - - -
<1+n> ST <1 n>+ = (1 n) <1 . ) Vke {2 n},



e, utilizando de novo o Coroldrio 2.22,

=1li 1+1n>1+1—|—1+ -l-l VkeN
T n) =TTt ’
e
. 1 1 1
6211]?1(1+1!+2!+"'+k!>. (2.4)
De (2.3) e (2.4) decorre o resultado enunciado. O

2.1.2 Subsucessoes

Apresentamos agora a no¢ao de subsucessdo de uma sucessao e alguns resultados que
envolvem este conceito e a nogdo de convergéncia.
Dada uma sucessdo (an)n, a: N — R, designamos por subsucessio de (ay),
n — ap
qualquer restricdo de a a um subconjunto infinito M de N. Representando os elementos
de M por ni < ny < ... < n; < ... a subsucessdo de a associada a M ¢é entdo a
funcdo a,,: M — R . Observe-se que podemos “transformar” a|, numa fungdo
ng; +—— Qg
de dominio N, considerando a compostadea : N — R com afuncdo ¢o: N — M.
/) [ — n;
Uma vez que os elementos de M foram indexados de forma crescente, facilmente se observa
que a funcdo ¢ é estritamente crescente.
Como pretendemos que uma subsucessio seja uma sucessdo, a definicdo de subsucessio

que adoptamos é que apresentamos de seguida.

Definicdo 2.32 Dada uma sucessio (ay,)y, diz-se que (by,), €é uma subsucessdao ou su-
cessao parcial de (ay,),, se existir uma funcdo ¢ : N — N estritamente crescente tal que

VneN bn:a@(n).

1 1 1 1
Exemplo 2.33 Considerando a sucessio (1, 3 1, 3’ 1, YU

, 1, —, ... ], que vamos de-
n
signar por (an)y, as seguintes sucessées sdo subsucessées de (ay)n:
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e (1), que é por exemplo, a subsucessio dos termos de ordem impar de (an)n,

(@2n-1),,cn, OU a subsucessdo dos termos de (an), cuja ordem é um miiltiplo de

6 mais 3, (a6n+3>neNf

11 1
. (2, 3 ) a subsucessdo dos termos de ordem par de (ay)n, (a2m),,;
n
11 11 . C e
o (1, 33 1, ) a subsucessdo de (ay,)n que resulta da eliminacdo dos ter-
mos cuja ordem é um mdltiplo de 4 mais 3. ]

Proposicao 2.34 Se (a,,), € uma sucessdo convergente para a, qualquer sua subsucessdo

é convergente para a.

Demonstracao: Se ¢ : N — N é uma funcdo estritamente crescente, p(n) > n, Vn € N,

logo a conclusdo de que (aw(n)) converge para a decorre da definicdo de limite. O

neN

Corolario 2.35 Se uma sucessdo (ay)n, possuir uma subsucessdo divergente ou admitir
subsucessGes convergentes para limites diferentes entdo (ay,), € divergente.

Demonstracao: Usar a proposi¢cdo anterior. ]

Exemplo 2.36 Consideremos a sucessio (ay)n definida por?

241 se n=3,
Qpn = "TH se n=3+1,
ST se n=3+2.

Como a3z, —— 2 e azpy1 — 1, concluimos que (a,), € divergente. g
n n

Proposicao 2.37 Sejam (aw(n))n’ (am(n))n’ ey (a%(n))n um ndmero finito de sub-

sucessées de (ay,), tais que:

L N=pi(N)Upa(N)U...Upg(N),

2 Para k € N, usamos a notacio k para representar os multiplos de k, k+1 para representar os multiplos
de k£ mais 1, isto é, os naturais cujo resto da divisdo por k é igual a 1, etc..
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2 hTan Uy (n) = 1i7rln Upo(n) = = = ligbn Aoy (n) = G-

Entdo a,, —— a.
n
Demonstracao: Seja ¢ > 0, fixado de forma arbitraria.

limag, ) =a, logo dp1 €N: n>p = ‘am(n) —a‘ <e

n

limag,,) =a, logo dp2€N: n>py= ‘am(n)—a‘ <e

n

ligla%(n) =a, logo dpreN: n>p,— ’a%(n) — a’ <e

Tomando p = max{y1(p1), v2(p2), ..., ¢x(pk)}, para n > p, naturalmente que n € ¢;(N)
para algum (ndo necessariamente tnico!) i € {1,2,...,k}, logo existe m € N tal que
n = p;(m).

Como ¢i(m) = n > p > wi(p;) e p; é estritamente crescente, tem-se m > p;, logo

la, —a| = ‘a%(m) — a| < g, donde se conclui que hgnan = q. O

Teorema 2.38 Toda a sucessdo admite uma subsucessdo mondtona.

Demonstragdo: Dada uma sucessdo (ay,)y, € dado ng € N, o termo a,,, diz-se um pico da
SuCessao se ap, > ap, VN > ng.

Relativamente a sucessdo (a,,),, ocorre uma das duas hipdtese seguintes:

1. a sucessdo (an), tem uma infinidade de picos.
Designando por ny < ng < ... < m; < ... as ordens dos picos da sucessdo (an)n,
tem-se a,, > ap, > ... > an, > ..., logo (ap;), é uma subsucessio de (an)n
mondétona (estritamente) decrescente.

2. a sucessdo (a,), ndo possui qualquer pico ou possui um ndmero finito de picos.
Tomando £ = 0 no caso de (ay), ndo possuir qualquer pico ou, no caso de (an)n
possuir um nimero finito de picos, designando k o maior indice desses picos, tome-se
ny = k+ 1. Como a,, ndo é um pico de (ay)y, existe ng > ny tal que a,, < ap,.
Como ay, ndo é um pico de (ay)n, existe n3 > ny tal que an, < an,. Aplicando
sucessivamente este raciocinio, construimos uma subsucessio (ay,); de (a,)y tal que

ap, < ap, <...<ap, <... isto é uma subsucessio mondtona crescente. O
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Teorema 2.39 (de Bolzano-Weierstrass) Toda a sucessdo limitada admite uma subsu-

cessdo convergente.

Demonstracao: Seja (a,), uma sucessdo limitada. Pelo Teorema 2.38 a sucessdo (an)n

admite uma subsucessdo mondtona que, sendo limitada, pelo Teorema 2.27 é convergente.
O

2.1.3 Sucessoes de Cauchy

Apresentamos até agora varios resultados relativos a convergéncia de sucessdes. Na
Proposicao 2.29 concluiu-se que a sucessiao ((1 + %)n)n é convergente, sem se conhecer o
seu limite, usando o facto de uma sucessdo monédtona limitada ser convergente.

Este método que permitiu concluir a convergéncia n3o é geral, uma vez que uma su-
cessao convergente n3o é necessariamente mondtona.

A noc¢3o de sucessdo de Cauchy oferece um critério de convergéncia geral, para sucessoes
reais, sem que se tenha de conhecer, a partida, o valor do limite da sucess3o. Intuitivamente
uma sucessao diz-se de Cauchy se os termos da sucessdo estdo, a partir de uma certa ordem,

t3o préximos uns dos outros quanto se pretenda.
Definicdo 2.40 Uma sucessio (ay,), diz-se sucessao de Cauchy se
Ve>03dpeNVn, m>p lan — am| < €.

Nota 2.41 A definicdo de sucessdo de Cauchy é equivalente a:

e Ve>03dpeNVn,meN n,m>p=l|a, —anl| <e¢;

Ve>03dpeNVn,meN n,m>p=|a, —an| <¢;

Ve>03dpeNVn,meN n,m>p=l|a, —an| <¢

Ve>0dpeNVn,meN n,m>p=|a, —an| <¢

Ve>03dpeNVn, keN n>p=lay, — ani| <e. -



Exemplos 2.42
~ 1 . ~
1. A sucessdo (1 + ﬁ)n € uma sucessdo de Cauchy.
Mostrar que uma sucessdo € sucessdo de Cauchy consiste em determinar, para cada
e > 0, uma ordem p que verifica a condicdo n, m > p = |a, — an| < €.
Como
_ 1 1V |1 _ 1 11
jan —am| = [(1+3) = L+ 5)| = |5 — 5] <max {7, %},
1
dado ¢ > 0, tomando p = [g] + 1, tem-se que
11 1
n,m >p= |an — G| <max{ﬁ, E} <5 <s

1 . ~

logo (1 + E)n € sucessdo de Cauchy.

% ndo € sucessio de Cauchy.

2. A sucessio de termo geral a,, = 1 + % 4+ 4+
Mostrar que a sucessdo (ay,), ndo é sucessdo de Cauchy é verificar que
de>0VpeNdn, m>p lan — am| > €.

Observando que

-1 1 4 .41 1 1 4 .41 1
‘a2”_a”‘_n+1+n+2+ tom > gttt ta =3,

n parcelas

tomando ¢ = % dado p € N, escolhendo n = p e m = 2p, pode observar-se que
n,m > p e que |a, — G| = azp —a, > % donde se conclui que (ay, ), ndo € sucessio

de Cauchy. ]
Proposicdao 2.43 Toda a sucessdo convergente é sucessdo de Cauchy.
Demonstracgao: Seja (ay), uma sucessdo convergente para a € R. Dado ¢ > 0,
dpeN n>p=la, —al <5.
Ent3o tomando n, m € N tais que n, m > p, tem-se

an — am| = lan —a+a—ap| <lay —al+|a—an| <5+ § =¢,
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logo (ay,)n € sucessdo de Cauchy. O

Proposicao 2.44 Toda a sucessdo de Cauchy € limitada.
Demonstracao: Seja (ay,), uma sucessdo de Cauchy. Tomando ¢ =1,
dpeN n, m>p= la, — anp| < 1.
Em particular, tomando m = p, tem-se que
n>p=la, —ap| <1.

Como |ay| — |ap| < |an — ap|, concluimos que para n > p se tem |a,| < |ap| + 1.

Definindo M = max{|a1],...,|ap-1],|ap| + 1}, verifica-se que,
lan| < M,VneN,

donde se conclui que (ay,), é limitada. O

Teorema 2.45 Toda a sucessdo de Cauchy que admite uma subsucessido convergente €

convergente.

Demonstragado: Seja (a,), uma sucessdo de Cauchy e (%(n))n uma sua subsucessdo

convergente para a € R. Fixando € > 0, como (ay,),, é sucessdo de Cauchy,
dpeN  n,m>pr = |ap —an| < 5

e como lima

1 Qo) = G,

dpr €N n > py = |aym) —al < 5.
Tomando p = max{p1,p2}, para n > p tem-se
|an — al = |an — agm) + ap) — al < lan = agm)| +lapm) —al <5+ 35 =¢,
donde se conclui que (a,,), converge para a. O
Apresenta-se agora um teorema que fornece, para sucessdes reais, uma forma equivalente

a definicdo de convergéncia de uma sucessdo, mas que n3o envolve o conhecimento do limite
da sucess3o.



Teorema 2.46 Uma sucessio real (ay,), € convergente se e s6 se é sucessdo de Cauchy.

Demonstracao:
= Esta implicacdo é a Proposicdo 2.43.

<= Seja (ay), uma sucessdo de Cauchy. Pelo Teorema 2.44, concluimos que (ay), é
limitada, logo, pelo Teorema 2.39, (a, ), admite uma subsucessdo convergente. Mas

entdo, pelo Teorema 2.45, (ay,), é convergente. O

Nota 2.47 Na demonstracdo de que toda a sucessdo de Cauchy é uma sucessdo conver-
gente € invocado o Teorema 2.45, cuja demonstracdo envolve o Teorema 2.27 onde € usado

o Axioma da completude de R (ver introdugdo deste capitulo). ]

2.1.4 Limites infinitos

Designamos anteriormente por sucessao divergente qualquer sucessdo ndo convergente.
Existem, no entanto, sucessdes que, apesar de divergentes, apresentam uma certa regulari-
dade no seu comportamento. E o caso de sucessdes cujos termos se tornam arbitrariamente
grandes e de sucessbes em que esse comportamento se verifica para os simétricos dos seus
termos.

Definicdo 2.48 Diz-se que uma sucessao (a,,),, tende para +oo (respectivamente —oc)
se
VMeRIpeNVn>p an > M (respectivamente a,, < M ).

Escreve-se lima, = +o00 ou a, —— +oo (respectivamente lima, = —oco ou
n n n

a, —— —00).
n

Exemplo 2.49 A sucessdo (n?), tende para +oc.



De facto, dado M € R, se n, p € N s3o tais que p < n, entdo a, = n® > p>. Se
escolhermos p = [ |M|} + 1, verifica-se que

an:>an:n22p2>|M]2M. -

Observe-se que, apesar de aceitarmos a existéncia de sucessoes cujos limites sdo +oco ou
—00, de acordo com a Definicdo 2.48, nenhuma concessao ¢é feita a nocdo de convergéncia;
uma vez que 400 € —00 ndo sao nUmeros reais, as sucessoes cujo limite é 400 ou —oo sao
sucessoes divergentes.

No célculo de limites de sucessdes, usamos com frequéncia uma aritmética de limites
para obter limites de sucessdes que sio definidas como soma, produto ou quociente de outras
sucessoes. A Proposicdo 2.20 apresenta alguns resultados desse tipo, quando as sucessoes
envolvidas s3o convergentes, isto €, possuem limites finitos. Podemos procurar estender
esses resultados ao caso em que o limite existe, sendo finito ou infinito. A proposi¢ao

seguinte fornece, a titulo de exemplo, algumas “regras” dessa aritmética de limites.

Proposicao 2.50

1. Se (an)n € uma sucessdo tal que a, # 0, Vn € N, entio lima, =0 se e s6 se
n

2. Dadas sucessées (an)n € (bn)n, selima,, = +oo e limb, = b, onde b representa um
n n

ndmero real ou 400, entdo lim(ay, + by,) = +o0.
n

Demonstracao:

1. Suponhamos que lima, = 0. Dado M > 0, existe p € N tal que
n

1
nzp:>|an\<M,

logo
1
n>p=——>M,
|an|

donde se conclui que L. — 1.

lanl o



1
Reciprocamente, se hm ﬁ = +00, dado € > 0, existe p € N tal que
an

1 1
n>p=— — > —,
lan| = €

ou seja
n>p=lay| <e,

logo lima,, = 0.
n

2. Se limb,, = b, onde b representa um ndmero real ou mais infinito, a sucessdo (by,),
n
€ minorada, isto é,
dM; e RVneN b, > M.

Dado M € R, como a,, —— 00,
n
dpeNVn>p an > M — My,

logo, para n > p tem-se a,, + b, > (M — My) + My = M, donde se conclui que
lim(a, + b,) = +o0. O
n

Nota 2.51 Existem situacées em que ndo hd uma regra que permita determinar o limite
de uma sucessdo a custa dos limites de sucessées que a compéem. Como exemplo dessa
situacdo, supondo que (ay)n € (by)n sdo sucessées tais que hm an = +00 e limb = —00,
nada se pode concluir a respeito de lim(a,, + b,). Com efe/to dependendo das sucessoes
(an)n € (bn)n , pode acontecer que (a: + by,)n seja uma sucessdo convergente, tenha limite
+00, —00 ou o limite simplesmente ndo exista (ver Exemplo 2.52). Nestes casos em que
ndo € possivel definir uma regra, diz-se que estamos perante uma indeterminacao.

Dada uma sucessdo, o seu limite nunca é indeterminado; o que pode acontecer é ndo
sabermos o limite dessa sucessdo e, ao tentar obter um valor para o limite que desconhece-
mos, trabalhando a sucessdo por forma a podermos aplicar algum resultado sobre limites,
se nos depare uma situagdo de indeterminagdo. Para “levantar a indeterminagdo”, isto €,
para se conseguir determinar o limite da sucessdo, sdo frequentemente necessarias muita
perseveranga e alguma imaginagao.

Em anexo, na pagina 220, encontra-se uma tabela onde se apresenta uma listagem
de regras que definem aquilo que designamos por aritmética de limites envolvendo limites

infinitos. ]



Exemplos 2.52 Considerando sucessées (ay,)n € (bn)n cujos limites sdo, respectivamente

+00 e —o0, analisemos, em cada caso, o lim(a,, + by,):
n

ea,=n+1 0, =-n+1, Vn € N; tem-se que lima,, = +oo, limb, = —co e
n n
lim(a, + by,) = 2;
n

e a, = n% b, = —n, Yn € N; tem-se que lima, = +o00, limb, = -0 e
n n
lim(a, + b,) = 400,
n

ea, = n, b, = —n? Vn € N; tem-se que lima, = +oo, limb, = —oco e
n n

lim(ay, + by) = —o0;

n
e a, =n+(=1)" b, = —n, Vn € N; tem-se que lima,, = +00, limb,, = —00, mas

n n
ndo existe lim(a, + by,). m
n

Nota 2.53 Encerramos esta seccdo com uma observacdo: os termos iniciais de uma su-
cessdo n3do condicionam o “comportamento” da sucessdo no limite, isto €, se alterarmos
um nimero finito de termos de uma sucessdo nada se altera quanto a existéncia ou ndo de
limite e, no caso de existir limite, o seu valor permanece o mesmo.

Assim sendo, os resultados enunciados nesta seccido em que se exige que uma condicdo
deve ser verificada por todos os termos da sucessdo, podem ser adaptados, passando a

exigir-se a verificagdo dessa condicao apenas pelos termos a partir de uma certa ordem. g

2.2 Séries

Nesta sec¢do estendemos a nogcao de soma a um nimero infinito de parcelas, introdu-
zindo para esse efeito a nocdo de série real. Apresentamos alguns critérios que nos ajudardo

a estudar a convergéncia de séries.

Definicdo 2.54 Dada uma sucessdo real (ay,),, chama-se série real ao par de sucessdes
n

((an)n, (Sn)n) tais que s, = Zak, para todo on € N.
k=1

e (ay), diz-se a sucessao geradora da série.



o (sy,)n diz-se a sucessdao das somas parciais da série.

Chamamos termo de ordem n de uma série ao termo a,, da sucessdo geradora.

Nota 2.55 Para conhecer uma série ((an)n, (Sn)n):
n

e basta conhecer a sucessido geradora (ay,)y, pois s, = E ai, n € N;

k=1
e basta conhecer a sucessdo das somas parciais, pois
ap = 81,
ap = Sp — Spn—1, se n €N\ {1}. |

Definicao 2.56 A série gerada por uma sucessio (ay,), diz-se convergente se a sucessio

das somas parciais, (sp)n, convergir. Nesse caso, a S = lim s,, chama-se soma da série e
n

oD
representa-se S = g Q.

n=1
Uma série nio convergente diz-se divergente.

Nota 2.57
[e.e]
1. Por abuso de notagdo, escreveremos E an ou g an para designar a série gerada
n=1 neN

por (an)n, quer se trate de uma série convergente ou de uma série divergente;

2. Frequentemente, por conveniéncia, consideramos séries em que a sucessdo geradora
tem dominio Ng = NU{0} ou dominio {n € N:n > ng}, sendony € N. Escrevemos
o0 oo
entao g an ou g ay € E an, ou E ap,. ]
n=0 neNg n=ng n2ng

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.58 A série E — €& designada por série harménica. Podemos verificar facil-
n
neN

o . 1 .
mente que esta série € divergente: dadon € N, seja s, =14+ -+ ---+ —. Foi visto na
n
secgcdo anterior (Exemplo 2.42) que (sy), ndo é uma sucessdo de Cauchy. Entdo, pelo

o . 1 .
Teorema 2.46, (s,)n € uma sucessdo divergente, ou seja, g — € uma série divergente. ]
mn
neN



Exemplo 2.59 Dados a e r € R, chamamos série geométrica de razao r e primeiro

termo a 3 série Z ar”. u
n€eNg
o0
Exemplo 2.60 Seja (ay), uma sucessdo. A série Z(anﬂ — a,) chamamos série te-
neN
lescépica associada a sucessao (ay,)y,. m

o0
Proposicao 2.61 Uma série telescépica Z(anH — ay) € convergente se e s6 se (ap)y €

neN
uma sucessao convergente.

oo
Se (an)n € uma sucessdo convergente entdo E (ant1 — ap) =lima, —ay.
n
neN
Demonstracao: Facilmente se verifica por inducdo que, paratodoon € N, s, = an41 — a1,
pelo que (s;,), converge se e sé se (an+1)n converge ou, equivalentemente, se (ay), con-

verge. Além disso, quando (a,,), é convergente, a soma da sérieé S = lirrln Sp = liTILn An+t1 — a1

= lima, — a;. O
n
Exemplo 2.62 A série Z ; € convergente e tem soma 1
plo 2. n(n+1) & ’
neN
Note-se que
1 1 1
> =2 (e n)
neN neN
Ent3o, se definirmos a,, = —%, n € N, esta série é uma série telescépica. Como lima,, = 0,
n
temos que
1
—— =lima, —a; = 1.
Z;] nn+1) o " !
ne .

Proposicao 2.63 Sejam Z an € Z b, duas séries convergentes, de soma S e'l’, respec-

neN neN
tivamente e seja A € R. Entdo:

1. Z (an + b”)n € uma série convergente de soma S +1T;
neN



2. g (Aayn), € uma série convergente de soma \AS.
neN

Demonstracao: A demonstrac3o é deixada como exercicio. ]

Definicao 2.64 Duas séries g an € g b,, dizem-se da mesma natureza se forem ambas

neN neN
convergentes ou ambas divergentes.

Proposicao 2.65 Sejam (ay,)n e (bn), duas sucessées tais que {n € N : a,, # b, } € finito.

Entao E a, e E b, sdo da mesma natureza.
neN neN

Demonstragdo: Sejam (s;,), a sucessdo das somas parciais de (an)n € (tn)n a sucessdo
das somas parciais de (b, ).

Seja X = {n € N:a, # b,}. Se X =0, tome-se p = 0. Caso contrdrio, seja
p = max X. Dado n > p, temos que

Yoar=Y bt (a; b))
k=1 k=1

JjeX
Se denotarmos Z(aj —bj) = A, verificamos que
jeX
n>p=— s, =t, + A4,

pelo que as sucessdes (s,)n € (tn)n sS30 ambas convergentes ou ambas divergentes. O

Proposicdo 2.66 Sejam a, r € R e considere-se a série geométrica, E ar”. Entdo esta
n€eNg
Série:
a

1. € convergente se a =0 ou se |r| < 1, e a sua soma é T
—r

2. édivergentesea #0 e |r| > 1.

Demonstracao: A sucessdo das somas parciais desta série é



Note-se que rs, = a(r+---+7r" + r"“). Ent3o
(L=m)sp=sp—rsp=a((L+r+-+r"+r") = (r+--+1") = a1l —r"t),

pelo que

1 — L

Sn =0~ —, ser #1, ou sp=a(n+1), ser=1.
-7

Vejamos agora que g ar™:
n€eNp

e converge, se a = 0;

Este facto € trivial, uma vez que, se a = 0, entdo s, =0, Vn € Ny;

e converge se |r| < 1;

1 ~ 7 - 7
De facto, s, = ¢ ﬁi — Ent3o a série é convergente e tem soma
— - s

a
1—7r

e divergesea#0e|r| > 1.

Recorrendo, se necessdrio, ao Exercicio resolvido 2.3 para calcular lim "t ves
n
. ~ .. 1_,,,n+1 , .
rifica-se que a sucessdo das somas parciais, s, = a ~—5—.—, n € Ny, é divergente, se

ré¢]—1,1]. Ser=1, s, =a(n+1), logo (s,), é também divergente. O

Essencialmente, o estudo das séries permite-nos estender a operacdao soma a um niimero
infinito de parcelas. Muitas vezes é importante sabermos se uma determinada soma existe,
¢ finita ou infinita, n3o sendo relevante o valor exacto dessa soma. Vamos, por isso, estudar
critérios que nos permitirao decidir, em alguns casos, se uma dada série é convergente ou

divergente, sem precisarmos de calcular a sua soma>.

30 Teorema 2.46 ja nos permite determinar a natureza de uma série sem conhecer a sua soma. Com
efeito, uma série é convergente se e sé se a sucessdo das somas parciais for sucessdo de Cauchy. Os critérios
que iremos apresentar baseiam-se em propriedades da sucessdo geradora da série em vez de propriedades da
sucessao das somas parciais.



Teorema 2.67 Seja (ay,), uma sucessio real. Se a série gerada por (ay,), converge, entdo

(an)n converge para zero.

Demonstracgao: Se (s,,), denotar a sucessdo das somas parciais da série E an, sabemos

neN
que (sp)n é uma sucessdo de Cauchy, por ser uma sucessdo convergente (ver Teorema 2.46).

Entao
Ve>0dpeNVn>p |Snt1 — sn| < &,

pelo que

Ve>0dpeNVn>p lan+1] < e,

que é equivalente a
Ve>0dpeNVn>p lan| < &,

estabelecendo-se assim a convergéncia de (a, ), para zero. O

1 n
Exemplo 2.68 A série Z (1 — > € divergente.

n
neN

~ L 1\" . 1 .
A sucessao geradora desta série é a,, = <1 . > . Como lima,, = — # 0 (ver Exercicio
n n e

resolvido 2.4), pelo teorema anterior podemos imediatamente afirmar que a série é diver-
gente. [}
Definicao 2.69 A uma série do tipo Z(—l)”an ou Z(—l)”“an, em que (ay), € uma

neN neN
sucessdo de termos positivos, chamamos série alternada.

Teorema 2.70 (critério de Leibniz) Seja Z (—1)"ay,, uma série alternada tal que:
n€Ng

1. (an)nen, € decrescente;
2. (an)nen, converge para zero.

Ent3o a série E (—1)"ay, € convergente.
n€Ng



Demonstracao: Seja (Sn)neNo a sucessao das somas parciais de E (=1)"ay. Entdo
n€eNg

S0 = ao,

81 = ag — ai,

sg = ag — (a1 — az),

§3 = (ao - al) - (02 - 613),

S4 = ag — (al - az) - (a3 - a4),

Mais geralmente, so = ag e, se n € N,

n

Son = G0 — Z(a%—l — agk),

k=1
n

Son-1= Y (a2k—2 — agr-1).

k=1

Como (an),c, € decrescente, facilmente se verifica entdo que
Vn € Ny Son < agp e Son+1 = 0.

Como, dado n € N, s2;, = 52,1 + a2, > S2p—1 € S2p—1 = S2p—2 — A2p—1 < S2p—2,

conclui-se que
VHENQ 0 <59, <ag e 0§82n+1 < ayp.

Temos ent3o que a sucess3o (s;,) € minorada por zero e majorada por ag.

n€eNp
Observe-se que as subsucessoes (52y,)neN, € (S2n+1)neN, S30, respectivamente, decres-

cente e crescente, uma vez que

Vn € Ny Son+2 = Son — (a2n+1 - a2n+2) < $op

VneNg 52443 = S2041 + (G242 — G2043) > S2n11-
Entdo ambas as subsucessdes sdo convergentes (ver Proposicdo 2.27). Além disso,
como, para todo o niimero natural n se tem que so,_1 = S9op — a2, € lima, = 0, temos
n
que lim s9,,_1 = lim s9,, — lim ag,, = lim s9,,.
n n n n
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Assim, pela Proposi¢do 2.37, concluimos que (s;,), é convergente. O

Nota 2.71

1. Observe que Z(—l)"“an =— Z(—l)"an.

neN neN

2. O critério de Leibniz estabelece uma condicdo suficiente, mas ndo necessdria, para a

convergéncia de séries alternadas. -

Exemplo 2.72 Seja (ay,)nen a sucessdo definida do seguinte modo:

i, 11111 111
277747278 47167 8 327 16" )
A sucessdo (ap)nen ndo é decrescente mas pode facilmente verificar-se que a série

E (—1)"a, é convergente e tem soma 1. u
neN

Exemplo 2.73 A série harmoénica alternada Z(—l)”
neN

€ convergente.

S

~ 1 . - : s

A sucessao < é decrescente e convergente para zero. Entdo, aplicando o critério

n
n

1
de Leibniz, concluimos que —1)*— é convergente.
que (1) € comver .
n

Teorema 2.74 A série gerada por uma sucessdo de termos ndo negativos (ay,), € conver-

gente se e s6 se a sucessdo das somas parciais (s, ), for majorada.

Demonstragdo: Como Vn € N a, > 0, (s,), € uma sucessdo crescente. Entdo, pelo

Teorema 2.27 e pela Proposicao 2.18,

(Sn)n convergente <= (sy,), limitada. O



Definicao 2.75 Uma série Z an diz-se absolutamente convergente se a série gerada
neN

pela sucessdo dos mddulos, Z lan
neN

, for convergente.

Teorema 2.76 Se a série gerada por (ay,), for absolutamente convergente entdo é conver-

D an <) anl.

gente. Além disso,

neN neN
n n
Demonstracdo: Sejam sn:Zaj e ty :Z]aj]. Dados n,m € N, tem-se que
j=1 j=1

|$n — Sm| < |tn — tm|. Uma vez que (t,)n, por ser uma sucessdo convergente, é sucessio
de Cauchy, a desigualdade acima garante-nos que (s;,),, é também uma sucessdo de Cauchy
e, consequentemente, pelo Teorema 2.46, convergente.

Além disso, para todoon € N, s, <t,, pelo que
oo o0
Zan:liglsngli%ntnzzan ]
n=1 n=1

O reciproco do teorema anterior é falso visto que, por exemplo, a série harmdnica
alternada é convergente (ver Exemplo 2.73) mas n3o é absolutamente convergente (ver
Exemplo 2.58).

De seguida iremos apresentar alguns critérios de convergéncia para séries de termos
ndo negativos. Estes critérios, utilizados em conjunto com resultados conhecidos sobre
a convergéncia de séries, permitem analisar a natureza de séries cujos termos sio nao
positivos. Com efeito, se (a,), é uma sucessdo de termos n3o positivos, pelo ponto 2.

da Proposicdo 2.63, a natureza das séries E an € E —a, é a mesma, logo, a conclusdo

neN neN
da aplicagdo de algum dos critérios de convergéncia a série gerada por (—ay), (série de

termos n&do negativos) é vélida para a série gerada por (a,)n.

Podemos também concluir que a série gerada por uma sucessdo (ay), € convergente
concluindo que é convergente a série gerada pela sucessdo de termos ndo negativos (|ay|),,;
nesse caso, sendo Zan uma série absolutamente convergente, o Teorema 2.76 garante

neN

que g a, € convergente.
neN



Teorema 2.77 (primeiro critério de comparagao) Sejam (ay,)y, € (by)n Sucessdes de ter-
mos ndo negativos tais que

dpeNVn>p an < by. (2.5)

Se a série E b, € convergente entdo a série E an também é convergente.
neN neN
Demonstragado: Designando (sy,), € (tn), as sucessdes das somas parciais das séries ge-
radas respectivamente por (ay), € (by)n, é imediato reconhecer que, dado n > p, se tem
que s, < t, —t, + sp. Sendo (), uma sucessdo convergente, é majorada, por isso (sp)n
é também uma sucessao majorada. Pelo Teorema 2.74 a série E a, € convergente. [
neN
Nota 2.78 O primeiro critério de comparacdo pode, equivalentemente, ser enunciado da
seguinte forma: dados (ay,), e (bn)n Ssucessdes de termos ndo negativos verificando (2.5),
se a série g an € divergente, é também divergente a série E by,. ]
neN neN
Observacao: Do que foi dito anteriormente n3o conclua que duas séries de termos nao

negativos que verificam a condi¢do (2.5) sdo da mesma natureza!

Exemplos 2.79

1. Se (an)n € (by)n sdo sucessdes de termos ndo negativos e Z ay € divergente, a série
neN
Z (an + by) € divergente.
neN
Observando que a, < a, + b,, Vn € N, como, por hipdtese, Z an € divergente, a
neN
conclusdo de que Z (an + by) € divergente decorre da aplicacdo do primeiro critério

neN
de comparagio.

2. Se g a, € uma série absolutamente convergente, a série E a’ é também absolu-
neN neN
tamente convergente. Como E an € convergente, a,, —— 0, logo
n
neN

dpeNVn>p lan| < 1.
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Tem-se assim que a2 = |a2| < |an|, para n > p. O primeiro critério de comparacdo

permite concluir que E a’ é (absolutamente) convergente. ]
neN
Teorema 2.80 (segundo critério de comparacao) Sejam (ay,), uma sucessdo de termos

- . ~ .. . . . Qn
ndo negativos e (by,), uma sucessio de termos positivos tais que existe lim Pl
n Op

1. Sea € RT, E ap e E b, sdo séries da mesma natureza.
neN neN

2. Se a =0, a convergéncia de g b., implica a convergéncia de E Q-
neN neN

3. Se a = +00, a convergéncia de E an implica a convergéncia de E by,

neN neN

Demonstracao:

. Qp , , -
1. Como lim — = «, onde « é um niumero real positivo,
n
n

3a
2 )

S

= <

dpeNVn>p %Sb—
n

isto &, paran >p, 5 b, <a,< 370‘ by,

Se E b,, converge entdo g 37‘“ b, também converge (ponto 2. da Proposi¢do 2.63).
neN neN
Aplicando o primeiro critério de comparacdo, concluimos que g an €é convergente.
neN
Se E a, convergir entdo, pelo primeiro critério de comparacdo, concluimos que
neN
a ; -
g 3 b, é convergente logo, pelo ponto 2. da Proposi¢do 2.63, g b,, converge.
neN neN
2. Se a = 0, entdo existe uma ordem, a partir da qual, 3> <1, isto é, uma ordem, a
n
partir da qual, a, < b, e a conclusao decorre da aplicacdo do primeiro critério de

comparacao.

3. Se @ = 400, entdo existe uma ordem, a partir da qual, ‘g—” > 1, isto é, uma ordem,
n
a partir de qual, b, < a, e a conclusido decorre da aplicacao do primeiro critério de

comparacao. ]



Nota 2.81 Dada uma série de termos ndo negativos, a estratégia de aplicacdo dos critérios

de comparagdo varia consoante se pretende mostrar que a série é convergente ou divergente:

® no caso de se pretender mostrar que a série é convergente, tem de ser comparada

com uma série convergente de termos ndo negativos;

e no caso de se pretender concluir que se trata de uma série divergente, a comparagao

terd de ser feita com uma série divergente, de termos ndo negativos.

Torna-se evidente a necessidade de ter a disposicdo uma “bolsa” de séries cuja natureza

seja conhecida. E nesse sentido que € apresentada a seguinte familia de séries. ]

‘. . I ‘. . .
Dado a € R, as séries do tipo E — sdo chamadas séries de Riemann. As séries
n

neN
de Riemann s3o assim chamadas devido a fun¢do ¢ de Riemann, fun¢do de varidvel com-

- 1 . . . ~
plexa definida por ((z) = E — . Na literatura, as séries de Riemann sdo frequentemente
n

) . neN
chamadas séries de Dirichlet.

O conceito de poténcia de expoente irracional sé serd apresentada na secgdo 4.2; apesar
disso, pensamos que o aluno j& possui uma nogdo intuitiva suficiente para a utilizagdo aqui
efectuada.

L. . r .. .
Teorema 2.82 As séries de Riemann E — sdo divergentes se 0 < o < 1 e sdo conver-
n

neN
gentes se o > 1.

Demonstracao: A série de Riemann que se obtém quanto se toma a = 1 é a série
harmoénica, de que ja falamos no Exemplo 2.58 e onde se concluiu tratar-se de uma série
divergente.
Para0 < a <1, como n% > % o primeiro critério de comparacao permite concluir que
1, .
E — & divergente.
na

neN
Suponhamos agora que @ > 1 e designemos por (sy), a sucessdo das somas parciais

da série de Riemann associada ao valor o considerado. Designando a,, = 2"t! — 1, para

n € N, é simples verificar que a,, > n, Vn € N e por isso tem-se que s, < Sg,,, V1 € N.



Observe-se que o termo s,, pode ser escrito, associando para cada p € N as parcelas

desde a de ordem 2P até i de ordem 2Pt — 1, da seguinte forma

— LI S USRI S
San, = 1+ (W+W) +-F ((2P)a+ +(2p+11)a) +-F ((2n)a+ + T e

2L = 1 1 1 \P 1 1 1\
<%aw = et < @ -2 oy = (555) <@ -2 b = (atr)

onde as majoragbes assinaladas se obtém substituindo as parcelas agrupadas pela maior
delas. Tem-se entdo que

Sa, <1+

2a—1

1 n
+'~+<2a_1> , VneN.

O segundo membro da desigualdade anterior corresponde ao termo de ordem n da
sucessao das somas parciais da série geométrica de razio 2(1%1 que é convergente visto que
2(1%1 < 1 (ver Proposi¢cdo 2.66) pois, por hipétese, o > 1.

Temos assim que (sy,), € uma sucessdo crescente e majorada, logo, pelo Teorema 2.27,

convergente. O
Exemplos 2.83

. 1 .
1. A série E 5o, © convergente.
ns —2n

neN
Com efeito,
1 1 < 1 Vn 1
= — n .
nd—2n  n2(n—2) 7 n?’
1, . ) . 1
Como Z 2 € convergente, por comparagdo conclui-se a convergéncia de Z o

neN neN

1
2. A série E ———— é divergente.
VnZ +3

neN
Verificando que

pelo segundo critério de comparagdo concluimos que a série dada é da mesma natureza

da série gerada por ( 3/172) . Tratando-se esta tltima de uma série de Riemann cujo
n=/n

expoente é menor do que 1, qualquer uma das séries é divergente. ]
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Teorema 2.84 (critério de Cauchy) Seja (ay,), uma sucessdo de termos ndo negativos.

1. Sedre[0,1[IpeNVn>p a, <r", entio a série Z an € convergente.
neN

2. SedpeNVn>p a,>1, entdo a série Z an € divergente.
neN

Demonstracao:

1. Como 0 < r < 1, a série geométrica E r’™ é convergente, logo, por comparacio,

neN
g an € convergente.
neN
2. Basta observar que (ay), ndo converge para zero. O

Corolario 2.85 Seja (ay,), uma sucessdo de termos ndo negativos tal que lim {/a,, = «.
n
1. Sea < 1, entdo E a, € convergente.

neN

2. Se o > 1, entdo Z an € divergente.
neN

Demonstracao:

1. Considerando r = QTH tem-se que a < r < 1 e, como lim ¥a, = «,
n
dpeNVn>p Ya, <r.

Ent3o, paran > p, a, < 7", donde a convergéncia de Z an, resulta da aplicagdo do

neN
critério de Cauchy.

2. Se a > 1 entdo

o que implica que (a,), ndo converge para zero, logo E an diverge. ]
neN

Nota 2.86 A reformulacdo do critério de Cauchy apresentada no coroldrio anterior, leva a

que o critério de Cauchy seja frequentemente designado por critério da raiz. ]
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2

n
Exemplo 2.87 A série % <n:L_ 1) € convergente.
n

Aplicando o critério de Cauchy e usando no calculo do limite a Proposicdo 2.29 e a

Definicdo 2.30, tem-se

n? n
. n n . n 1
lim = lim = - <1,
n n+1 n n-+1 e

logo a série € convergente. ]

Teorema 2.88 (critério de d’Alembert) Seja (a,), uma sucessdo de termos positivos.

Gn+41

< r, entido E an € convergente.
neN

1. Sedr<1dpeNVn>p

an

a .
2. SedpeNvVn>p It S 1 entdo g a, € divergente.
an
neN

Demonstracao:

1. Para n > p tem-se que

ap Gnp—1 Gnp—2 ap

On _ On On-1  Optl < pnP

a . Y .
logo, para n > p, tem-se a, < — r". Como a série geométrica r’ é convergente,
n p
r
neN
_ , , , . a ~
pela Proposicao 2.63, é também convergente a série E —i r™ logo, por comparacdo,
T
neN

concluimos a convergéncia de E Q.
neN
2. A sucessdo (an)n, sendo uma sucessdo de termos positivos e crescente a partir da
ordem p, naturalmente que n3o é uma sucessao convergente para zero logo a série

gerada por (ay), é divergente. d



s . . ~ .. . OGp41
Corolario 2.89 Seja (a,), uma sucessio de termos positivos tal que lim ntl =
no Gy

1. Sea < 1, entdo Z a, € convergente.
neN

2. Se o > 1, entdo Z an € divergente.

neN
Demonstracao:
. a .
1. Tomando r = 0%1 como lim — = o existe p € N tal que
n (],n
a
n>p— o<1

n

logo, pelo critério de d'Alembert, Z an converge.

neN
. a .
2. Se lim L = o > 1, existe p € N tal que
n an
a
n>p=— " >1
Qp
logo o critério de d'Alembert permite concluir que a série Z an € divergente. ]

neN

Nota 2.90 A formulagcdo do critério de d’Alembert apresentada no Coroldrio anterior justi-

fica porque € vulgar referir o critério de d’Alembert como critério da razdo ou do quociente.

[ |
L. 1
Exemplo 2.91 A série Z — € convergente.
neN s
Observando que
DT 11
(n+1)!
= < Z VneN
L n+1—-2’ ’
n:
concluimos, pelo critério de d’Alembert, que se trata de uma série convergente. ]

Nota 2.92 Os critérios de Cauchy e de d’Alembert nada dizem sobre a natureza da série

gerada por uma sucess3o (a,, ), de termos positivos quando lim,, az* L' =1 oulim ¥a, = 1.
n n



1 1
Exemplos 2.93 Considerando a,, = — e b, = —5, nE N, tem-se que
n n

. a . b o,

lim = — Jim Ya, = lim "1 Jim /b, = 1.
n G, n n bn n

No entanto a série gerada por (ay,), € divergente, enquanto que a série gerada por (by,),, €

convergente. u

Os resultados que apresentamos de seguida respondem ao problema seguinte: serd que a
comutatividade da adic3o se generaliza ao caso em que existe uma infinidade de parcelas?
A pergunta anterior pode ser formulada do seguinte modo: reordenando os termos de
uma série obtemos uma série da mesma natureza? Para além disso, quando uma série é
convergente e a reordenacdo dos seus termos origina uma série também convergente, serd
que tém ambas a mesma soma? Comecemos por analisar um exemplo.

: . . , (=" ..
Exemplo 2.94 Considere-se a sucessdo (ayn)n, cujo termo geral é a, = ———. A série
gerada por (ay)n, Série harmdnica alternada, € convergente. Designemosnpor S a sua

soma®, isto é,

1

1 1 1 1 1 1
g r i1 2
S +t5-3t1 FTs 7 t3 (2.6)

Pela Proposicdo 2.63, tem-se que a série gerada por (b, )n= (%an)n € convergente e a sua

soma é % Tem-se assim que

S 1 1+1 1+1
6 8 10 12

1

2 2 4
Considerando agora a sucessdo (cy,), cujo termo geral é
0 se n éimpar

Cn =
b% se n € par,

a série gerada por (c, ), € convergente e a sua soma é % De facto, designando por (By,),

e (Cp)n as sucessGes das somas parciais das séries geradas por, respecticamente, (by,)y, €

* Mais tarde, na unidade curricular de Calculo Il, verd que S = —log 2.



(cn)n, tem-se que Coy, = Copntq1 = By, ¥V n € N, logo, pela Proposicdo 2.37, conclui-se

que C, —— 3.
n
S 1 1 1 1
—=0—-= - - = — 4 ... 2.7
5 =05 +0+7+0—c+0+ 2+ (2.7)
De novo pela Proposicdo 2.63, a série gerada pela sucessdo (a, + ¢y,)n € convergente e a
sua soma € 32, ou seja, usando (2.6) e (2.7), tem-se
SIS N R DR PR N P
2 3 2 5 74 9 11 6
1 1 1 1 1 1 1 1
= -4+ -

Observamos assim que os termos da série gerada pela subsucessdo que resulta de (a, + ¢ )n
pela eliminagcdo dos termos nulos, cuja soma é % sdo exactamente os mesmos, apesar de
dispostos por ordem diferente, da série gerada por (ay)n, cuja soma € S.

Concluimos entdo que reordenando os termos de uma série convergente podemos alterar

o valor da sua soma. ]

Note-se que no exemplo anterior usdmos a série harmdnica alternada que é convergente

mas n3o é absolutamente convergente. O teorema seguinte justifica a escolha efectuada.

Teorema 2.95 Seja (ay,),, uma sucessdo real e f : N — N uma bijeccdo. Se a série gerada
por (ay)y, € absolutamente convergente, entio a série gerada por (a f(”))n € absolutamente

convergente e Z Gp = Z af(n)

neN neN

n n n
Demonstracio: Sejam 7, = Z lak|, sn = Zak e t,= Zaf(k)' com n € N,
k=1 k=1 k=1
R=limr, e S =lims,.
n

n
Como se tem que
n
> lapw| < R, VneN,
k=1
a sucessdo das somas parciais da série gerada por (}af(”)‘)n é crescente e majorada, logo
é convergente (é simples concluir que a soma da série gerada por (|af(n)‘)n é R), ou seja

Z af(n) € absolutamente convergente.
neN



Vejamos que S = lim ¢,, mostrando que lim (s, — t,,) = 0.

n n
Seja € > 0. As sucessdes (7)n, (Sn)n € (tn)n sdo sucessdes de Cauchy, logo
€
3’

€

£
2 :

dpeNVn>m>p |0, — Tm| < 3

|sn — sml| < e |tn —tm| <
Tomando ¢ = max f~! ({1,...,p}) e designando k = max {f(1),..., f(q)}, é simples

verificar que ¢ > p e k > p. Observe-se que

€
Ity = spl = |agay + -+ apq — (a1 4+ ap)| <|rp —1p| < 3

uma vez que {ai,...,ap} C {af(l),...,af(q)} CHay,...,ai}.

Considerando n > p tem-se entdo

€ € €
1S —tn| = [(Sn—5p)+(sp—tq) + (tg—tn)| < |sn—sp|+|sp—tq|+|tg—tn] < 3t3t3 =6
logo lim(s,, — t,) = 0, ou seja lim¢, = lims, = S.
n n n
Concluimos assim que Zaf(”) = Z anp = S. O

neN neN

O teorema anterior garante que qualquer reordenacdo dos termos de uma série abso-
lutamente convergente origina uma série também absolutamente convergente cuja soma é
a mesma da série original. O teorema seguinte, que iremos apresentar sem demonstragio,
diz que dada uma série convergente mas niao absolutamente convergente, é possivel, reor-
denando os seus termos, obter uma série divergente ou uma série convergente cuja soma é
o valor que se pretenda.

Teorema 2.96 (de Riemann) Seja (ay,), uma sucessdo tal que Z a, € convergente mas

neN
ndo absolutamente convergente. Ent3o:
1. VS e R3f:N— N bijjectiva tal que Zaf(") =5;
neN
2. 3f : N — N bijjectiva tal que Z aj(n) € divergente. O

neN



2.3 Exercicios resolvidos

2

-2 1

Exercicio resolvido 2.1 Mostre, pela definicdo, que lim nAn-2 =—.
n 2n2—-n—-3 2

Resolucao: Seja € > 0.

nf+n-2 1| 3n—1
2n2—n—3_2' B ’4712—271—6’
- 3n—1
 212n—-3|(n+1)
3n+3
<
212n—3[(n+1)
B 3
2203

3
< —, sen>3
2n

3
< g, sen>_—.
2¢

Entdo, tomando p = max{3, [2£] + 1}, tem-se que

> p s n2+n—2 1 -
n —— — | <c¢
=P on2—n—3 2

0 que prova que li n’+n -2 1
u rov u m -—-—-= —.
que prova que A S e =3~ 2 u

Exercicio resolvido 2.2 Mostre, pela defini¢do, que a sucessdo (1/n),, ndo é uma sucessio
de Cauchy.

Resolucao:

A sucessdo (y/n), ndo é sucessdo de Cauchy se e sé se, por definigdo,

de>0VpeNdn,m>p }\/ﬁ—\/ﬁ‘Za

Neste caso, o valor de € pode ser qualquer, isto é, verifica-se que

Ve>0VpeNInm>p }\/ﬁ—\/H‘Z&



Sejame >0ep e N. Tomandon=pem=[g+ 2]2p, tem-se que

donde podemos concluir que a sucessdo (y/n)

\\/ﬁ—\/ﬁ\='¢ﬁ—\/[<€+2}2p‘:([e+2}—1>\/fa>e,

,, Ndo é sucessao de Cauchy. ]

Exercicio resolvido 2.3 Seja a € R. Mostre que:

1. se a > 1 ent3o lima"™ = +o0;
n
2. se a = 1 entdo lima”™ = 1;
n
3. se |a] < 1 entdo lima" = 0;
n
4. se a < —1 entdo lima”™ n3o existe.
n
Resolucao:
1. Escrevendo a =1+ h, onde h =a — 1 > 0, tem-se que

a"=(1+h)"=14nh+---+h">1+nh>nh, VYneN.

Como nh —— 400, visto que h > 0, conclui-se que @ —— +o0.
n n
Este caso é imediato, visto que se trata da sucessdo constante igual a um.

Se a = 0, ent3o a sucess3o é constante igual a zero, logo convergente para zero.

Se 0 < a < 1, designando b = % tem-se que b > 1. Pelo ponto 1. sabemos que
b ——— 400, logo a”:bin - 0.
n n

Se —1 < a < 0, designando b = —a > 0 tem-se que a” = (—1)"b". Como, pelo

que vimos anteriormente, b" —— 0 e —b" < a"™ < b", Vn € N, concluimos
n

que a* —— 0.
n

Considerando as subsucessdes dos termos de ordem par e dos termos de or-

dem impar, pelo que vimos antes é simples concluir que (a2)" — s 400 €
n

N A e p
(a®)" 1 — —oo, logo ndo existe hzna : [



Exercicio resolvido 2.4

1 n
a) Mostre que lim <1 - > =-.
n n e

m\”"
b) Conclua que Vm € Z lim (1 + —) =™

n

Resolucao:

a) Uma vez que

(1_1>":<n—1>": 1 _ 1
VAT (k)T (k) (1)

n—1

) 1\" 1
tem-se que lim(1—— | = —.
n n e.l

b) Observe-se que, se m = 0, a afirmagdo é verdadeira. Seja entdo m # 0.

Separemos a resolu¢do em dois casos: i) m > 0; ii) m < 0.

i) Comecemos por observar que a sucessdo ((1 + %)n)n é convergente, uma vez
que é mondétona e limitada (a demonstragdo é analoga a efectuada na Proposicao
2.29 para a sucessdo ((1 + %)n)n Além disso, como ((1 + %)mn)n é uma

subsucessdo de ((1+ %)n)n

n mn
1 nym
= lim [(14—) } =™,
n n
ii) Procede-se como em i), utilizando a alinea anterior. u
;. . . ~ - . Qp41
Exercicio resolvido 2.5 Seja (a, ), uma sucessdo de termos positivos tal que lim nil L,
n an

com L € R. Mostre que entdo lim ¥a,, = L.
n

Resolucao:

~ an+1 p
Comecemos por observar que L > 0, uma vez que a sucessio ( é uma
Gn
n
sucessdo de termos positivos.



Analisemos em primeiro lugar o caso L = 0.

Dado € > 0, como % — 0,
n n

Gm+1
JpeNVm>p 0< -2t ¢
am
Tem-se entdo que para m > p se verifica
Ami1 @ Qpa1 _
0< LML PR gmeptL

Am  Om—1 ap
ou seja,

0 < amy1 < ape™ P ¥m > p.
Tomando n = m + 1 tem-se

0<ap<ape"? VYn>p+1,

logo

a
0< Ya, < "—25 Vn>p+ 1.
€

. a , . ,
Designando b,, = {/ —g, Vn € N, (resolva o Exercicio proposto 2.4, alinea c)) como
€

b, —— 1,
n

dp1 e NVn > p; b, < 2,

logo, para n > max{p + 1,p1}, tem-se 0 < {/a, < 2¢. Conclui-se assim que
va, —— 0.

n
Consideremos agora o caso em que L > 0.

Dado € > 0, considere-se € = min{e, %} Como % N
n n

Am+1

dpeNVm>p L—e< <L+4er.
m
Tem-se ent3o que para m > p se verifica
a a a
(L _gl)nprrl < m+1 Y%m  Yp+l < (L+€1)n7p+1’
G Gp—1 ap



ou seja,
ap (L —e1)" P < apiy < ap(L4e)™ P Ym >p.

Tomando n = m + 1 tem-se
ap(L—e1)" P <ap<ap(L+e)"? Vn>p+1,

logo

I
(L — 61)p

n

a
(L—¢1) < {Yan < m (L+e1) VYn>p+1.

Escrevendo a expressdo anterior como

L+b,< ¥Ya, <L+c¢c, VYn>p+1,

ap
(L—e)p

ap

L—e))—1L = o)
(L—e1) C Tta)

(L+e1)—L, VneN,

como b, —— —&1 e ¢, — €]
n n

dp1 e NVn > p; b, > —2¢1 e dps e NVn > po Cp < 2¢€7q,

logo, para n > max{p + 1,p1,p2}, tem-se
L—-2e<L—-281< ¥a, <L+2e1 <L+ 2¢.

Conclui-se assim que /a,, — L. u

Nota 2.97

1. Dada uma sucessdo de termos positivos (,)n, pode existir limite de ({/Zy),

sem que exista o limite de (%) . Como exemplo, considerem-se dois niimeros

n
n

reais positivos a,b tais que a < b e considere-se a sucessiao

(xn), = (a, ab, a®b, a®v?, a®b? a3, ---) .

s Typ41 , .
Como exercicio conclua que ({/x,), converge para vab mas (Tn )n é di
vergente.



2. Ao estudarmos a convergéncia de uma série de termos positivos, E Qp, S€

neN
o calculo do lim ¥/a, ndo permitir retirar qualquer conclusdo por aplicacdo
n

do coroldrio do critério de Cauchy, pelo exercicio anterior, também nenhuma

~ ., . . OGpyl
conclusdo se tirard sobre a natureza da série calculando o lim . -
n an

2n)!(3n)!
Exercicio resolvido 2.6 Estude a natureza da série Z (71')(4(;1')
n!(4n)!

neN
Resolucao:

Aplicando o critério de d'Alembert, tem-se que

2(n+ 1)) 3B(n+ 1))
(n+1)!'(4(n+1))!

2n+2)2n+1)(3n+3)(3n+2)(3n+ 1)

I _
W (2n)! (3n)! W (n+ 1)(4n +4)(dn + 3)(4n + 2)(dn + 1)
n! (4n)!
2238 97 -1
4464
logo trata-se de uma série convergente. u

;. . . ~ an
Exercicio resolvido 2.7 Mostre que se E an, é convergente entdo E — é convergente.
n
neN neN
Resolucao:

Comegamos por apresentar um resultado cuja verificacdo é deixada ao cuidado do

aluno.

Sendo n um ndmero natural, x1,...,Zn, Y1,...,Yn NUMeros reais, tem-se que

iyt Ty = 21(y1 —y2) +
+($1 + .TQ)(yQ — y3) +
+(x1 + 22 + 23) (Y3 — ya) +

+(@1 4+ 1) (Yn—1 — Yn) +
(@1 + -+ To)Yne



Considere-se agora a série convergente g Qn.
neN

. - .. - Gn .
Vamos verificar que a sucessdo das somas parciais da série gerada por (—) é
n/’/n

sucessdo de Cauchy.

Dados n, k € N, usando a identidade anterior, uma propriedade do valor absoluto e

notando que 7n+]1€_1 — n%rk >0,Vn, k€N, tem-se
an An+41 An+k 1 1
on < Z
n  n+l +n+k - |a”‘<n n+1>+
+ lan + | ! L)y
Ap T Ap4-1 n+1 n+2
o lan oot (—2 L
Gnp, An+k—1 ntk—1 n+k

+lan+ -+ angl ——

Como E an € convergente, a sucessdo das somas parciais que lhe estd associada é
neN
sucessdo de Cauchy, logo

dp1 e NVn>p Vm e Ny lan, + -+ apntm| < 1.

Para n > p1, usando as desigualdades anteriores, tem-se

al+an+1 oy otk <
n n+1 n+k|—

< 1 1 n 1 1 n n 1 1 n 1 _1
—\n n+1 n+l n+2 n+k—1 n+k n+k n

Como l —— 0, dado e > 0,
n n

1
dps e NVn > po —<e.
n

Tomando p = max{p1,p2}, tem-se que paran >pek € N

an Gn+41 Antk
n e
n n+1 n+k

<e€

86



~ . . ‘- Gnp, . ~
logo a sucessdo das somas parciais de série gerada por [ — | € sucessdo de Cauchy.
n/’/mzn

o0 (o]
Exercicio resolvido 2.8 Se E ap € E b, sdo duas séries absolutamente convergentes,

n=0 n=0
(o] n
de soma A e B, respectivamente, entdo a série E E ab, 1. é absolutamente con-
n=0 k=0

vergente de soma AB.

Observagao: Este resultado sobre o produto de séries (conhecido como o produto
de Cauchy) é aqui apresentado por uma questdo de completude. Ele vai ser utilizado
apenas na definicdo de funcdo exponencial de base a, com a € R™\{1}, no Capitulo 4.
Por n3o o considerarmos um resultado fundamental sobre séries, apresentamo-lo aqui

como exercicio resolvido, para os alunos mais interessados.

Resolucao:

o o0
1. Comecemos por considerar o caso em que g an € E b, sdo séries de termos

. . n=0 n=0
nao negativos.
Sejam
n N
Cp = E akbn,k (S fﬂv = E Cp.
k=0 n=0
Entao

N n N N
0<Sy=2 > abor< (D an]|D bn] <AB.
n=0 n=0

n=0 k=0
Como (Sy,), € uma sucessdo crescente e majorada por AB, ela é convergente
para um ndmero real ndo negativo C' que, pela desigualdade anterior, é menor

ou igual a AB. Mas, uma vez que

N N 2N
Z an Z by, | < Z agbn_r = San,
n=0 n=0

n=0

fazendo N — 400, concluimos que AB < C. Entdo C = AB.



o oo
2. Consideremos agora o caso geral, em que E a, e E b,, sao séries absoluta-

n=0 n=0
mente convergentes.

Definindo ) )
a::§(|an\+an), a;zi(\aﬂ—an),

o
al > 0ea, >0. Una vez que quer Zan

n=0

observa-se que a,, = a} —a,;,

o
quer g b, sao absolutamente convergentes, podemos rearranjar os seus termos.

~ n=0
Entao

(%) ()

(o) (S5
(=) (S0) - (S) (20)
() (Z) () (£%)

(utilizando o resultado j& provado em 1.)

- za:b:_k—za,;b:_k—za:bg_k+za,;b;_k]
n=0 L[ k=0 k=0 k=0 k=0
S <a:—a,;>b:_k—<az—a,;>b;_k]
n=0 L k=0
S m]
n=0 L k=0
= Zzakb”—k“
n=0 k=0 [ ]



2.4 Exercicios propostos

Exercicio 2.1 Analise a monotonia das sucessbes de termo geral

2n n+ 2 1+ (—1)” LS
— - = Ch = an, a .
Qn "1 ntl n n ) n )
Exercicio 2.2 Mostre, recorrendo a definicdo, que 1 0-
1+ n? n
Exercicio 2.3 Calcule os seguintes limites:
n2+2n—1 : n |
1 : i) lim— {/(2n)
a) 171312n2—37”i+2 " Zn_ n
n+ - j) lim , 0<b<a;
b) hTan 57 37:+ 5 no (ab)"
a™b"
_ : N +.
c) hTan(\/rH_ \f) k) hrrznan—i-b"'a’bER :
vnd +2n —1 nt 1\ "tk
d) lim ———; 1) i k€N,
) no/n244n+2 ) lran< n ) » K€
e) lim cos (2 r); 1\
n m) lim(1+ —= :
(G G L ) < n?)
f) lim . pEN, 2
n 2n — 1 1\"
1 1 n) lim <1 + 3> ;
0 (G 4 o) w (1
n—1\"
n
h hm(m iz T +¢n4Tn)' o) hﬁn<n+1

Exercicio 2.4 Mostre que:

I
a) im —

lim (¥/n2 = 1= Vn+1) =0,
¢) lim{a=1, a>0;
d) lim Va" 4+ b” = max{a,b}, a >0, b > 0.
n

n 1= 1, pela definic3o;

3n+1
n+4

Exercicio 2.5 Mostre, pela definicdo, que a sucessdo de termo geral a, =

1
Cauchy mas que a sucessdo de termo geral b, = — + (—1)" n3o é.
n

é de



Exercicio 2.6 Considere a sucessio a, = (—1)""'(2n — 1),n € N. Verifique se sdo

subsucesstes de (an)n as seguintes sucessoes:

a) (bn), =(1,5,-3,-7,9,13,-11,-15,...);
b) ¢, =2n+1, neN;
¢) (dn), =(-3,-7,-11,-15,-19,-23,...).

1
Exercicio 2.7 Considere a sucessdo () = ((1)” + > .
n
Indique, justificando, se cada uma das afirmac¢les seguintes é verdadeira ou falsa:

a) para todo € > 0 a desigualdade |z,| < ¢ sé ndo se verifica para um niimero
finito de termos de (:cn)n
b) para todo € > 0 a desigualdade |z, — 1| < ¢ verifica-se para uma infinidade de
termos de (1) ;

c) existe ¢ > 0 tal que |z, — 1| > € para todos os valores de n suficientemente

grandes;

. 1 1
d) para todo k € N existe € > 0 tal que |z, — 1| < 5 Sempre que n > —;
€

e) a sucessdo ndo é de Cauchy.

Exercicio 2.8 Indique, justificando, se cada uma das afirmagdes seguintes é verdadeira ou
falsa:

a) se os termos de uma sucessdo convergente sio alternadamente positivos e ne-

gativos, entdo o limite da sucess3o é zero;

, ~ i . a ~
b) se (a,), é uma sucessio de termos positivos tal que lim —— = 2, entdo
. n Gp+t1
lim a, = 0;
n

c) se (ap), é uma sucessdo limitada ndo monétona, entdo (ay), é divergente;

d) se (an)n € (by)n 3o sucessdes tais que (ay), é convergente e |a, — by| < Z,

Vn € N, entdo (by), é convergente e lim,, b, = lim,, a,;



se (an)n é uma sucessdo mondtona tal que (agn)n é sucessdo de Cauchy, entdo

(an)n também é sucessdo de Cauchy;

sejam (an)n € (bp)n sucessdes. Se apb, —— 0 entdo a, —— 0 ou
n n

bn—>0;

3

se (an)n € uma sucessdo tal que ap4p — ay > %, Vn,p € N, entdo (ay), ndo é

sucessdo de Cauchy;

Sejam (ay,), uma sucessdo decrescente e (by,), uma sucessdo crescente. Se
(an — by,) —— 0 entdo (an)n e (bn)n sdo convergentes;
n
p T ~ 2% ) ~
se (an)n é uma sucessdo limitada, entdo ( — ) € uma sucessdo convergente;
n/n
se (an) é uma sucessio estritamente decrescente, ent3o o contradominio de

n
(an) € um conjunto numeravel;
n

toda a subsucessao de uma sucessio mondtona é mondtona.

Exercicio 2.9 Em cada uma das alineas seguintes, apresente um exemplo, ou justifique

por que nao existe:

a

o

~— — ~— Y ~— ~— ~— ~—

@ o o

—

= R

uma sucessdo real, convergente, ndo monétona;

uma sucessao de nimeros inteiros, estritamente mondtona e limitada;

uma sucessao de nimeros racionais convergente para um nidmero irracional;
uma sucessdo de nlimeros irracionais convergente para um nimero racional;
uma sucessao que n3o admite nenhuma subsucessdo convergente;

uma sucessdo (a,)  tal que |a,| —— O mas ay, ﬁnL} 0;

uma sucessdo crescente, convergente para zero;

uma sucessdo (a, ), divergente cujas subsucessdes (agn)n, (agn,l)n e (agn)n

sejam convergentes.



Exercicio 2.10 Para cada uma das proposi¢des (A) — (E), indique uma sucesséo (1) — (7)

para a qual ela é verdadeira.

Proposi¢oes:

(A) Para todo € > 0 a desigualdade |x,, — a| < € s ndo se verifica para um niimero

finito de termos de (xy, )n;

(B) Para todo £ > 0 a desigualdade |z,, — a| < ¢ verifica-se para uma infinidade de
termos de () ;

(C) Para algum k € N a desigualdade |z,, — a| < & verifica-se para todo n > k e
para todo £ > 0;

(D) Existe um € > 0 tal que |z, —a| > € para todos os valores de n suficientemente

grandes;

1 1
(E) Para todo k € N existe um ¢ > 0 tal que |z, — a| < % Sempre que 7 > —.
€

Sucessoes:
(1) zp=n—|8=n|; a=-§;

(2) 2, =(-1)"+ %; a=1;

n
_1)n
(4)mn:1—|—(n) ca=1
(5) z,=3; a=3;
2—n
(6) x, = = ;a=1
(7) 2n=n—|8—n|; a =8

Exercicio 2.11 Seja (an)n uma sucessdo real. Considere as seguintes afirmagdes:

- Jd>0dpeN n>p= ap > ¢
INH-Ve>0VpeN n>p=la,| <e¢
- Ve>0dpeN n>p=la,| > ¢



A — A sucessdo (ay,), é positiva a partir de certa ordem;
B — A sucess3o (an)n é a sucessio nula;
C — A sucess3o (an)n é ilimitada.

Preencha o quadro abaixo, colocando em cada rectangulo a letra S se a implicacdo

se verificar e a letra N caso contrario.

= =
I A I
[l B [l
" C "
Exercicio 2.12 Seja (an)n uma sucessao convergente para a # 0. Mostre que ai — 2.
n

Exercicio 2.13 Determine a relacdo que deve existir entre a e b para que

. n 4t a) 23 . AN
lim = lim .

Exercicio 2.14 Seja b um nimero real positivo e (azn)n uma sucessdo definida de forma

recorrente por

a) Verifique que 22 > b, Vn € N\ {1}.

b) Mostre que existe lim x,, e determine-o.
n

Exercicio 2.15 Seja (a:n)n uma sucessao real.

a) Mostre que é valida a seguinte implicagdo: lim z, = +00 = lim ——— = 1.
n n r,+1

b) Verifique se a implicagdo contraria também ¢é verdadeira.



Exercicio 2.16 Encontre os valores de p € N para os quais a sucess3o de termo geral

3 —n+1

an:Sn}’—l—n—Z

é convergente.

. - 1
Exercicio 2.17 Seja (z,),, uma sucess3o real tal que |z, — 4| < — + —, Vp,q € N. Mos-
p q
tre que (x5, ), é uma sucessdo de Cauchy.

1

3n
Exercicio 2.18 Considere a sucessdo (vy,), tal que v, = E ————, Vn € N. Calcule
2
o Vi + k

lim v,, .
n
Sugestdo: Enquadre (v,), por duas sucessdes escolhidas convenientemente.

2n

Exercicio 2.19 Considere a sucessdo (v, ), tal que v, = Z o Vn € N.
k=n-+1

a) Mostre que se trata de uma sucessdo monétona.

b) Estude a sucessdo (v, ), quanto a convergéncia.

n

[+

Exercicio 2.20 Seja (a,), a sucess3o real tal que a,, = iioi, Vn € N.

[1Gi+3)

=0

. OGpy1 .
a) Calcule lim =" b) Calcule limay,.
n an n

Exercicio 2.21 Verifique se as seguintes séries numéricas sdo convergentes ou divergentes:

n—1 > sen(n 6)
V2 5,1 DI
neN n=1
N DY (1 —



"y 1.3.5...(2n 4 1)

£23.6.9...(3n+3)

n senn
O)Z [
mn.

neN

— n + 100
e}
l)z sen n%, a€RT;
n=1
(1)t
oy E0,
neN

n
neN
S (V2 (
n
> o
neN
e*T’L
V)Y =
neN vn+1
Z 2 cos(nm)
3/ 2 7
neN 1 +n
n senn
Z)Z en :
neN



o
Exercicio 2.22 Verifique se é convergente a série E Gn, sendo:

n=1
1 , ‘
— sen é par, —— semn é par,
n n
a) ap = b) an =
1 1
— sen é impar; —  sen éimpar.
2 2
n n
2n 9

Exercicio 2.23 Seja o € ]0, Z[. Mostre que Z

n=1

— sen”" o converge se e sé se o < 7.
n

r . , , . n e
Exercicio 2.24 Para que valores de a € RT é convergente a série E Tﬂ? Justifique.
a

neN
oo an
Exercicio 2.25 Considere a série Z . Estude a sua natureza se:
= 14
a) 0<a<b; b) 0<b<a<l, c) 1<b<a.
+&>n2
Exercicio 2.26 Considere a série Z —.
n!

n=1

a) Mostre que se trata de uma série convergente.

+a>1 +“3n2
b) Sabendo que E — =€ qual é a soma da série E —~ ?
n! n!
n=0 n=1

Exercicio 2.27 D& exemplo, ou justifique por que n3o existe uma sucessdo (a, ), tal que:
2 . . . .
a) g a,, seja convergente e g an seja divergente;
neN neN

b) E an seja convergente e E ai seja divergente;
neN neN
c) (nQan)n convirja para zero e g an, divirja;
neN

d) E an seja divergente, lim a,, = 0 e a sucessiao das somas parciais seja limitada.
n
neN



Exercicio 2.28 Seja g a, uma série absolutamente convergente.
neN

a) Mostre que se (b”)n € uma sucessao limitada entao E anb, é absolutamente
neN
convergente.
b) Conclua que g ai é convergente.
neN
. - 2
c) Conclua ainda que, se E b, converge, entao E (an + bn) converge.
neN neN

Exercicio 2.29 Sejam Z an € Z b, duas séries de termos positivos convergentes. Mos-
neN neN
tre que Z anby, converge.
neN

Sugestdo: Verifique que Va,b € R} ab < (a+ b)2.

Exercicio 2.30 Seja E a, uma série de termos positivos, convergente. Seja (mn)n uma
neN
sucessdo tal que |zp+1 — zp| < ay, para todo o n € N. Mostre que (l‘n)n é uma

sucessdo de Cauchy.

Exercicio 2.31 Seja (an)n uma sucessao de termos positivos. Mostre que se E an
neN
~ Qn
converge, entao E ——— converge.

neNil+_an

Exercicio 2.32 Indique se as afirmagbes seguintes sdo verdadeiras ou falsas, justificando:

a) se uma série alternada é convergente, entdo a sua soma é zero;

b) se a série E an, com 0 < a, < 1, Vn € N, é convergente, entdo a série
neN
Gp41
E *1 ¢ convergente;
G,
neN
c) se a série gerada por (an), € convergente, entdo a série gerada por qualquer

subsucess3o de (an)n é convergente;
d) se (an)n € uma sucessio de termos positivos tal que lim (a, logn) = 2, entdo
n

a série g an € divergente;
neN



[0S

P
e) se a sucessdo (ay), é tal que Vp € N, Z|ak| < 2, entdo a série Zan

k=1 neN
convergente;

[N

f) se a série Zan, com a, > 0, Vn € N, é divergente, entdo a série Zai

neN neN
divergente;

g) sevneN, a, <b,<0e Z a, € convergente, entdo Z b, é convergente;
neN neN
h) selima, = 2, entdo Z (an+1 — ay) é convergente.
n

neN

Exercicio 2.33 Seja (an)n uma sucessao de termos nio negativos decrescente. Mostre
que, se a série gerada por (a,), € convergente, entdo a sucessdo (nay,), converge

para 0.



3. Funcoes reais de variavel real

A arte de fazer matematica
consiste em encontrar aquele caso especial
que contém todos os germes da generalidade.

(David Hilbert)

Neste capitulo vamos recordar os conceitos de limite de uma fun¢do num ponto, de
continuidade num ponto e de continuidade global. Serdo apresentados alguns resultados
relativos a estes conceitos.

Muitos dos tépicos aqui introduzidos foram j4 abordados no 122 ano. A diferenca subs-
tancial que os alunos irdo encontrar estd, por um lado, no facto de serem aqui apresentadas
todas as justificacdes e demonstracdes dos resultados utilizados e, por outro, no facto dos
dominios das funcles ou das suas expressoes analiticas poderem ser mais “bizarros’ que
aqueles a que estdo habituados.

3.1 Nogoes elementares

Comecemos por recordar alguns conceitos bem conhecidos, aproveitando para fixar
notacoes.

Definicao 3.1 Chamamos funcao real de variavel real a uma fungdo f: X — Y, em

que X eY sdo subconjuntos nio vazios de R.



Nota 3.2 No que se segue, uma fungdo f : X — Y designard sempre uma fungdo real

de variavel real, isto é, X eY designardo sempre subconjuntos ndo vazios de R. ]

Nota 3.3 E sabido que uma fung3o fica definida pelo dominio, pelo conjunto de chegada
e pela regra de correspondéncia ou lei de formagcdo, que a cada elemento do dominio associa
um tnico elemento do conjunto de chegada. Frequentemente, por abuso de notacdo, define-
-se uma funcdo real de varidvel real apenas pela sua lei de formacdo, subentendendo-se que
o seu dominio € o maior conjunto, no sentido da inclusdo, onde essa lei tem sentido, e o

seu conjunto de chegada é R. u

Exemplo 3.4 Dadoa € R, afuncdo f: R — R chama-sefuncao constante igual

r = a

a a. H

Exemplo 3.5 Seja f: R — R. Calculemos Im (f) e f~1([1,2]).

.CL'F—>£U2

Im (f) = {f(z) :z € R} = {2 : 2 € R} = R{,
FUL2) ={zeR: flm) el,2} ={z e R: 1< 22 <2}:}—¢§,—1} U [1\/5[
|

Definicao 3.6 Dado um subconjunto X, ndo vazio, de R, diz-se que X é simétrico
relativamente a 0 se X = —X (ver Nota 1.26).

Definicao 3.7 Seja f : X — Y uma fungdo. Diz-se que:
e f é uma funcao par se
X é simétrico relativamente a0 e Vax € X f(—xz) = f(z);
e f é uma funcao impar se
X € simétrico relativamente a0 e Yz € X f(—z) = —f(z).

Exemplo 3.8 A funcdo f: R — R € par e a funcdo Idr € impar.

z — | -
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Definicao 3.9 Dadas duas fungées f,g: X — R, define-se

e soma de f e g:

f+g: X —
. — f(z)+g(x)

e produto de f e g:
fg: X — R
z — f(2)g(x)

e quociente de f e g (supondo que g(z) #0, Vze X):

i:X—>

9

~
& #

1
\

Q
—

7)

Nota 3.10 No que se segue, dadas duas funcées f,g : X — R, utilizaremos a notacdo

= para indicar a seguinte fungdo:

Z: {reX: g(x)#0} — R

(2)
x) |

~

1
\

X

<
—

Definicao 3.11 Dada uma funcdo f : X — Y, diz-se que
e f é majorada se dIMeRVzeX flx) < M;
e f é minorada se dmeRVzeX m < f(x);

e f élimitada se f € majorada e minorada.

Nota 3.12 Observe-se que uma funcdo f : X — Y é majorada (respectivamente mi-
norada, limitada) se e sé se o conjunto f(X) é majorado (respectivamente minorado,
limitado).

[



() (b)

Figura 3.1: A fung3o cujo grafico estd esbogado em (a) é majorada e a que tem o grafico
esbogcado em (b) é limitada.

Exemplo 3.13 A funcio f: [l,+00] — R € limitada,
x — l
x
. 1
pois Vz € [1,+o0] 0<-<1. m
x
Exemplo 3.14 A fungdo f: ]0,400] — R € minorada mas ndo é majorada.
x — l
x

Observe-se que f é minorada porque Vz € 0,400 0 < % e f n3o é majorada visto
que VM >0 47 €]0,+00f e f(77) =M. -

Definicao 3.15 Uma funcdo f : X — Y diz-se
e estritamente crescente se  Vry,z9 € X 1 < 29 = f(x1) < f(x2);

crescente se  Vri,z9 € X 1 <x9 = f(x1) < f(x2);

estritamente decrescente se Vi, 10 € X x1 < xg = f(x1) > f(x2);

decrescente se V1,10 € X x1 < a9 = f(x1) > f(x2);

e monotona se for crescente ou decrescente;
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e estritamente monodtona se for estritamente crescente ou estritamente decrescente.

Exemplo 3.16 A funcdo f: R — R € estritamente crescente.

$F—>{L‘3 .

Exemplo 3.17 Uma fun¢do constante é simultaneamente crescente e decrescente. ]

Definicao 3.18 Seja f : X — Y uma funcdo. Um ponto xg € X diz-se

e um ponto de maximo local ou maximizante local de f (respectivamente ponto

de minimo local ou minimizante local de f) se
30 >0V €lrg—0,xz0+0[NX f(z) < f(zo) (respectivamente f(xo) < f(z))
e f(xo) diz-se maximo local de f (respectivamente minimo local de f);

e um ponto de maximo local estrito de f (respectivamente ponto de minimo local
estrito de f) se

35 >0Vzx € lxg—0,x0+0[NX\{zo} f(z) < f(zo) (respectivamente f(xo) < f(x))

e f(xo) diz-se maximo local estrito de f (respectivamente minimo local estrito

de f);

e um ponto de maximo absoluto ou maximizante absoluto de f (respectivamente

um ponto de minimo absoluto ou minimizante absoluto de f) se
VeeX f(x) < f(zo) (respectivamente f(xg) < f(x)),

e f(zo) diz-se maximo absoluto de f (respectivamente minimo absoluto de f);

e um ponto de extremo (local ou absoluto) se for ponto de maximo ou de minimo
(local ou absoluto) de f.

Nota 3.19 O mdximo absoluto (respectivamente o minimo absoluto) de uma fungdo f é

simplesmente o maximo (respectivamente o minimo) do conjunto f(X). u



[(zo)-—--@

- O———0

|
|
|
|
|

Figura 3.3: O minimo absoluto da fun¢do

Figura 3.2: 2y é um ponto de maximo
local de f. é —1.

As figuras apresentadas ilustram alguns dos conceitos definidos anteriormente.

No Capitulo 1 foi definida a fungdo inversa de uma fung3o bijectiva f : X — Y (ver
Definicdo 1.10). No caso especial de estarmos a trabalhar com fungdes reais de varidvel
real, a partir de uma representacdo grafica da funcdo f podemos obter uma representacdo

grafica de f~!, procedendo como se indica na figura seguinte:

Figura 3.4: Esboc¢o do grafico da fungdo inversa de uma fung¢do f, por construcdo do
simétrico do grafico de f relativamente a bissectriz dos quadrantes impares.
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Exemplo 3.20 A funcio : R — R éinvertivel e a sua inversa é a funcdo
p , ¢
f71: R — R
N sex >0
T [ —
—v—x sex <0 [

Exemplo 3.21 As funcées f: R — R e g: R — RI nio sdo invertiveis.
r — 2’ r — 22
A funcido h : Rar — Rg € invertivel.

xT ’—>£U2

De facto, a primeira funcdo n3o € injectiva nem sobrejectiva e a segunda n3o é injectiva.
A fungdo h é bijectiva e asua inversaé h™l: R — Ry.

xr — Lz -

Nota 3.22 Se uma fungdo f : X — Y real de varidvel real é injectiva mas ndo sobre-
jectiva, € usual falar da inversa de f. Na realidade, cometemos um abuso de notacio,

chamando ainda f a fungdo bijectiva que se obtém substituindo Y pelo contradominio de
f ]

Definicao 3.23 Sejam f : X — Y eg : A — Y, fungbes tais quee A C X e
g(z) = f(z), Vo € A. A fungdo g diz-se uma restricdo de f e denota-se g = fi,. A
funcdo f diz-se um prolongamento de g.

Exemplo 3.24 As fungées g: R — R e h: R — R sdo
r — 22 2 sex >0
7 A —
sex <0
prolongamentos de f : ]R(J)r — R

T '—>£172
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3.2 Limites

Nesta seccdo vamos introduzir o conceito de limite de uma funcdo num ponto de

acumulacdo do dominio e estudar algumas das propriedades dos limites.

Definicdo 3.25 Sejam f : X — R uma fungdo, c € X' ed € R. Diz-se que o limite de

f quando x tende para c é d se
Ve>036>0Vere X O<lzr—c <d=|f(z)—d| <e.

Escreve-se entdo lim f(x) = d.
Tr—cC

Figura 3.5: Interpretacdo geométrica da definicao de limite de uma fun¢do num ponto.

Nota 3.26

e Note-se que a definicdo de limite permite calcular lim f(x), sendo ¢ € X'\ X, isto
r—cC

é, ¢ pode n3o pertencer ao dominio da fungdo;
e Sece XNX', olim f(x) ndo tem de ser f(c). Alids, o valor que a fungdo toma
r—C
em c € irrelevante no calculo do limite, visto que consideramos os pontos do dominio

da fungdo, préximos mas diferentes de c;



e Observando que 0 < |z — ¢| <= x # ¢, a definicdo de limite pode ser reescrita dos

seguintes modos:
Ve>036>0 re€ XNje—0d,c+[\{c} = d—e< f(z) <d+c¢g
Ve>036>0Vre X\ {c} c—d0<z<c+d= d—e< f(z)<d+e¢

Ve>036>0Vee X\ {c} |z —c| <d=|f(x)—d| <e. m

Exemplo 3.27 Seja f: R — R. Entdo lir% f(x)=0.
{ || sex#0
X >

1 sex=0

Figura 3.6: Exemplo de uma funcdo que tem limite quando x tende para zero.

O grafico da funcdo f da-nos a ideia intuitiva de que ili% f(x) =0. Vamos prova-lo
pela definicao.

Seja e > 0. Escolhendo § = ¢, se x € R\ {0} é tal que |x — 0| < ¢ entdo |f(z) — 0| =
|z| < § =€, o que mostra que ig% f(z)=0.

Note-se que f(0) = 1, isto é, a fung¢do, no ponto z = 0, tem um valor diferente do

lim f(z). ]

Vejamos agora algumas propriedades dos limites.
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Proposicao 3.28 Sejam f,g : X — R funcées, ¢ € X', e suponhamos que existem

lim f(x) e lim g(x). Entéo:
r—cC r—c
1. existe im(f + g)(x) e € igual a lim f(x) + lim g(z);
T—cC r—cC T—cC

2. existe lim(fg)(x) e € igual a lim f(x)lim g(x);
xr—c Tr—cC

xr—c
f lim f(x)
3. se lim g(x) # 0 entdo existe lim ~(z) e € igual a —————.
z—c z—c g lim g(z)
r—c

Demonstracao: Vamos fazer apenas a demonstracdo de 2. As restantes alineas si3o dei-
xadas como exercicio. A demonstracido de 1. é muito simples e a demonstracdo de 3. tem
um grau de dificuldade andlogo a de 2..

Sejam a :gchIan(:z) eb zglﬂl_)rncg(:c) Entdo, dado ¢ tal que 0 < e <1,

g

30 >0V eX\{e}  fo—d <d = @) —al < ;o

g
36 ov X — 1) —-b _—
2 > HAES \{C} ‘.f C’< 2:>’g<l’) ’<1—i—\a|+\b\

Note-se que

[F@)g@) —ab| = [[(f(z) = a) +a] [(g(x) — b) + ] — ab)

IN

‘f(x) — aHg(x) — b| + ‘aHg(aﬁ) — b} + ‘be(x) —a‘.

Seja & = min{dy,02}. Utilizando a desigualdade acima, se x € X \ {c} ¢ tal que

|z — ¢| <9, entdo

2
€ € €
—ab] < [———— ) + +1b
|f(x)g(x) — abl (1+\al+\b\> e T T e

_ ( : +|a|+|b|)
1+ al + |b] \1+ |a| + |b]
—  _(I4|a+ )=
1+ |a| + |b] o
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No caso em que € > 1, procedendo como anteriormente, escolha-se § de modo que, se
|z — ¢| < 6, entdo |f(x)g(xz) — ab] < 1. Esse mesmo ¢ é tal que

|z —c| <0 = |f(z)g(x) — ab|] < e. 0

Uma outra propriedade importante dos limites é a apresentada na proposicdo seguinte:

Proposicao 3.29 Sejam f : X — R uma fungdo, c € X', d um nimero real e suponhamos

que lim f(x) > d (respectivamente lim f(x) < d). Entdo
d§>0Vexele—d,c+d[NX\{c} f(z) > d (respectivamente f(x) < d).

Demonstracgado: Seja b = lim f(z). Tome-se ¢ = b — d. Note-se que € > 0 e que, pela
r—cC

definicdo de limite,
d0>0Vzre X O0<|z—c|<d=|f(z)—bl<ce
ou, equivalentemente,
30 >0Vere X O<|z—c|]<d=b—(b—d) < f(z) <b+ (b—d).

Em particular, se z €]c — d,c+ d[N X \ {c} entdo f(x) > d. O

Nota 3.30 Sejam f: X — R uma funcio, c € X' e d um nidmero real.

1. Se
30 >0Vx e XNlc—0d,c+[\{c} flx) >d (respectivamente f(x) < d),

entdo, resulta imediatamente da proposicdo anterior que, desde que exista, lim f(x) > d
r—C
(respectivamente lim f(z) < d).
r—cC

2. Do facto de
3>0Vz e XN]e—0d,c+0[\{c} f(z) >d (respectivamente f(z) < d),

ndo se pode concluir que lim f(x) > d (respectivamente lim f(z) < d), como se
xr—c Tr—cC

verifica no exemplo seguinte. ]



Exemplo 3.31 Seja f = Idg+. EntdoVx € RT  f(x) > 0. No entanto, lir% f(r)=0.m
Tr—

O conceito de limite pode ser generalizado, permitindo-se que o lim f(x) possa ser +00
Tr—cC

ou —o0.
Definicdo 3.32 Sejam f: X — R uma funcdo e c € X'. Diz-se que:
e o limite de f quando x tende para c é +o00 se
VMeR3IF>0Vee X\ {c} lz—c|<d= f(x) >M

e escreve-se lim f(x) = +oo;

r—cC

e o limite de f quando x tende para c é —oo se
VMeR3IF>0Vee X\ {c} lz—c|<d= f(x) <M

e escreve-se lim f(z) = —oo.
r—cC

Nota 3.33 Observe-se que a definicdo de lim f(x) = +oo € equivalente a
r—cC

VM >03>0Vee X\ {c} |z —¢c| <6 = f(z) > M,

isto €, € indiferente tomar na definicdo M qualquer niimero real ou M qualquer nimero
real positivo. Poderiamos também fazer M percorrer, por exemplo, apenas o conjunto dos

ndmeros naturais (pense porqué!). u

Podemos também pensar no que acontece se o dominio X de uma func3o f for ilimitado,

a direita ou a esquerda, e fizermos & € X tender para +00 ou —o0.

Definicao 3.34 Seja f : X — R uma fungio.

Se X é um conjunto ndo majorado, diz-se que:

e o limite de f quando = tende para 4+o0c € d e escreve-se lim f(z) =d se

r——400

Ve>03INeRVre X z>N=|f(z)—d| <e;
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e o limite de f quando x tende para +oco € 400 e escreve-se lim f(z) = +oo se

Tr—-+00

VM eRINeRVre X x>N= f(z) > M.

Deixa-se ao cuidado do leitor a definicdo de limite de f quando x tende para +oo é
—o00, escrevendo-se lim f(x) = —o0.
r——+00

Se X é um conjunto ndo minorado, diz-se que

e o limite de f quando = tende para —oo € d e escreve-se lim f(x) =d se
Tr——00

Ve>03dINeRVze X z<N=|f(z)—d| <e.

Deixa-se, uma vez mais, ao cuidado do leitor a definicdo de limite de f quando x
tende para —oo € +00 ou é —oo, escrevendo-se, respectivamente, lim f(x) = +o0
T——00

ou lim f(x)= —oo.

Exemplo 3.35 Seja f: R\ {0} — R. Entdo lin% |f(z)] = +o0 e lim f(x)=0.
1 T— T——00

T — =
T

De facto, dado M > 0, escolhendo § = 7, se 0 < |z| < & entdo |f(z)| = ﬁ > M, o

que prova que lirr%)|f(x)| = +00.
T—

Dado & > 0, escolhendo N = —1, se z < N entdo |f(z) — 0] = L < &, o que prova
que lim f(x)=0. u
Tr——00

As propriedades do limite da soma e do produto de duas funcées mantém-se quando se
substitui o ponto ¢ onde se calcula o limite por +00 ou —oco. No entanto, nem sempre é
possivel generalizar os resultados da Proposicao 3.28 a situagdo em que alguns dos limites
sdo zero ou infinito. Esses casos s3o vulgarmente referidos como situagdes de indeter-
minacgoes. Tal como no Capitulo 2, remetemos o aluno para o anexo da pagina 220, onde
é apresentada uma tabela relativa a aritmética de limites envolvendo limites infinitos. Essa
tabela é extensiva a exponenciacdo, operacdo que sé serd introduzida no préximo capitulo.

Veremos no Capitulo 6 uma regra, a Regra de I'Hopital, que serd um bom auxiliar no
calculo de alguns destes limites.



Definicao 3.36 Seja f: X — R uma fungio.

e Sec € X!, diz-se que o limite de f quando x tende para c por valores superiores
acéd se

Ve>03>0 ze€le,c+0[NX = |f(z)—d|l <e.

Escreve-se lim+ f(z) = d e diz-se que o limite a direita, de f, em ¢, éd.
r—cC

e Secc X', diz-se que o limite de f quando = tende para c por valores inferiores

acéd se

Ve>036>0 rz€le—6,c[NX = |f(z)—d| <e.

Escreve-se lim f(z) = d e diz-se que o limite a esquerda, de f, em ¢, é d.

T—Cc
Nota 3.37 De forma inteiramente analoga se definem hm+ f(x) = +o0, hm+ f(x) = —o0,
Tr—cC Tr—cC
lim f(z) =+oc0 e lim f(x)= —oc. m
Tr—c— Tr—cCc™

Proposicao 3.38 Sejam f: X — R uma funcdo e c € X! N X' . Entdo

lim f(z) =d <= lim f(z)= lim f(x)=d.

T—cC r—c— r—ct

Demonstracao: Este resultado é uma consequéncia imediata das definicoes. O

Proposicao 3.39 Sejam f : X — R uma fungdo, c € X' . Seja d € R e suponhamos

que existe § > 0 tal que para todo o x € Jc — d,c[ N X se tem f(x) < d (respectivamente

f(z) > d). Se lim f(x) existe, entdo lim f(x) < d (respectivamente lim f(z) > d).
r—c— - -

r—cC r—cC

Demonstracao: Basta adaptar o que estd feito na Proposicao 3.29 e na Nota 3.30 ao caso

do limite a esquerda. ]

Nota 3.40  Mostra-se também que, se f : X — R € uma fun¢do e c € X!, a Pro-
posicdo 3.39 é verdadeira se substituirmos |c— 0, c| por|c,c+d[ e lim f(x) por lim+ f(x).
T—Cc™ Tr—cC



Proposicao 3.41 Sejam f,g,h: X — R, c € X' e suponhamos que
LV¥zeX  f(x) < gla) < hia);

2. lim f(x) e lim h(x) existem e sdo iguais a a € R, a = +00 ou a = —o0.
xr—c xr—c

Entdo existe lim g(z) = a.

Tr—cC

Demonstracao: A demonstracdo é omitida, pois é uma adaptacdo a fungdes da demons-

tracdo efectuada para sucessbes no Teorema 2.25. ]
Nota 3.42
1. A proposicdo anterior continua vdlida se ¢ = 400 (respectivamente ¢ = —oo) desde

que X seja ilimitado a direita (respectivamente 3 esquerda);

2. A fung¢do g diz-se enquadrada pelas fungbes f e h.

3.3 Continuidade

O conceito de continuidade de uma funcdo num ponto do dominio é um conceito
fundamental num curso de Andlise em R. Nesta seccdo introduzimos este conceito e

apresentamos alguns exemplos importantes, deixando os teoremas sobre fungdes continuas
para um capitulo posterior.

Definicao 3.43 Uma fungdo f : X — R diz-se continua em xy € X se
Ve>036>0Vere X |z —x0| <6 = |f(x) — f(zo)| < e.
A fungdo f diz-se continua se for continua em todos os pontos do dominio.
Proposicao 3.44 Sejam f: X — R uma fungdo e xy € X. Entdo

xo € ponto isolado de X
f continua em x¢y <= | ou

xo € ponto de acumulagdo de X e lim f(x) = f(zo).

T—T0



Demonstracao: Dado um ponto zg € X, tem-se que ou zg € X' ou 79 € X'.
Se xg € X', dizer que f é continua em xg é equivalente a dizer que le f(x) = f(=zo).
Se xp ¢ X' entdo existe § > 0 tal que |xg — 6,29 + 0[N X \ {xg}zzx((}). Ent3o, dado
e > 0, escolhendo o 0 acima, se x € |xg — d, 29 + 6[N X, = é necessariamente x, pelo que
|f(z) = f(zo)| =0 <e. O

Vejamos agora alguns exemplos:
Exemplo 3.45 Qualquer fungdo f : 7 — R é continua.

De facto, se g € Z e 6 = 1 entdo Jzg — 0,20 + [NZ = {zo}, isto é, todos os pontos
de Z s3o pontos isolados. Assim, f é continua. u

Exemplo 3.46 Considere-se a funcido definida no Exemplo 3.27. Esta funcdo € descontinua.

Vimos que lir% f(x) =0+# f(0) =1. Entdo f é descontinua em = = 0, ou seja, f é
Tr—

uma funcdo descontinua. ]

Exemplo 3.47 A fungdo f: [0,1] — R € continua.

T '—>JJ2

Como
Vao,ye [0,1] |22 =P =z —y) (@ +y)| < 20z —yl,

dado € > 0, tomando § = g tem-se que

2 —yl < 6= |22 — 9| <2z —y| <20 =¢. ]

2 num ponto z arbitrario do inter-

Provdmos assim a continuidade da fun¢do f(x) = =
valo [0, 1]. Verificdmos, além disso, que a escolha de §, na prova da continuidade desta
funcdo num ponto z, foi feita independentemente desse ponto x. Esta é uma propriedade
importante de algumas fungdes, que justifica a definicdo de continuidade uniforme, que serd

introduzida posteriormente.
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Vejamos agora exemplos de fungdes continuas apenas em alguns pontos. Os alunos

poderdo procurar outros exemplos mais simples. Optdmos por apresentar estes, pois tém a
vantagem de poderem ser utilizados no Capitulo 6, sobre derivadas.

Exemplo 3.48 H4d fungbes definidas em R continuas apenas num ponto.

Figura 3.7: Fun¢do continua apenas no ponto z = 0.

A descontinuidade de f em todos os pontos excepto x = 0 é ébvia. A continuidade da
fun¢do em x = 0 verifica-se calculando lir% f(x).
Tr—>

|
Exemplo 3.49 H3 funcgdes definidas em R continuas em exactamente dois pontos.
Y
f: R — R
1+ (x—1)3 sexecQf il e
r — 1—(z+1)% sex €Q™ B | R
1 sex e R\Q | | ; ;
2 -1 1 2 ’
Figura 3.8: Funcdo continua exactamente em z = —1 ez = 1.
|



Exemplo 3.50 H3 fungbes definidas em R continuas apenas num conjunto numerdvel de

pontos.

f: R — R
cos(2mz) sex e€Q
i —
1 sex e R\Q

Figura 3.9: Funcdo continua apenas nos pontos de Z.

Exemplo 3.51 H4 fungdes definidas em R, descontinuas apenas num conjunto numeravel

de pontos. Basta considerarmos a funcdo

Y y=[z]
277 . .
e
[] ]R _ R . .
2 1
x — ] 1 2 3 &
L
— o Lo

Figura 3.10: Fung¢3o descontinua apenas nos pontos de Z.

em que [x] representa a caracteristica ou parte inteira de x. m



Exemplo 3.52 H3 fungbes definidas em R descontinuas em todos os pontos.

Figura 3.11: Funcdo descontinua em todos os pontos.

Vejamos agora algumas propriedades relativas a continuidade de funcgdes.

Proposicao 3.53 Dadas f,g: X — R fungbes continuas em xg € X,

1. f+ g e fg sdo fungbes continuas em x;

2. se g(xp) # 0 entdo = € continua em x.
g

Demonstracao: A demonstracido resulta imediatamente da definicio de continuidade de

uma funcdo num ponto e da Proposicao 3.28. U

Exemplo 3.54 Seja n € Ny e considere-se
P(x) = apz™ + -+ + a1z + ay, ag, a1, -.,a, € R, ap # 0.

O polinémio P é uma fung¢do continua, por ser uma soma de produtos de funcdes

continuas. u

Proposicao 3.55 Sejam f : X — Y uma funcdo continuaemxzg € X, g: Y — R uma
funcdo continua em f(xzg). Entdo g o f é continua em xy.



Demonstragdo: Como g é continua em f(x),
Ve>030>0VyeY  |y— f(zo)l <d=lg(y) —g(f(z0))| <e. (3.1)
Como f é continua em zg
Vé>0dn>0Vere X |z — xo| <n=|f(z) — f(zo)] <. (3.2)

Entdo, fixado € > 0, escolha-se § satisfazendo (3.1) e, fixado esse 4, escolha-se 7
satisfazendo (3.2). Assim,
Ve>0dn>0Vzxe X

|x — w0l <= |f(z) = fzo)| <= 19(f(2)) = g(f(z0))| <,

o que mostra que g o f é continua em xy. U

Corolario 3.56 Sejam f : X — Y e g : Y — R funcbes continuas. Entdo go f €
continua.

Demonstracao: Decorre imediatamente da proposicao anterior e da definicdo de funcdo
continua. 0

Exemplo 3.57 A fungdo f: R — R € descontinua em todos

0 sexe@Q
€T |
1 sexeR\Q

os pontos e fo f: R — R € a fungdo constante igual a zero, continua em R. ]

Proposicao 3.58 Sejam f: X — Y uma fungdo continua e A um subconjunto nio vazio
de X. Entdo f|, é continua.

Demonstracao: E uma consequéncia imediata da definicdo de continuidade. ]

Introduzimos agora um novo conceito, justificado pela observacdo feita no Exem-

plo 3.47, o conceito de continuidade uniforme de uma funcio.



Definicao 3.59 Diz-se que uma fungcao f : X — R € uniformemente continua se
Ve>036>0Vr,ye X lr —y| <d=|f(x) — fly)] <e.
Nota 3.60
e E evidente que uma fung¢do uniformemente continua é continua.

e Uma fungdo continua € uniformemente continua quando, dado € > 0, a escolha de ¢

pode ser feita de forma independente do ponto onde se estd a provar a continuidade.

O exemplo seguinte mostra que existem fun¢des continuas que ndo sdo uniformemente

continuas.

Exemplo 3.61 A funcdo f: R — R ndo é uniformemente continua.

iL"—>.’IJ2

Para verificarmos que f n3o é uniformemente continua temos de mostrar que

Je>0V>03z,yeR  |z—yl<d A |f(z)— f(y)] >e.

1 1 9
Sejame=1ed>0. Tomesex =~ e y:5+§'
. 0 52
Entdo [v—yl =5 e |f(x) —fl)l =1+ >1=c -

3.4 Um pouco mais sobre continuidade

Vamos agora falar um pouco mais sobre continuidade de fun¢des. Pode entender-se
esta sec¢do como um complemento ao resto do capitulo, cuja leitura o aluno pode omitir
se n3o pretender aprofundar os seus conhecimentos. As no¢des introduzidas nos capitulos

subsequentes n3o necessitam dos conceitos referidos nesta seccio.

N3o ha razdo para um prolongamento de uma fung¢do continua ser uma fun¢3o continua,
nem sequer no conjunto dos pontos de continuidade da fungdo original, como se pode

verificar no exemplo seguinte:



Exemplo 3.62 Seja f: Q — R. A funcdo f é continua. Consideremos dois pro-

r — 1
longamentos de f, g: R — R e h: R — R.

r — 1 1 sexe@Q

T | —
0 sexeR\Q
A fungdo g € continua em todos os pontos do dominio e a fungcdo h € descontinua em

todos os pontos do dominio. ]

Além disso, ha fun¢des que n3o se podem prolongar continuamente a nenhum conjunto
que contenha estritamente o seu dominio.

Exemplo 3.63 Afuncio f: R\ {0} — R ndoadmite nenhum prolongamento continuo

X > l
x
aR, uma vez que lim f(z)= 400 (ou lim f(z) = —oo). u
z—07t z—0~

E possivel, no entanto, sob certas condi¢Ges, prolongar continuamente uma funcio,
definida num subconjunto X de R, ao conjunto X.

Proposicdo 3.64 Seja f: X — R uma fungdo continua tal que

Vee X'\ X existe e € finito lim f(x).

xr—c

Entdo f admite um tinico prolongamento continuo a X .

Demonstracdo: O prolongamento continuo de uma funcdo f : X — R a X, se existir, é
necessariamente tinico. Este facto é uma consequéncia de um teorema que sé serd enunciado
no Capitulo 5, o Teorema 5.1 (Teorema de Heine).

Como X = X U X/, podemos definir F': X — R do seguinte modo:

f(x) sex € X,

Flw) = gl_rgcf(y) sexc X\ X.

Verifica-se que F' estd bem definida e é continua em todos os pontos do seu dominio.
O



Uma classe importante de fungdes continuas é a das funcdes uniformemente continuas
e uma subclasse importante das fun¢des uniformemente continuas é a das fungdes lipschit-

zianas, que passamos a definir:
Definicao 3.65 Uma fungdo f : X — R diz-se lipschitziana se
M >0Vz,ye X [f(x) = fy)| < Mz —yl

Proposicdo 3.66 Seja f : X — R uma funcdo lipschitziana. Entdo f € uniformemente

continua.
Demonstracao: Como f é lipschitziana, existe M > 0 tal que
z,y € X = [f(z) - fy)| < M|z —y|.

Ent3o, dado € > 0, escolha-se § = i. Assim,

Vo,ye X |:L‘—y|<6:>|f(:n)—f(y)|§M|x—y|<M5:M%:5, O

Exemplo 3.67 A fungdo f: [0,1] — R € uniformemente continua mas ndo é

x o

lipschiztiana.

Dado € > 0, escolha-se § = £2. Sejam x,y € [0, 1] e suponhamos que x > y. Ent3o,

V- yl=vr—y<Jr—y< V/d = €, 0 que prova a continuidade

se |z —y| <9,

uniforme de f.

Vejamos agora que f nao é lipschitziana, isto é, que
VM >03a,ye 0.1 |f(@) - fy)l > Mlz—yl.

4 1
Dado M > 0 escolha-se t = — e y = —, sendo n € N, n > 4. Vejamos que, para uma
n n
escolha conveniente de n, |f(z) — f(y)| > M|z — y|. De facto,

2 1| 1 Vn S 3M Y 4 1
vnoon|l vnooon n  |n nl|
desde que escolhamos n de tal forma que \/n seja maior que 3M. ]



Proposicao 3.68 Seja f : X — R uma fungdo uniformemente continua.  Entdo f

admite um prolongamento continuo a X.

Demonstracao: Apresentamos aqui um esboco da demonstracdo, deixando a cargo dos
alunos completar os detalhes. Para esse efeito é conveniente utilizar (uma vez mais) o

Teorema de Heine, enunciado e demonstrado no Capitulo 5.

e dado zp € X \ X, como z¢ € X', seja (z,)n uma sucessio de elementos de X tal

que x, —— Zo;
n

e como f é uniformemente continua, prova-se que f transforma sucessdes de Cauchy

em sucessdes de Cauchy. Entdo (f(xy)),, é uma sucessdo de Cauchy, e portanto

n

convergente (ver Exercicio proposto 3.28);

o defina-se F(xp) = lim f(x,). Conclui-se que a fun¢do

>

F — R

lirlgnf(xn) sexe X\ X
f(x) sex € X

X >

estd bem definida, isto é, se (zy,), € (yn)n S0 sucessdes em X convergentes para
zo € X \ X entdo lim f(z,) = lim f(y,);
n n

e a funcdo F' é um prolongamento de f e é continua. ([l

3.5 Exercicios resolvidos

Exercicio resolvido 3.1 Verifiqueseafuncdo g: R — R ¢ limitada ou monétona

2
] z 1+t
e indique, se possivel, o supremo, o infimo, 0 maximo e o minimo do seu conjunto
imagem.
Resolucao:

e A funcdo f é limitada pois

VeeR 1+4+azt>1 logo ‘f(x)’: <2



e A funcdo f n3o é mondtona, visto que
f=1)=1<f(0)=2e f(0)=2>f(1) =

e O conjunto imagem de f tem supremo, infimo, maximo mas n3o tem minimo,

pois

f(R) =1]0,2], sup f = max f =2, inf f=0¢]0,2]. m

2
-9 6
Exercicio resolvido 3.2 Prove, utilizando a definicdo, que h i, —5— 33;2 P =z

Resolucao:

Comegamos por observar que x3 — 322 — 22 + 6 = (z — 3)(2? — 2). Entdo

2—-2 7|

z? -9 6]
—322—-2x+6 7|

z+3 _6)_

(z — 3)(6x + 11)
7(z? —2) ’

Seja & um ndmero positivo. Como |z —3| < § <= 3 -0 < x < 3+, se escolhermos
§ < 1, concluimos que 2 < = < 4. Entdo, |6z + 11| < 35 e |22 — 2| > 2. Assim,

dado € > 0, se escolhermos § = min{1, ic}, tem-se que

’ 35

iz — 2 -9 6] |(z—3)(6z +11)
—3z2—-2x+6 7 7(x? - 2)
35
< —5 <e.
|
2 — g2
Exercicio resolvido 3.3 Calcule o lim ————, a € R.
z—a 1?4 2az + a?’
Resolucao:
Note-se que, aplicando as propriedades dos limites, imediatamente se observa que
1 sea=20
z? —a?
lm ———— =
z—a 12 + 2ax + a? 0
@ =0 se a 7é 0. -



Exercicio resolvido 3.4 Dé exemplo de uma fung¢do f : R — R, ndo nula, tal que

f(0) =0 e f verifica a condigdo

Vn>03dzgeR |zo] <n A [f(xzo)| > 0,0L.

Resolucao:

Para encontrarmos uma fun¢do que verifique a condicdo pedida, basta seleccionarmos
uma funcdo descontinua em x = 0, em que se possa escolher ¢ = 0,01 na condicao
de descontinuidade. Seja, por exemplo, f : R — R definida por f(z) =1se x #0
e f(0) = 0. Assim, dado ) > 0, seja z9 = 3. Entdo |zg| <n e |f(zo)| =1 > 0,01.

Exercicio resolvido 3.5 Dados a,b € R, considere a familia de fungdes g, : R — R
definidas por
z2—-9 se z<a,

Gap(x) =< b se x=a,
2c —6 se x> a.

Verifique se existem valores de a e b tais que g, seja uma fungdo continua.
Resolucao:

Dados a,b € R, a fungdo g, é continua em R\ {a}, por ser uma fungdo polinomial
em | — 0o, af e em Ja,+oo[. Vejamos se é possivel escolher a e b de modo que ela
seja continua em = = a, isto é, tal que

lim gqp(2) = gap(a) = lim gqp(z),

T—a~ z—at

ou, de forma equivalente, tal que

a’—9=>b=2a—6.

Verificamos que isto acontecesea = —1e b= —8ouentdosea =3 e b= 0. Temos

assim duas fung¢des continuas:

z2—-9 se x<-—1, 22—-9 se <3,

g-1,-8(x) =< -8 se x=—1, g30(x)=¢ 0 se x =3,
2c—6 se x> -—1. 2r —6 se x> 3.

|
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Exercicio resolvido 3.6 Diga se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagdes, justifi-
cando:

a) se f: X — R étal que
Vu>0Vr,ye X  |z—yl<p=|f(z) - fy)| < p,

entdo f é continua;

b) afun¢do f: ]1,2] — R é uniformemente continua.

X —

241

Resolucao:

a) A afirmagdo é verdadeira uma vez que, fixados zp € X e € > 0, escolhendo
d=¢,sex € X étal que |z —xzo| < 0, entdo |f(z) — f(zo)| < e, provando-se
assim a continuidade (uniforme, jd que a escolha de ¢ n3o depende de z() de f
no seu dominio.

b) A afirma¢do é verdadeira pois

(zy = (y — )
(2?2 +1)(y? +1)

x Yy .
2+1 y24+1]

vy’ +x -2ty —y|
(2 +1)(y? +1)

3
< Z|$—y|

umavezque 2 +1>2, 42 +1>2e |2y — 1] <3, Vo, y €]1,2].

Ent3o, dado € > 0, se escolhermos § = %5, temos que
3 3
Ve,yell2]  r—yl<d=[f2) — fy)l < flz -yl < o =e

Exercicio resolvido 3.7 Mostre que uma funcdo f : R — R mondtona é descontinua,

no maximo, num conjunto numeravel de pontos.

Resolucao: Podemos supor que f é crescente pois a resolucdo do exercicio, no caso
em que f é decrescente, é andloga.
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Sejam A = {a € R: f é descontinua em a} e a; € A. O conjunto B,, = {f(x) :
x < a1} é majorado, uma vez que, como f é crescente, f(a;) é um majorante de

B,,. Entdo B,, tem supremo L,,. Vejamos que Lo, = lim f(z) : dado e > 0,

T—a;

por definicdo de supremo, existe xq tal que f(zg) € By, € Lo, — € < f(x0). Seja
d = a; — xp. Note-se que & > 0, pois z9p < a;. Como f é crescente, se x € |xg, a1
entdo Ly, —e < f(xo) < f(z) < Loy, < Lq, + ¢, isto é

x € |xg, a1 = |f(z) — Loy | < e.

Seja Co, = {f(x) : > a1}. Como f é crescente, f(a;) é um minorante de
Cya,, pelo que C,, tem infimo. Seja M,, o infimo de C,,. Prova-se também que
M,, = lim+ f(z). Tem-se assim que

T—a,

lim f(x) < f(al) = Lo, < Mg, = lim+ f(x)

T—ay T—ay

Por outro lado, como f é descontinua em a1, alguma das desigualdades acima é
estrita, logo L., < M,,.

Se ay € A é tal que a1 < ag, entdo Ly, < My, < Lo, < M,,. A desigualdade
que ndo foi ainda justificada é M,, < L,,. Se supusermos que M, > L,,, a

forma como foram definidos M,, e L,, garante a existéncia de z; e 2 tais que

al

ap <xp <wp < age f(ry) < 2 < f(x1), o que é impossivel, uma vez que

a funcdo é crescente. Dado um ponto de descontinuidade de f, isto é um elemento

a € A, seja ¢, um ndmero racional do intervalo |L,, M,[. Ent3o a fun¢do

p: A — Q

a = (Qq

é uma fungdo injectiva de A em Q. Conclui-se assim que card(A4) < card(Q). m



3.6 Exercicios propostos

Exercicio 3.1 Verifique se as seguintes fun¢des s3o limitadas ou mondtonas e indique,
quando possivel, o supremo, o infimo, 0 maximo e o minimo dos seus contradominios:

a) [ R\{0} — R;
lz|

T x

b) ¢g: R — R;

r — Vaz2-1

c) h: |]—-1,40] — R.
—1
€ — if—i-l

Exercicio 3.2 Em cada alinea, dé exemplo (ou justifique por que n3o existe) de uma

funcdo f : R — R, n3do nula, tal que f(0) = 0 e verifique a condigdo:

a) Idn>03x € R lz| <npA|f(z)| > 0,01,
b) Vé>0Ve>0 x| <e = |f(z)] < 0;

c) In>03pu>0 lz] < p=|f(z)| <n.

Exercicio 3.3 Prove, utilizando a definicdo, que:

a) lim2? = 4;
T—2

b) lim (522 — 1) = 19;

x—)2

=2.

li
C) :cl—>1n71,‘—3

Exercicio 3.4 Conclua a demonstracdo da Proposicdo 3.28.
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Exercicio 3.5 Calcule os seguintes limites:

) L x4 I 1—+v1—22
a) lim : :
. (t+h)?2—t2 W L EosenT.
b) IEIE%)T ) :r:—lgloox—i—senx'
i 2 : 3224 2x+1
) lim(sen(26) + ¢ cos(5t)); ) g 2L
r—+00 T —x
2 2
d) lim Y e lim —x; j)  lim w;
z—0+t T z—0— I r—+oo I
Vi 1 . -3z + 10
z—0 \/oxr + 2 — \/i x x
et — 2+ 1
f) lim ————;
z—+oo0 —3x+1

.. ) .. || se x€Q,
Exercicio 3.6 Seja f : R — R definida por f(z) =
0 se zeR\Q.
Diga para que valores de a € R existe lim f(z) e determine o seu valor.

Exercicio 3.7 Seja f:[0,4+00o[ — R uma fungdo limitada em cada intervalo limitado

a,b] de R;. Mostre que se lim (f(z +1) — f(x)) = L, entdo lim @ = L.
0 T—+00

r—-+00 I

Exercicio 3.8 Prove a Proposicdo 3.41.

Exercicio 3.9 Sejam X C R, a € X', f,g: X — R. Mostre que se lim f(z) =L e
r—a
lim g(z) = M, com L < M, entdo existe § > 0 tal que se z € X,

r—a

O0<l|zr—a|l <d= f(z) < g(x).



Exercicio 3.10 Sejam f: R — R e a € R. Diga se sdo ou n3o verdadeiras as seguintes
afirmacgoes, justificando:

a) lim f(z) =2 lim f(2)

r—2a
b) Jim f(22) = 2 Jim f(z);
i o) = i F20)

Exercicio 3.11 Considere a fungdo f: ]1,3] — R. Mostre, recorrendo a

r—2

T T ey

definicdo, que f é continua em 2.

Exercicio 3.12 Sejam f e g duas fungdes continuas num intervalo I C R. Mostre que a

fungdo min(f, g) de I em R, definida por min(f, ¢)(x) = min{ f(x),g(z)}, Vz € I,
é continua.

Exercicio 3.13 Estude a continuidade das seguintes fungdes:

a) f(x) ==z — [z], onde [x] representa a caracteristica ou parte inteira de z;

_ Iz
b) g(m):{5 ~ se x#0,

) se z=0;
¢) h(x)=+va2?—3x+2.

Exercicio 3.14 D& exemplos de fungdes f : R — R em que o conjunto dos pontos onde
f é continua seja:

a) [0,1]

b) {%—l—n:neN};
c) {%:nEN};

d) {i:neN}u{o};
e) {2":n e N}L



Exercicio 3.15 Seja f : R — R uma fun¢do continua. Mostre que sdo equivalentes as
seguintes afirmacoes:

a) lim [f(z)] = lim [f(z)] = +oo;

r——+00 T— —00

b) se (xy), € uma sucessdo tal que |x,| —— +oo entdo |f(z,)| —— +oo.
n n

Exercicio 3.16 Seja f: R — R tal que f(z) =0se x € R\ Q, f(0) =1, f(z) = % se

2 é um ndmero racional da forma %, % uma fraccio irredutivel, com ¢ > 0.

a) Mostre que, para todo a € R, se tem lim f(z) = 0.
r—a

b) Indique o conjunto dos pontos onde f é continua.

Exercicio 3.17 Sejam f,g: R — R fungdes continuas e D ={zx € R: f(z) # g(z)}.
Mostre que D é um conjunto aberto.

Exercicio 3.18 Sejam f,g:[0,1] — R fung¢des continuas tais que f(1) = ¢(0). Defina
h:[0,1] — R do seguinte modo:

h(x):{ f(2x) sex <
g(2xr—1) sex>

)

NI— N

Mostre que h é uma funcdo continua.
Exercicio 3.19 D& exemplo, justificando, ou mostre porque n3o existe:

a) uma fungcdo f : R — R descontinua tal que a fungdo ¢g: R — R

. — f(|z])

seja continua;

b) uma funcdo f e um conjunto A, com A contido no dominio de f, tal que i
seja continua e f|z seja descontinua;

¢) uma fungdo de dominio R, estritamente crescente e ndo sobrejectiva;

d) uma fung¢do f : R — R cujo conjunto de pontos de descontinuidade seja N.



X

Exercicio 3.20 Considere a fungdo f: | —1,1[ — R, tal que f(z) = — T
:U —_—

a) Mostre, recorrendo a definicdo, que f é continua em 0.

b) Considerando a fungdo g = f| verifique se g é uniformemente continua.

J-3.3
Exercicio 3.21 Mostre, a partir da definicdo, que as seguintes funcdes sdo uniformemente
continuas nos intervalos indicados:

D) @)=
b) g(z) = 22% — z, em [0,10];
c)

, em [0, 3];

>

(x) = 2 em [1,4o00].

Exercicio 3.22 Considere a fungdo f: ]—1,1] — R.

1
x z+1
a) Verifique se f|]0 . é uniformemente continua.

b) Verifique se f é uniformemente continua.
- ~ r, . , .
Exercicio 3.23 Mostre que a fungdo f(z) = — é uniformemente continua no intervalo
x
[£, 400, mas é apenas continua em R*.
Exercicio 3.24

a) Mostre que se f e g sdo fungdes lipschitzianas, o mesmo acontece a f + g.
b) Mostre que se f e g sdo fungdes lipschitzianas definidas num subconjunto limi-
tado de R, entdo fg também é lipschitziana.

Exercicio 3.25 Prove que f(x) = senz é uniformemente continua em R.

Exercicio 3.26 Seja f : X — R uma fungdo e suponha que para todo o € > 0 existe
uma fung¢do g. : X — R continua tal que, para todo o x € X, |f(z) — g-(x)| < e.
Mostre que f é continua.



Exercicio 3.27 Mostre que se f: X — R € tal que

Iu>0Vz,yeX  |f(x)— f)l < uvlz—yl,

entdo f é uniformemente continua.

Exercicio 3.28 (ver Proposicdo 3.64) Sejam f: X — R uma fungdo uniformemente

continua e (x,), uma sucessdo real tal que z,, € X, Vn € N.
a) Mostre que se (x,), € uma sucessdo de Cauchy, entdo (f(zy)),, € uma sucessdo
de Cauchy.
b) Conclua que se (x,), converge, entdo (f(xy)), é convergente.

c¢) Justifique que f admite uma extens3o continua a X.



4. Algumas funcdes importantes

Como para tudo o resto

também para uma teoria matematica:
a beleza pode ser percebida

mas ndo explicada.

A. Cayley

Neste capitulo fazemos uma revisdo das fungles trigonométricas ja conhecidas pe-
los alunos, introduzimos as restantes funcdes trigonométricas, consolidamos as definicoes
de funcdes exponenciais e fungdes logaritmos e definimos as fungdes hiperbdlicas. S3o
também definidas as funcdes trigonométricas inversas e hiperbdlicas inversas. Os esbocos

dos gréficos de todas estas funcdes sdo apresentados neste capitulo.

4.1 Funcoes trigonométricas

As funcgdes trigonométricas seno, cosseno e tangente, bem como as suas representacoes
graficas, foram ja introduzidas no Ensino Secundario. Pretendemos aqui fixar notacdes,
definir as restantes fun¢Ges trigonométricas, enunciar algumas propriedades importantes e
apresentar algumas demonstragdes dessas propriedades. Apesar dos alunos utilizarem ja

essas propriedades, ndo viram as respectivas demonstragoes.

Os alunos ja conhecem as definicdes das func¢bes seno e cosseno . Estas fun¢les fo-

s

ram introduzidas, quando o argumento € um angulo entre 0 e 7, como relagdes entre as
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medidas dos catetos e da hipotenusa num tridngulo rectangulo. Mais tarde estenderam-se
as definicdes a angulos entre 0 e 27 e, por periodicidade, a dngulos quaisquer, isto é, as
funcdes seno e cosseno sdo funcdes de R em R.

A definicdo da funcdo tangente é também conhecida. Para além das trés funcdes ja

referidas, vamos introduzir as restantes fungles trigonométricas, as fun¢bes cotangente,

secante e cossecante.

Tangente
tg:R\{z—i-lmr: kEZ} — R tal que tgx = sena:;
2 cos T
Cotangente
cotg : R\ {km: ke Z} — R tal que cotgx = cosa:;
sen x
Secante
U 1
sec:R\{—Jrkw:kGZ}—»R tal que secz = ;
2 cosx
Cossecante
1
cosec : R\ {km: k€ Z} — R tal que cosecx = .
sen

Apresentam-se de seguida os esbocos dos graficos das fung¢des trigonométricas.

134



Seno

Cosseno
1,,
| | | }
_3m s s 9
,/Zﬂ R — : o \
-1
Tangente Cotangente
+ + +
o _r ks _z )
m 2 2 ™ 2 2 ,/T
Secante Cossecante
: T : 1 :
t } | t t t } 7
_r _m 3 T I x 3
i 2 1t 2 l 5 1 5 w

Figura 4.1:

Esbogos dos graficos das fungdes trigonométricas.
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Vamos agora apresentar algumas propriedades das func¢des trigonométricas. Como numa
das propriedades intervém a no¢do de niimero complexo, recordamos os alunos que a + b,

sendo a,b € R, representa um nimero complexo arbitrario.

Algumas propriedades das fungdes trigonométricas:

1. VaeR sen’a + cos’a = 1;
2. Vae R\ {§ +kn:keclZ} 1+ tg2a = sec? q;

3. Vae R\ {kn: k€ Z} 1 + cotg?a = cosec?a;

4. VaeR sen(—a) = —sena (a fungdo sen é impar);

5. VaeR cos(—a) = cosa (a fungdo cos é par);

6. VaeR cos(§ —a)=sena e sen(§ —a)=cosa;

7.VaeR sen(a + 2m) = sena (a fungdo sen tem periodo 27);
8.VaeR cos(a + 2m) = cosa (a fungdo cos tem periodo 27);

9. Va, beR sen(a + b) = sena cosb + cosa sen b;

10. Va, beR cos(a + b) = cosa cosb — sena senb.

11. Va, beR cosa—cosb:—2sena;b sena;b.
12. Va, bR sena—senb:2sena;bcosa;rb.

13. VneN VaeR (cosa + i sena)” = cos(na) + i sen(na).

Demonstracao: Estas propriedades sdo bem conhecidas dos alunos.

A primeira é a Férmula Fundamental da Trigonometria e resulta directamente do Te-
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orema de Pitdgoras quando a é um angulo do 12 quadrante. Dada a periodicidade das
fungdes sen e cos, basta mostrar esta propriedade para a € [0, 27|, o que se faz facilmente
reduzindo o angulo @ a um angulo do 12 quadrante.

As propriedades de 2. a 8. tém demonstracdo imediata a partir das definicGes das
funcgdes trigonométricas.

A propriedade 9. decorre da propriedade 10., que por sua vez é uma consequéncia

imediata da igualdade que vamos mostrar a seguir. Vejamos entdo que
™
Va, be [0, 5[ cos(a —b) = cosacosb+sena senb, (4.1)
recorrendo, para efectuar a demonstracdo, a figura seguinte:

Y
B = (cos b, sen b)

A = (cosa,sena)

Figura 4.2: Relag3o entre o cosseno de a — b e 0 seno e o cosseno de a e de b.

Olhando para a figura, facilmente se verifica que
AP = cos a — cos b, BP =sen b — sen a.
Ent3o

AB° = (sen b — sen a)? + (cos a — cos b)?. (4.2)

Por outro lado,

AQ =1—cos(b—a), BQ = sen(b — a). (4.3)

Como
AB® =4P’ + BP' =4Q" + BQ"
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de (4.2) e (4.3) concluimos que
(sen b — sen a)? + (cos a — cos b)> = (1 — cos(b — a))? + sen?(b — a).

Desenvolvendo os quadrados da igualdade acima e usando o facto da fungdo cos ser
par, resulta (4.1).

Provemos agora a propriedade 11.. Pela propriedade 10. tem-se que

{ cos(z + y) = cosx cosy — senx senvy,

cos(z —y) = cosx cosy + senx seny.

Subtraindo a segunda igualdade da primeira, concluimos que

cos(x +y) — cos(z —y) = —2 senx seny.
Fazendo a = x +y e b = — y, verifica-se que = = %*b ey = anb. Ent3o,
cosa —cosh = —2 sen%rb sen “be.

Para mostrarmos a propriedade 12. basta notar que

T _

sena —senb = cos(2 a)—cos(ﬂ—b)

[\

b —b
— 2 cos (%) sen (%5°).
Provemos a propriedade 13. por induc3o sobre n:

se n = 1, a proposicao é verdadeira;

k

supondo que (cosa +1i sena)” = cos(ka) + i sen(ka) se verifica para k € N, provemos

que (cosa+i sena)**1 = cos((k+1)a)+i sen((k+1)a). Utilizando a hipétese de indugio,



as propriedades 9. e 10. e as operacdes soma e produto de niimeros complexos,

)k+1 —

(cosa+i sena (cosa+ i sena)® (cosa + i sena)

= (cos(ka) + i sen(ka)) (cosa + i sena)
= (cos(ka)cosa — sen(ka) sen a)
+i (sen(ka) cos a + cos(ka) sen a)

= cos((k+1)a)+isen((k+1)a). 0

Apresentamos agora um resultado utilizado com frequéncia pelos alunos no Ensino
Secundario:

0
Proposicao 4.1 lim en v 1.

6—0

Demonstracao: Comegamos por considerar a figura seguinte, que nos serve de apoio a

demonstracdo, que sera feita apenas no caso em que o angulo 6 €]0, 5.

Y

c B = (cosf,sen )

‘\6

[3) A D]

sen 6

Figura 4.3: Limitacdo de =55~.



Observe-se entdo a figura, onde estad representada uma circunferéncia de raio 1 e um
angulo ao centro de amplitude 0 radianos. A area do sector circular AOC' é menor que a
do tridngulo [AOB] e a érea do tridngulo [DOB] é menor que a do sector circular DOB.
Observe-se que:

e 0 sector circular AOC é um sector com angulo de amplitude 6, do circulo de raio

OA = cosf. A sua area é gcos2 0:

cosf sent

—

1-senf

—

e 0o sector circular DOB é um sector com angulo de amplitude 6, do circulo de raio

— 0
OD = 1. A sua drea é 3

e o tridngulo [AOB] tem drea

e o tridngulo [DOB] tem &rea

Temos assim que

cos @ senf . sen 0
2 2

0
- 0
3 Ccos <

| D

e portanto
sen 6

1
0 <

cosf <

o que nos permite concluir que

sen 6 <1

1= lim cosf < lim
0—0+ 6—0+

e terminar assim a demonstragdo. ]

Nota 4.2 E consequéncia da demonstracdo da proposicdo anterior e do facto da funcdo
sen ser impar que, se x € [—%,%], entdo |senz| < |z|. E entdo evidente, uma vez que
|senz| <1, que

VzeR | sen x| < |z|. (4.4)
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Teorema 4.3 As fungdes trigonométricas sdo fungbes continuas.

Demonstracao: Mostrando que as funcbes sen e cos sdo continuas, imediatamente se
conclui a continuidade das restantes fun¢des trigonométricas, por serem definidas como
quocientes de funcdes que sdo continuas.
Vejamos entdo que sen é continua. A demonstracdo de que cos é continua é similar.
Pela propriedade 12. das funcdes trigonométricas, sabemos que, se a, b € R, entdo
|sena —senb| = ‘2 senaT_b cos‘%"b‘ <2 ‘“T_b , uma vez que, por (4.4), ‘senaT_b‘ < ‘“T_b

e que !cos “T*b} < 1. Assim, dado € > 0, escolhendo ¢ = ¢ conclui-se que
Va,beR la —b] <0 =|sen a—senb| <|a—b] <J=c¢,

0 que prova, ndo s6 a continuidade, mas também a continuidade uniforme da fun¢3o sen.
O

4.2 Funcgoes exponenciais e funcoes logaritmos

Os alunos conhecem ja do Ensino Secundario as fun¢des exponenciais e logaritmos de
base a € R \ {1} mas, na realidade, a definicdo destas fun¢des nunca foi introduzida. O
significado de a™, em que n € Z é claro, o de a?, em que g € Q, pode ainda ser explicado,
mas nunca foi introduzido, de maneira rigorosa, o significado, por exemplo, de 2V2 ou de
e™. No entanto, os alunos sabem derivar as fun¢des exponenciais, inverté-las, tracar um
esboc¢o dos seus graficos, etc..

Normalmente a definicdo das fungbes exponenciais ou das fungdes logaritmos é feita ja
no Ensino Superior e ha vérias abordagens possiveis. Podemos comecar por definir as expo-
nenciais e apresentar os logaritmos como as suas fun¢des inversas ou proceder ao contrério.
Fixando uma base, uma definicdo do logaritmo, nessa base, de um nimero racional, pode
ser feita com os conhecimentos que os alunos trazem do Ensino Secundario. O Axioma do
Supremo permite-nos dar um significado ao logaritmo de um nidmero n3o racional, sendo
possivel provar seguidamente todas as propriedades conhecidas sobre as fun¢des logaritmo.
H34 autores que introduzem as funcdes exponenciais utilizando equacdes diferenciais, outros
que definem as exponenciais ou os logaritmos utilizando o calculo integral. Estas defini¢ces
pecam por se poderem fazer tardiamente, uma vez que nesta fase do curso, os termos

equacgdo diferencial ou cdlculo integral sdo expressdes sem significado.
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Neste curso optdmos por dar uma definicdo axiomatica das funcdes exponenciais. Para
mostrar que na realidade os axiomas definem univocamente uma fun¢do, é necessério in-
troduzir alguns resultados minimos sobre séries de poténcias e efectuar o produto de séries
numa situacdo especial. Estes tépicos ndo sdo normalmente abordados numa primeira

disciplina de Anélise em R e surgem aqui apenas por uma questdo de completude.

Nota 4.4 Recordamos o aluno que
VaeR"Vn,meN a
VaeRTVneN o "=2L=(H". |

Definicdo 4.5 Dado a € R™ \ {1}, uma funcio f, : R — R diz-se funcdo exponencial

de base a se satisfizer:

fa € continua;
Vr,y R folz +y) = fa(z) fa(y); (4.5)

fa(l) = a.

Teorema 4.6 Dado a € R' \ {1}, existe uma dnica fun¢do f, : R — R satisfazendo
(4.5).

Demonstracao:
Unicidade: Comecemos por observar que f,(2) = fo(1+1) = f.(1)? = a? e, por indugio,
conclui-se que

VneN fa(n) =a".
Note-se que
fa(o) = fa(o + 0) = fa(0>27 logo fa(o)[fa(o) - 1] =0,

pelo que
fa(0) =0 ou f,(0) = 1.
Mas

fa(0) =0=a = f,(1) = fo(1 +0) = fo(1)fa(0) =0 (absurdo, pois a # 0).
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Entdo f.(0) = 1.
Dado n € N, fo(0) = fo(n —n) = fa(n)fa(—n) pelo que,

VneN fa(n) #0 € fa(=n) = =

Entao

Note-se que, se n € N,

faW)=fa(n ) = falz+---+3) =[G

—_——
n parcelas

donde se conclui que f, (ﬁ) = an.
Facilmente se estende a propriedade acima aos nlimeros inteiros negativos, ficando assim

mostrado que
VneZ\ {0} fa (%):a%.

..m . . ~
Seja — um nimero racional, m € N, n € Z \ {0}. Entdo
n

313

fo(@)= fo(t++ 1) =[f.(H)]" =a

~—_——
m parcelas

Provamos assim que
VqgeQ fa(Q):aq'

Seja agora x € R. Utilizando o Exercicio resolvido 1.7 é facil concluir que existe (¢ )n,
sucessdo de nimeros racionais, tal que lim¢q, = = . Como f, é uma fun¢do continua, pelo
n
Teorema 5.1,

fa(z) = fo(lim gp,) = lim f,(q,) = lima?",
n n n
pelo que, se a fungdo f, existir, ela é, de facto, Unica.

Existéncia: Observe-se, primeiramente, que a funcdo f,, se existir, nunca se anula, uma
vez que

0#a=fo(1) = fo(z)foa(l —2), VzeR.
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Antes de mostrar que uma func¢do f, com as propriedades acima indicadas existe,
comecemos por mostrar que f, é necessariamente injectiva.

Suponhamos, por absurdo, que f, n3o é injectiva. Ent3o existem x,y € R, com x # ,
tais que fy(x) = fu(y). Podemos supor, sem perda de generalidade, que x < y. Seja
h € R tal que y = x + h. Ent3o

fa(y) = fa(z + h) = fa(2) fa(h) = fa(2),

pelo que f,(h) = 1.
Separemos a demonstracdo em dois casos:
i)a>1ii)a<l.
Consideramos apenas o caso i), tratando-se o caso ii) de forma andloga.
Foi provado que Vr € Q f,(r) = a". Entdo lim lea(r) = +00, pelo que

r—-+oo, r

dIMeRVreQ:r>M fa(r) > 2.
Dado = € |M, +o0|, como = = limry, sendo r,, € |M,4o00[N Q, concluimos que

falz) = li£n falrn) > 2.

Mas

nh — +© e fa(nh) =[fa(R)]"= 1 — 1, (absurdo).

n

O absurdo resultou de termos suposto que f, n3o era injectiva.
Seja

e [ estd bem definida.

De facto, a série acima converge, qualquer que seja x € R, como se verifica aplicando
o critério de d'Alembert a série dos médulos:

‘xn—ﬁ—l‘
|
i 2D gy
n ]m ’ n n+1
n!
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e f é continua.

Dado zg € R,
X n X n X n n
NP NP N E T %o
n=0 n=0 n=1

Mas 2" — a2} = (x — x0)P(x), sendo P(x) = 2" ' + woa™ 2 4 + af %z + i L.
Supondo que |z — zg| < 1, entdo |P(z)| < n(|zo| + 1) . Assim,

‘$0|—|—1

f(2) — flwo)| < \x—xo\Z

= \x—xo\Z‘ |

n—l

‘x'o’—l—l
- ooy L
n.
n=0

o~ (2ol +1)"
A série g 07' é convergente e tem soma S(zg) > 0. Escolhendo
n!
n=0

6 =min< 1, _c , fica mostrada a continuidade de f em x.
S (o)
— 1 .
e f(1)= Z_;)"! = e (recordar a Proposico 2.31).

e Vr,ycR flx+y) = f(x)f(y).

145



Dados z, y € R,

flety) = > @9 (utilizando o binémio de Newton)

Concluiu-se assim que existe uma unica fungdo f tal que f é continua, f(1) = e e

flx+y) = f(z)f(y), quaisquer que sejam x e y reais.

o f(R)=RT.

Mostrdmos que as fun¢des f, nunca se anulam. Como f(1) =e > 0 e f é continua,

conclui-se, utilizando o Teorema 5.8, que f é positiva.

Utilizando que, dado ¢ € Q, f(q) = €%, é facil verificar que
xr

of @) =0

e que lim f(z) = +00. Conclui-se assim, utilizando o Corolario 5.12, que o

r—400, zEQ
contradominio de f é RT.

Dado a € R\ {1}, como f é injectiva e o seu contradominio é R, existe um dnico

a € R tal que f(a) = a. Seja

o0 n

falz) = Z %x", x eR.

n=0

Note-se que f,(z) = f(ax) e, por esse motivo, f, é continua e transforma o produto

na soma. Além disso, f,(1) = f(a) = a, ficando assim provado que existe uma Unica

fungdo verificando (4.5).
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Nota 4.7 Sabemos ji que existe uma dnica funcdo exponencial de base a € Rt \ {1} e
sabemos que o seu contradominio é R*. Denotaremos essa funcdo por exp, : R — R
ou simplesmente por a*, com x € R (omitindo a indicacdo do contradominio, quando ndo

houver ambiguidade). m

Definicdo 4.8 Dado a € R™ \ {1}, uma fun¢do g, : R" — R diz-se funcdo logaritmo
de base a se for a funcdo inversa da funcio exp, : R — R*.
Denota-se a fungao logaritmo de base a porlog,. A fungdo logaritmo de base e denota-

se simplesmente por log.
Nota 4.9
1. Como a fungdo logaritmo de base a € a inversa da exponencial de base a:

i) a funcdo log, : R™ — R € continua (este facto é uma consequéncia imediata
do Teorema 5.16);

iVx,y e RT log,(zy) = log, x + log, y;
i) log, a = 1.
2. Facilmente se verifica que as propriedades acima caracterizam a fungao log,,, isto €,
se f: RT — R for uma fun¢do que verifica i), ii) e iii), entdo f = log,.

3. Poderiamos entdo ter optado por mostrar que existe uma tnica fun¢cdo que satisfaz
i), ii) e iii), fungdo essa que designariamos por log,, definindo a fungdo exponencial

de base a como a fungdo inversa da fungdo logaritmo de base a. ]
Proposicdo 4.10
IL.VaeR"Va,ye R  a" = (a")?;
2. VaeRT\ {1} VbeR"\ {1} Vz €R log, (b°) = = log, b,

3. VaeRT\ {1} Vbe R\ {1} Vo € RT log, © = log, « log, b.
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Demonstracao:
1. A demonstracdo deste ponto é deixada ao cuidado do aluno.

2. Mostrar que, fixados a,b € R* \ {1} e z € R, se tem log, (b*) = = log, b é equiva-
lente a mostrar que a'°%("") = 4@ 184 b,

€T ~ ~ .
Mas a'°8") = p* uma vez que as funcdes a® e log, x sdo inversas uma da outra e,
xX
a® 108ab — (aloga b) =", também.

3. Vejamos que f(z) = log, x log, b, * € R satisfaz i), ii) e iii), concluindo-se assim,
imediatamente, que log, z log, b = log, z, Vo € R*. De facto,

i) f é continua;
i)Vo,y €RT  f(zy) = logy(zy) log, b= (log, = +log, y)log, b= f(x)+ f(y);
iii) f(a) =log,alog, b =1, pois , fazendo em 2. x = log; a, verifica-se que

1 =log, (blogb“> = log, b logy a.

Apresentamos agora um esboco das representagdes graficas das fung¢bes exponenciais e
logaritmos de base a, quando a base estd entre 0 e 1 ou é superior a 1.

Figura 4.4: Esbocos dos graficos de fungdes exponenciais.
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Figura 4.5: Esbocos dos graficos de fun¢des logaritmos.

Nota 4.11 Sejam I um intervalo de R, f,g: I — R fungdes, f > 0. Para calcular
lim f(2)9(),
r—a

podemos proceder do seguinte modo:

e comecemos por observar que f(a:)g(x) = €108 f(x)g(x) — ¢9(2)log f(z) ;

e uma vez calculado lim g(x)log(f(z)), se este valer ., sendo ac € R U {—o0, +o0}

entdo (utilizando a continuidade da fungdo exponencial)

lim f(z)9®) = ¢ = ¢ 2—a

4.3 Funcoes hiperbdlicas

Vamos apresentar nesta seccdo as definicdes das funcdes hiperbdlicas, algumas propri-

edades e o esbo¢o dos seus graficos.
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Seno hiperbdlico
sh: R — R

T —

Tangente hiperbdlica

th: R — R

shz
r +— —
chx

Secante hiperbdlica

sech: R — R
1

r — —
chzx

Nota 4.12 Observe-se que

VreR they = —

vz eR\ {0}

Algumas propriedades das funcoes hiperbdlicas:
1. VaeR ch?a —sh?a = 1;
2. VaeR th2a + sech?a = 1:

3. Va e R\ {0} coth? @ — cosech? a = 1;

Cosseno hiperbdlico

ch: R

X

—

—

R

2

e +e®

Cotangente hiperbdlica

coth :

R\ {0}

xT

—

Cossecante hiperbdélica

cosech: R\ {0} —
€T [ —
2
er 4+ e’
2
cosechy = ——.
el‘ _ 6_.'1;

R
1

tha

R
1
shz



4. VaeR sh(—a) = —sha (a fungdo sh é impar);
5. VaeR ch(—a) =cha (a fungdo ch é par);

6. Va,beR sh(a+b) =sha chb+cha shb;
7.Va,beR ch(a+b) =cha chb+ sha shb;

8. VneN VaeR (cha+ sha)™ = ch(na) + sh(na).

Demonstracado: Vamos apresentar aqui a demonstracdo das propriedades 1. e 6., a titulo
de exemplo.
1. Dado a € R,

ch?a —sh?’a = (e + e—a)2 — (e? — e—a)2
4 4

€2a+2+e—2a_e2a+2_e—2a

6. Dados a, b € R,

sha chb+shd cha = +

eatb + e0—b _ o—(a=b) _ ,—(a+b)
4

eatb + e—(a=b) _ ca=b _ ,—(a+b)

* 4

eatb _ o—(a+b)

= ——5—— =sh(a+d). 0

Teorema 4.13 As fungdes hiperbdlicas sdo fungdes continuas.
Demonstracao: A demonstragdo é uma consequéncia imediata do facto destas funcgdes

serem somas e quocientes de funcdes exponenciais. ]

Na pdgina seguinte encontram-se os esbocos dos graficos das fungdes hiperbdlicas.
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Seno hiperbélico Cosseno hiperbdlico

Tangente hiperbélica Cotangente hiperbdlica

—_

Cossecante hiperbdlica
Secante hiperbdlica

Figura 4.6: Esbocos dos graficos das fungées hiperbdlicas.



4.4 Funcoes trigonométricas inversas e hiperbdlicas inversas

Comecamos por apresentar as definicGes das funcgdes trigonométricas inversas, cha-

mando a atenc3do dos alunos para o facto bem conhecido de que as fung¢des trigonométricas

ndo sdo injectivas. Assim, as fungdes trigonométricas inversas s3o as inversas de restri¢des,

fixadas de ora em diante, das fun¢des trigonométricas.

Arco-seno

arcsen : [-1,1] — [-F, 7]

Arco-tangente

arctg: R — |-2,7]

r — (tg‘

Arco-secante

arcsec: [l,+o00] — [0,

wola

[
v (Secl[o&[)_(;“")

Arco-cosseno

arccos : [—1,1] — [0,7]

Arco-cotangente

arcotg: R — 10,7
~1

r <cotg|]0’ﬁ[) (x)

Arco-cossecante

arcosec : [1,4+o00] — ]0,%]
—1
x — (cosec‘}o’%o(@

Teorema 4.14 As fungdes trigonométricas inversas sdo fungdes continuas.

Demonstracao: Este facto é uma consequéncia imediata do Teorema 5.16. ]

Vejamos os esbocos dos graficos das fungdes trigonométricas inversas.



Arco-seno Arco-cosseno

T s
2
1
,,,,,,,,,, _n :
7 |
-1 1
Arco-tangente Arco-cotangente
= L
2
k4
2
,,,,,,,,,, 4
2
:XI‘('(]*E(‘,(‘,?\H“‘ :XI‘('(l*(‘,()hﬁ(‘,(‘,illlf(‘
™ L
N R — 2
1 1

Figura 4.7: Esbocos dos graficos das fungbes trigonométricas inversas.

Vamos agora definir as fungdes hiperbdlicas inversas. As fun¢bes ch e sech s3o as Gnicas
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funcbes hiperbdlicas ndo injectivas. Por este motivo, definiremos, para cada uma delas, a

inversa numa restricdo do seu dominio, que serd considerado fixo de agora em diante.

Argumento do seno hiperbdlico

argsh: R — R
z o (sh)” (2)
Argumento da tangente hiperbdélica
argth: |—1,1] — R
x —  th~1(z)
Argumento da secante hiperbdlica

argsech: ]0,1] — Ry
-1
A (secth(T > (x)

Argumento do cosseno hiperbdlico

argch: [I,+o0[ — R
—1
x — (ch|R0+> (z)

Argumento da cotangente hiperbélica
argcoth : R\ [-1,1] — R\ {0}

x — coth™(z)

Argumento da cossecante hiperbdlica

argcosech : R\ {0} — R\ {0}

x — cosech™}(x)

Teorema 4.15 As funcées hiperbdlicas inversas sdo funcées continuas.

Demonstracao: Este facto é, uma vez mais, uma consequéncia imediata do Teorema 5.16.

0

Na pagina seguinte encontram-se esboc¢os dos graficos das fung¢des hiperbdlicas inversas.



Argumento do seno hiperbdlico Argumento do cosseno hiperbélico

1
Argumento da tangente hiperbdlica Argumento da cotangente hiperbdlica
-1 : -1
. ; : ]
Argumento da secante hiperbdlica Argumento da cossecante hiperbélica

Figura 4.8: Esbogos dos gréficos das funcdes hiperbdlicas inversas.



4.5 Exercicios resolvidos

x : .
= 1, mostre as seguintes igualda-

- . . . .. sen
Exercicio resolvido 4.1 Utilizando a relagdo lim

z—0 X
des:
2
a) lim sen(2z) =2
x—0 x
1—cosx 1
b) lm —k— = —.
) $l—>1110 xQ 2
Resolucao:
2 2
a) T SREL) ) ZSONTCOST_ SONT 91— g,
x—0 x x—0 X r—0 x
b) Note que
se 2 1 — cos 1+ cos
(nx)z( OCL‘)(2+O£L‘)7 © 40,
T T
Entao
1-— 1 3 2
cosT _ (benx) . rAmn+2%m kel
2 1+cosz x
Assim,
. 1—coszx sen x\ 2 1 1
lim ——— = lim 1m< ):7-1:7. ]
z—0 2 z—0 1 4+ cosx z—0 T 2 2

Exercicio resolvido 4.2 Calcule:
1 X
a) lim <1 + > ;
Tr——400

X

1 T

b) lim <1> ;
Tr——400 T

bx

. a _
0 lim_ (1+;) La,be R\ {0):
. a\ bz
d) lim_ (HE) La,be R\ {0}
Resolucao:

a) Dado x € [1,400] existe n € N tal que n <z <n+ 1. Entdo
1

1 1
1+ —<14+-<14-
n—+1 T n
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pelo que
1 n 1 T 1 n+1
(o) <(+3) <(+2)
n+1 T n

1 n
Como lim <1 + ) = e, concluimos que
n n+1

1 n
Ve>0dnge NVn >ng (1—1— > >e—€.
n+1

Entao,

1 T 1 no
x2n0:><1+> Z(l—i— > >e—¢.
T ng+ 1

De modo analogo se prova, utilizando a outra desigualdade e o facto de

n+1
lim (1 + ) = e, que existe n; € N tal que
n

n
1 x 1 ni+1
w2n1:><1+> §<1+> <e+e.
T

ni
Ent3o,
1 x
x > max{ng,n } = '(1 + ) —e| <e,
X
1 X
ou seja, lim <1 + ) =e.
r——+00 X
. \* 1 ~ [ . .
lim ({1— =) = -, sendo a demonstracdo andloga a efectuada no Exercicio
T——+00 X e

resolvido 2.4 do Capitulo 2.

Dados a,b € R\ {0}
bx
esea=0 lim (1—1—2) =1.
r—-+00 x

e sea € RT, b#0 entio

bo baZ 1\ 7%
lim <1+9) — lim (1+9)a — lim KH)] = e,
T—+00 X Z—+o00 X y——+00 Yy

e se a € R™, procede-se de forma andloga e a conclusdo é a mesma.



4.6 Exercicios propostos

Exercicio 4.1 Calcule os seguintes limites:

tg2x . sen(cosx)
a) lim ; g) lim ——=;
z—0 sen x z—T  COSX
sen 5w
b) i ; . 1
) e —— h) zlg(r]h Vi sen ﬁ?

sen bx — sen 3x

lim —— /
C) J:lif(l) X ' ) 1;73x
i .

se se lim 1
. nr —sena z—-00 sen 1
d) lim ——; z
T—a T —a
. I 9 1
_ sena? ) lim a*sen;
e) hn% :
r— xT
N 2 sen/x
2 im —.
. senx 1
f)  lim : a0z osen —o

Exercicio 4.2 Encontre uma condicdo necessdria e suficiente sobre a € R para que

lim (x +ax senx) = 4o0.
T——+00

log(z? — 3z + 2
Exercicio 4.3 Considere a funcdo g(x) = 100gg((;2 — 7;:_12))

a) Determine o dominio de g.

b) Calcule 1irJrrl g(x).

Exercicio 4.4 Considere as fun¢des f: R — R e g : R — R definidas por

f(x) = g(w) =

0 se x = 0.

1 1
{xsenz se x # 0, {senz se x # 0,

0 se x =0,

Mostre que f é continua e g é descontinua. Faca um esboc¢o dos seus graficos.

Exercicio 4.5 A partir do grafico da fungdo arccosx esboce, justificando, o grafico da
fungdo g(z) = arccos(3z) + 1.



Exercicio 4.6 Mostre as propriedades das func¢des hiperbdlicas que ndo foram demonstra-

das na seccdo 4.3.
Exercicio 4.7 Seja f : R — R a fungdo definida por

A—thz se x < 0,
fl@)=¢ 2 se x =0,
shx+chz+B sex>0.

a) Determine A e B de modo que f seja continua.

b) Calcule lim /(@) e lim /(@)

r—+o00 € r——00 e¥

Exercicio 4.8 Sejam f: R — R e ¢g: R — R

r +=—— senx r +=—— COSZ

a) Calcule lim f(2nm), lim f (Qnﬂ' + z), lim g(2n7) e limg (2n7r + g)

2
b) Utilize a alinea anterior para mostrar, pela definicdo, que ndo existem liIJIr1 f(x)
Tr— 100
li :
2 90
c) O que pode concluir quanto a lim f(z) e lim g(x)?
r——00 xr——00

Exercicio 4.9 Seja (a,), uma sucessido convergente para a.

a) Mostre que 41t tdn a
n

b) Mostre que se os termos de (a, ), sdo positivos entdo /ai...a, — a.
n

Sugestdo: Aplique logaritmos e a alinea anterior.



5. Teoremas sobre continuidade

Quando tentamos provar um teorema
ndo listamos apenas as hipdteses

e comegamos a raciocinar.

O que fazemos € tentativa e erro,
experimentag¢do, suposicao.

(Paul R. Halmos)

Neste capitulo enunciamos e demonstramos alguns teoremas que realcam propriedades
importantes das funcdes continuas, com especial relevo para as que estdo definidas em

intervalos.

5.1 Os Teoremas de Heine e de Heine-Borel

Esta seccdo apresenta o Teorema de Heine, que relaciona a nogcdo de continuidade de
uma funcdo num ponto com a de continuidade por sucessoes, e o Teorema de Heine-Borel.
Este Gltimo pde em destaque uma propriedade importante dos intervalos fechados limitados,

e sera utilizado em alguns dos teoremas deste capitulo.



Teorema 5.1 (de Heine) Sejam f: X — R uma fungdo e c € X. Entéo

dada qualquer sucessdo (ay ), de

f continua em ¢ = elementos de X convergente para c,

(f(an))n converge para f(c).
Demonstracao:

= Seja ¢ > 0. Como f é continua em ¢,

J0>0Vere X |z —c] <d = |f(x) — flc)] <e.

Para este §, como a,, —— ¢,
n

dpeNVn>p lan, —c| < 6.

(5.1)

Para esse p € N, se n > p, como |a,, — ¢| < 0 entdo, por (5.1), |f(an) — f(c)] <,

pelo que f(ay) — fe).

<= Suponhamos que f é descontinua em c. Entdo

de>0Vdi>03ze X lz—c| <d A |f(z)— f(c)| >e.
! 1 )
Dado n € N, fixe-se § :ﬁ e defina-se

An:{xeX:|az—C|<% Af@) = F(0)] > e}

Por (5.2) sabemos que A,, # ). Escolha-se a, € A,. Como |a, — | < -

(5.2)

entao

a, —— c. Por outro lado, para todo o n € N, |f(a,) — f(c)| > &, pelo que

f(an) —f— ()

0

O teorema que vamos enunciar e demonstrar a seguir € muito importante. Ele apresenta

uma propriedade dos intervalos fechados limitados de R que nos permitira tirar algumas

conclusdes sobre funcdes continuas definidas nesses intervalos. Esta propriedade n3o é ape-

nas caracteristica dos intervalos fechados limitados de R, mas dos subconjuntos fechados
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e limitados de R e a demonstracdo poderia ser apresentada, sem dificuldades adicionais,
nesta ultima situacdo. Gostariamos ainda de realcar que esta propriedade dos subconjuntos
fechados e limitados de R vai ser, em anos posteriores do curso, apresentada num con-
texto mais geral, o dos espacos métricos, sendo a propriedade referida caracteristica dos

subconjuntos compactos.

Teorema 5.2 (de Heine-Borel) Sejam [a, b] um intervalo fechado limitado de R e (1y)aca

uma familia de intervalos abertos tal que U I, D [a,b]. Entdo existe um nimero finito de
acl

n
intervalos dessa familia, I, ..., I, , tal que U I, 2 [a, b].
j=1
Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que ndo hd nenhuma subfamilia finita de
(Ia)qen cuja unido contenha [a, b] (numa linguagem mais simples, dizemos que (1) cp €
uma cobertura de [a,b] que n3o admite nenhuma subcobertura finita). Entdo, ou [a, %5?]
ou [GTH)’b] ndo é coberto por nenhuma subfamilia finita de (1), POIS, caso contrario, o
préprio [a, b] seria coberto por uma subfamilia finita de (14),cy-
Seja [a1,b1] um dos intervalos nessas condicdes. Note-se que a amplitude de [aq,b1]
é b_T" Dividamos agora [a1, b1] em dois sub-intervalos [a1, ‘“—;bl] e [‘“TJ’I’I,CLQ], ambos de
amplitude ”TT“. Os dois intervalos sdo cobertos por (1n),cp € pelo menos um deles, ndo
é coberto por nenhuma subfamilia finita de (I),c,. Chamemos-lhe [a2, b2]. Continuando

0 processo, construimos uma sucessao encaixada de intervalos
[ao,bo] 2 [al,bl] 2 2 [an,bn] 2 PR
verificando:

1. [ag,bo] = [a,b];

N

. dado m €N, by, — 4y, =55 (b — a);

3. dado m € Ny, [am+1, bnt1] = [@m, 2202 ou [ama1, bmt1] = 2250 b,
4. dado m € Ny, nenhuma subfamilia finita de (1), cobre [apm, bm].
Obtivemos assim duas sucessdes (ay), € (by)n que verificam, por 3.,

Vn € Ny ap < Ayl < bpy1 < by,
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e facilmente se conclui que {a, : n € Ny} é majorado e {b, : n € Np} é minorado. Sejam

a = sup{ay, : n € No}, b= inf{b, : n € Ng}.

Obviamente, @ < b. Como

entao
Vn e Ny b—a<b,—a,=5(b—a),

o que nos permite concluir, fazendo n tender para +o0, que b = a.

Vejamos agora que chegdmos a uma contradicdo: a familia (1), cobre [a,b] e
a € [a,b]. Entdo existe 5 € A tal que @ € Ig. Como Iz é um intervalo aberto, existe
e > 0 tal que |a —e,a + ¢[C Ig. Escolhamos ny € N suficientemente grande para que

g5 (b—a) < e. Como @ € [an,, bn,] entdo

G—any < mg(b—a)<e e bpy — @ < gr5(b—a) <e.

Assim, [apn,,bp,] pode ser coberto por uma subfamilia finita de (Iy)qaca (alids uma
subfamilia com um tnico elemento, Ig)!), o que € absurdo. O absurdo resultou de termos

suposto que (Iy)aea N30 possuia nenhuma subcobertura finita. ]

5.2 O Teorema de Cantor e a continuidade uniforme

O Teorema de Heine-Borel permitird concluir que uma fung¢3o continua, definida num

intervalo fechado e limitado, é necessariamente uniformemente continua.

Teorema 5.3 (de Cantor) Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua. Ent3o f € unifor-

memente continua.

Demonstragdo: Como f é continua em [a, b], fixando ¢ > 0,

V€ la,b] 36, >0Vy € [a,b] v —y| <6, = |f(z) — f(y)| < 5. (5.3)

164



Como [a b] é um intervalo fechado, e como a familia de intervalos abertos
(]x — —1 [) cobre [a,b], existe entdo, pelo Teorema de Heine-Borel, uma
subfamilia finita, Hxl — 52 ,T1 + 5”1 [, e ,}:pn — 62 , T+ 6“;” [} que ainda cobre [a, b].

Sejam § = min{é%,...,ég” e x,y dois pontos de [a,b] verificando |z — y| < 4.
Entdo x € }xj - =Lz + % [ para algum j € {1,...,n} e, como |y — x| < § temos que

Ox ; -
ly—xj| < |y—2x|+]|z—zj] <0+ 5> < dz;. Entdo, se |z —y| < § temos que v — x| < dy,
e |y — x| < 6, pelo que, por (5.3), se verifica que

[f (@) = F) < |f(2) = flap)] + 1 f(2) = fy)l <5+ 5 =e O
Exemplo 5.4 A funcio f :] — 5,5 [— R definida por
f(x):{ xsen% sex >0,

0 sex <0

é uniformemente continua.

Comecemos por observar que a fungdo f é continua:

e a funcido sen% é continua em |0, 5[, por ser a composta de fungdes continuas e
1

x sen - € continua por ser o produto de fungdes continuas;

e a fungdo constante igual a zero é continua em | — 7,0];
. 1iI(I)l+ f(z) = 0= £(0), uma vez que sen 1 é uma funcio limitada e hm+ x = 0. Além
T—s z—0
disso, lim f(x) =0 = f(0), pelo que f é continua em zero.
z—0~

Observe-se que

lim f(z) =T sen2, lim f(x) =

2 v—-3"

Podemos entéo prolongar a fungdo f continuamente ao intervalo [—7F, 7], definindo

27
f(2) sex €] — 7, 5[,
F(z)=¢{ Zsen? sex=1,
0 se x = —3.
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A funcdo F' assim definida é continua no intervalo fechado [—7, 7] sendo ent3o, pelo

Teorema de Cantor, uniformemente continua. Sendo f a restricdo de I ao intervalo ]—g, Zl

f é também uniformemente continua. u

5.3 Funcoes continuas em intervalos

As fungbes continuas definidas em intervalos gozam de propriedades especiais, em certas
situacgOes se o intervalo for fechado limitado, noutras seja qual for o intervalo. Apresentamos

de seguida alguns teoremas importantes que salientam essas propriedades.

O teorema que se segue diz-nos que uma fungdo continua definida num intervalo fechado
tem maximo e minimo. O Teorema de Heine-Borel e o facto de f ser continua vdo-nos
permitir mostrar que f([a,b]) é limitado, o axioma do supremo garante-nos a existéncia do

sup {f(z)} e do inf {f(x)} e a continuidade da fun¢do permitir-nos-a concluir que o
xe[a,b] xe[avb]
supremo é, na realidade, maximo e que o infimo é minimo.

Teorema 5.5 (de Weierstrass) Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Entdo
de,dela, b Va e la,b]  fe) < f(x) < f(d).

Demonstracgdo: Vamos mostrar que o conjunto f([a, b]) tem méaximo, omitindo a demons-

tragdo (andloga) de que f([a,b]) tem minimo.

e f([a,b]) é majorado

Como f é continua, se fixarmos ¢ = 1,

Vo € la,b] 30, >0 Vy € [a,b] ly — x| < dp = fy) < f(z) + 1.

Uma vez que (Jz—d,, x+5x[)$€[ é uma cobertura do intervalo [a, b] por intervalos

a,b]
abertos, o Teorema de Heine-Borel garante-nos a existéncia de um nimero finito de

pontos do intervalo, x1, ..., x,, tais que

[a,b] C |z — 0gy, 1 + 0gq [U. ..U ]z — 0s,,, T, + 03, |-

166



Seja M = max{f(xz1)+1,..., f(zn)+1}. Sey € [a,b] entdo existe j € {1,...,n}
tal que y €]zj — dz;, 75 + 0z, [, pelo que f(y) < f(x;) +1 < M, ou seja,

Vyelabl  fly) <M.

e sup {f(z)} € f([a,b])

z€[a,b]
Como f([a,b]) é um conjunto majorado, tem supremo. Chamemos M aosup f([a,b]).
Pretende-se mostrar que existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = M. Por definicdo de su-

premo,
1
VneN Iy, € f([a,b]): M—E<yn.

Para cada n € N, seja z,, € [a,b] tal que f(zy,) = yn. A sucessdo (z,), é limitada.
Pelo Teorema 2.38, (x,,), tem uma sucess3o parcial monétona, que designaremos por
(Ty(n))n- Entdo, por ser monétona e limitada, aplicando o Teorema 2.27, a sucessdo
(T y(n))n converge para algum ¢ € [a,b]. Como f é continua, pelo Teorema 5.1,

f(x,my)))n converge para f(c). Mas, como
e(n)

1
Vne N M- —— < flzoom) < M,
oy < o)
fazendo n — +o00, conclui-se que M < f(c) < M, isto é, o supremo de f([a,b]) é
maximo. ]

1
Exemplo 5.6 Seja f :]0,1] — R a fung¢do definida por f(x) = —.
x

A fungdo f é continua e, no entanto n3o existe m]ax]{f(x)}. O Teorema de Weierstrass
z€]0,1
ndo é contrariado por este exemplo, visto que o dominio de f n3o é um intervalo fechado.

Exemplo 5.7 Seja f : [—1,1] — R a funcdo definida por

167



N3o existe max {f(z)} pois lim f(z) = +oo. O Teorema de Weierstrass ndo é
z€[—1,1] z—0t

contrariado por este exemplo, visto que f é descontinua. ]

O teorema seguinte, apresentado aqui como o Teorema de Bolzano-Cauchy, é também
conhecido como o Teorema do Valor Intermédio, pois estabelece que, se f é uma funcao

continua definida no intervalo [a, b] entdo todos os valores entre f(a) e f(b) sdo atingidos.

Teorema 5.8 (de Bolzano-Cauchy) Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Entdo
f([a,b]) contém o intervalo fechado de extremos f(a) e f(b).

Demonstragdo: Se a = b, nada ha a provar. Seja entdo a < b. Se f(a) = f(b) também
nada temos que mostrar. Suponhamos entdo que f(a) # f(b) e fagamos a demonstra¢do
apenas no caso em que f(a) < f(b).
Seja d € |f(a), f(b)[. Pretendemos mostrar que existe ¢ € ]a, b tal que f(c) = d.
Defina-se
A={tela,b]:Va€la,t] f(x)<d}.

E evidente que a € A e que A é um intervalo (limitado). Seja ¢ = sup A. Vamos
verificar que f(c¢) = d. Comecemos por observar que a < ¢ < b. Como [a,c[ C Ae f ¢é
continua em ¢, entdo , pela Proposicdo 3.39, f(c) = lim f(z) <d. Entdo c € A, pelo
que A = [a,c|, com a < ¢ < b. Suponhamos, por absﬁaco, que f(c) < d. Fixemos entdo

€= d_Tf(c). Para este ¢, existe 6 > 0 tal que § < min{c —a,b—c} e

xE€le—0,c+ 0= |f(x) — flo)] <e,

concluindo-se entdo que

xe]c—5,0+5[zf(:c)<f(c)+di = < d.

Entdo [a, c + 0| estaria contido em A, o que é absurdo, visto que ¢ é o supremo de A.

O absurdo resultou de termos suposto que f(c) era menor que d. Entdo f(c) = d. O

Exemplo 5.9 A fungdo ¢g: [0,1] — R é tal que g([0,1]) D [1,2].




De facto, g é continua, g(0) =2 e g(1) = 1, pelo que, aplicando o Teorema de Bolzano-

-Cauchy, podemos afirmar que ¢([0,1]) D [¢g(1), ¢(0)] = [1,2]. u
Exemplo 5.10 A imagem por f: [0,1] — R do intervalo [0,1] é
1 se x#0
x
0 sez=0

o conjunto {0,1}, o que mostra que o Teorema de Bolzano-Cauchy ndo se verifica se a

funcdo ndo for continua. [

Corolario 5.11 Sejam I um intervalo de R e f : I — R uma funcdo continua. Entdo

f(I) é um intervalo.

Demonstragao: Para mostrarmos que f(I) é um intervalo temos de mostrar que, dados
c,d € f(I), c <d, entdo [c,d] C f(I).

Sejam ¢,d € f(I), ¢ < d e a,b € [ tais que f(a) = c e f(b) = d. Vamos supor
que a < b (o outro caso é analogo). Como [a,b] C I, pelo Teorema de Bolzano-Cauchy,

[e,d] = [f(a), F(B)] < [f(la,b]) € f(I). u

Nota 5.12 Do coroldrio anterior deduz-se facilmente que se f : R — R é uma funcdo

continua tal que 1ir+n f(z)=ae lim f(z)=p entdo f(R) contém todos os valores
T—1T00 r——00

entre o e 3, sendo a, f € RU {—o0, +00}. m

Exemplo 5.13 A fungdo f : R — R definida por f(z) = —2® + 1 € sobrejectiva.

Basta notar que lim f(z) = 400 e que lilf f(z) = —oo. Entdo f toma todos os
T——00 T— 100
valores entre —oo e +00, isto é, f(R) = R. u

Corolario 5.14 Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua e suponhamos que f(a)f(b) <
0. Entdo existe ¢ € |a, b| tal que f(c) = 0.

Demonstragao: Como f(a)f(b) < 0, sabemos que f(a) e f(b) tém sinais contrarios. Em
particular, f(a) # f(b). Suponhamos que f(a) < f(b) (o outro caso demonstra-se de
forma andloga). Como 0 € [f(a), f(b)] € f([a,b]), pelo corolario anterior, entdo existe
¢ €la,b[ tal que f(c) = 0. O



Teorema 5.15 Sejam I um intervalo de R e f : I — R uma fungdo continua e injectiva.

Ent3o f € estritamente mondtona.

Demonstracdo: Suponhamos, por absurdo, que f n3o é estritamente mondtona. Ent3o
existem a,b,c € I, com a < b < c tais que acontece um dos dois casos seguintes:

) f(a) < £(c) e F(b) & [F(a), F(c)); i) f(a) > £(e) e F(b) & [£(0), f(a)].

Uma vez que a demonstracdo em ambos casos é andloga, apresentamos aqui apenas o
caso i).

O caso i) subdivide-se ainda em dois casos:

a) f(a) < f(¢) e f(b) < f(a); b) f(a) < f(c) e £(b) > f(c).

No caso a), se aplicarmos o Teorema de Bolzano-Cauchy a Sipp.eg» cOMO f(a) €]f(b), f(c)],
existe d € ]b, c[ tal que f(d) = f(a), sendo, obviamente, d # a. Entdo f n3o é injectiva,
o que é absurdo.

Vejamos que se chega, de igual modo, a absurdo no caso b). Apliquemos agora o
Teorema de Bolzano-Cauchy a f| .. Como f(c) € |f(a), f(b)[, existe d €]a,b] tal que
f(d) = f(c) e, no entanto d # c. Entdo f n3o é injectiva, o que absurdo.

Provamos assim que o caso i) ndo pode acontecer. Analogamente chegariamos a ab-
surdo no caso ii), resultando o absurdo de termos suposto que f n3o era estritamente

mondtona. Ent3o f é estritamente mondtona. O

Teorema 5.16 Sejam I e J intervalos deR e f : I — J uma funcdo bijectiva e continua.

Entdo f~! é continua.

Demonstracao: Como f é continua e injectiva, f é estritamente crescente ou estritamente
decrescente. Suponhamos entdo que f é estritamente crescente (o caso em que f é es-
tritamente decrescente demonstra-se de forma andloga). Observe-se que f~! é também

estritamente crescente. Denotemos f~! por g. Queremos mostrar que
Vde JVe>036>0Vd €J |d —d'| <6 = |g(d) — g(d)| < e.

Consideremos dois casos:

odej

Sejam e > 0 e ¢ = g(d). Tomem-se &’ > 0 tal quee’ <eelc—¢c,c+e[C Te
d =min{f(c) — f(c—¢), f(c+¢€")— f(c)}. Observe-se que 6 >0 ese f(c)—d <
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d < f(e)+dentio f(c—e) < fle)—d<d < flc)+6 < f(c+¢€), donde, como
f~! é estritamente crescente, se conclui que

g(d) —e < g(d) =" = g(f(c =€) < g(d') < g(flc+¢)) = g(d) +&" < g(d) +e.

e dec J\J (note-se que J \ J pode ser ()

A demonstracdo, neste caso, é deixada a cargo do leitor. O
Exemplo 5.17 Para realcar a importancia das hipdteses do Teorema 5.16, apresenta-se
um exemplo de uma fungdo, f : [0,1[U[2,3] — [0, 2], continua e bijectiva, cuja inversa é
descontinua.

y 1

Figura 5.1: Funcdo continua com inversa descontinua.

Exemplo 5.18 Sen € N, a funcdo f: Rar — }Rg € bijectiva e continua. Entao,

z +— "
pelo teorema anterior, f~': R{ — RI & uma fungdo continua. u

x — Yz

Exemplo 5.19 Seja n € N um ndmero impar. Como a fungdo f: R — R €

r — "

bijectiva e continua entdo, pelo teorema anterior, f~': R — R €& uma funcio

x — Yz

continua.



Note-se que se n € N é um nidmero par entdo a fungdo f : R — R definida por

f(x) = 2™ ndo € injectiva, pelo que ndo € invertivel.

Exemplo 5.20 Dadoa € RT\ {1}, afuncdo f: R — R é continua, por ser

r +—— log,x
a inversa da fun¢do exponencial de base a, que € continua.

5.4 Exercicios resolvidos

Exercicio resolvido 5.1 Seja f :]a,b|— R uma fungdo continua e suponha que exis-

tem e s3o finitos lim+ f(xz) e lim f(x). Mostre que f é uniformemente continua
T—b~

Tr—a

(chamamos a aten¢3o do aluno para o Exemplo 5.4).

Resolugao: Considere-se a fungdo F': [a,b] — R.
f(z) se z €la, b|
e lim+ f(z) sex=a

liIlI}i f(z) sex=0b

A fungdo F' é um prolongamento continuo de f ao intervalo fechado [a,b]. Pelo

Teorema de Cantor, F' é uniformemente continua. Entdo f = Fl]a " é também

uniformemente continua.
Exercicio resolvido 5.2 Sejam n um ndmero natural impar e
-1
P(x)=2"4ap—12"" " + -+ + a1z + ay, ag, .. .,an—1 € R.

Mostre que P tem pelo menos um zero.

Resolucao:
Vejamos que lim P(z) = 400 e que lim P(x) = —oo. De facto,
r—+00 T——00
lim P(z)= lim x"<1+an71+~'+ a +@)=—|—oo.1:+oo
r—+00 T—-+00 x zn—1 xn
e
. T n Gp—1 o a @) _ _
IE@OOP(x) = IEEHOOJ} (1 + +-F i f M 00.1 00.
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Entdo P(R) contém o intervalo | — 0o, +00| (ver Nota 5.12), isto é P(R) = R, pelo
que existe ¢ € R tal que P(c) = 0. u

Exercicio resolvido 5.3 Sejam n um nimero natural par e
-1
P(z)=2" 4 ap—12" " + -+ + a1x + ay, ag, - .., 0n-1 € R.

Mostre que P tem minimo absoluto.
Resolucao:

Como n é par, facilmente se verifica que wETOOP(x) = xE@mP(x) = 400 (ver a
resolu¢do do exercicio anterior). Por defini¢cdo de limite quando © — 400 e quando
T — —00,

dN >0 |z| > N = P(z) > P(0).

A funcao P|[7NAN] € uma funcdo continua, definida num intervalo fechado. Entdo

ist i P =m < P(0).
exis eme[riljl\?m{ ()} =m < P(0)

Como, dado z tal que |x| > N, se tem P(z) > P(0), m é o minimo absoluto da

funcdo P. -
Exercicio resolvido 5.4 Seja g : [-2,3] — R uma fungdo continua. O que pode dizer

sobre o niimero de zeros de g sabendo apenas que g(—2) = 3, g(—1) = —1, g(0) = 2,

9(1) =1, 9(2) = -2, 9(3) = 37

Resolucao:

A fungdo g é continua e muda de sinal nos extremos dos intervalos [-2, —1], [-1,0],
[1,2] e [2,3]. Podemos entdo afirmar que g se anula em pelo menos quatro pontos,
x1 €] —2,-1], zp € ] —1,0], z3 € ]1,2[ e x4 € ]2, 3], ndo sendo possivel afirmar

mais nada sobre o nimero de zeros de g. ]

Exercicio resolvido 5.5 Considere duas fungdes f,g : [a,b] — R, continuas, tais que
f(a) < g(a) e f(b) > g(b). Mostre que existe = € |a, b[ tal que f(z) = g(x).
Resolucao:

Seja F' : [a,b] — R a fungdo definida por F(z) = f(x) — g(z). Note-se que F
é continua, F'(a) = f(a) —g(a) < 0 e F(b) = f(b) — g(b) > 0. Entdo, por um

173



dos coroldrios do Teorema de Bolzano-Cauchy, existe ¢ € ]a, b] tal que F(c¢) = 0 ou,

equivalentemente, tal que f(c) = g(c). u

Exercicio resolvido 5.6 Mostre que a funcdo f(z) = x® + 22 + 1 n3o é uniformemente

continua em R mas é-0 em [2,5].

Resolucao: Para verificar que f ndo é uniformemente continua em R, temos de

verificar que

Je>0Vd>03dr,yeR lz—yl<d A |f(x)— fly)| > e

Escolha-se € = % (a escolha poderia recair sobre um qualquer nimero positivo).
: 1 1,6 5 )
e Dado0<d<1,sefamz=5ey=;+73. Entdofz—y|=5e

[f(z) = fW)l = |z —ylle® + 2y +y* +2|

2062 6\6 2 )

3
2 >
20 —

Vv
DO | o

e Dado ¢ >1,tomandoz =0ey=1,tem-seque |z —y|=1<de

7@) ~ fw) =3 > 5.

Como a restri¢cdo de f ao intervalo [2,5] é obviamente continua, por aplicagdo do

Teorema de Cantor, concluimos que f|[2 . ¢ uniformemente continua. ]

Exercicio resolvido 5.7 Diga se s3o ou n3o verdadeiras as seguintes afirmacgdes, justifi-
cando:
a) se f:[0,1] — R é continua, entdo é limitada;
b) uma fungdo f : [0, 1[— R continua e limitada possui maximo;

c) se f:]0,1] — R é continua e tal que 0 < f(z) < 2 para todo o [0,1], entdo
existe ¢ € [0, 1] tal que f(c) = 2c.
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Resolucao:

a) A afirma¢do é verdadeira. De facto, se f : [0,1] — R é continua, ent3o, pelo

Teorema de Bolzano-Cauchy, existe m[%ﬁ{f(a:)} =M e m[ionl]{f(x)} =m.

Ent3o, por definicio de maximo e de minimo de uma funcdo, tem-se que
vz € [0,1] m < f(z) < M,

isto é, a funcdo f é limitada.
b) A afirmagdo é falsa. Seja f: [0,1] — R. A fung¢do f é continua e
xr —
f([0,1]) = [0, 1], logo f é limitada mas ndo possui maximo.

c) A afirmagdo é verdadeira. Seja f : [0,1] — R uma fung¢do continua tal que
0 < f(x) <2,Vz € [0,1]. Seja g : [0,1] — R definida por g(x) = f(z) — 2z.
Entdo g é continua e g(0) = f(0)—2-0>0eg(l) = f(1)—2-1<2-2=0.
Assim, 0 € Im g, isto ¢, existe ¢ € [0, 1] tal que g(c) = 0 ou, equivalentemente,

tal que f(c) = 2c. u
5.5 Exercicios propostos

Exercicio 5.1 Dada uma fun¢do f continua no intervalo [a, b], tal que f(a) < ae f(b) > b,
mostre que existem z1, 2 € |a,b[ tal que f(z1) =a e f(z2) = 0.

Exercicio 5.2 Um zero de uma fung¢do f diz-se isolado, se existir um intervalo [a,b] tal
que x1 €]a,b[ é um zero de f e f(z) #0, Vo € [a,b] \ {z1}. Isole cada um dos

quatro zeros de cada uma das seguintes func¢oes:

a) 3z — 22% — 3622 + 36z — §;
b) 2z* — 1422 + 142 — 1.

Exercicio 5.3 Mostre que existe algum nidmero real x tal que:

179 164
14+ 22 +sen?x
b) senz =1-—=.

a) =119;
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Exercicio 5.4

a) Seja f:[a,b] — R uma fun¢3o continua tal que f([a,b]) C [a,b]. Mostre que
f possui um ponto fixo, i.e., Ixg € [a,b] : f(xo) = zo.

b) D& exemplo de uma fungdo continua, g : [0, 1[— [0, 1], sem ponto fixo.

Exercicio 5.5 Seja f : [0,1] — R uma fung3o continua tal que f(0) < 0 e f(1) > 0.

Mostre que min {f*(x)} = 0.
z€[0,1]

n
Exercicio 5.6 Dadon € N, seja f(x) = Zakxk, tendo ag e a,, sinais contrarios. Mostre

k=0
que existe > 0 tal que f(z) = 0.

Exercicio 5.7 Seja P(z) = apma™ + ...+ a1z + ag um polinémio, m um inteiro positivo

par, a., < 0, ag > 0. Mostre P tem pelo menos dois zeros.
Exercicio 5.8 Sejam a,b € Re f: R — R uma fungdo continua tal que lim f(z) =a

T—-+00
e lim f(z)=0.

a) Mostre que f é limitada.

b) Mostre que f é uniformemente continua.
Exercicio 5.9 D& exemplo, justificando, ou mostre porque n3o existe uma fung3o:

a) f:R — R continua tal que f(R) = {1,2};

f :R — R continua tal que f(R) = [0, 1];

=3

)
)

¢) f:]0,1] — R continua e sobrejectiva;
)

Q.

f:R—Rtalque lim f(z)= 400, lim f(x)= —o0 e f ndo seja sobre-
T——00 r—+00

jectiva;

e) f:X — Y, bijectiva, continua, tal que f~!:Y — X nio seja continua;

f) f:X — Y, bijectiva, ndo continua, tal que f~!:Y — X seja continua;

g) f:R—TRtal que {x € R: f é continuaem z} = {2" : n € N};



h)

i)
j)

f 1 — R continua mas n3o uniformemente continua, sendo I um intervalo
limitado de R;

f:[0,1[— R, continua mas ndo uniformemente continua, tal que linﬁ flx)=2;
Tr—

f:]0,1[— R continua, limitada, mas n3o uniformemente continua.

Exercicio 5.10 Diga se sdo ou n3o verdadeiras as seguintes afirmacdes, justificando:

a)

b)

h)

i)

se f: X — R écontinua e f(z) #0,Vx € X, entdo f(z)f(y) > 0, quaisquer
que sejam z,y € X;
se f: X — R é tal que

1 1
VneNdImeNVr,ye X |:c—y|<E:>|f(x)—f(y)|<ﬁ,

entdo f é uniformemente continua;
1

a fungdo f :|m, 2n[ — R definida por f(x) = sen ; é uniformemente continua;
se f:]0,1[— R é uma fun¢do continua, tal que il_)ml f(z) = f(0), entdo f é
uniformemente continua;

uma fungdo f:[—1,1] — R n3o nula e continua possui um ndmero finito de

ZEros,

se f : R — R é uma func¢3do continua e limitada, entdo f atinge um maximo e
um minimo;

se uma fungdo f ndo é continua em |0, 3], entdo ndo é uniformemente continua
em [1,2];

se f: R — R é continua, ¢g:]0,1[— R, tal que g(z) = f(z), Vo € ]0,1] é
uma fun¢do uniformemente continua;

7(0) +24(1)

se f :[0,1] — R é continua, entdo existe ¢ € [0, 1] tal que f(c) = 3

Exercicio 5.11 Considere a fun¢go f : [a,b] — R, continua, tal que

Vi€ [t 3y € o8] (o) < L,

Mostre que 3z € [a,b] : f(z) = 0.

Exercicio 5.12 Mostre que n3o existe nenhuma funcdo f : R — R continua tal que

Vy e Im f card(f~(y)) = 2.
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6. Derivadas

Todo o conhecimento humano
comega com intuigcoes
prossegue entdo com conceitos
e termina com ideias.

(Emmanual Kant)

Este capitulo é dedicado ao estudo da derivada de uma funcdo. Introduziremos o
conceito de derivada de uma funcdo num ponto de acumulagcdo do dominio. Serdo estudadas
algumas propriedades das derivadas e tirar-se-3o conclusdes sobre o comportamento de uma

fungdo através do estudo das suas derivadas de primeira ordem ou de ordens superiores.

6.1 O conceito de derivada

Ja é do conhecimento dos alunos o conceito de taxa de variacdo média, utilizado no

Ensino Secundario, nas disciplinas de Matematica e de Fisica.

Definicdo 6.1 Seja f : [a,b] — R wma fungdo. A taxa de variagdao média de f no
intervalo [a, b] € o nimero real

1)~ f(a)

TV Mgy = =5 —

E evidente que a taxa de variagdo média de uma fungdo no intervalo [a,b] é o declive

da recta que passa nos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

178



Se fixarmos um ponto (g, f(x¢)) do grafico de f e considerarmos as taxas de variacdo
média TV M, , ou TV M|, ., quando z se aproxima de z estamos a encontrar, para
cada z, o declive da recta secante ao grafico de f, passando nos pontos (xq, f(xg)) e

(z, f(x)).

Figura 6.1: Interpretagcdo geométrica da TV M, ).

Dado um ponto xg € ]a, b, pode acontecer que exista d € R tal que

lim TV M, = lim f@) = feo) _ oy TV M, 4 = lim fa) = flaa) _ g,

xﬂxar zﬂmg T — o T—Ty Ty T —To

Teremos entdo encontrado o declive da recta tangente ao grafico de f em (zo, f(z0)), visto
que o “limite” das rectas secantes ao grafico de f nesse ponto serd a recta tangente nesse
ponto.

Definicao 6.2 Uma funcdo f : X — R diz-se derivavel em o € X N X’ se existe
d € R tal que lim f(z) = f(zo)

I e T
escreve-se f'(xo) = d ou D f(xg) = d.

= d. Ao valor real d chama-se derivada de f em xg e

Nota 6.3

1. Observe-se que, considerando h tal que xqg + h € Dom f, e fazendo a mudanca de
variavel x = xo + h, obtemos que

f'(z0) = lim f(z) = f(zo) — lim f(zo+h) — f(xo)

T—x0 T — Xo h—0 h '
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2. Dizer que f : [a,b] — R € derivavel em a € dizer que existe d € R tal que

lim @)= _ g6 que é equivalente a dizer que lim {®=f(@)
r—a r—a
T—a z—at

mos mais a frente os conceitos de derivada a esquerda e de derivada a direita de uma

= d. Introduzire-

fungdo num ponto (ver Definicio 6.18). Fica apenas registada a observagdo que a
derivada de f em a € a derivada a direita de f em a, pelo facto de ndo haver pontos
do dominio de f a esquerda de a e a derivada de f em b é a derivada a esquerda de

f em b, por ndo haver pontos do dominio de f & direita de b.

3. Utilizando as definicées de limite e de derivada num ponto, verifica-se que f'(xo) = d

se e sO se

Ve>036>0Ve e X\{zo} |z—x0| <= |f(x)—f(z0)—d(z—z0)| < |z—20].

Esta observacdo pode ser ilustrada pela figura abaixo: uma fungdo f € derivdvel
em x se, para todo o € > 0, existir um § > 0 de tal modo que o grifico de f,
para pontos de Dom f N|xo — d,x0 + [ estd contido nos tridngulos representados a
cinzento na figura, limitados pelas duas rectas que passam no ponto (zo, f(zo)) €
tém declive, respectivamente, d 4+ ¢ e d — € e pelas rectas de equacdo x = xg — 0 €
r=1x+ 0.

Coeficiente angular d + &

Coeficiente angular d — &

To—0 Ty To+ O T

Figura 6.2: Interpretacdo geométrica da definicao de derivada de f em xg.

Exemplo 6.4 Seja f: R — R. A fungio f é derivivel em x =0 e f'(0) = 1.

r +=—— senx



; _ 0 ,
f/(O) _ hm sen xr sen _ hm sen xr

x—0 z—0 z—0 X

=1. ]

Ja anteriormente observdmos que, se f : X — R é uma fungdo derivavel em ¢ €
X N X', f'(c) representa o declive da recta tangente ao gréfico de f em = = ¢, o que

justifica a definicdo seguinte.

Definicao 6.5 Dada uma funcio f : X — R derivdvel em ¢ € XN X', a recta de equacio

y— f(c) = f'(¢)(x — ¢) designa-se por recta tangente ao grafico de f em (¢, f(c)).

Exemplo 6.6 A recta tangente ao grdfico de f(x) = 22 —4x +6, x € R, em (3,3) é a

recta de equagdo y = 2x — 3.
Verifique que f/(3) = 2, logo a equacdo da recta tangente é y — 3 = 2(z — 3). u

Defini¢do 6.7 Dada uma fungcdo f : X — R derivdvel em ¢ € X N X', chama-se recta
normal ao grafico de f em (c, f(c)) a recta perpendicular a recta tangente ao grafico de
f nesse ponto.

Exemplo 6.8 A recta normal ao grifico de f(x) = 2> —4x +6, v € R, em (3,3), é a

recta de equag¢do y = 9%“’”

Ja vimos que a recta tangente ao gréfico desta fungdo no ponto (3,3) tem declive

m = 2. Ent3o qualquer recta perpendicular a esta tem declive m' = —% e equacao
cartesiana y = —%x + b. Como queremos que a recta passe no ponto (3,3), temos que
3 = —%3 + b, pelo que a recta normal ao gréifico de f em (3,3) é a recta de equacdo
y=-37+3 n

Definicao 6.9 Uma funcdo f : X — R diz-se derivavel se f for derivdvel em todos os

pontosde X. A funcdo f': X — R diz-se a funcido derivada de f.

z — fl(z)

Nota 6.10 Se uma funcdo f : X — R € derivdvel, ent3o todos os pontos do dominio de
f sdo pontos de acumulagio. m



Exemplo 6.11 A funcdo f: R — R, constante igual a a, € derivdvel e a sua deri-

x — a
vada € a fungdo nula.
Como, dado zp € R, lim M = lim a-a
z—ro T — T T—T0 T — I
rivavel em zg e f'(x¢) = 0.
Exemplo 6.12 Dados a,b nimeros reais, a funcdo f: R — R

r —— ax+b

sua derivada € a fungdo constante igual a a.

Visto que, se g9 € R, lim

T—T0

f(x) = f (o)

(ax +b) — (axo + b)
T — X

= lim

r — X T—x0

entdo f é derivavel em g e f'(x0) = a.

Exemplo 6.13 A fungdo f: R

T
Fixando zg € R temos que
2 2
. T~ —T .
lim =—% = lim
rT—xo T — X T—T0

Exemplo 6.14 A fungdo f: R

T

Fixe-se g € R. Entdo

. sen x — sen g
lim — =
T—T0 T — X

Exemplo 6.15 A funcdo f: R

— R éderivivel e f':

— 2 r — 2

(x — ) (x + x0)

= lim (z 4 xo) = 2xo.

Tr — X T—x0
— R éderivdvele f': R —
— senc T —
2 sen £=%0 cos LEZo
: 2 2
lim
T—1T0 T — Tg
. sen TR T+ x0
lim ——=— lim cos = COS Xg.
T—T0 %ﬂ T—x0

— R éderivdvel e f':

r +=—— €

R — R.

R — R.

= 0, conclui-se que f é de-

€ derivavel e a

= lim a = a,
r—xQ
[ |
|
R.
CcoS &
[ |



Fixando zg € R temos que

ePoth _ g eh —1
"(zg) = lim ——— = €™ lim
f( 0) h—0 h h—0
>0
o
= ¢%0]jm 2=Y
h—0 h
too 1 n—1
= e"lim
h—0 “— n!
t0  n—1
A fungdo g(x) :Z — sendo z € R, é continua (ver Capitulo 4), pelo que
n!
n=1
;Ein%)g(h) =¢(0) = 1. Entdo
! o 1: eh — 1 o )
f(xg) = €* lim =¢e"0g(0) = ™. [

h—0
Teorema 6.16 Sejam f : X — R uma funcdo, vo € X N X'. Se f é derivdvel em x

entdo f é continua em xq.

Demonstracao: Considerem-se as funcdes

g: X — R e h: X — R.
f($)*f($0) sex#xo r == T — X
X — r — X0
f' (o) se z = o

As funcgdes sdo ambas continuas em xg, pelo que gh, por ser o produto de duas fungdes

continuas em xg, é continua em xy. Mas
Vee X g(@)h(z)=f(z)— f(zo),

pelo que, como
Ve e X f(z)=f(zo)+g(x)h(z),

concluimos que f é continua em xy. O



Corolario 6.17 Seja f : X — R uma fung¢do derivdvel. Entdo f € continua.

Demonstracao: E uma consequéncia imediata do teorema anterior. O

Definicao 6.18 Uma funcdo f : X — R diz-se

. : x) — f(z
e derivavel a direita em xo € XNX/, seexiste d € R tal que lim f(@) = f(z0) =d.
xﬂzaﬁ T — o
Ao valor real d chama-se derivada a direita de f em x¢ e escreve-se f'(z{) = d

ou Df(zf) =d;
e derivavel a esquerda em ¢ € XNX' seexiste d € R tal que lim f(@) = f(zo) =d.
Ty T —To
Ao valor real d chama-se derivada a esquerda de f em x¢ e escreve-se f'(z,) = d
ou Df(zy) =d.

Proposicdo 6.19 Sejam f : X — R uma funcdo, zo € X N X/ N X' . Entdo

existem f'(xg) e f'(xg)

f derivavel em x <= e
f'(ag) = f'(zq).
Demonstracao: A demonstracdo é uma consequéncia imediata das defini¢des. ]

Exemplo 6.20 A funcdo f : R — R definida por f(x) = |x| tem derivada a direita e a

esquerda em zero, mas ndo tem derivada em zero.

De facto, F@) — £(0)
fa—y 1 x)—f(0) .. —x
O =Jg ==y 7 =1
e
71 = tim 1O =IOy Ty
z—0t z—0 z—0— T
Como f/(07) # f/(0™), conclui-se que n3o existe f(0). m
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6.2 Alguns exemplos

A semelhanca do que ja fizemos em relacdo a continuidade, vamos agora apresentar
alguns exemplos de fungbes com derivada em alguns pontos. As funcles apresentadas
no Capitulo 3 para exemplificar funcdes descontinuas num ponto, em dois pontos, num
conjunto numeravel de pontos, em todos os pontos, etc., foram seleccionadas de tal modo
que, elas préprias, sdo fungdes derivaveis em apenas um ponto, dois pontos, num conjunto
numeravel, em nenhum ponto...

Apresenta-se aqui a definicdo de cada uma das fun¢des, remetendo-se o leitor interessado
no esboco dos seus grafico para o Capitulo 3.

Exemplo 6.21 A fungdo

f: R — R

22+1 sexeQ
€T [ —
1 serx e R\ Q

(ver Exemplo 3.48) é derivdvel apenas no ponto x = 0. u
Exemplo 6.22 A funcio

f: R — R
1+ (x—-1)2 sexecQt

T — 1—(z+1)2 sexr €Q
1 sex e R\Q
(ver Exemplo 3.49) é derivdvel apenas em z = —1 e x = 1. u

Exemplo 6.23 A funcdo

f: R — R

cos(2rx) sex € Q
X [
1 sex e R\ Q

(ver Exemplo 3.50) é derivdvel apenas em Z. u
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Exemplo 6.24 A fungdo
f: R — R |

em que [x] representa a caracteristica ou parte inteira de x (ver Exemplo 3.51), é derivdvel
em R\ Z.

Observe-se que, dado n € Z, f'(n™) =0 e f'(n™) n3o existe pois

lim fnth) - f(n) = lim 7@ ~1-n = +00.
h N 07 h h*)O_ h
—1<h<0 [ |

Exemplo 6.25 A fungdo

f: R — R

1 sexeQ
€T |
2 sexeR\Q

(ver Exemplo 3.52) ndo € derivavel em nenhum ponto, pois é descontinua em todos os

pontos. ]

Nota 6.26 Uma questdo mais interessante € saber se existe alguma fungcdo continua mas
ndo derivavel em nenhum ponto. Esta questdo tem resposta afirmativa e, surpreenden-

temente, o conjunto das fungdes definidas num intervalo, continuas e ndo derivdveis em

s

nenhum ponto, é “maior”, num sentido topoldgico que ndo podemos precisar nestas notas,

que o conjunto das fungdes derivaveis em algum ponto. ]

6.3 Regras de derivacao

Nesta seccdo vamos fazer a demonstracido de algumas regras de derivacdo, ja conhecidas

e utilizadas pelos alunos anteriormente.

Proposicdo 6.27 Sejam f,g: X — R duas funcées derivaveis em o € X N X'. Ent3o:
1. f+ g éderivavel em xy e (f + g)'(x0) = f'(x0) + ¢'(x0);

2. dado X\ € R, \f € derivavel em xog e (\f) (x0) = A f'(x0);
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3. fg é derivavel em zg e (fg) (xo) = f'(z0)g(xo) + f(x0)g (x0);

4. se g(xo) # 0 entdo g é derivavel em x e (;) (xo) = f(o)g(wo) = f(a:o)g’(a:o).

9%(zo)
Demonstracao:
1. Vejamos que existe a derivada de f + g no ponto zg. De facto,
: + 9(x)] = [f(@0) + g(z0)]
(f +9)(z0) = lim p—
o T@ =S | g(a) = gla)
T—zo T — X T—To T — X

= f'(z0) + g'(x0).
2. A demonstracao é muito simples, sendo por isso omitida.

3. Vamos mostrar que existe a derivada de fg em =z, utilizando a definicdo. Note-se

que f e g, por serem derivaveis em x(, s3o continuas em x.

(fg)(zo) = lim f(x)g(z) — f(zo)g(wo)

T—x0 T — xg

o [F@) — Fo)lg(@) + £(wo)lg(x) — glo)

T—x0 T — xg

~ m [f(z) — f(x0)]g(w) 4 lim f(@o)[g(x) — g(w0)]

T—TQ T — X T—T0 T — X0

= ['(z0)g(x0) + f(x0)g (20)-

4. Como g é derivdvel em x( entdo g é continua em zy. Como, por hipétese, g(xp) # 0,

sabemos que existe 6 > 0 tal que g(z) # 0 em |zg — J, 29 + [N X, estando entdo

a funcao i definida neste conjunto. Para calcular a derivada do quociente de duas
g
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fungSes num ponto, procede-se de modo anilogo ao utilizado para o célculo da
derivada do produto.

[f ()= f(z0)]g(x0)—f (o) [g(x)—g(x0)]

= lim g(x)g(zo)
T—x0 T — 70
~ i b [f(@) = f(z0)]g(z0)
z—a0 g(x)g(wo) T — 7o
_ lim 1 f(zo)lg(x) — g(z0)]
z—wo g(x)g (o) T — 7o
= T a0)g(w0) — oy f(x0)g (z0)
— g(wo)? T0)91%0 g(20)2 Z0)g (%o

f'(z0)g(wo) — f(20)g'(w0)

g(wo)? ' O

Exemplo 6.28

1. Dadon €N, (z") = na""!, para todo o x € R.

Facamos a demonstracdo por indugcdo sobre n € N: paran = 2, aplicando a regra de
derivacio do produto de duas funcdes, (x - x)' = 1-x4x-1 = 2z, supondo mostrado
n—1

/ .. ., . ~ . ~
que (z™)" = nax" "', utilizando a hipdtese de inducdo e a regra de derivacdo do

produto de funcédes ,
(") =(@" - 2) =na" - x+a" 1= (n+1)2",
o que conclui a demonstrac3o.

2. Dadon €N, (z™™) = —na""!, para todo o x € R\ {0}.



_ 1 . L . ~
Como (x ”) = —-, utilizando a regra de derivacdo do quociente de fungées e a alinea
T

anterior, obtém-se

(SU_”), — (< / L nat! = -—nz "L
xn (l’n)2 .

Teorema 6.29 Sejam X, Y subconjuntos de R, f : X — Y, g : Y — R fungdes,
ce XNX', f(c) € Y'. Suponhamos que f é derivdvel em c e que g € derivavel em f(c).
Entdo g o f € derivdvel em c e

(gof) (e) =g (f(e)f (o).
Demonstracao: Considere-se a fungdo

h: 'Y — R.

L= O
g'(f(e) se z = f(c)

Como g é derivavel em f(c) entdo h é continua em f(c), pelo que ho f é continua em

c. Explicitemos h o f:

hof: X — R.

e g
g'(f(c)) se f(x) = f(¢)
Consideremos agora a funcdo
a: X — R.
o [T e
(c) sex=c

Esta fungdo é continua em ¢, visto que f é derivavel em c. Entdo (ho f)a é continua

em c.



(hofla: X — R,

sex #c
g'(f(e)f'(c) sex=c

(observe que se x # c e f(x) = f(c) entdo (ho f)a(x) =0). Entdo

z—c T —c
ou seja, go f é derivavel em c e (go f) (c) = ¢'(f(c))f'(c). O

Teorema 6.30 Sejam X e Y subconjuntos ndo vazios de R, f : X — Y uma funcio

bijectiva e suponhamos que:
1. f éderivdvel emce X N X';
2. f'(e) #0;
3. f~! é continua em f(c).

Entdo f~! € derivdvel em f(c). Além disso,

Demonstragdo: Comecemos por observar que f(c) € Y NY".

Consideremos as funcoes

iy — X e g: X — R.
F@) =) s
T T—c
f'(e) sexr =c

Sabemos que f~! é continua em f(c), por hipStese, e que g é continua em ¢, visto

que f é derivavel em c. Consideremos também h: R\ {0} — R. Obviamente, h é

x N
x



continua em f’(c). Entdo

hogof=t: Y — R
fHz) —c
se x # f(c
BN ey 1 )
! se x = f(c)
f'(e)
é continua em f(c), por ser a composta de fungdes continuas nos pontos adequados, pelo
que
1 M) e ) = () 1y
= lim ——F—— = lim f flo),
flle) a=flo x—fl0)  a=f( x— f(c) (7))
o que conclui a demonstracdo. O

Exemplo 6.31 A funcdo log, é derivével e (log,z)" = Llog,e.

Como log, z = logxlog,e, para calcular a derivada de log, basta-nos calcular a
derivada de log. Chamando f(z) = €%, z € R, logz = f~!(x). Dado um ponto
yo € Dom f~1 = R*, f é derivavel em f~1(yo), f'(f '(y0)) # 0 e f~! é continua

em 7o. Entdo, utilizando o teorema anterior,

1 1 1

IOg/(yO) = f,(f_l(yo)) - elog yo - %7

isto é, a funcdo log tem derivada em qualquer ponto do dominio e log’ z = % , donde se

conclui que log), z = L log, e. u
Exemplo 6.32 Dado a € R, tem-se (z*) = ax® !,

a ~ 12 / —
Como z% = ¢lo8 ™" = @198 ent3o (2) = (exlos®)’ = @ gorloge — ¢ g1, u



Algumas regras de derivacao

(entende-se que estdo a ser considerados as restricdes das fun¢des ao conjunto dos pontos

onde existe derivada)

C’' =0, C constante

(f9)'(z) = f'(x)g(x) + f(x)g (x)

(g0 f)(z) =g (f(2)) [ (x))
() =

(a®) = a” loga

sen’z = cos x

tg'x = sec’x

sec’ x = secx tgw

sh’z = chz

th'z = sech? x

sech’z = —sechz thz

1
V1 — 22

arcsen’z =

1
log' z = —
x

1
logl, z = - log, e

cos’x = —senzx

cotg'x = — cosec? &

cosec’z = — cosecx cotgw

ch'z =shz

coth’z = — cosech? ©

cosech’z = — cosechz cothz
, ~1

arccos’'z =

V1—22



arctg’x =

arcsec's =

1+ 22

1
zvr? —1
1

argsh'x = ——

V1+ a2

argth’'z = l

argsech’zs =

— X

-1
V1 — 22

arcotg’z = -1
8471 + g2
, -1
arcosec’s = ———
xvz? —1
1
argch’z =

V2 —1

th/x =
argeoth's = -—
1
vV 1 4 22

argcosech’z =

6.4 Alguns teoremas envolvendo derivadas

Nesta seccdo, a semelhanca do que ji fizemos no Capitulo 5, vamos apresentar e
demonstrar alguns teoremas importantes, utilizando agora o conhecimento adicional que

possuimos sobre derivadas. Em particular, iremos ver uma condi¢do necessdria para um

ponto ser de extremo de uma funcdo definida num intervalo aberto.

Teorema 6.33 Seja f : X — R uma funcdo derivavel em c € X N X' N X/, e tal que

f'(e) #0.

Entdo

flc)>0=36§>0 Vze XNje—6,¢[ Vye Xn]c,c+4|

flle)<0=35>0 Ve Xnlc—4,¢[ YVye XnN]c,c+4|

f(z) < fle) < fy),
f(@) > f(e) > f(y).



Demonstracao: Considere-se a funcdo

g: X — R.

. f(iﬁx) : f(c) se T # ¢,
1'(c) se r = c.

Por hipétese, g(c) # 0. Vamos fazer a demonstragdo no caso em que g(c) = f/'(¢) > 0

(o outro caso ¢ andlogo). Pela Proposi¢do 3.29, e como g é continua, sabemos que

36 >0Vx e XNle—d,c+ 4] g(x) >0,

logo,
Vee XNle—6,c+\{c} g(a:):‘w>0.
Ent3o, se x € |c—0d,c[N X, como z—c < 0, temos que f(z) < f(c)esex €]c,c+d[NKX,
como z — ¢ > 0, temos f(z) > f(c). O

Teorema 6.34 Seja f : X — R uma fungio derivdvel em c € X N X' NX'.. Sec é um
ponto de extremo de f entdo f'(c) = 0.

Demonstracao: O resultado é uma consequéncia imediata do teorema anterior. ]

Teorema 6.35 (de Rolle) Seja f : [a,b] — R uma fung¢do continua, derivivel em ]a,b]
e tal que f(a) = f(b). Entdo existe ¢ € ]a,b| tal que f'(c) = 0.

Demonstracao:

Se f for constante, o resultado é ébvio. Suponhamos entdo que f ndo é constante.
Temos duas possibilidades:

)3z elabl  flz)> fla) iy 3z elabl  f@) < fla).

Provemos o teorema no caso i), visto que o caso ii) é similar. Ent3o, aplicando o

Teorema de Weierstrass, temos que
Jee o] sup{f():ae [a,b} = f(o).

Obviamente ¢ # a e ¢ # b, uma vez que acontece i). Como ¢ € ]a,b] e é um ponto de

méximo de f, entdo, pelo teorema anterior, f'(c) = 0. O
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Figura 6.3: Interpretacdo geométrica do Teorema de Rolle.

Nota 6.36 Como consequéncias do Teorema de Rolle podemos referir que, se f for uma

funcdo derivavel definida num intervalo, ent3o:
1. entre dois zeros consecutivos de f' existe no maximo um zero de f;

2. entre dois zeros consecutivos de f existe pelo menos um zero de f’.

Exemplo 6.37 Considere-se a funcdo f : R — R definida por f(x) = x senx. Entdo a
equacdo f'(x) = 0 tem uma infinidade de solu¢des.

Note-se que f(z) =0 <= =0 V senx =0 <= z =km, k€ Z.
Dado k € Z, seja I, = [km, (k + 1)7]. Como f1,, € continua em I, derivavel em I; e

f(km) = f((k+1)m) =0, pelo Teorema de Rolle, existe ¢, € Iok tal que f’(cx) = 0. Existe
entdo uma infinidade de pontos que s3o solugdo da equagdo f'(x) = 0. u

Teorema 6.38 (de Lagrange) Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua, derivdvel em
la,b[. Entdo
Je€la,bf  f(b) = fa) = f'(e)(b - a).

Demonstracao:
Consideremos a fungio

g: la,b] — R



Figura 6.4: Interpretacdo geométrica do Teorema de Lagrange.

Como g é continua em |a, b], derivavel em ]a,b[ e

f(@)b — f(b)a _

g(a) - b —a g(b)a
aplicando o Teorema de Rolle,
Seeladl 0= - T g
ou seja,
Je€la,b) (e f(bl))_z:(a)

Exemplo 6.39 Vejamos que Vz € R\ {0} e’ >x+ 1

Consideremos a fungdo f : R — R definida por f(z) =e* — 2z — 1.
Seja > 0 e apliquemos o Teorema de Lagrange a f|[0 o que € uma funcgao derivavel.

Entao
Jeg €]0,z[  f(z) = f(0) = fl(ca) 2

ou, equivalentemente,
de, €10, 2] et —rx—1=(e“"—=1)xz >0,

visto que €* > 1 e x> 0.



Seja agora © < 0 e apliquemos o Teorema de Lagrange a f‘[z o due é também uma
funcdo derivavel. Entdo

Jez €]z,0[  f(z) = f(0) = f'(ca) 2
ou, equivalentemente,
degp €]z, 0] el —x—1=(e*—-1)x >0,
visto que e < 1lex <O0. ]

Corolario 6.40 Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua, derivavel em ]a,b[. Se f'(z) =

0 para todo o = € |a,b| entdo f € constante.

Demonstracgao: Dado x € |a, b], podemos aplicar o Teorema de Lagrange a f|[a o Entdo

f@) ~ fla)

Seselaal  fle) =0t

Como f'(c;) = 0, conclui-se que f(xz) = f(a). Como z é um ponto arbitrario do

intervalo [a, b], conclui-se que f é constante. O

Corolario 6.41 Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua, derivdvel em ]a,bl.
1. Se f'(x) > 0 para todo o x € |a,b| entdo f € estritamente crescente.

2. Se f'(x) < 0 para todo o = €|a,b| entdo [ € estritamente decrescente.

Demonstracao: Vamos fazer a demonstracdo de 1. uma vez que a de 2. é andloga.
Dados z,y € [a,b], x < y, a fungdo f‘[w ” verifica as hipdteses do Teorema de Lagrange.
Entao

Jegy € ]557?/[ fly) = f(z) = f/(ny)(y — ).

Recordando que, por hipétese, f'(cgy) > 0, conclui-se imediatamente que f(y) > f(x).
]
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Nota 6.42 Os pontos de maximo ou de minimo locais de uma fungdo f derivdvel, definida
num intervalo fechado |a,b], estdo entre os zeros da derivada de f em ]a,b| e os extremos
a e b do intervalo. Podemos decidir se um ponto de ]a,b[ onde a derivada de f se anula
é de mdximo ou de minimo local, estudando o sinal de f' numa vizinhanca desse ponto.
Assim,

e se ¢ €la, b é tal que f'(c) =0 e f’ é positiva & esquerda de c e negativa a direita,
entdo ¢ € um ponto de maximo local, uma vez que f cresce a esquerda de c e decresce a
direita;

e se c €la,b] é tal que f'(c) =0 e f' € negativa a esquerda de c e positiva a direita,
entdo ¢ é um ponto de minimo local, uma vez que f decresce a esquerda de c e cresce a
direita;

e se ¢ €la,b| é tal que f'(c) = 0 e f' ndo muda de sinal, entdo ¢ ndo é ponto de
maximo nem de minimo local.

Os alunos jd estdo habituados a utilizar tabelas para fazer o estudo da variacio do sinal

de f' e consequente determinacdo dos intervalos de monotonia de uma funcio. ]

Vejamos agora um exemplo onde se determinam os maximos e minimos locais de uma

func3o, utilizando as tabelas de variacdo do sinal da derivada.

Exemplo 6.43 Estudemos os maximos e os minimos locais de f : [0,27] — R definida

por f(z) =senx + cosx.

A fungdo f é derivdvel em |0,27[. Entd3o os pontos de extremo de f estdo entre os

zeros da derivada de f e os extremos do intervalo, 0 e 27.

5
f'(z) =0 < cosz—senx =0 < tgz =1<+= xz%\/mz%.
0 1 %’r 2T
f + 0 - 0 +
f 1 /! V2 N —V2 / 1
Min. Max. Min. Max.
local local local local




Existem entdo dois pontos de minimo local, z =0e xz = %’r e dois pontos de maximo
R . ~ ~ 5
local, z = T e x = 27. Os minimos locais s3o entdo f(0) = 1 e f(2F) = —v2. Os
maximos locais sdo f(F) =2 e f(27) = 1.
Como f estd definida num intervalo fechado e é continua, sabemos que existem o
maximo e o minimo absolutos. Assim, o maximo absoluto de f é v/2, atingido no ponto
57

xr = 7 e o minimo absoluto é —+/2, atingido em = = =T ]

Teorema 6.44 (de Cauchy) Sejam f,g : [a,b] — R funcdes continuas, derivaveis em
la,b[. Entdo
deelab[  [f() = f(a)]g'(c) = [9(b) — g(a)] f'(c).
Demonstracao: Consideremos a func¢ao
h: [a,b] — R
z o [g(b) —g(a)] f(x) = [f(b) = f(a)] g(x)

Note-se que h é continua em [a, b], derivdvel em |a, b] e que

h(b) = g(b)f(a) — g(a) f(b) = h(a).

Ent3o, pelo Teorema de Rolle,

Jeela,b[  W(e) = [g(b) — g(a)]f(e) = [f(b) — f(a)lg'(c) = 0. O
Nota 6.45

1. As demonstracdes do Teorema de Lagrange e do Teorema de Cauchy aqui apresen-

tadas utilizam o Teorema de Rolle, sendo, portanto, seus corolarios;

2. O Teorema de Rolle resulta imediatamente do Teorema de Lagrange, pois se
f : la,b] — R verifica as hipdteses do Teorema de Rolle, podemos aplicar a f
o Teorema de Lagrange, concluindo que existe ¢ € |a,b| tal que 0 = f(b) — f(a) =
f'(c)(b—a), ou seja, f'(c) =0;

3. O Teorema de Rolle é também consequéncia do Teorema de Cauchy. De facto, dado

f nas condicées do Teorema de Rolle, se escolhermos g : [a,b] — R definida por

T —a - . ~ -
g(x) = — verifica-se facilmente que f e g estdo nas condigcdes do Teorema de
—a

Cauchy, pelo que existe ¢ € |a, b| tal que [g(b) — g(a)]f'(c) = [f(b) — f(a)]d'(c), ou
seja, f'(c) = 0.



4. Conclui-se assim que os trés teoremas sdo equivalentes, optando-se, conforme as

situagbes, pela utilizagdo do que for mais conveniente. ]
Teorema 6.46 (de Darboux) Seja f : [a,b] — R uma fungdo derivavel. Entdo
f'(la, b]) contém o intervalo fechado de extremos f'(a) e f'(b).

Demonstracdo: Se f'(a) = f’(b) nada hd a provar. Suponhamos que f’(a) é menor que
1'(b) (o outro caso trata-se de forma andloga). Seja entdo d €]f’(a), f'(b)[. Defina-se

g: la,b] — R.
x — f(z)—dz

A fungdo g é derivavel. Como ¢'(a) < 0, existe 01 €]0,b— a] tal que, se x €]a,a+ 1],
entdo g(z) < g(a). Como ¢'(b) > 0, existe d2 €]0,b — a[ tal que, se x € ]b — d2, b, entdo
g(z) < g(b). Pelo Teorema de Weierstrass, como g é continua, existe ¢ € [a,b] tal que
g(c) = min{g(x) : « € [a,b]}. Pelo que foi visto, ¢ # a e ¢ # b. Entdo ¢ €]a, b[, pelo que
g'(¢) = 0 ou, equivalentemente, f/(c) = d. O

Exemplo 6.47 A funcio f: [0,2] — R ndo é a derivada de ne-
{ 1 sexel0,1]
X —

2 sex€]l,?2]
nhuma fungao.

Se existisse F' : [0,2] — R fungdo derivavel tal que F/ = f entdo F'([0,2]) 2
[£(0), f(2)] = [1,2]. Mas é evidente que, como f sé toma os valores 1 e 2, tal ndo pode
acontecer. m

Corolario 6.48 Seja f : [a,b] — R uma funcdo derivdvel tal que f'(a)f’(b) < 0. Entio
existe ¢ € |a, b[ tal que f'(c) = 0.

Demonstragdo: Por hipétese f/(a) e f'(b) tém sinais diferentes. Suponhamos que f’(a) < 0
e f'(b) > 0 (o outro caso é analogo). Entdo, como 0 €]f'(a), f'(b)[ e, pelo Teorema de
Darboux, ]f(a), f'(b)[C f'(]a,b]), conclui-se que existe ¢ € Ja, b[ tal que f'(c) =0. O

Corolario 6.49 Sejam I um intervalo de R e f : I — R uma fungio derivavel. Entdo

f(I) é um intervalo.
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Demonstracdo: Sejam y1,32 € f/(I), y1 < y2. Entdo existem x1,722 € I tais que
f'(x1) =y1 e f'(x2) = y2. Vamos supdr que x; < x3, deixando o outro caso ao cuidado

do aluno. Utilizando o Teorema de Darboux, conclui-se que

(1) 2 f([w1,22]) 2 [f (1), f(22)] = [v1,92].
Ent3o f/(I) é um intervalo. O

O teorema seguinte apresenta uma regra que nos vai auxiliar a levantar algumas indeter-
minacoes. Esta regra, conhecida por Regra de I'Hépital, vai ser enunciada e demonstrada
apenas para uma situacdo, a correspondente a uma indeterminac3do, no cdlculo de limites,
do tipo o quando z — b~, sendo b um ndmero real. Ela é aplicavel a varias outras

situacOes, descritas na nota que se segue ao teorema.

Teorema 6.50 (Regra de I'Hopital) Sejam a,b nimeros reais, a < b, f,g :]a,b| — R
fungées derivdveis. Seja c € {a,b} e suponhamos que lim f(x) = lim g(z) = 0 e que existe
r—cC r—cC
f'(z)
v—e g'(x)’

Ent3o existe lim M e lim M = lim f’(x).
v g(a) e gla) eve g'()

Demonstracao: Vamos fazer a demonstracdo no caso em que ¢ = b. O outro caso é

analogo. Considere-se as fungdes

F: lab] — R G: la,b] — R.
. f(z) sex€la,b] . g(x) sex €la,b
0 ser=2»b 0 ser =50

Observe-se que F' e G sdo fungdes continuas, derivaveis em Ja, b]. Podemos entdo
aplicar o Teorema de Cauchy a estas fung¢des no intervalo [x,b], com = €]a,b[. Temos
entdo

Jew €lz,0[  [F(b) = F(2)]G'(cr) = [G(b) — G(2)]F(ca),

ou seja,

f@)g(cx) = g(@)f'(ca); o €]z, 0.



Entao,
se g(z) # 0 e ¢'(c;) #0.

!/
. . . , . &
Como existe lim ——, existe também lim f/( r)
S ) o g'(er) |
o valor do limite de uma fun¢do num ponto n3o depende da forma como nos aproximamos

g(x)  g'(ca)’
()

!/

e toma o mesmo valor (recorde que

do ponto). Entdo

!/
lim f(@) existe e € igual a lim / (:E) O
z—b g(z) v—b g'(2)
Nota 6.51 A Regra de I'Hépital é também vdlida:
1. quando se calcula o limite quando © — +o00 ou quando © — —o0;
2. considerando, no teorema anterior,
lim f(z) = limg(z) = 400 ou lim f(z) = lim g(z) = —©
xr—cC r—cC xr—cC r—cC
e tomando ¢ € RU {—o0, +00}. m

Apresentamos de seguida dois exemplos de aplicacdo da Regra de I'Hépital.

Exemplo 6.52 Verifiquemos, utilizando a Regra de I'Hbpital, que lin%) | (note-se
T— x

que estamos perante uma indeterminagdo do tipo %, quando x — 0 ).

!/

~ - C , . . sen'x
As funcdes sen : R — R e Id : R — R s3o derivaveis. Além disso, hrrb — =
r— X
. COST - . . senx
lim = 1. Entdo existe lim = 1. ]
z—0 z—0 X
eflf
Exemplo 6.53 Calculemos lim —.
r——+oco I
e®)’
Comecemos por observar que lim ¢* = lim z = 4oo. Além disso, lim =
T——+00 T——+00 z—+oco I/
e’ e’
lim — = 4o00. Entdo existe lim — = 4o0. ]
z—+oo 1 z—+00 T

A Regra de I'Hopital pode ser aplicada sucessivamente, como se pode verificar no

exemplo seguinte:
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X
Exemplo 6.54 Dado n € N, calculemos lim —

z—+oo g™’

x\/ T
. . -~ .. . € . (&
Note-seque lim e® = lim 2" = +oo. Entdo, se existir lim ( ), = lim ——,
T——+00 T——+00 T——+00 ($n) z——+oo n 1
X X

, . . €
também existe lim — = lim )
z——+oo ™  z—+oo nan~1

Estamos novamente perante uma indeter-

. . . &) . aA .
minac3do do tipo —, pelo que podemos aplicar novamente a Regra de |I'Hépital e, aplicando-
00
a sucessivamente, concluimos que
X

. (&
lim — = lim ——
x——+oo r—+oo n

T T T

(& e

lIlm —mm——— = .
x——+00 n(n — 1) - 2x  z—+too n! [ |

Vejamos agora dois exemplos em que n3o é possivel aplicar a Regra de I'Hopital:

Exemplo 6.55 Sejam f: R — R e g a funcio identidade.
x sen% sex #0
T [
0 sex =20
Entdo lim f(x) = lim g(x) = 0. Mas
z—0 z—0
"(x senl — Leogl _
lim f/( ) =lim —%—% T pnjo existe,
z—0 g (;E) z—0 1
ndo nos sendo ent3o possivel aplicar a Regra de I'Hopital.
. o flz) . wseni IR
Facilmente se verifica directamente que lim ——~ = lim ———=% = lim sen — no existe.
z—0 g a;) z—0 xT z—0 x
|
Exemplo 6.56 Sejam f: R — R e g a fungdo identidade.

r?sent sex#0
r — z
0 sex =0

Entéo lin% flz) = lin% g(x) = 0. Verifica-se que

"z 21 sen L — cos 1 ]
m f/( ) =1 z L ndo existe,
x—0 q (a:) x—0 1
e que
2 1
T T“ sen = 1
limM = lim ——=% = lim z sen — = 0.
r—0 g(.’I)) x—0 x r—0 xX
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f(z)

!
~ C e . x . . ~ ~ .
Note que, apesar de ndo existir lim f/( ) existe lim “——. Esta observacdo ndo esta
z—0 g (.I') z—0 g(il?)
em contradicdo com a Regra de I'Hépital, que nos garante apenas a existéncia do segundo

limite sempre que o primeiro existe. ]

6.5 Derivadas de ordem superior

Nesta sec¢do vai ser introduzido o conceito de derivada de ordem n (n € N) de uma
funcdo. A forma de definir a segunda, terceira, ..., n-ésima derivada de uma fun¢do num
ponto surge naturalmente, ao verificarmos que muitas fun¢des com que trabalhamos tém
derivada em subconjuntos do dominio que tém um conjunto de pontos de acumulagdo nao
vazio. Quando estamos perante uma funcdo derivavel, sendo a derivada de uma funcio

também uma funcdo, podemos deriva-la e assim sucessivamente.

Definicdo 6.57 Sejam f: X — R uma funcdo ec € X'NX. Diz-se que f € duas vezes
derivavel em c , ou que f tem derivada de 22 ordem em c ou que f tem segunda
derivada em c se

1

36>0¢9= f" é derivavel em c".
XNle—68,c+6[

Representa-se a segunda derivada de f em c por

7" (e) ou fP(c) ou Df(e).

Diz-se que f tem derivada de 22 ordem se f é duas vezes derivavel em qualquer
ponto do seu dominio (note-se que, em particular, temos que X C X').

A funcdo f// X — R chama-se funcao segunda derivada de f.

z — f(2)

Indutivamente define-se derivada de ordem n de f em c e a funcao derivada de
ordem n de f.

Denota-se a derivada de f de ordem n por f ou D"f.

Convenciona-se que {0 = f.

!Para se definir a derivada de 22 ordem de f em ¢ n3o é necessario exigir que exista f’ em XN]c—d, c+4].
Basta que f’ exista num subconjunto de X do qual ¢ seja ponto de acumulagcio. Optdmos pela definicdo
acima para tornar o texto mais simples.
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Exemplo 6.58 A funcdo f: R — R admite derivadas de todas as ordens. Mais

r — e
precisamente,
VneN FM(z) = €. u

Exemplo 6.59 A derivada de ordem 3 da funcdo senx € a fun¢do — cosx e a sua derivada

de ordem 12 € a fungdo sen x.

Seja f(z) = senz. Entdo f'(z) = cosz, f’(x) = —senz e f"(z) = —cosz,

fO(@) = f(x). Entdo fI12)(z) = fE)(2) = fW(2) = f(2). ]

Teorema 6.60 Seja f : X — R uma funcdo que admite segunda derivadaemc € X N X'.
Suponhamos que f'(c) = 0. Entéo, se f"(c) > 0, ¢ € um ponto de minimo local de f e se

f"(c) <0, c é um ponto de maximo local de f.

0.

fle+h) = f'(c)
h >

Demonstracao: Note-se que, na hipdtese de f/(c) > 0, temos que }llli%
Entdo:

—se ce X/, para h > 0 pequeno, temos que f'(c+h) > f'(c) =0;

—se ce X', para h < 0 pequeno, temos que f'(c+ h) < f'(c) = 0.

Numa vizinhanca de ¢, se ¢ é ponto de acumulacio a esquerda de X, f’ é negativa a
esquerda de ¢ (isto é, f decresce a esquerda de c) e, se ¢ é ponto de acumulagdo a direita
de X, f" é positiva a direita de ¢ (isto é, f cresce a direita de ¢), o que mostra que ¢ é um
ponto de minimo local de f.

Analogamente se prova que se f”(c¢) < 0 entdo ¢ é um ponto de maximo local de f. OJ

Exemplo 6.61 Se f : X — R € uma funcdo que admite segunda derivada emc € XNX’,
tal que f'(c) = f"(c) = 0, nada se pode concluir sobre se o ponto ¢ é de maximo ou minimo
local de f.

De facto, sejam f(z) = 2*, g(z) = —2* e h(z) = 23, z € R. Entdo 2 =0
e é um ponto de minimo local de f e f/(0) = f”(0) =0,

e é um ponto de maximo local de g e ¢'(0) = ¢”(0) = 0,
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e n3o é um ponto de maximo nem de minimo local de h e h'(0) = h”(0) = 0. u

Definicdo 6.62 Seja X um subconjunto ndo vazio de R tal que X C X'. Dado k € Ny,
chama-se conjunto das funcoes de X em R derivaveis até a ordem k ao conjunto

PKX)={f: X — R: [ ék vezes derivivel em X}.
Chama-se conjunto das funcées de X em R indefinidamente derivaveis ao conjunto
2°(X)={f: X — R: f admite derivada de qualquer ordem em X}.

Exemplo 6.63 Afuncio f: R — R pertencea 2°(R) mas njo pertence a 7' (R).

A funcdo f é continua mas n3o tem derivada em z = 0 visto que f/(07) = 1 e

(07 = -1

Exemplo 6.64 A funcio f(x) = senz, x € R, € indefinidamente derivdvel, isto é, f

pertence a 2°°(R). m

Definicao 6.65 Seja X um subconjunto nio vazio de R tal que X C X'. Dado k € Ny,
chama-se conjunto das funcdes de classe €* de X em R ao conjunto

EHX)={f: X — R: f ék vezes derivdvel em X e f¥) é continua}.
Chama-se conjunto das funcoes de classe ¥°° de X em R ao conjunto
¢ (X)={f: X — R: f admite derivada de qualquer ordem em X }.

Exemplo 6.66 A funcdo exponencial f: R — R ¢é de classe € (e pertence a

r — €eF

D). |
Exemplo 6.67 A funcio g: R — R é de classe € (pois é
z?seni sex #0
T | —
0 sex=0

continua) mas ndo é de classe €.
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De facto, g € derivdvel, sendo ¢: R — R, mas
. 2msen%—cos% sex#0
0 sex=0
g é descontinua. Observe que g € 2. u

Teorema 6.68 Seja I um intervalo ndo degenerado de R. Entio
2°() 2¢°(1) 2 2'(1) 2€ (1) 2--- 2 2"1) 2€"(I) 2 --- 2 (1) = (1),
sendo as inclusbes estritas.

Demonstracdo: O conjunto 2°(I) coincide com o conjunto de todas as fungdes de I em
R e €°(I) é o conjunto das funces continuas de I em R. E entdo Sbvio que 2°(I) contém
estritamente ¢°(I).

Os conjuntos 2°°(1) e €°°(1) coincidem por defini¢do.

Dado n € N, a inclusdo de €"(I) em 2™(I) é Sbvia, por definicdo. Para mostrar que

o

a inclusdo é estrita, basta notar que, se xy € I, entdo

f: I — R

)Zn

1
(x — )" sen se T # xg

Tr +—— T — X
0 se r = xg

é derivavel até 3 ordem n mas f(™) & descontinua em = = x (ver Exercicio 6.32).
Note-se que, se uma funcdo f € 2"H1(I) entdo, como f() & derivavel, f(™ & continua,
pelo que f € €™(I). Fica assim estabelecida a inclusio 2""1(I) C €™ (I). Para verificar

que a inclusdo é estrita, basta notar que, se zg € I, entdo

f: I — R

r — (z—20)"|r — 0|

é de classe €™ mas ndo admite derivada de ordem n + 1 em z (ver Exercicio 6.33). [
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6.6 Exercicios resolvidos

Exercicio resolvido 6.1 Seja f: R — R uma func3o derivavel tal que

IM>0Vze R |f(z)] <M.

Mostre que f é uniformemente continua.

Resolucao: Dados z,y € R, x < y, a funcdo f‘[z y é continua e derivavel em |z, y|.

Ent3o, pelo Teorema de Lagrange,

degy f(x) = f(y) :f/(ny)(x—y),
pelo que
f (@) = f()] = | (cay)lle —y| < Mz —y].
Observe-se que a desigualdade acima é verificada para quaisquer dois pontos z,y € R
(na realidade, a fung¢do f é lipschitziana).

Dado € > 0, escolha-se § = i. Ent3o
M
o=yl < 0= [f(z) — f(y)| < Mla —y| < M6 —e.
Exercicio resolvido 6.2 Calcule a derivada da fungdo arcotg : R — |0, 7[.
Resolucdao: Comecemos por observar que

e cotg : ]0,7[ — R é derivavel,
o Vx €]0,7] cotg'z = — cosec’x # 0;
e a fungdo arcotg é continua, por ser a fung¢do inversa de uma fung¢do continua

definida num intervalo.

Pelo Teorema 6.30, a fungdo arcotg é derivavel em todos os pontos do seu dominio

e
VyeR arcotg’(y) = _
cotg’(arcotg y)
_ 1
~ —cosec?(arcotg y)
_ -1 -1
1+ cotg?(arcotgy) 1 +y2 |
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Exercicio resolvido 6.3 Mostrequeafungio f: R — R é derivével

2 1
esen (ch L ] )

i L

e calcule f'.
Resolucao: As seguintes fungdes

p: R — R, ¥Y: R — R en: R — R

r +— €’ r — sen’x zr +— chz+

z2+1
sdo derivaveis: ¢ é a fungdo exponencial de base e, ¥ é o produto da fung¢do sen por

si prépria e a funcao 1 é a soma de uma funcao hiperbdlica com uma fungao racional.

Como f = o1 on, sendo a composta de fun¢Bes derivaveis, é derivavel.

Aplicando a regra de derivacdo da fungdo composta num ponto z € R,

/
o = (i)
- /
- esenz(Cthrz%H) (sen2 (ch:c+ 21 ))
x4+ 1

sen? (ch 24 —— . 1 . 1 1 !
= e ( m2+1>2 sen <Chx+;[;2—~—]_) COS (Chx+1'2—~—:|_) (Chx+x2_’_1

sen? chm—!—f#1 1 1 2z
- 9%2¢ ( 2 )sen (chx—&—m) cos (chaﬁ—&— x2+1) <th_(ac2+1)2 .

Exercicio resolvido 6.4 Dados A, B,C € R, considere a funcdo f : R — R definida por

argsh(x 4+ A) se x >0,

flx)=4 B se =0,

log(z? + 2z +e)+C sex<O.

Determine para que valores de A, B e C' a fungdo f é derivavel.
Resolucao:

A fungdo f é obviamente derivdvel em R\ {0}, para quaisquer valores de A, B e C.

Queremos verificar quando é que ela é derivavel em z = 0.
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e Para que f seja derivavel em z = 0, é necessario que f seja continua em x = 0.

Assim,

lim argsh(x + A) =argshA=B=1+C = lim (log(az2 +2z+e€)+ C).

z—07F z—0~

Tem-se assim B = argshA =1+ C.

e E também necessario que existam e sejam iguais f/(07) e f/(07).

Mas
) 1
. h(h+ A) — B i 1+(h+A)2 1
0T = T Y88 _ _
F7) = i, h—0 oot 1 Vit A2
por aplicacdo da Regra de I'Hopital e
_ . log(h*+2h+e)+C—-B 2h + 2
/ O = 1 = 1 _—_— =
JO7) = lim h—0 h0- W2+ 2h + e
aplicando também a Regra de I'Hopital.
Temos de ter, entdo ! 2
m r, entdio —— = —.
V1i+ A2 e

Exercicio resolvido 6.5 Determine os pontos do grifico de f(z) = 22 — x — 1 para os

quais a recta normal a Gr (f) é paralela a recta de equagdo y = 3.

Resolugao: A recta normal a Gr (f) num ponto (z, f(x)) tem declive @)
T
1 Jesa—s v .
—_— —_— €r = — xr=——
f(x) 622 —1 3 3

e os pontos pretendidos sio (%, —5-) e (—%, —5)-
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Exercicio resolvido 6.6 Seja f: R — R uma func3o derivavel tal que

lim f(z)= lim f(z)=a,

T——00 T—-+00
sendo a € RU {—o00, +00}.
Mostre que existe ¢ € R tal que f'(¢) = 0.

Resolucao: Se a funcdo f fosse uma fungdo injectiva, como estd definida num in-
tervalo, pelo Teorema 5.15, seria estritamente mondtona, o que contraria o facto de

Como f n3o é injectiva, existem x1, z2 € R, x1 < x9, tais que f(x1) = f(z2). A
funcao f‘[xl o] verifica as hipdteses do Teorema de Rolle. Entdo existe ¢ € |z, x3]
tal que f'(c) = 0. m

Exercicio resolvido 6.7 Mostre que

2

a) VxeR cosle—%.

3
b) Vz e R sena:Za:—%.
Resolucao:

22
a) Seja f(x) =cosz —1+4+ —. Observe que a fun¢do f é indefinidamente de-
rivivel em R, que f(0) = 0, que f'(z) = —senxz+x e que f”(x) = —cosz+1 >
0. Como, para todo o z € R, f”(z) > 0, a fungdo f’ é crescente.
e Sejaz > 0.

Apliquemos o Teorema de Lagrange a f|[0 o Ent3o
che]o,lﬁ[ f(I’)—f(O):f,(CI)($—O)

Mas, como f’ é crescente, f'(c;) = —senc, +c¢; > f'(0) = 0, concluindo-
se assim que
22
Vo >0 f(x)zcosx—l%—?zO.
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e Sejax < 0.

Apliquemos o Teorema de Lagrange a f|[z o Entdo
de, € |z, 0] f(x) = £(0) = f'(cz)(x — 0).

Mas f'(cz) < f/(0) = 0 e entdo, como = < 0, f/(¢z) z > 0, concluindo-se

que
2

Vo <0 f(:c)zcosx—l%—%ZO.
e Sejax =0.

Neste caso a desigualdade é imediatamente verificada.
3
b) Seja g(x) =senx —x + T z€R. Comoa funcdo g é derivavel, dado = > 0,

podemos aplicar o Teorema de Lagrange a Y00 Entdo, como ¢g(0) = 0, tem-se
que
3d, €10,z g(z) =¢'(ds) 2.

2
Mas ¢/(d,) = cosd, — 1 + ?x > 0, pela alinea anterior, concluindo-se assim que

3

x

VSEERSF sent > x — —.
6 [ |

Exercicio resolvido 6.8 Determine os pontos da pardbola de equacdo y = 4 — 22 que

estdo a distdncia minima do ponto (0, —1).

Resolugdo: A distancia de um ponto (x,4 —x?) da pardbola ao ponto (0, —1) é dada

por /(z — 0)2 + (4 — 22 + 1)2. Minimizar a distancia é equivalente a minimizar o
quadrado da distancia. Queremos minimizar ent3o a fungio f(z) = 22+ (5 —22)? =
a* — 92?2 + 25, z € R.

Como

flx) =0<=423-182=0+=22(22°-9) =0<=2=0Var=—Vr=—

9«

3
V2
e, sendo f"(r) = 1222 — 18, tem-se que

10y =-18 <0, f” (\%) = f (—\%) =36 > 0.
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3 e 3

a n minim
75 © 3 $30 po tos de o

O ponto zero é ponto de médximo local e os pontos —

local. Observe-se que f (—%) =f (%) = %.

Considerando a funcio f‘H ;) Uma vez que se trata de uma funcio continua e
’ 19

f(=3) = f(3) =25 > 12, concluimos que 12 é o minimo absoluto de fiian
Observando agora que |z| > 3 = 2% — 9 > 0, tem-se que
|z| >3 = f(z) = 2” (2* — 9) + 25 > 25,

logo 14—9 € o minimo absoluto de f.

2

Tem-se assim que os pontos (—%, —%) e (%, —%) cuja distancia a (0,—1) é 21 ,

sdo os pontos procurados. m

6.7 Exercicios propostos

Exercicio 6.1 Calcule as derivadas das seguintes funcgdes:

2) - f) tgaxsecu;

2+ cosz’

2
ar” +dx +c
. ——, a,bceR,

b) tgu; 8) seng + cosz’ ¢
c) cotgux; h) log(sen?x + 1);
a) 2 +3r+2 i) logs(sen?z + 1);

x4+ 2242

J) ox log?(z—3) senw

e) secx;

Exercicio 6.2 Seja f(z) = (ax +b) senx + (cx + d) cos . Determine os valores de a, b,

¢ e d para os quais f'(z) = x cosz.
Exercicio 6.3 Seja f(z) =322 —x —logz, z > 1.

a) Mostre que f é injectiva.

b) Calcule (f71)(2).



c) Determine o contradominio de f.
d) Mostre que lim[f (n + %) — f(n)] =6.

e) Estude a continuidade uniforme de f em [1,+oc].

Sugestao: use o resultado da alinea anterior.

Exercicio 6.4 Dada a férmula 1 + 2+ 2>+ -+ 2" =~"——— (z # 1), determine

(por diferencia¢do) férmulas para:

a) 1+2r+32%2+ - +na" Y
b) 1+ 2% +3222 4. 4 n2an L.

Exercicio 6.5 Seja f(z) = 2", n € N. Use a férmula do binémio de Newton para mostrar

que

h) — -1
f(x+ })L f(.'If) _nxn—l+n<n2 ).'I)n_2h+"'+nl'hn_2+hn_l.

Faca h — 0 e conclua que f/(z) = nz" 1.

Exercicio 6.6 Seja f(z) = x+senz. Calcule os pontos do grafico de f em que a tangente

ao grafico nesses pontos tem inclinagdo:

a) 0; b) 2; <) 3; d)

N[ —

Exercicio 6.7 Determine a recta tangente ao gréfico de f(z) = (z° — 32t + 23 — 22 +2)100

emz=1.

Exercicio 6.8 Para cada uma das fun¢des a seguir definidas, encontre os valores das cons-

tantes a e b, em funcdo da constante ¢, de modo a que sejam derivdveis:

x? se z<c,

ar+b se x>c

a) f:R—R, tal quef(x):{

1/|x se x> |c|,
b) ¢g:R — R, tal que g(x) = /le] el
a+br? se x<|c.
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Exercicio 6.9 Seja f:R — R tal que |f(x) — f(v)| < |z — y|?, Vz,y € R.

a) Mostre que f é uniformemente continua.

b) Mostre que f é derivdvel e que f’ é a funcdo nula.

Exercicio 6.10 Seja f :] — 2,5 — R uma fungdo derivavel tal que, para todo o = €
] —2,5[, =2 < f/(x) < 1. Mostre que f é uniformemente continua.

Exercicio 6.11 Seja f:R — R uma fun¢do e suponha que existe f’(a). Diga, justifi-
cando, quais das seguintes afirmagles sdo verdadeiras e quais sdo falsas:

S = 1(@) _

a) jim ==

) g O _

0) %_r)% f(a+2t)t—f(a+t) _ f’(a);

o 1 f(a+2t)t—f(a—t) )

& tim f(a+2t);tf(a— 2 _ ),

Exercicio 6.12 Para cada uma das fung¢des seguintes:

1. f(z)=2* 32 +2; 4. f(x) =sen®x;
2. f(z) = (z —1)*(z + 2); 5. f(z) = x + cosz;
3. f(a) =172% 6. f(z)= é:ﬁg + %cosx.

a) Calcule os zeros de f.
b) Estude o sinal de f’ e os intervalos onde f é monétona.
Exercicio 6.13 Calcule os seguintes limites:

log(sen x)
im ——=;
z—0t log(tgx)

1 2
b) lim ( - )

a)

z—0 1'2 T



r—-+00
e) lim (1-— )87
r—1—
1+ log(1 — /1 —log(1
§) gy YITlos0 +2) — /1 -log(l +2).
x—0 X
) i tgx —senx
& AT s
—t
h) lim o8t
x—0 2x — sen 2x
. . xr +senzx
i)  lim ——;
r——+00 €T

j)  lim [log(l+ z) — log z]a.

Tr——+00

Exercicio 6.14 Aplicando convenientemente o Teorema de Lagrange mostre que

Vo eRT log(z +1) < z.

Exercicio 6.15 Sejam [ um intervalo de R e f : I — R uma fun¢do derivdvel. Mostre
que entre dois zeros consecutivos de f’ existe no maximo um zero de f. Utilize este
facto para mostrar que p(x) = 2% — 622 + 9z — 1 possui exactamente um zero no

intervalo |1, 3[.
Exercicio 6.16

a) Aplicando eventualmente o Teorema de Rolle mostre que, se b € R, a equagdo

23 — 3x 4+ b = 0 tem no maximo uma solugdo no intervalo | — 1,1].

b) Encontre a solugio de 2° —3x + 1 = 0 no intervalo [—1, 1] com um erro inferior
a0,1.

xT
_1
€ > 1.

Exercicio 6.17 Mostre que Vo € RT
T

Exercicio 6.18 Sejam f : [a,b] — R uma fungdo continua, derivdvel em ]a, b[, tal que
f(a) = f(b) = 0. Mostre que dado k € R, existe ¢ €]a, b[ tal que f'(c) = kf(c).

k

Sugestao: Considere g(x) = f(x)e™"" e aplique o Teorema de Rolle.
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Exercicio 6.19 Sejam a,b,c € R e f:[—3,2] — R definida por

—sen(z+2)+1 sex < -2
f(x) =13 ax®+br+c se —2 <z <0,

er se x > 0.

a) Para que valores de a, b, c a fungdo f é continua?
b) Mostre que, se a =3, b=1ec=1, f é derivavel.

c) Paraa= % b=1ec=1, calcule o minimo de f.
Exercicio 6.20 Sejam a e b € R™. Mostre que lin% 2% log z|” = 0.
r—

log(n + 2) ) et

Exercicio 6.21 Calcule lim
log(n+1)

n

Exercicio 6.22 Sejam f e g duas fungdes duas vezes derivaveis em zero e satisfazendo as

relacdes f(0) = 9(20) 1(0) = 24'(0) = 4¢(0).
a) Seja h(x) = gég Calcule R'(0).
b) Seja k(z) = f(z) g(x) senx. Calcule k'(0).
c) Calcule iliI(l) chllig

Exercicio 6.23
a) Seja f:R — R uma fun¢do par. Mostre que se f é derivdvel em R entdo f
é derivavel em R\ {0}.
b) Seja f: R — R uma fun¢io impar. Mostre que se f é derivdvel em RT ent3o
f é derivdvel em R\ {0}.
c) D@ exemplo de uma fungdo par e de uma fun¢do impar, continuas em R e

derivdveis apenas em R\ {0}.

Exercicio 6.24 Dé exemplo de, ou mostre por que n3o existe:

a) uma fungdo f : R — R derivavel apenas no ponto 1;
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b) duas fungdes f,g : R — R n&o derivaveis em 0 e tais que fg e f + g séo
derivaveis em 0;

¢) uma funcdo f:[2,3] — R, derivavel, tal que f(2) = f(3) e f'(z) > x, para
todo o = € [2,3];

d) uma funcdo f: X — R, derivdvel, ndo decrescente, tal que f'(z) < 0 para
todoox € X;

e) uma f:]0,1[— R derivavel, com pelo menos dois zeros, mas cuja derivada

nunca se anula.

Exercicio 6.25 Encontre todas as fun¢bes f: R — R derivéveis, tais que f(0) = 2 e
f'(x) =3, Vx e R.

Exercicio 6.26 Seja f :]0,5[— R uma fun¢do duas vezes derivivel e seja (z,,), uma
sucessdo convergente para 2, tal que z,, € |0,2[ U |2,5[ e f(z,) = f(2) para todo o
n € N. Mostre que f'(2) = f”(2) = 0.

—Vz
1++z
Exercicio 6.28 Seja P um polinédmio de grau 3 verificando P(0) = P(1) = —2, P'(0) =

—1 e P"(0) = 10. Explicite P.

Exercicio 6.27 Seja f(x) = para z > 0. Calcule f'(x), f"(x) e f"(x).

Exercicio 6.29 Seja f : R{ — R uma fun¢3o duas vezes derivavel tal que lim f(z) = L,

r—-+00

comLeRe lim f’(z)=0. Mostre que lim f'(x)=0.
T—-+00 T—-+00
Exercicio 6.30 Diga se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacdes, justificando:

a) se f:][0,1] — R é derivavel, entdo f é uniformemente

.
continua; '

b) se f:R — R é uma fungdo derivavel tal que a repre- PR
sentacdo gréfica de f’ € a apresentada na figura abaixo, /‘

entdo f possui, quando muito, um zero em [2, 3[;

c) se f:R — R é uma fungdo derivavel tal que f/(1) = f/(2), entdo Jc € ]1,2],
tal que f(c) =0;

d) se f:[0,1] — R & derivavel e f/(z) > 0,Vz € [0,1], entio f([0,1]) =
[£(0), F(V)];



e) sejam f,g: R — R fung¢des tais que g(x) = f(|z|), Vo € R. Se g é derivavel,
entdo f também é derivavel;

f) se f: R — R é uma fungdo pelo menos 3 vezes derivavel, tal que f”" > 0,

entdo f tem, no maximo, dois extremos locais.

Exercicio 6.31 Sejam I um intervalo de R e f: I — R uma fungdo. Sejaa € [ e
suponha que f é de classe %! em |a — 6, a + 5[ N1, para algum 6 € R*. Suponha
ainda que f'(a) = --- = f*D(a) = 0 e que f*)(a) # 0. Mostre que:

a) se f*)(a) >0 ek é par, entdo a é um ponto de minimo local de f;

b) se f*)(a) < 0 ek é par, entdo a é um ponto de maximo local de f;

¢) se f*)(a) # 0 e k é impar, entdo a n3o é um ponto de maximo nem de minimo
local de f.

Exercicio 6.32 Mostre que a funcdo f : R — R definida por

1
2 sen =  sex #0,
x

fz) =

0 se x =0,
é derivavel até 3 ordem k mas f(*) é descontinua em z = 0.

Exercicio 6.33 Mostrequeafungdo f: R — R édeclasse ¥" mas ndo admite

derivada de ordem n + 1.

Exercicio 6.34 Sejam a € R e f : [a,+00[— R uma fungio duas vezes derivavel verifi-
cando liril f(x) = f(a). Mostre que existe ¢ € ]a, 400 tal que f"(¢) = 0.
T— 100

Exercicio 6.35 Sejam I um intervalo aberto, f : I — R uma funcio de classe C' e a € I.

Mostre que, se existe f”(a), entdo

2) f"(a) = lim L@TMHS@—D) —2]()

h—0 h? '
b £"(a) :%ii% f(a+2h)—2;:2(a+h)+f(a).



Anexo

Apresenta-se uma tabela relativa ao cdlculo de limites.

Sejam (ay)n € (by)y duas sucessdes e suponhamos que existem lim a,, = d; e lim b,, = ds.
n n

No texto que se segue serd colocado o resultado das diferentes operacdes entre d; e da,

quando um deles, ambos ou o resultado for infinito, supondo-se que do é um nimero real

quando aparece assim designado na operacao.

T
8

)+ da = +oo
) + (+00) = 400

indeterminacao

o
8

.da = (sinal de d3).(400) se da # 0
0

indeterminac3do

indeterminacao
indeterminacao
d2/0" = (sinal de d3).(+00)

(+00)°
1t+o°

indeterminacao
indeterminacao

00 indeterminac3do

(—00) +dy = —0
(—00) + (—00) = —00
(—00) + (+00) indeterminagéo

.dy = (sinal de d3).(—00) se dy # 0
0

indeterminac3do

indeterminacio
indeterminac3do
dy/0~ = (sinal de ds).(—0o0)

(—00)"

1—00

indeterminacao

indeterminacio

A tabela acima pode aplicar-se a limites de funcdes.

220



Bibliografia

[1]

2]
8]
[4]
[5]

[6]

[7]

[8]

Agudo, F. Dias, Introdugdo a Algebra Linear e Geometria Analitica, Escolar Editora,
1989.

Apostol, T., Célculo, Vol. 1, Editora Reverté.
Guerreiro, J. Santos, Curso de Andlise Matemadtica, Escolar Editora, Lisboa, 1989.
Lima, E. Lages, Curso de Andlise, Vol. 1, Projecto Euclides, IMPA, 1987.

Matos, A. Coimbra, Funcbes Reais duma Varidvel Real, Publicacdes do Centro de
Estudos Matematicos do Porto, n® 71, Instituto de Alta Cultura, Porto, 1969.

Protter, M. H. e Morrey, C. B., A First Course in Real Analysis, Second Edition,
Springer-Verlag, 1991.

Real, L. Neves, Apontamentos de Calculo, Departamento de Matemdtica Pura, Uni-
versidade do Porto, Porto, 1978.

Spivak, M., Calculo Infinitesimal, Editora Reverté, 1991.



Indice

Aderéncia, 27
Adicao, 6
associatividade, 6
comutatividade, 6
elemento
neutro, 6
simétrico, 6
zero, 6
lei do corte, 7
monotonia, 10
Arco-cossecante, 153
Arco-cosseno, 153
Arco-cotangente, 153
Arco-secante, 153
Arco-seno, 153
Arco-tangente, 153
Argumento
da cossecante hiperbdlica, 155
da cotangente hiperbdlica, 155
da secante hiperbdlica, 155
da tangente hiperbdlica, 155
do cosseno hiperbdlico, 155
do seno hiperbdlico, 155
Aritmética de limites, 46, 59, 60
Axioma
da completude, 13
do supremo, 13
Axiomas
de corpo, 6
de ordem, 8, 9

¢*, 207

222

&>, 207
Caracteristica, 31, 44, 116
Cardinal, 22, 24
Cobertura, 163
Complementar, 28
Conjunto
aberto, 28
complementar, 28
das partes, 24
de nimeros
algébricos, 16
inteiros, 15
irracionais, 15
naturais, 15
racionais, 15
reais, 5
transcendentes, 16
denso, 29
fechado, 28
finito, 21
infinito, 21, 23
limitado, 11
inferiormente, 11
superiormente, 11
majorado, 11, 13
minorado, 11, 13
numerdvel, 21
simétrico, 100
Conjuntos equipotentes, 22
Continuidade, 113
propriedades, 117-119
uniforme, 114, 119, 121, 122



Corpo, 6, 8

axiomas de, 6

ordenado, 9

completo, 6, 14

Cossecante, 134
Cossecante hiperbdlica, 149
Cosseno, 133, 134
Cosseno hiperbdlico, 149
Cotangente, 134
Cotangente hiperbdlica, 149

2%, 206, 207
2°°, 206, 207
Derivada, 181
a direita, 184
a esquerda, 184
de ordem n, 204
da exponencial, 182
da fung¢do composta, 189
da fung¢3o inversa, 190
da soma, 186
de 22 ordem, 204
do logaritmo, 191
do produto, 187
do quociente, 187
num ponto, 179
Derivado, 27
Distancia, 20
Divisao, 8

Elemento
inverso, 6
neutro, 6
simétrico, 6
um, 6
Exponencial de base a, 142

Férmula Fundamental da Trigonometria, 136

Fronteira, 27

Funcao, 1
bijectiva, 3
composta, 4, 117, 118
constante, 100

continua, 113, 117, 120, 162, 166, 168-170

contradominio, 2

crescente, 102
estritamente, 102

de classe €*, 206

de classe €, 206
decrescente, 102
estritamente, 102
derivavel, 181
a direita, 184
a esquerda, 184
até a ordem k, 206
num ponto, 179
derivada, 181
de ordem n, 204
diagrama, 3
dominio, 2
enquadrada, 113
exponencial, 142
gréficos, 148
grafico, 2, 3
identidade, 3
imagem, 2
imagem reciproca, 2
impar, 100
indefinidamente derivavel, 206
injectiva, 2, 170
inversa, 4, 104, 170
continua, 170
grafico, 104
invertivel, 4
limitada, 101
limite, 106, 107, 110-112
a direita, 112
a esquerda, 112
lipschitziana, 121, 122, 131
logaritmo, 147
graficos, 149
logaritmo de base a
derivada, 191
maximo, 103
absoluto, 103, 166
local, 103, 205
minimo, 103
absoluto, 103, 166
local, 103, 205
majorada, 101
maximizante
absoluto, 103
local, 103
minimizante
absoluto, 103



local, 103 graficos, 135

minorada, 101 propriedades, 136

mondtona, 102 trigonométricas inversas, 153
estritamente, 103, 170 arccos, 153

par, 100 arcosec, 153

ponto de arcotg, 153
extremo, 103 arcsec, 153
maximo absoluto, 103 arcsen, 153
maximo local, 103 arctg, 153
minimo absoluto, 103 graficos, 154
minimo local, 103

produto, 101 Gréfico

prolongamento, 105, 119, 120 de funcdo, 2, 3

quociente, 101 de fung3o inversa, 104

real de varidvel real, 99 |
restricdo, 105, 118 magem, 2

segunda derivada, 204 [mggens, 2
.. Infimo, 11-13
sobrejectiva, 3 .
Interior, 27
soma, 101
. , Intervalo, 16
uniformemente continua, 119
Funcs degenerado, 17
ungdes e
exponenciais, 141 ilimitado, 16
P ' limitado, 16

hiperbdlicas, 149 Isomorfismo, 14

ch, 149

cosech, 149 Limite

coth, 149 de fungio, 106, 107, 110-112
sech, 149 a direita, 112

sh, 149 a esquerda, 112

th, 149

enquadramento, 113
: propriedades, 107
propriedades, 150 indeterminagdo, 60, 111
hiperbdlicas inversas, 153, 154 sucessdo, 43
argch, 155 log, 147
argcosech, 155
argcoth, 155

graficos, 152

Logaritmo de base a, 147

argsech, 155 Majorante, 11

argsh, 155 Maximo, 11, 12

argth, 155 Minimo, 11, 12

graficos, 156 Minorante, 11
logaritmos, 141 Médulo, 19
trigonométricas, 133 Multiplicag3o, 6

cos, 133, 134 associatividade, 6

cosec, 134 comutatividade, 6

cotg, 134 distributividade relativamente a adicdo, 6

sec, 134 elemento

sen, 133, 134 inverso, 6

tg, 133, 134 neutro, 6

224



um, 6
lei do corte, 7
monotonia, 10

n-ésima derivada, 204
Ndmero
algébrico, 16
complexo, 136
de Neper, 16, 51
inteiro, 15
irracional, 15
natural, 15
racional, 15
real, 5, 25
transcendente, 16

Objectos, 2

Parte inteira, 44
Pico, 54
Ponto, 25
aderente, 26
de acumulagdo, 26
a direira, 26
a esquerda, 26
de fronteira, 27
fixo, 176
interior, 26
isolado, 26
Principio
da Boa Ordenacio, 32
dos Intervalos Encaixados, 30
Produto
de séries, 87
Produto cartesiano, 1
Propriedade
arquimediana, 17, 18
tricotdmica, 9

Quadrado cartesiano, 2

diagonal, 2
Recta

normal, 181

real, 25

tangente, 181
Regra de I'Hopital, 201
Regras de derivagao, 186, 192

225

Relagdo de ordem, 9

Série, 61
alternada, 66
convergente, 62, 68, 69
absolutamente, 69, 70, 78
critério
da raiz, 74
da razdo, 76
de Cauchy, 74, 76
de comparagdo, 70, 71
de d'Alembert, 75, 76
de Leibniz, 66
do quociente, 76
critérios de convergéncia, 72
divergente, 62
geométrica, 63, 64
harménica, 62, 72
alternada, 68
real, 61
soma de, 62
sucessao
das somas parciais, 62
geradora, 61, 66
telescépica, 63
termo de ordem n, 62
termos
reordenacdo, 77
Séries
da mesma natureza, 64
de Dirichlet, 72
de Riemann, 72
produto de Cauchy, 87
produto por um escalar, 64
soma, 63
Secante, 134
Secante hiperbdlica, 149
Segunda derivada, 204
Seno, 133, 134
Seno hiperbdlico, 149
Subcobertura, 163
Subsucessdo, 52, 54
limite, 53
Subtracgdo, 8
Sucessdo, 54
conjunto dos termos, 40
constante, 40



convergente, 43, 44, 56-58
crescente, 41

estritamente, 41
de Cauchy, 55-58
decrescente, 42

estritamente, 42
definida por recorréncia, 41
divergente, 44, 59

para +oc0, 58

para —oco, 58

soma, 41

termo geral, 40

termo de ordem n, 40
Supremo, 11-13

Tangente, 133, 134
Tangente hiperbdlica, 149
Taxa de variacdo média, 178
Teorema

da fung¢do inversa, 170

enquadrada, 42, 47
limitada, 42, 57

das sucessoes enquadradas, 47
de Bolzano-Cauchy, 168

limite, 43

da soma, 46

do produto, 46

do quociente, 46
majorada, 42
minorada, 42
mondtona, 42

estritamente, 42

limitada, 49
parcial, 52
produto, 41
produto por um escalar, 41
real, 40

226

de Bolzano-Weierstrass, 55

de Cantor, 24, 164
de Cauchy, 199

de Darboux, 200
de Heine, 161

de Heine-Borel, 163
de Lagrange, 195
de Riemann, 79

de Rolle, 194

de Weierstrass, 166
do Valor Intermédio, 168

Valor absoluto, 19



1d oyuiuun-yjew mmm



	Introdução
	O corpo dos números reais
	Generalidades sobre funções
	O corpo dos números reais
	Alguns subconjuntos de R
	Propriedades dos números reais

	Algumas noções de cardinalidade
	Topologia da recta real
	Exercícios resolvidos
	Exercícios propostos

	Sucessões e séries
	Sucessões
	Convergência de sucessões
	Subsucessões
	Sucessões de Cauchy
	Limites infinitos

	Séries
	Exercícios resolvidos
	Exercícios propostos

	Funções reais de variável real
	Noções elementares
	Limites 
	Continuidade
	Um pouco mais sobre continuidade
	Exercícios resolvidos
	Exercícios propostos

	Algumas funções importantes
	Funções trigonométricas
	Funções exponenciais e funções logaritmos
	Funções hiperbólicas
	Funções trigonométricas inversas e hiperbólicas inversas
	Exercícios resolvidos
	Exercícios propostos

	Teoremas sobre continuidade
	Os Teoremas de Heine e de Heine-Borel
	O Teorema de Cantor e a continuidade uniforme
	Funções contínuas em intervalos
	Exercícios resolvidos
	Exercícios propostos

	Derivadas
	O conceito de derivada
	Alguns exemplos
	Regras de derivação
	Alguns teoremas envolvendo derivadas
	Derivadas de ordem superior
	Exercícios resolvidos
	Exercícios propostos

	Anexo
	Bibliografia
	Índice

