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1 Introducao

Os grafos sao uma forma conveniente de representar um fluxo de um certo bem. Imagine
uma empresa transportadora que tem a seu cargo o fornecimento de um certo bem a varias
localidades (ou filiais, deixo & sua imaginacao). Obviamente que a empresa tem como alvo
efectuar o servico de forma competente, reduzindo os custos. Intuitivamente, associa-se cada
filial a um vértice, desenhando uma aresta entre dois vértices (aka filiais) se estes estiverem
ligados de alguma forma conveniente — por auto-estrada, por exemplo. Claro que a cada aresta
podemos associar um peso, relativo ao custo de tomar essa estrada (combustivel, portagens,
horas a serem pagas ao motorista, por exemplo). Podemos também assumir que existem
estradas de “sentido dnico”, obtendo assim um digrafo ou grafo dirigido, ou que existem
varios caminhos possiveis, e neste caso temos um multigrafo. Os grafos tornam-se entao
numa representacao grafica de possiveis fluxos de bens, o que nao significa que constituam
um mapa. De facto, nao existe obrigatoriedade qualquer em relagdo a orientacao, posicao

nem distancia relativa.

2 Conceitos iniciais

Definigao 2.1. Um digrafo D é um par ordenado (V,A), onde V é um conjunto ndo vazio
finito e A é um subconjunto de {(U,V): U,V € V}.

Os elementos de V chamam-se vértices de D e os elementos de A as arestas de D.

Note-se que acima nao estd contemplado o caso dos multigrafos. Esta classe de objectos
pode ser definida indexando cada aresta a um conjunto de indices. Ou seja, para I # ()
conjunto de indices, o conjunto das arestas é um subconjunto do produto cartesiano V xV x I.

Iremos autorizar a existéncia de lacetes, ou loops, isto é, (U,U) € A, mas nao iremos
considerar multigrafos.

Para se representar graficamente um grafo (com um niimero finito de vértices e de arestas),
tomamos pontos do plano, correspondendo ao vértices do digrafo, Vi,...V,, e desenhamos
um arco (dirigido) entre V; e Vj se (V;,V;) € A.

Dada uma aresta (U, V) € A, o vértice U diz-se extremidade inicial e o vértice V' extre-
midade final.

Dizemos que os vértices U e V sao adjacentes, U <>V, se (U,V) € Aou (V,U) € A. Em
qualquer um destes casos, diz-se que o vértice U é vizinho do vértice V. Esta aresta diz-se
incidente em cada um desses vértices. O conjunto dos vizinhos de U denota-se por I'(U).
Duas arestas £1, o sdo adjacentes se existir X € V tal que ¢1, f» incidem em X.

Os antecessores [resp. sucessores] de um vértice V' s@o os elementos do conjunto I' (V') =
{UeV:(UV)e A} [resp. TT(V)={U €V :(V,U) € A}].

O grau (ou wvaléncia) de um vértice V', denotado por deg(V') ou por 9(V), é o ntimero

de arestas préprias (ou seja, que nao sejam lacetes) incidentes em V' adicionado ao dobro do



m’lmeroﬂ de lagos em V . O grau interior de V., 9~ (V), é o niimero de arestas da forma
(x,V), e o grau exterior de V, 07 (V), é o nimero de arestas da forma (V,*). Ou seja,
O (V) =#I~(V) e 0F (V) = #I'"(V).

A titulo de exemplo, considere a representacao grafica do digrafo seguinte

A

U___V—sW

Temos, entdo, V = {U,V, W}, A= {(U,V),(V,U),(V,V),(V,W)}. Neste digrafo, 0~ (U) =
otU)=0"(W)=1,0"r(W)=0,0"(V)=0"(V)=2.

Um digrafo (V, A) é

1. um n-digrafo se #V =n

2. um (p, q)-digrafo se #V = p, #A =¢q

3. simples se Vyep(V,V) ¢ A

4. reflexivo se Vyep(V,V) € A

5. completo se todas as possiveis arestas estao presentes (inclusivé os lacetes)

6. simétricose (U,V)e A= (V,U) e A

7. transitivo se (U, V) e A, (V,W)e A= (U,W) e A

8. de torneio se Yy yey se tem (U, V) € Axor (V,U) € A

™y, ()
S1° 8

(a) (b) (c)

Figura 1: Tente classificar cada um destes digrafos.

Note-se que, dado um digrafo simétrico, se (U,V) € A entao {(U,V),(V,U)} C A. Po-
demos, portanto, identificar este par de arestas com {U,V}. Esta aresta é representada

simplesmente por um segmento de recta que une os dois vértices em que incide.



Figura 2: Digrafo simétrico e correspondente grafo

Esta identificacao leva-nos a definicao de grafo nao dirigido, ou simplesmente grafo.

Definicao 2.2. Um grafo (nao dirigido) G € um par ordenado (V,.A), onde V € um conjunto
ndo vazio finito e A € um subconjunto de {{U,V}: U,V € V}.

Exercicio 2.3. Para os grafos representados nas figuras, encontre os graus interior e exterior
de cada vértice:

~
{ s

Lque no nosso caso pode ser 0 ou 1.
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3 Representacao com matrizes

A um (p,q)-grafo G podemos associar, de forma tnica, uma matriz p x p, Ag = A(G),
denominada matriz de adjacéncia de G, cujas linhas e colunas estdao indexadas da mesma

forma a uma ordenacao dos elementos de V, definida por

nimero de arestas entre u e v se u # v
Ay =

numero de lacetes em wu seu="v

onde u,v € V.
Claro que ao apenas considerarmos grafos ao invés de multigrafos, entao as entradas da
matriz de adjacéncia podem apenas tomar os valores 0 e 1.

()

Considere os grafos

u\v a b
x w \c
d

Ordenando os vértices do primeiro grafo da forma (u,v,w,x), a matriz de adjacéncia é

e
S = O =
_— O = =
o R O =

Como exercicio, calcule a matriz de adjacéncia do segundo grafo, ordenando os vértices como
(a,b,c,d).
Como é ébvio, a matriz de adjacéncia de um grafo (ndo dirigido) é simétrica.



Vejamos agora o caso dos digrafos.
Nas mesmas condigoes da definicao para grafos, a matriz de adjacéncia de um digrafo

D = (V, A) é a matriz Ap definida por

Aplu, vl nimero de arestas entre u e v se u # v
DU, V] = ,
numero de lacetes em u se u =v

onde u,v € V.

Como exemplo, é a matriz de adjacéncia do digrafo

S O = =
o O O =
— = =
o o o -

(L

r—w
considerando a ordenacao dos vértices como (u, v, w,x).
Repare que a linha correspondente ao vértice u diz-nos que de u é extremidade inicial de

todas as arestas, e que a coluna correspondente ao vértice w diz-nos que w é extremidade

final de todas as arestas. Voltaremos mais tarde a esta nocao de alcance.

Exercicio 3.1. 1. As matrizes

o O O o o o
o O R O O =
S = = O O O
O O O o o o
o O R O O ©
O = = O O O

o O O o o o
o O O o o =
o O O O = =

o O O o o =
o O O O = =
o O O o o o

sao de adjacéncia de cada um dos digrafos. Faca a correspondéncia.

FaN



A

2. Encontre a matriz de adjacéncia de cada um dos grafos sequintes, fixando uma ordem

para 08 vértices.

o SO
(7%




= W

3. Determine as matrizes de adjacéncia dos digrafos sequintes, firando previamente uma

ordem para os vértices.

& v




A um grafo G podemos associar uma matriz, a matriz de incidéncia, para uma certa
ordenagao dos vértices (a que se fardo corresponder as linhas) e das arestas (a que se farao

corresponder as colunas) fixa previamente, da seguinte forma:

0 se e nao incide em v
Ig[v,e] =4 1 se e incide em v e e nao é lacete em v

2 se e é lacete em v

ondeveVeecA
Calculemos a matriz de incidéncia do grafo ja visto anteriormente, ordenando os vértices

como (u,v,w,z) e as arestas como (a, b, c,d, e, f):

b

X

e

u v Ig:

Cc

oS O O N
S O = =
S = = O
S = O =
_= = O O
_ o O =

x

w

Como ¢ facil de verificar, uma outra ordenacao dos vértices leva a troca de linhas da matriz

de incidéncia, e uma outra ordenacao das arestas a troca de colunas da matriz de incidéncia.

Proposicao 3.2. A soma das entradas de uma qualquer linha da matriz de incidéncia € igual

ao grau do vértice respectivo.

Demonstracao. Considere um vértice v do grafo de forma arbitraria, bem como as arestas das
quais v é extremidade, mas que nao sao lacete em v Estas sao em nimero igual ao niimero
de 1’s na linha correspondente ao vértice v na matriz de incidéncia. Ora um lacete f (caso
exista) contribui com 2 unidades no calculo de d(v), e 2 é a entrada na linha correspondente

ao vértice v e na coluna correspondente a aresta f. O

Proposicao 3.3. A soma das entradas de uma qualquer coluna da matriz de incidéncia €

igual a 2.

Demonstragao. Se a aresta e incide em dois vértices distintos, digamos u e v, entao as entradas
correspondentes a u, e e v, e sao iguais a 1. Uma aresta incide no maximo em dois vértices,
pelo que as outras entradas dessa coluna valem 0. Se e é lacete, entao incide num s6 vértice

e a entrada correspondente é 2, sendo as restantes nulas. ]

A matriz de incidéncia de um digrafo é definida de forma andloga. Dado o digrafo D =
(V,A), e para uma ordenagao dos elementos de V e dos elementos de A fixa previamente, a

matriz de incidéncia Ip de D é dada por

0 se e nao incide em v

Infv, ] —1 se v é extremidade inicial de e e e nao é lacete em v
DU, €] = ,

se v é extremidade final de e e e nao é lacete em v

2 se e élacete em v



ondeveVeecA

Por exemplo, no digrafo seguinte, ordenando os vértices como (u, v, w, ) e as arestas como

(CL, bu ¢, dveufvg) h))

a 2 1 -1 0 0 -1 0 -1
QA,L ; 0 -1 1 -1 0 0 0 0
u v =

NG 7o 0 P 0
h d

i&i 0 0 0 0 0 -1 1
xr—-w e

Proposicao 3.4. Num digrafo sem lacetes, a soma das entradas de uma coluna da matriz de

incidéncia € zero.

Demonstracdo. Exercicio. ]

4 Familias de grafos

Nesta secgao, consideramos apenas grafos. Recorde que um grafo G é um par ordenado (V, A),

onde V é um conjunto nao vazio finito e A é um subconjunto de {{U,V}: U,V € V}.

Os grafos G e H sao isomorfos, G = H se existir uma bijeccao f : Vg — Vi tal que
u <> v < f(u) < f(v). Ou seja, existe uma bijecgao entre o conjunto dos vértices dos dois
grafos de tal forma que a incidéncia é preservada. Na pratica, significa que se toma outra

indexacao para os vértices. Se ¢ for o isomorfismo, entao escrever-se-a G =, H.

Proposicao 4.1. Se G =, H entao
1 #Vg = #Vy
2. #Ag = #Ay
3. para v € Vg, deg(v) = deg(¢(v)).

Dados dois grafos, uma forma possivel de se testar o isomorfismo é percorrer todas as
bijecgoes entre os dois conjuntos de vértices (repare que por (1) da proposicao estes sao
necessariamente equipotentes) até se encontrar uma que preserva a vizinhanga. Suponha que
#Vg = #Vy = n. Entao existem n! bijeccoes possiveis, o que se para grafos com poucos
vértices é realizdvel, torna-se num algoritmo pouco pratico para outros grafos. Tal suscita o
chamado Problema do Isomorfismo de Grafos, que pode ser exposto, de uma forma ingénua

assim:

e apresentar um algoritmo que, de forma “préatica”, encontra o isomorfismo ou mostra

que tao isomorfismo nao existe;

10



e em alternativa ao ponto anterior, mostrar que tal algoritmo “pratico” nao existe.

Existem formas imediatas de teste de ndo isomorfismo, nomeadamente fazendo uso da
proposicao anterior. Em primeiro lugar, existe a condicao de equipoténcia tratada nos pontos

(1) e (2) da proposicao. Por exemplo, ndo sao isomorfos

O facto de (1) e (2) da proposigao serem satisfeitos nao implica que os grafos sejam isomorfos.

Mostre por que nao sao isomorfos, usando (3) da proposicao,

Vejamos como se relacionam as matrizes de adjacéncia de dois grafos isomorfos. Para tal,
dizemos que duas matrizes A, B, quadradas com a mesma ordem, sdo permutacionalmente
semelhantes, A ~pe, B, se existir uma matriz permutagao P (ou seja, é obtida da matriz
identidade fazendo trocas de linhas) tal que A = PBPT.

Proposicao 4.2. Sejam Ag e Ay matrizes de adjacéncia dos grafos G e H, respectivamente.
Entao
G2H < Ag Rper Ay

Um grafo G estd contido num grafo H, G C H, se Vg C Vy e Ag C Ay. G’ é subgrafo de
GseG CG.

Um subgrafo G’ de G é gerador se Vg = V. Ou seja, tem exactamente o mesmo conjunto
de vértices.

Para S C Vg, o subgrafo induzido por S, (S), é o subgrafo maximal G’ de G com Vg = S.
Este subgrafo é denotado por Gg.

A proposigao seguinte dd-nos outra forma de mostrar o nao isomorfismo entre grafos (ou

seja, fornece mais uma condigao necesséria do isomorfismo de grafos).

Proposicao 4.3. Se G =, H e S C Vg entdo

Demonstracdo. Exercicio. ]

11



Mostremos o nao isomorfismo entre os grafos seguintes, denotados respectivamente por G
e H:

('b

d c

Suponha, por absurdo, que tal isomorfismo ¢ existe. Os vértices de grau 3 sao 2,4,6 e 8 do

primeiro grafo e ¢,d, g e h do segundo. Portanto, e como os graus sao preservados, ¢ aplica
{2,4,6,8} de alguma forma em {c,d, g, h}; ou seja, ¢ ({2,4,6,8}) = {c,d, g, h}. Fazendo uso
da proposicao anterior, segue que

912,468 Zo Hicdgh)

Mas tal nao é verdade, ja que se representam, respectivamente, por

4—38 6—2 h——g

d

c

Um problema que se coloca é, de alguma forma, o reciproco da proposicao. Por outras
palavras, se certo tipo de subgrafos induzidos sao isomorfos entao serao os grafos isomorfos?
Vejamos que tipo de subgrafos induzidos nos interessam.

Para v; € Vg, G — v; é o subgrafo de G induzido por Vg \ {v;}. Ou seja, G — v; denota
Gyg\{v;}- A lista de subgrafos de vértice eliminado é a representagao dos subgrafos G — v;,

onde v; percorre o conjunto dos vértices. Por exemplo, o grafo

r———Ww

a que voltaremos um pouco mais adiante, tem a seguinte lista de subgrafos de vértice elimi-

NIXE NN X



O Problema da Reconstrug¢do do Grafo consiste em decidir se dois grafos nao isomorfos

com 3 ou mais vértices podem ter a mesma lista de subgrafos de vértice eliminado.

Conjectura 4.4 (P.J. Kelly & S.M. Ulam (1941)). Sejam G, H grafos com
Vg =A{vi,...,on}, VYV ={u1,...,un},n > 3.

Sejam ainda
G=G—-v,Hi=H—u,.
Se, parai=1,...,n,

g’i = Hia

entao

G=H.

Acrescente-se que, de forma independente, em 1977 foi mostrado por B. McKay e por A.
Nijenhuis, recorrendo a computadores, que um possivel contra-exemplo da conjectura teria

que ter, pelo menos, 10 vértices.

Recorde a definicao de digrafo completo. Ao se considerarem grafos (ou seja, digrafos
simétricos), a nogao de grafo completo é a induzida pelo digrafo, com a nuance de se assumir
que o digrafo é simples. Ou seja, um grafo simples (isto é, sem lacetes), diz-se completo de
quaisquer dois vértices sao vizinhos um do outro. Um n-grafo completo é denotado por /Cy,.

/N

ICl ]CQ /Cg IC4 ,C5
Um bigrafo ou grafo bipartido G = (V, A) é tal que Vg = V4 U Vo, com Vi, Vo # () mas

VinVa=20,¢e Veeagr € V1 U Va. Ou seja, toda a aresta ¢ incidente com um vértice de V1 e

um vértice de V5. Portanto, existe uma particdo do conjunto dos vértices de tal forma que

dois vértices na mesma componente da particdo nao sao vizinhos.
Proposicao 4.5. Todo o grafo bipartido € simples.

Um bigrafo é completo se tiver todas as arestas possiveis incidentes com um vértice de

e um de V5. De outra forma,
((’Ul eViNvy € VQ) V (1)1 cVoANvy € Vl)) = {'Ul,'UQ} € Aq.

Ou ainda, quaisquer dois vértices v; € Vi e v € V5 sao vizinhos.
Se #Vi = m,#Vs = n entdo com grafo bipartido completo com Vi U V5 como vértices

denota-se por K, . Por exemplo,

13



O [ ] O [ ] O [ ] (@]
[e] [ ] [e] [ ] [ ] (] (@] [ ] (@]
(@] [ ] [ (o]

K33 K23 K22 K14

O grafo bipartido completo K, chama-se, por razoes ébvias, estrela.

Note-se que #Ag,,,, = mn.

Teorema 4.6 (Teorema de Euler). Seja G um (p, q)-grafo. Entdo

Z deg(v;) = 2q.
v, €EVa
Demonstracdo. A demonstracao é feita por indugao sobre o ntimero de arestas.

Prove-se o resultado para grafos (p,1). Ou seja, o grafo tem p vértices e 1 aresta (p > 2).
Tem-se entao que existem apenas 2 vértices v;, v; incidentes. Ou seja, deg(v;) = deg(v;) =1
e deg(vi) = 0, para k # i, j. A igualdade do teorema de Euler é satisfeita de forma imediata.

Suponhamos agora que a igualdade é véalida para grafos (p,q). Pretende-se que tal é
suficiente para a validade da igualdade em grafos (p,q + 1). Seja, entdo, G um grafo com p
vértices e ¢+1 arestas. Sejam z; uma aresta de G fixa arbitrariamente e G' = (Vig, Ag \ {z:}).

Ora G’ é um grafo (p, q), pelo que a hipdtese de indugao mostra que

> deg(vi) = 2q.

viGVG/

Ao incluirmos a aresta x;, esta contribui com 2 unidades na soma total dos graus dos

vértives de G. Logo, e recordando que Vg = Vi,

Z deg(vi) =2¢+2=2(¢+1).

viEVG

Corolario 4.7. O numero de vértices de um grafo com grau impar € par.

Dado G um grafo simples (p, q), entao
Voevy, 0 < deg(v) < p—1.

Denota-se por
mindeg G = §(G) = min deg(v),

veVg

max deg G = A(G) = max deg(v).

veVa

14



Se 6(G) = A(G) = r, entao deg(v) = r,Vyey,. Neste caso, diz-se que o grafo é regular
com grau 7, ou que o grafo é k-regular.

Um grafo G regular com deg(G) = 3 chama-se um grafo cibico.

Os grafos platonicos sdo os correspondenteﬁﬂ aos cinco soélidos platénicoﬂ Saliente-se, no
entanto, que um grafo ciibico ndo é necessariamente o cubo. Como exemplo, repare no grafo

de Petersen:

Corolario 4.8. Todo o grafo cubico tem um nidmero par de vértices.

5 Caminhos e conexidade

5.1 Em grafos

Um caminhd’ num grafo G' é uma sucessio de vértices e arestas
Vo, L15V1y.+.-Un—1,Ln,Un,

com v; € Vg, tais que x; = {v;_1,v;}. Ou seja, v;_1 <> v;. Num digrafo, as arestas sao tais
que x; = (v;—1,v;), ou seja, a extremidade inicial de x; é v;_1 e a final é v;.

Visto nao considerarmos multigrafos, esse caminho é denotado por (vg, vy, v, ..., v,), ou
mais simplesmente

VoU1LV2 . .. Up,

e dizemos que existe um caminho vy — v,. Neste caso, v, é alcancavel de vg. Um caminho
diz-se trivial se sé tiver um vértice, sem lacete.
Defini¢oes andlogas podem ser dadas para digrafos, como veremos mais adiante.

Um caminho é

e fechado se vy = vy, e aberto caso contrario;

2Da forma natural, os vértices [resp. arestas] do grafo sido os vértices [resp. arestas] do sélido.
3A saber: o tetraedro, o cubo, o octaedro, o dodecaedro e o icosaedro.
4walk, em inglés.
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° sz’mpleéﬂ se x; # xj, para i # j;
) elementmﬁ se v; # vj, para i # j, excepto possivelmente o inicial e o final.

Note-se com um caminho elementar é simples, mas que o contrario ¢é falso.
Um cicldl é um caminho fechado elementar ndo trivial. Um circuitd é um caminho
fechado simples nao trivial.

Recuperamos um grafo que apresentamos atras:

r—w

Um caminho u — v é, por exemplo, uwzxyuv. Repare que este caminho repete um vértice
mas nao repete nenhuma aresta. Portanto, é um caminho simples que nao é elementar. Ja

rvux é um ciclo e rvurywr é um circuito.

Um grafo que é um ciclo com n vértices denota-se por C,,, e um grafo que é um caminho

elementar com n vértices denota-se por P,. C3 é usualmente denominado triangulo.

° ° ° ° °
° / ° °
Cl C 3 C’4
° ° ° ° ° °
° ° °
Py Py Py

Um grafo é conezo se, para quaisquer vértices v;, v; distintos, existe um caminho v; — v;.
Portanto, um grafo é conexo se quaisquer dois vértices forem alcancaveis um do outro.

Dado um grafo G, podemos definir a seguinte relacao em Vg, que é de equivaléncia:

v;pv; se existe um caminho v; — v;.

Strail, em inglés.
Spath, em inglés.
7 cycle, em inglés.
8 circuit, em inglés.
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As componentes conexas (ou simplesmente componentes) sao os subgrafos induzidos pelas

classes de equivaléncia. Ou seja, uma componente conexa é um subgrafo maximal conexo de

G.

O comprimento ¢(y) de um caminho v é o niimero de arestas desse caminho. Denota-se
por Ff’ ; 0 conjunto de todos os caminhos de comprimento k do vértice V; para o vértice
Vj, e por I'y, o conjunto de todos os caminhos v —v. Se v = (vg,v1,...,v,) contiver um
caminho fechado w = (vg,...,v), uma redugdo ¢ do caminho v, 7 — w, é o caminho obtido
de v a que se retirou todas as arestas e vértices de w a excepcao de vg. De forma reciproca,
a concatenacao de dois caminhos v = (vg,v1,...,0),w = (Vg,Vk+1,.--,Vn) € 0 caminho

Yow = (UO,Ul,...,Uk,?)k,vk+1,...,7)n).

Proposicao 5.1. Todo o caminho ndo fechado v contém um caminho elementar.

Demonstragao. Se v é caminho elementar, entdao nao ha nada a provar. Suponhamos entao

que -y nao é um caminho elementar. Ou seja, existe um vértice vg repetido em -,
"}/ = VU1 " - U’i—lvkvi—‘rl e /Uj—lvkvj—f—l - - UN.

Sejam w = VRVj41 - - V1V € ¥ =y —w. Se v é um caminho elementar, entdo a prova esta

concluida; caso contrario, repete-se o processo até se obter um caminho elementar. O

A distancia d(u,v) entre os vértices u e v distintos é o comprimento do menor caminho
elementar que os une; caso nao exista um tal caminho, d(u,v) = co. Assume-se que d(u,u) =

0. Note-se que:
1. d(u,v) >0ed(u,v) =0 u=u;
2. d(u,v) = d(v,u);
3. d(u,w) < d(u,v) + d(v,w).

Uma geodésica entre u e v é um caminho elementar minimal v —v. O didmetro d(G) de um

grafo conexo G é o comprimento da maior geodésica.

Proposicao 5.2. Um n-grafo G, com n > 2, € bipartido se e so se nao tiver ciclos de

comprimento impar.

Demonstragao. Suponhamos que no grafo bipartido G (sendo {V1, V2} a partigdo do conjunto
dos vértices de G na definigao de grafo bipartido) existe um ciclo v = v - - - v, vg tal que £(7y) é
impar, ou seja, que tem um numero impar de arestas. Ou seja, o ciclo tem um nimero impar
de vértices, ja que é um caminho fechado e nenhum vértice surge repetido. Entao vg, v, € V4
ou em alternativa vg, v, € Va. Se v, € Vi e como {v,,vg} é aresta de -y, segue que vy € Vs e

portanto vg € V1 NV = (). O caso v, € V5 é andlogo.
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Suponhamos agora que G é um n-grafo, com n > 2, sem ciclos de comprimento impar. Sem
perda de generalidade, assume-se com G é conexo. Fixemos u € Vg e definamos os conjuntos
Vi ={v e Vg :d(u,v)épar} e Vo = {v € Vg : d(u,v) é impar}. Como é 6bvio, {Vi, Va}
é uma particdo de V. Resta-nos mostrar que vértices no mesmo elemento da partigao nao
sao vizinhos. Por absurdo, vamos supor que existe e = {w,v} com w,v € Vi (o caso de
ambos pertencerem a V5 é andlogo). Sendo o grafo conexo, entdo u —v e u — w. Sejam 7y, Yu
as geodésicas entre u e v e entre u e w, respectivamente. Entao existe o vértice P, comum
aos dois caminhos e que torna a seccdo u--- P de comprimento maximo. Ou seja, P é o
ultimo vértice comum as duas geodésicas, e portanto as secgoes u--- P de y1 e u--- P de 7o
tém o mesmo comprimento. Como w,v € V; entao tem igual paridade o comprimento das
secgoes P---v e P---w. Se forem pares, entdo a concatenagao dos caminhos 1, e, v2 define
um ciclo de comprimento impar. O mesmo se conclui se os comprimentos forem impares, o

que contradiz a hipotese do grafo nao ter ciclos impares. O

O grafo seguinte nao contém ciclos de comprimento fmpar

VAN
N\

pelo que é bipartido. Como exercicio, descreva os ciclos e encontre a particao do conjunto

dos vértices.

Proposicao 5.3. Todo o circuito contém um ciclo.

Demonstragdo. Seja w um circuito num grafo G. Se w é ciclo entdo nao ha nada a provar. Se
nao é, entao existem dois vértices vy, vy repetidos. Ou seja, existe uma seccao ¢ do circuito
w que é um caminho fechado. Como w nao tem arestas repetidas, entdo ¢ é um circuito. Se

¢ ¢ ciclo, entao a prova estd terminada. Se nao, entdo repete-se o processo até se obter um

ciclo. O

Vejamos agora como se pode mostrar o nao isomorfismo de grafos a custa da nogao de

conexidade que temos estudado nesta seccao.

Teorema 5.4. Supondo G =, H,

1. sery =gy - - - v € um caminho de comprimentor de G entao o(v) = p(vo)p(v1) - - - ©(vk)

€ um caminho de comprimento r de H.

2. a imagem por ¢ de um caminho simples [resp. caminho elementar, ciclo] é um caminho

simples [resp. caminho elementar, ciclo] com o mesmo comprimento.
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3. G e H tém o mesmo nidmero de componentes conexas.

Demonstracdo. Exercicio. ]

Como aplicagao do resultado anterior, os grafos seguintes nao sao isomorfos:

RN
AN

g H

De facto, H contém um ciclo C's o que nao sucede com G.

No resultado seguinte, faz-se uso da nocao de matriz de adjacéncia definida atras para se
estudar nao sé a alcancabilidade mas também o comprimento dos caminhos possiveis entre

dois vértices.

Proposicao 5.5. Seja A a matriz de adjacéncia do grafo G, para uma ordenacdo fixa pre-

viamente dos vértices. A entrada Afu . indica o numero de caminhos u — v de comprimento
b

r.

5.2 Em digrafos

Um caminho dirigido num digrafo G do vértice v para o vértice w é uma sucessao (finita) de
vértices e arestas

U =70,T1,V1,-..Un—-1,Tn, Unp = W,

com v; € Vg, tais que z; = (v;—1,v;) € Ag. Ou seja, v;—1 € '™ (v;). As arestas sao tais que a
extremidade inicial de x; é v;_1 e a final é v;. Dizemos, neste caso, que existe uma conexdo
de v para w e escrevemos v — w.

No digrafo representado por
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temos, por exemplo, 0 = 4 e 0 — 6, mas 4 /4 i, parai=0,...,6.

Um par de vértices diz-se fortemente conectado se existir uma conexao de cada um deles
para o outro. Se existir conexdao de apenas um deles para o outro, entao teremos um par
unilateralmente conectado. Um digrafo diz-se fortemente conezro se cada par de vértices for
fortemente conectado, e unilateralmente conexo se cada par de vértices for unilateralmente

conectado. Um digrafo diz-se fracamente conexo se o grafo suport&{ﬂ for conexo.
Exercicio 5.6. Indique que par de vértices do digrafo anterior sao fortemente conectados.

A um caminho dirigido de um vértice para ele mesmo dé-se o nome de caminho fechado
dirigido. Um caminho fechado dirigido diz-se um circuito dirigido se os arcos que o compoem
forem distintos, e um ciclo dirigido se todos os vértices que o compoem forem distintos.

A relagao definida por zRw se {v,w} forem fortemente conectados (ou seja, v — w
ou w — v) é uma relacdo de equivaléncia, e corresponde & particdo de V em classes de
equivaléncia, designadas por componentes fortemente coneras do digrafo.

O digrafo seguinte, embora o grafo suporte seja conexo, nao é fortemente conexo. Por
isso se diz que é fracamente conexo. Este digrafo tem como matriz de adjacéncia, tomando a

ordem natural da enumeracao dos vértices,

O O O R O O o ©
SO O O O O O O =
o O O O O O —~= O
o O O O O~ O O
o O O O = O O ©
_ = O O O = O O
SO O = O O O O O
o =, O O O O o O

90u seja, o grafo obtido do digrafo onde as arestas perdem a orientacéo.
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Quantas componentes fortemente conexas existem?

Teorema 5.7. Seja A a matriz de adjacéncia do digrafo G, para uma ordenacdo fiza previ-

T

amente dos vértices. A entrada A[uv

] indica o numero de caminhos dirigidos de u para v de

comprimento r.

Demonstragdo. A prova é feita por indugéo sobre r. Para r = 1, o resultado é 6bvio. Suponha

que é valido para r —1. Ora A[Tuw} = Z A’[”J;]A[p,v] pela forma como o produto matricial esta
definido. Mas e
-1 _ Afu_;] se (u,p) € A
] p] 0 caso contrario
Como AE;;] é um numero de r — 1-caminhos entre u e p, que iguala o nimero de r caminhos
entre u e v que passam por p € I'"(v), temos que Z AEZ;]A[]J,U] é o numero de r-caminhos
peY
entre u e v. O
No digrafo representado atras, e sabendo que
(0010000 0]
0001 0100
00001010
42— 1000 0O0O0TO
0100 0O0O0O0
000 0O0OT1TO0OT1
000 0O0OT1TT10
000 0O0OOT1FPWO
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nao existem, por exemplo, caminhos dirigidos de comprimento 2 de 7 para qualquer outro

vértice que nao o 6. Sabendo ainda que

01 00O0T1T1@P0
00100111
00010311
46 — 000O01O0T10P0
10000101
000O0©O0Z221
0 00O0O03 2 2
000O0O0OZ2T171

nao existem caminhos dirigidos de comprimento 6 de qualquer vértice que nao o 0 e que

termine em 1. E que existem 3 caminhos dirigidos de comprimento 6 de 2 para 5.

Corolério 5.8. Se A é a matriz de adjacéncia de G entdo a entrada (i,j) de
Br=A+ A2+ A3 4. 4 A"

indica o nimero de caminhos, de comprimento nao superior a r, entre v; e vj.

Proposicao 5.9. Sejam A a matriz de adjacéncia de G, com m vértices, e
Bp=A+A*+ A3 4 ...+ A™

Entdo G € fortemente conexo se e so se By, nao tiver entradas nulas.

Para o digrafo considerado acima,

122 21 7 4 3
11222 9 7 4
2112213 9 7
By — 22112 3 2 1
22211 4 3 2
0 00O0O0 14 11 8
0 00 00 19 14 11
0 00 O0O0OTI1I1 8 6

Logo, o digrafo nao é fortemente conexo.

Exercicio 5.10. Considere o digrafo
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Indique uma matriz de adjacéncia. Ele € fortemente conexo? E o grafo suporte é conero?

A matriz de alcancabilidade de um digrafo com n vértices é uma matriz R = [r;;| em que
rij = 1 se existir um caminho dirigido de ¢ para j e 0 caso contrdrio. Como ¢ evidente, um
digrafo é fortemente conexo se e sé se os elementos da sua matriz de alcangabilidade forem
todos iguais a 1.

Uma forma alternativa de se definir matriz de alcancabilidade (equivalente, como é ébvio,
com a apresentada) de um digrafo com n vértices é a de considerar a matriz de adjacéncia A
como matriz boleana, e tomar R = A+ A% +--- + A™. Recorde que as operacdes na algebra

de Boole estao definidas como

No célculo proposicional, a operagao + corresponde ao OR ou V, e a x ao AND ou A.

Seja R uma relagao bindria num conjunto finito V' com m elementos. Ou seja, R C V x V.
O fecho transitivo R* de R é o invélucro transitivo de R. Ou seja, é o menor conjunto (para
a relagdo de ordem C) que contém R e é uma relacao transitivam

A relagao R pode ser identificada da forma natural com o digrafo G = (V, R). A relagao
binaria R?> = R o R esta definida por

Ro R ={(u,v) € V xV|3yer (u,w), (w,v) € R}.

Ou seja, R? pode ser encarado como um digrafo com m vértices e arestas (u,v) se existir um

caminho dirigido de comprimento 2 de u para v. De forma andloga,

R* = {(u,v) € V x V | existe um caminho de comprimento k de u para v} .

Recorde que a relacio bindria o é transitiva se a o« b e b o ¢ forca necessariamente que a o c.
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Figura 3: Um digrafo G e o seu fecho transitivo G*

O fecho transitivo R* de R pode agora ser visto como o conjunto dos elementos (u,v),

com u,v € V, para os quais u — v, ou seja, existe um caminho dirigido de u para v.

Teorema 5.11. Seja R uma relagdo bindria num conjunto V. com m elementos e considere

o digrafo G = (V, R). Entdo
1. R* = RUR?>U---R™ ¢ o fecho transitivo de R.

2. A matriz de alcangabilidade de G iguala a matriz de adjacéncia de G* = (V, R*).

010
Na figura acima, a matriz de adjacéncia de G é amatriz | 0 0 1 | ea de G* é a matriz
0 00
01 1
00 1
000

Exercicio 5.12. Encontre o fecho transitivo e a matriz de alcancabilidade dos digrafos se-

guintes:
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6 Grafos orientaveis

Se G é um grafo, entdao o digrafo que se obtém substituindo cada aresta de G por um arco é
denominado de orientacdo de G. Uma orientagao de um grafo diz-se uma orientacdo forte se
a orientacao for fortemente conexa.

Um grafo diz-se fortemente orientdvel se possuir uma orientagao forte. O resultado se-

guinte caracteriza os grafos fortemente orientaveis.

Teorema 6.1 (Teorema de Robbins). Um grafo € fortemente orientdvel se e sé se € conexo

e nao tem pontes.

Exercicio 6.2. Dos grafos sequintes, indique 0s que sao fortemente orientdveis.




7 Grafos planares

Um grafo diz-se planar se for possivel desenhd-lo de tal forma que duas arestas nao se inter-
sectem a excepcao nos vértices inicial e final. Por exemplo, o cubo é um grafo planar ji que

pode ser desenhado como

1 2

N
N

Outro exemplo de grafo planar é Ky (verifique!), e o objectivo desta secgao é caracterizar tais

grafos. Um resultado relevante no estudo da planaridade de grafos é o Teorema de Kuratowsks,
que passamos a enunciar:

Um grafo é planar se e s6 se nao tem nenhum subgrafo homeomorfo a K5 ou K3 3.

Antes de compreendermos o enunciado, é importante apresentar mais defini¢oes e alguns

resultados.

Um grafo planar divide o plano em regioes, a custa das suas arestas. Cada uma destas
divisoes é denominada por face do grafo. Dois pontos do plano estao na mesma face se existir
uma curva do plano que os une sem intersectar nenhuma das arestas do grafo. No grafo

apresentado atrds, existem 6 faces (a face “exterior” é contabilizada! — esta é denominada
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por face infinita, ou face exterior). A fronteira de uma face, fr(F'), é o conjunto das arestas

que delimitam a face F', ou que estao contidas em F'.

Teorema 7.1 (Férmula de Euler). Dado um grafo planar conexo (p,q) com f faces,
p+f=q+2.

Demonstragao. Se f = 1 entao o grafo é aciclico, e sendo conexo segue que é uma arvore.
Como foi provado na seccao anterior, g = p — 1 e a formula é vélida.

Suponhamos agora que f > 1; a igualdade é provada por indugao sobre o ntimero de
arestas.
Segq=1lentao p=2e f =1, ouentdao p =1, e portanto f = 2. Uma representacao destes
dois casos €, respectivamente, Q

Em qualquer um dos casos, a férmula é valida quando ¢ = 1.

Suponhamos agora que f — ¢ + p = 2 para grafos com mais que 1 face com ¢ arestas. Seja G
um grafo conexo com ¢ + 1 arestas e mais que uma face. Seja F' a face infinita. Existe entao
um ciclo v contido na fronteira de F. Defina-se G’ como o grafo obtido de G a que se retirou
uma aresta e de . Tem-se que, como e é aresta de um ciclo, o grafo G’ é conexo, planar e com
q arestas. Sejam f’,q’,p’ o ntimero de faces, arestas e vértices, respectivamente, de G'. As
igualdade seguintes sao vélidas: p=p',¢q=¢ +1,f = f'+ 1. Se f' > 1, entao pela hipdtese
de inducao f'—¢ +p' =2,elogo f —q+p=2. Se f' =1 entao f' — ¢ + p' = 2 pelo que foi

visto no inicio da demonstracao, o que implica que f —q¢+p = 2. O

[ ] [ ] [
F:
[} 2 F3
y
[ ] [}

O grafo planar acima apresentado tem 3 faces, mas apenas uma delas tem um ciclo como

Vejamos um exemplo:

fronteira.

Vejamos algumas consequéncias da féormula de Euler:

Corolério 7.2. Dado um (p,q)-grafo planar conexo com f faces tal que cada uma tem como

n(p—2)

fronteira um ciclo de comprimento n, entio q = =, —~.

Demonstragao. Visto cada face ter n arestas e cada aresta estd em fronteiras de 2 faces
distintas, segue que nf = 2q. Sendo p — ¢+ f = 2, entao np —ng+nf = 2n. Como nf = 2¢q
segue que ¢(2 —n) = 2n — np. O
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Um grafo planar diz-se maximal se nao for possivel acrescentar uma aresta (que nao seja

lacete) de forma a nao se perder a planaridade do grafo.

Corolario 7.3. Se G é um grafo (p,q) planar maximal entdo a fronteira de cada face é Cs
eq=3p—6. Se G é um grafo (p,q) planar tal que a fronteira de cada face é Cy entao
q=2p—4.

Demonstracdo. Basta substituir n por 3 e 4, respectivamente. ]

Visto o numero maximo de arestas ocorrer quando a fronteira de cada face é (3, sao

validos os resultados seguintes:

Corolério 7.4. Dado G um grafo (p,q) planar, com p > 3, entdo ¢ < 3p — 6. Se G ndo tem
subgrafos do tipo Cs entdo q < 2p — 4.

Corolario 7.5. Os grafos K5 e K33 ndo sao planares.
Demonstracao. Para K5, g =10>9 =3p —6, e para K33,q=9>8=2p—4. O
Definigao 7.6. Seja G = (Vg, Ag) um grafo.

1. Se e = {u,v} € Ag, com u # v, uma subdivisio de e consiste na inser¢io de w em Vg

e na substituicao de e por ¢ = {u,w},e” = {w,v}.

2. See={u,w}, e ={w,v} e deg(w) =2, uma contrac¢io de w consiste na remocdo de

w de Vg e na substituicao de e, e’ por ¢” = {u,v}.

3. Uma subdivisio de G é um grafo obtido de G por subdivisao de arestas e/ou contrac¢ao

de arestas.

Um exemplo de cada um destes conceitos é, respectivamente,

Definicao 7.7. Dois grafos G, H sao homeomorfos se uma subdivisdo de G for isomorfa a

uma subdivisao de H.

Os grafos seguintes s@o homeomorfos mas nao sao isomorfos:

N N
L L

Recordamos, entao, o enunciado do Teorema de Kuratowski:
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Teorema 7.8 (Teorema de Kuratowski). Um grafo € planar se e sé se ndo tem nenhum

subgrafo homeomorfo a K5 ou K3 3.

Uma contraccao elementar do grafo G consiste na substituicao de dois vérticesu,v adja-
centes por um novo vértice w, acrescentando-se arestas de tal forma que w seja vizinho de
todos os vizinhos de u, v.

Por exemplo, considere o grafo

AN

r—Ww

<
<

Vamos remover os vértices u e v, assim como as arestas adjacentes a eles, acrescentando um

vértice t bem como arestas de forma a que t seja vizinho dos vértices que o eram de u ou de

x|

Um grafo G diz-se contractivel num grafo H se H puder ser obtido de G por contracgoes

v

Y

x

elementares. Por exemplo, o grafo apresentado atras é contractivel em Kj.

O resultado seguinte da-nos outra forma de caracterizar os grafos planares:

Teorema 7.9 (Teorema de Wagner-Harary-Tutte). Um grafo é planar se e sé se nao tiver

um subgrafo contractivel em Ky ou K3 3.

8 Arvores e florestas

Um grafo simples diz-se aciclico se nao tiver ciclos.
Uma drvord'l] é um grafo aciclico conexo.
Um grafo aciclico chama-se ﬂorestﬂ Logo, as componentes conexas de uma floresta sao

arvores.

Lema 8.1. Numa drvore com pelo menos uma aresta existem pelo menos dois vértices com

grau 1.

Demonstragao. Seja N o diametro do grafo e seja v = wvgvive -+ vy uma geodésica cujo
comprimento é N, e suponhamos que vy tem grau maior que 1. Entao vy € vizinho nao s6 de

v1 mas também de outro vértice w. Se w é vértice de v entao « teria um ciclo. Se w nao é

1 Tree, em inglés.
12 Forest, em inglés.
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vértice de v entao v/ = wwg o 7y seria um caminho elementar de comprimento N + 1, o que

contraria a nocao de diametro. O mesmo raciocinio se aplica a vy. O
Teorema 8.2. Para G um grafo (p,q), as afirmagoes sequintes sao equivalentes:

1. G € uma drvore;

2. Todos os vértices de G sao ligados por um unico caminho elementar;

3. G € conexoep=q-+1;

4. G é aciclico e p=q+ 1.

Demonstracao. (1) < (2). Se G é uma arvore, entao é um grafo aciclico conexo. Existe um
caminho v; — v;, e esse caminho contém um caminho elementar. A concatenagao de dois
caminhos elementares distintos daria origem a um ciclo, o que mostra a unicidade. Recipro-
camente, a existéncia de um caminho elementar garante a conexidade do grafo. A unicidade
impede a existéncia de ciclos (verifique a razao).

(1) = (3). A conexidade é imediata. Considere a propriedade P(n) : uma drvore G com
n vértices tem n — 1 arestas, onde n > 2. P(2) é valida. Mostre-se que P(n) é suficiente
para P(n+1). Seja G uma drvore com n + 1 vértices, e seja v,11 um vértice escolhido de tal
forma que deg(vp4+1) = 1. Seja ainda G’ = G — v, 1. Temos que G’ tem n vértices, e que é
uma arvore (verifique!), e portanto tem n — 1 arestas. Logo G tem n arestas.

(1) = (4) é andlogo.

(4) = (3). Se G é aciclico, entdo é uma floresta com k componentes conexas Gi,Ga, . .., Gk
que sao arvores. Logo, aplicando (1) = (3) a cada uma destas componentes, obtemos p — k
arestas em G, pelo que, e sabendo que G tem ¢ arestas e p — 1 = ¢, se conclui que k = 1, ou
seja G é conexo.

(4) = (2). Suponha que (4) é valida, mas que (2) é falsa. Ou seja, ou que existem dois
caminhos elementares entre dois vértices, ou que nao existe caminho elementar algum. O

primeiro caso implica a existéncia de um ciclo, o segundo a nao conexidade do grafo. O

Finalmente, dizemos que uma aresta de G é uma ponte se a eliminacao dessa aresta
aumenta o nimero de componentes do grafo. a imediato verificar-se que todas as arestas de
uma arvore sao pontes. De facto, se G é uma arvore e v, w sdo vértices tais que {v,w} nao
é ponte, entao existe v caminho v — w que nao contenha a aresta {v,w}. Ora a inclusao da

aresta {v,w} cria um caminho fechado, e portanto a existéncia de um ciclo.

9 Grafos eulerianos e grafos hamiltonianos

Um caminho euleriano num grafo é um caminho simples que contém todas as arestas do grafo.
Um circuito euleriano é um caminho euleriano fechado. Um grafo diz-se grafo euleriano se

contém um circuito euleriano.
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Historicamente, os caminhos eulerianos estao associados a génese da teoria de grafos,
essencialmente a custa das pontes de Konigsberg (actual Caliningrado, no enclave russo entre
a Polénia e a Lituania). A questao era saber se seria possivel passar exactamente uma vez

em cada ponte, voltando ao ponto de partida.

KON AN GE HE MEA

T I-rl-_l'-'

=_-_1=ﬂ rﬁ*

Em 1736, Leonhard Euler mostrou que tal nao é possivel. O multi-grafo associado ao

problema é

Teorema 9.1. Seja G = (Vg, Ag) um (multi-)grafo. Sao equivalentes:
1. G é euleriano.
2. deg(v) € par, para todo o v € Vg.
3. Ag € a unido de ciclos disjuntos.

Demonstragao. (1) = (2). Seja v um circuito euleriano. Como passa por todas as arestas,
entao passa por todos os vértices. Para qualquer vértice v, v passa por v, e como nao repete
arestas, entao o nimero de arestas que incidem em v é par.

(2) = (3). Suponhamos agora que deg(v) é par. Como o grafo é conexo, entao o grau de
qualquer vértice é um par nao nulo. Portanto, o grafo nao é uma arvore, e portanto existe

um ciclo v em G. Defina-se o grafo G’ como o grafo obtido de G removendo as arestas de
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~. Note-se que os graus dos vértices de G’ continuam a sere ntimeros pares. Se G’ nao tem
arestas (o que corresponde ao caso em que vy contém todas as arestas de G) entao (3) esta
provado. Caso contrario, repete-se o algoritmo de remogao de arestas.

(3) = (1). Seja v um ciclo da partigao do conjunto das arestas. Se v é o tnico ciclo,
entao G é euleriano. Caso contrério, existe um outro ciclo 4/ com um vértice v comum com
v (recorde que o grafo é conexo). Considere a concatenagiao 7 ov’. Este caminho, iniciado
(e terminado) em v é um circuito. Repetindo o algoritmo, obtemos um circuito que contém

todas as arestas, e logo o grafo é euleriano. O

Como aplicacdo, o teorema anterior mostra que um grafo ciibico (e em particular o cubo

e o grafo de Petersen) nao é euleriano. O grafo

r—Ww

também nao é euleriano, ja que o grau do vértice y (e de v) nao é par.
A demonstracdo do teorema anterior, por outro lado, fornece-nos uma construcao de um
circuito euleriano, no caso de grafo dado ter os vértices de grau par. Considere, como exemplo,

o grafo Kj:

r—w

Os ciclos disjuntos (nas arestas) que formam o grafo sdo

U U
Y / v Y—=v
T w

Y1 = UTYU Yo = UWVU Y3 = YywIrvy

Atentando, em primeiro lugar, nos ciclos 1 e 72, estes tém o vértice u em comum. Seja
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Y4 = 71 © Y2, que é um circuito:

x w

Este circuito tem, por exemplo, o vértice y em comum com ~3. Facamos entao a concatenagao,
esgotando, portanto, as arestas disponiveis. Um circuito euleriano é, por exemplo, o que se
inicia (e termina) em wu, percorre 74 até encontrar y, faz um ”desvio” percorrendo 73, para

depois continuar o percurso em 74 regressando a v . Ou seja, UTYWTVYUWVU.

Um caminho hamiltoniano num grafo é um caminho elementar que contém todos os vértices
do grafo. Um ciclo hamiltoniano é um ciclo que contém todos os vértices do grafo. Um grafos
diz-se grafo hamiltoniano se contém um ciclo hamiltoniano.

E importante salientar que o problema de se saber se certo grafo hamiltoniano é NP-
completo. Ou seja, e simplificando, é simples testar que um ciclo é hamiltoniano, mas o
problema reciproco de se encontrar um ciclo hamiltoniano é dificil. Ou seja, nao se encontrou,
até a data, um algoritmo que resolva tal problema em tempo razoédvel (no tamanho do input).
Existem, no entanto, condigbes necessérias e outras suficientes que permitem, em alguns casos,

testar se o grafo é (ou nao) hamiltoniano de uma forma facil.

Se o grafo G é hamiltoniano entao
# 1. se deg(v) = 2 entao as arestas incidentes em v estao em qualquer ciclo hamiltoniano;

# 2. na construgao de um ciclo hamiltoniano, nenhum ciclo se pode formar até se percorrerem

os vértices todos;

# 3. se na construgao de um ciclo hamiltoniano 2 arestas que incidem em v nao podem ser

eliminadas, entao as restantes que incidem em v podem-no.

Com base nestas regras, vamos mostrar que o seguinte grafo nao é hamiltoniano:

a/b c
h 1
g——IFf e

Suponha que o grafo é hamiltoniano. Como os vértices a, ¢, €, g tém grau dois, as arestas

ab,ah,cb,cd,ed, eq, gf, gh
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estao em qualquer ciclo hamiltoniano, pela regra 1. Aplicando a regra 3 aos vértices d e h, as
arestas hb, hi, hf, db, di, df podem ser eliminadas. Mas ficamos entdo com o ciclo abedefgha

que nao passa por ¢, o que viola a regra 2.

Teorema 9.2 (Ore, 1960). Se um n—grafo simples com 3 ou mais vértices satisfaz deg(v) +

deg(w) > n para quaisquer vértices nao vizinhos um do outro, entao o grafo é hamiltoniano.

Corolério 9.3 (Dirac, 1952). Seja G um grafo simples com 3 ou mais vértices, vértices esses

que tém grau ndo inferior a metade do nimero de vértices. Entdo G € hamiltoniano.

Com base nestes resultados, segue que Ky, K5, K33 sao hamiltonianos. O grafo Wi,

apresentado em baixo, é também hamiltoniano:

2
J

4
-

10 Coloracgoes

Seja G = (Vg, Ag) um grafo. Uma coloracdo de G é uma aplicacdo f : Vg — C tal que
fw) # f(w) se v <> w, onde C' é um conjunto cujos elementos se chamam cores. Uma
k—coloragao é uma coloragao f tal que #f(Vg) = k. O nimero cromdtico de G, denotado
por x(G), é o menor k tal que existe uma k—coloracao de G. Por outras palavras, o nimero
cromatico de um grafo é o menor ntimero de cores necessarias de forma a que dois vértices
vizinhos tenham cores distintas. Por exemplo, um grafo bipartido com pelo menos uma aresta

tem nimero croméatico 2. Ja o grafo completo K, tem nimero cromatico n.

Teorema 10.1 (Teorema das 5 cores, P.J.Heawood, 1890). Seja G um grafo simples planar.
Entao x(G) < 5.

Conjectura 10.2 (Conjectura das 4 cores, F.Guthrie, 1852). O nidmero cromdtico de qual-

quer grafo planar é nao superior a 4.
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Anexo

10.1 Maxima

O Mazima é uma sistema algébrico computacional de codigo aberto distribuido de acordo

com a licenga GPL. Pode ser obtido no enderego
http://maxima.sourceforge.net/
A documentacéo referente ao estudo dos grafos pode ser consultada em
http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/en/maxima_52.html
Uma versao mais intuitiva no uso do Mazima, o wrMaxima, pode ser obtido em
http://wxmaxima.sourceforge.net/

). { xmaxima =
File Edit Options Maxima Help

{%il) load {graphs)%

{%i2) g : create graph{[1,2,3]1, [[1.2], [2,3], [1,3]10}7
{¥i3) print_graphi{m$

Graph on 3 vertices with 3 edges.

IRdjacencies:
i1 oz
z: 0301
1: 3 2
(3i4) d : create_graphi
[1.,2,3,41,
[
[L1e310 [Le2],
12,31, [2,4]

1.
'directed = true)d
{¥15) print_graph{d)$
Digraph on 4 vertices with 4 arca.

IRdjacencies:
4t
3 :
z: 4 3
1: ¢ 3

{%i6) draw_graph{g)$
{%i7) draw_graph{d)$
(@)

|
Fi|e| Back ‘ Forward ‘Edit|0ption5| Url: “ﬂ\e:,',.'usr;‘\o(al,’sharefmaximafS.lA.

& Maxima Primer

Maxima s a computer program for doing mathematics calculations, symbolic manipu
complex tasks. Much of the syntax for other languages such as Maple was copied fro

Project and documentation links

The Help menu in Xmaxima gives you access to the following documents:

1. Maxima reference manual

2. Xmaxima reference manual

3. Maxima home page, hitpx/maxima.sourceforge.net

4. Maxima project page, hitpzisourceforge.netprojectsimaxima

- .. -1.00468, 0,573529
Started Maxima 1

Em [6, pp 37-42] pode consultar como construir e realizar operagoes simples com grafos e

digrafos. Deixamo-lo com algumas implementagoes muito simples.

(%11) load (graphs)$
(%i2) g : create_graph([1,2,3], [[1,2], [2,3], [1,3]11)%
(%13) print_graph(g)$



Graph on 3 vertices with 3 edges.

Adjacencies:
3: 1 2
2: 3 1
1: 3 2
(%14) d : create_graph(
[1,2,3,4],
[

(1,31, [1,4],
(2,31, [2,4]
1,
’directed = true)$
(%1i5) print_graph(d)$

Digraph on 4 vertices with 4 arcs.

Adjacencies:
4 :
3 :
2: 4 3
1: 4 3

(%16) draw_graph(g)$
(%17) draw_graph(d)$

10.2 SAGE

As representacoes graficas de grafos e digrafos apresentadas neste documento foram, na sua
maioria, construidas com um outro sistema computacional, também ele distribuido sob a

licenga GPL, denominado SAGE. Pode ser obtido no enderego
http://www.sagemath.org
Em [8] pode consultar um manual de utilizagao, ou visitar
http://www.sagemath.org/doc/html/ref/node40.html

Apresentamos uma forma de integrar o SAGE na resolucao de alguns dos exercicios pro-

postos nestas notas.

1. Exercicio 2.1

sage: D=DiGraph({ 0:[1,2,0], 1:[0]},loops=True)

sage: D.show()

sage: d = {0: [1,4,5], 1: [2,6], 2: [3,7], 3: [4,8], 4: [9], \
....: b: [7, 8], 6: [8,9], 7: [9]}
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sage: D=DiGraph (d,loops=True)

sage: D.show()

sage: g = DiGraph({0:[1,2,3], 2:[5]1})

sage: G=DiGraph(g)

sage: G.show()

sage: g=DiGraph([[1..12],lambda i,j: i!=j and i.divides(j)]1)
sage: G=DiGraph(g)

sage: G.plot().show()

sage: D = DiGraph( { 0: [1,2,3], 1: [0,2], 2: [3], 3: [4], 4: [0,5], 5: [1] } )
sage: D.in_degree(vertices = [0,1,2], labels=True)

{0: 2, 1: 2, 2: 2}

sage: D.in_degree()

[2, 2, 2, 2, 1, 1]

sage: G = graphs.PetersenGraph().to_directed()

sage: G.in_degree(0)

3

. Exercicio 3.1(1)

sage: G = DiGraph( { 0 : [1, 21, 1 : [2], 3 : [4, 5], 4 : [5] })
sage: G.plot().show()

sage: G.add_edge([0,4])

sage: G.plot().show()

sage: G.adjacency_matrix ()

[011010]
(00100 0]
(00000 0]
(00001 1]
[000O0O0 1]
(00000 0]

. Exercicio 3.1(3)

sage: g={0:[1,2], 1:[0,2,4], 2:[ 4,01, 3:[1,4]1}
sage: G=DiGraph (g)
sage: G.show()

sage: G.adjacency_matrix()
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[01100]
[1 010 1]
[1 000 1]
(0100 1]
[0 000 0]

. Exercicio 4.5

sage: N=matrix([[1,0,1,1,1,0,1],[1,0,0,1,1,0,0],[0,0,0,1,0,1,0],\

....: [0,0,0,0,0,0,0],(1,1,0,0,0,0,0],[0,0,0,0,1,0,0],[0,0,1,1,1,0,0]11)
sage: G=DiGraph (N,loops=True)

sage: G.show(layout=’circular’)

sage: G.show3d()

sage: G.adjacency_matrix ()

[101110 1]
[1001100]
[0001010]
[0000O0O0O0]
(110000 0]
[000010 0]
(001110 0]

sage: G.adjacency_matrix ()==
True

sage: G.vertices ()

o, 1, 2, 3, 4, 5, 6]

sage: sum(N~(i+1) for i in range(7))

[259 102 162 276 236 70 113]
[199 78 123 211 181 53 86]
[ 37 15 23 40 34 11 16]
[ O 0 0 0 o0 o0 o]
[199 79 123 210 180 53 86]
[ 86 34 53 91 79 23 37]
[102 40 64 110 94 28 44]
sage: N+N"2+N"3+N"4+N"5+N"6+N"7

[259 102 162 276 236 70 113]
[199 78 123 211 181 53 86]
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[ 37 156 23 40 34 11 16]
[ o o 0 0o 0 o0 0]
[199 79 123 210 180 53 86]
[ 86 34 53 91 79 23 37]
[102 40 64 110 94 28 44]

. Exercicio 4.7

sage: gl=DiGraph( {0:[1],1:[2],2:[3],3:[01})
sage: gltrans=gl.transitive_closure ()
sage: gltrans.show()

sage: gltrans.adjacency_matrix ()

011 1]
[1 01 1]
[1 10 1]
[1110]
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