publicacdo do departamento de matematica

da universidade do minho



publicado pelo departamento de matemdtica
da universidade do minho

campus de gualtar, 4710-054

braga, portugal

primeira edicdo, marco 2003

ISBN 972-8810-00-8



numero dois

teoria de ondulas

maria joana soares






Prefacio

1 Resultados Preliminares

1.1

1.2

1.3

2.1

2.2

Espacos de Hilbert e espagcos de Banach . . . . . . ... ... ... ... ..
1.1.1 Produtos internos e normas . . . . . . . .. ...
1.1.2 Espacgos de fun¢des. Espacos de Hilbert . . . . . . . ... .. ...
1.1.3 Bases ortonormadas, bases de Riesz e referenciais . . . . . . . . ..
1.1.4 Espagosde Banach . . . . ... ... ... ... ... ...,
1.1.5 Operadores de projecgdo . . . . . . . . . . ...
Andlise de Fourier . . . . . . . .
1.2.1 Sériesde Fourier . . . . . . . . ...
1.2.2 Transformada de Fourierem LY(R) . .. ... ... ... ... ..
1.2.3 Transformada de Fourierem L2(R) . . .. ... ... .......
1.2.4 Espaco de Schwartz. Transformada de Fourier de distribui¢cGes tem-

peradas . . . . ...
1.2.5 Distribui¢bes periddicas. Férmula da soma de Poisson. . . . . . . .

Exercicios . . . . . .

Localizacao Tempo-Frequéncia

Transformada de Fourier com janela . . . . . .. .. ... ... ... ...
2.1.1 Algumas notacdes de processamento de sinal . . . . . ... .. ..
2.1.2 Transformada de Fourier com janela . . . . .. ... .. ... ...

Transformada continuacoméndula . . . . . . . . . . . ... .. ... ...

vii

N W R ke

11
13
14
14
21
25

26
33
35



2.2.1 Definicdo e propriedades bdsicas . . . . . . ... ... L. 49
2.2.2  Propriedades de localiza¢3do da transformada com ondula . . . . . . 52
2.2.3 Inversdo da transformada continua com éndula . . . . .. ... .. 55

2.2.4  Caracterizagdo da regularidade de fun¢Bes por meio da transformada

continuacomdndula . . . ... .o 58

2.3 Exercicios . . . . .. 63

3 Analise Multi-Resolucao 69
3.1 Ondulas ortogonais . . . ... .. 69
3.2 Andlise multi-resolugdo (AMR) . . . . . . ... 74
321 Exemplosde AMR. . . . . .. ..o 76

3.2.2 Espacgos de pormenor e 6ndula ortogonal . . . . . ... ... 81

3.2.3 Enfraquecimento da condicilo AMR5 . . . . . .. .. ... 94

3.2.4 Ondulas de Battle-Lemarié . . . . . ... ... ... .. .. ... . 97

3.2.5 Construcdo de uma AMR partindo da fungdoescala . . . . . . . .. 100

3.2.6 Ondulas de Daubechies . . . . . . .. ... 104

3.3 Ondulas biortogonais . . . . . ... 108
3.4 Exercicios . . . . ... 110

4 Transformadas Rapidas com Ondulas 117
4.1 Transformadadirecta . . . . . . . . ... ... 117
4.2 Transformadainversa . . . . . . . . ... ... 121
4.3 Generalizac3o para vdrias varidveis . . . . . . .. ... ... 126
4.4 Sinais e filtros digitais . . . . . . .. ... 130
45 Exercicios . . . . . ... 135
Software e referéncias adicionais 142
Bibliografia 151
indice 152



... Move over Fourier!
Your series and transforms are not the only game in town.

R. S. Strichartz [Str93]

A chamada Teoria das 6ndulas ! constitui um desenvolvimento recente e fascinante da
Matematica, com aplicacdes importantes nas mais diversas areas das Ciéncias e Engenharia.

Estas func¢des foram introduzidas, no inicio da década de 80, pelo geofisico francés Jean
Morlet que, em ligacdo com o seu trabalho em prospeccdo de petréleo para a companhia
ElIf Aquitaine, as utilizou como ferramenta para andlise de dados sismicos. Os bons resul-
tados numéricos obtidos por Morlet levaram o fisico tedrico Alex Grossmann a interessar-se
por estas funcdes. Da colaboracdo entre Grossmann e Morlet surge, em 1984, um artigo
intitulado " Decomposition of Hardy functions into square integrable wavelets of constant
shape”[GM84], no qual sdo estabelecidos os fundamentos teéricos da chamada transfor-
mada integral com 6ndula e onde, pela primeira vez, é utilizada a palavra wavelet.

Em 1985, o matematico francés Yves Meyer, especialista em andlise harmdnica, tomou
conhecimento da teoria de Grossmann e Morlet, conseguindo, de imediato, aperceber-se da
semelhanca entre o principal resultado obtido por esses autores e um resultado cldssico de
andlise harménica, conhecido por Identidade de Calderén.

A contribuicdo dos matemadticos Ingrid Daubechies e Stéphan Mallat que, para além do
desenvolvimento da teoria, estabeleceram uma ligacao entre certos resultados de wavelets e

resultados obtidos anteriormente em processamento de sinal — por exemplo, decomposicao

lUsamos a palavra 6ndula para traduzir a palavra francesa ondelette (em inglés, wavelet), no sentido de
onda pequena.

Vil



multi-resolu¢do de sinais (usada em visdo por computador) ou cédigos de duas bandas
(usados em compress3o de sinal sonoro ou imagem) — vai cativar para este novo assunto
muitos dos especialistas em processamento de sinal.

Embora possamos dizer que muitos dos conceitos e técnicas presentes nesta teoria
estavam ja implicitos nalguns algoritmos desenvolvidos muito antes da chamada revolugdo
das 6ndulas, esta teve o mérito de unificar, numa linguagem coerente e estruturada, todos
esses algoritmos dispersos. Esta sintese contribuiu de forma decisiva para uma melhor
clarificagdo desses métodos e impulsionou o desenvolvimento de novos resultados tedricos
e novas aplicacoes.

Interessando a cientistas de formacdo muito diversa — matematicos, fisicos tedricos,
especialistas em processamento de sinal e imagem, etc — a teoria das 6ndulas tornou-se numa
drea de investigacdo muito activa, com a correspondente explosdo de novos resultados,
surgindo constantemente novas aplicagdes.

Na introducdo a um numero especial da revista IEEE Transactions on Information The-
ory? intitulado Wavelet Transforms and Multiresolution Signal Analysis, Ingrid Daubechies,

um dos maiores especialistas sobre este tema, afirma:

“Indeed, we are all [- - -] still working hard to understand each other and to

keep up with the research explosion.”

O rapido desenvolvimento deste assunto, com constantes modificacdes e generalizagdes,
torna impossivel dar uma visdo global desta teoria e de todos os seus campos actuais de
aplicacdo. Torna-se, inclusivamente, dificil dar uma definicdo de éndula que n3o corra o
risco de ser, ou demasiado vaga para ter interesse em certas aplicagdes, ou demasiado

restritiva noutras circunstancias.

Estes textos foram escritos com o objectivo de servir de apoio a disciplina de Introdugio
3 Teoria das Ondulas, do Mestrado em Matemitica Computacional da Universidade do Mi-
nho. Nesse curso introdutdrio, concentramo-nos, essencialmente, no estudo das chamadas
6ndulas ortogonais, em ligacdo com uma estrutura desenvolvida por Mallat e Meyer, em
1986, conhecida por andlise multi-resolucdo (AMR), a qual é a base da construgdo das
ondulas ortogonais de maior interesse. Comegamos por fazer o estudo da chamada trans-

formada integral com éndula, com a principal finalidade de realcar as suas propriedades

°|EEE Trans. Inform. Theory, 38, 1992.
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de localizagdo tempo-frequéncia. Antes, porém, é feita uma breve revisdo de alguns re-
sultados basicos de espacos de Hilbert e de Banach e de Andlise de Fourier, necessarios a

compreensdo da restante matéria.






Espacos de Hilbert e espacos de Banach

Andlise de Fourier

Neste primeiro capitulo, sdo introduzidas algumas notacdes, definicbes e resultados
bésicos que serdo utilizados com frequéncia nos capitulos posteriores. O objectivo é, apenas,
dar um resumo que possa servir de rapida referéncia ao leitor, ndo sendo incluidas quaisquer
demonstragdes. Para mais pormenores, aconselhamos a consulta dos livros de Rudin [Rud74,
Rud79], Priestley [Pri97], Dym e McKean [DM72] ou Gasquet e Witomski [GW98]; o livro
de Kaiser [Kai94] contém, também, uma introducdo bastante acessivel sobre os principais
resultados aqui contidos, sendo parte deste capitulo muito baseada nessa referéncia. No
final do capitulo s3o apresentados alguns exercicios cuja resolu¢do podera ajudar a solidificar

a compreensao dos conceitos introduzidos.

1.1 Espacos de Hilbert e espacos de Banach

1.1.1 Produtos internos e normas

Seja C™ o espago vectorial sobre C de todos os vectores com n componentes complexas,
com adicao e multiplicacdo escalar definidas da forma usual. Define-se o produto interno

canénico em C” por
n
(u,v) =Y uTy, (1.1)
i=1

onde wu;, v; s3o as componentes dos vectores u e v, respectivamente, e onde v; designa o

conjugado de v;. Facilmente se verifica que o produto interno (1.1) satisfaz as seguintes



propriedades:

Vu e C" (u,u) >0 e (u,u)=0&u=0 (Positividade) (1.2)
Vu,v € C" (u,v) = (v,u) (Hermiticidade) (1.3)
Va, 8 € C,Vu,v € C" (au+ pv,w) = a(u,w)+F(v,w) (Linearidade) (1.4)

Nota O produto interno é linear apenas no primeiro factor. De (1.4) e (1.3) segue-se de imediato
que

Va,0 € C, Yu,veC" (u, av + Pw) = a@(u,v) + H{u, w).

O conceito de produto interno candnico pode generalizar-se para outros “produtos
internos”. Mais precisamente, sendo V' um espaco vectorial complexo, chama-se produto
interno em V' a toda a fungdo (-,:) : V. x V. — C que verifique as propriedades (1.2),
(1.3) e (1.4), para quaisquer o, 3 € C e u,v,w € V.

Dado um produto interno (-, -) num espago vectorial V', a fungdo || - || definida por
lull = v/ (u, ) (1.5)

satisfaz as seguintes propriedades:

VueV lu| >0 e |lu|=0 <= u=0 (1.6)
VaeC, VueV llou|| = |af [|ulll (1.7)
Vu,v eV u+ ol <Jlull + (o] (1.8)

Qualquer fun¢do de V' em R que satisfaca as propriedades (1.6) — (1.8) diz-se uma norma,
e um espaco vectorial onde esteja definida uma norma diz-se um espaco vectorial normado
(e.v.n.). Vemos, assim, que todo o espaco vectorial com produto interno é um espaco
vectorial normado.!

Dado um produto interno (-,-) em V, diremos que dois vectores u e v de V s3o
ortogonais (relativamente a esse produto interno) se (u,v) = 0.

Se V' é um espaco vectorial de dimensdo finita n € N, com produto interno (-,-) e

respectiva norma || - || e {b1,b2,--- ,b,} é uma base de V, entdo essa base diz-se ortogonal

1De notar que nem todas as normas est3o, no entanto, associadas a produtos internos.



se 0s vectores que a constituem forem ortogonais dois a dois. Se, além disso, todos tiverem
norma unitdria, diremos que formam uma base ortonormada. As seguintes propriedades
sdo de demonstracdo imediata, usando a definicio de norma e as propriedades do produto
interno.

Se {b1,b2,- -+ ,b,} é uma base ortonormada de V e u = > ; u;b;, entdo:
wi = (u,b;); i=1,...,n. (1.9)

Além disso, tem-se a seguinte identidade (/dentidade de Parseval):

Dl = (u bi) P = [lull?. (1.10)
i=1 =1

Para qualquer produto interno e respectiva norma, é também vélida a seguinte desigualdade,
conhecida por desigualdade de Cauchy-Schwarz:

Vu,o € Vo [(u,v)| < |lu|l [|v]. (1.11)

1.1.2 Espacos de funcoes. Espacos de Hilbert

Um vector u = (u1,uz,...,u,) de C" pode ser interpretado como uma fun¢do, definida
no conjunto {1,2,...,n}, que a cada inteiro k desse conjunto associa a componente uy,
isto é, u(k) = ui. Com esta notagdo, o produto interno candnico e norma associada vém

dados por
n

n 1/2
(u,0) =Y u(k)u(k) e HM\—(Z\U(MF) - (1.12)
k=1

k=1
Seja agora S um conjunto arbitrario, ndo vazio, e denotemos por C* o conjunto de todas as
aplicacdes de S em C. Como é bem sabido, C° tem uma estrutura de espaco vectorial para a
adicdo de fungdes e multiplicagdo de fungdes por um escalar definidas de forma usual, isto é,
pontualmente. No caso em que S = {1,2,...,n}, este espaco identifica-se, naturalmente,
com o espa¢o C", o qual, como sabemos, tem dimensdo n. Se S for um conjunto infinito,
C* terd dimens3o infinita. Vamos debrucar-nos sobre dois tipos de espacos funcionais

de dimens3o infinita: espacos C° com S um conjunto discreto (por exemplo, S = N ou



S = 7) e espacos do tipo C° com S um conjunto nio discreto (por exemplo, S = R ou
S = C). O problema principal ao passarmos aos espagos de dimens3o infinita é que as
generalizagbes naturais, para estes espacos, de alguns dos conceitos introduzidos para o
espaco C", envolvem séries ou integrais, cuja convergéncia n3o estd, a priori, garantida.
Por exemplo, no espaco C%, cujos elementos identificamos com as sequéncias bi-infinitas
u = (ug)rez, serd natural definir-se um produto interno (-,-) e uma norma associada,

generalizando o produto candnico de C" e respectiva norma, isto é, considerar

(u,v) ==Y wTE, (1.13)

kEZ

1/2
[ul| = (Z Uk2> : (1.14)

keZ

Temos, no entanto, o problema de as séries envolvidas em (1.13) e (1.14) ndo convergirem
para todos os vectores u,v € C%. A solugdo usual é considerar apenas o subconjunto H

de CZ formado pelas sequéncias de “norma’ finita, isto &,

H:={u=(u) €C”: Z lur|? < oo} (1.15)
kEZ

Pode provar-se que, se u, v estdo em H, entdo a série que define (u, v) converge e que, além
disso, (u,v) definido por (1.13) satisfaz os axiomas de um produto interno. Também n&o é
dificil mostrar que H é um subespaco vectorial de CZ. Resumindo: O conjunto H definido
por (1.15) é um espago vectorial, (1.13) define um produto interno em H e (1.14) define
a respectiva norma. Quando equipado com este produto interno, H é chamado espaco das
sequéncias complexas de quadrado somdvel, e denotado por /(7).

Consideremos, agora, o caso em que o conjunto de “indices”S n3o é um conjunto
discreto; por exemplo, seja S = R. Uma definicido natural de produto interno e norma
associada sera obtida substituindo as somas em (1.13) e (1.14) pelas suas versdes continuas,

isto é, por integrais:
)= [ st (116)
9) 1/2
1= [ 1stopar) (117)

—00



Existem, no entanto, dois problemas associados com estas defini¢des.

A primeira dificuldade tem a ver com o facto de os integrais (usuais, no sentido de
Riemann) que definem (f, g) e || f|| ndo existirem, para a maior parte das fun¢des de R em
C. Existe, no entanto, uma generalizacdo do conceito de integral, conhecida por integral
de Lebesgue 2 que permite lidar com uma muito mais vasta classe de funcdes. A teoria de
integracdo de Lebesgue é um pouco técnica. Uma referéncia bastante acessivel sobre este
tema é o livro de H. A. Priestley [Pri97]. Esta teoria baseia-se no conceito de medida, que é
uma generaliza¢ao do conceito de comprimento. A medida de Lebesgue de um subconjunto
de R ¢, “grosso modo”o seu comprimento total (por exemplo, a medida de Lebesgue de
um intervalo (a,b) é b — a). Quando uma propriedade se verifique em todos os pontos de
R, com excep¢do de um conjunto de pontos que tenha medida nula, diremos que ela se
verifica quase sempre (q.s.) ou para quase todo ot (para q.t.t).

Apenas para certo tipo de fun¢les, ditas mensuraveis, faz sentido definir o integral de
Lebesgue. A classe de funcGes mensuraveis é, no entanto, muito vasta, contendo, a bem
dizer, todas as fun¢des que aparecem em aplica¢des praticas. Assim, ao longo deste curso,
assumimos tacitamente que todas as fungdes referidas sdo fungdes mensuraveis.

Se f e g s3o funcBes mensurdveis, sio também mensurdveis as funcdes f(t)g(t) e
|£(t)]?, que aparecem em (1.16) e (1.17). Em particular, o integral que define ||f| faz
sentido, embora o resultado possa ser infinito. Assim, o conjunto

H:={f e C®: f é mensurdvel e /OO |£(t)?|dt < oo} (1.18)
—0

é um subconjunto bem definido de C®. Pode também provar-se que, se f, g € H, o integral
que define (f, g) é finito. Contudo, temos agora uma nova dificuldade. Consideremos, por
exemplo, uma fung¢3o f que se anule em todos os pontos de R, com excep¢do de um niimero
finito de pontos {t1,t2,...,tn}. Entdo, f é mensurdvel e o conjunto de pontos onde f n3o
se anula tem “comprimento total” zero, isto é, tem medida de Lebesgue nula. Para uma
funcdo deste género, o integral de Lebesgue é nulo. Assim, (f, f) = 0, ndo sendo f a fungdo
nula. Mais geralmente, se uma funcdo f se anula em todos os pontos de R excepto num

conjunto de pontos de medida nula,? entdo [ |f(t)|?dt = 0. Isto mostra que o produto

Henri-Léon Lebesgue (1875-1941), matematico francés.

3Como exemplos de conjuntos de medida nula tém-se, para além de conjuntos finitos, todos os conjuntos



interno (1.16) proposto viola a condi¢do de positividade. A solugdo para este problema
consiste em encarar quaisquer duas fun¢des mensuraveis f e g que difiram apenas num
conjunto de pontos de medida nula como sendo a mesma fung¢ao. Assim, H n3o consistird
ent3do de simples fungdes, mas de classes de equivaléncia de funcdes relativamente a relacdo
definida por

fRg <= f(t)=g(t) (paraq.t.t),

isto é, elementos do conjunto quociente H/R. Naturalmente, identificaremos cada classe
com uma funcdo que a represente e, caso haja um representante continuo, diremos que a
“funcdo”é continua, etc. Assim, escreveremos simplesmente f = g com o significado de
que f = g (q.s.). Com este entendimento, (-,-) define, de facto, um produto interno em
H, ou seja, verifica os axiomas de positividade, hermiticidade e linearidade.

Tal como no caso de dimens&o finita, estas propriedades implicam que (1.17) seja uma
norma e que seja valida a desigualdade de Cauchy-Schwarz (1.11). Além disso, verifica-se
facilmente que H é fechado para a adicao e multiplicagcdo por um escalar, pelo que constitui
um espaco vectorial complexo. Este espaco é chamado espaco das funcbées mensurdveis de
quadrado integravel, e é denotado por L?(R).

e Espacos de Hilbert

Os espacos (?(Z) e L?(R) acima definidos constituem dois exemplos dos chamados
espacos de Hilbert. Seja H um espago vectorial complexo, com produto interno (-,-) e
norma associada || - ||. Uma sucessdo (hy,)nen de elementos de H diz-se uma sucess3o de
Cauchy, se ||hm, — hy|| — 0 quando m,n — occ.

Uma sucessdo (hy)nen diz-se convergente para h € H, e escreve-se h, — h, se
||, — h|| — 0 quando n — o.

Toda a sucessdo convergente é uma sucessdo de Cauchy (basta usar a desigualdade
triangular para provar este resultado), mas o reciproco n3o se verifica necessariamente. Um
espago com produto interno no qual toda a sucessdo de Cauchy convirja para um elemento
do espago é chamado completo ou espaco de Hilbert.

Pode provar-se que ¢?(Z) e L?(R) sdo, de facto, espacos de Hilbert.

numerdveis, como Z e QQ, por exemplo. Existem também conjuntos ndo numeraveis cuja medida de Lebesgue
é nula; como exemplo, temos os chamados conjuntos de Cantor — veja, e.g., [Boc90, pp 14-16].



e Nocdo de Suporte

Definicdo 1.1 Seja f : Q — C uma funcdo continua. Chama-se suporte de f, e designa-

-se por supp f, o conjunto

supp f :={t € Q: f(t) # 0}, (1.19)

onde A designa o fecho do conjunto A.

Diz-se que f tem suporte compacto se supp f for compacto.

Nota Note-se que para fungdes f € L?(R), a nogdo de suporte (dada para fungdes continuas)
deverd ser alterada, uma vez que essas funcdes estdo apenas definidas a menos de conjuntos de
medida nula. Neste caso, considera-se a familia de todos os abertos (©;);c; de R tais que, para
cadaie I, f =0 (q.s.) em ©,. Sendo © = U;0;, define-se

supp f :=R\ ©.

Se f é continua, o suporte de f definido deste modo coincide com o suporte definido por (1.19).
Além disso, tem-se que f =0 (q.s.) em © e, se f(t) = g(t) (para q.t.t) entdo supp f = suppg.

e Espaco L?[a,b]
O conjunto de todas as fun¢des de quadrado integrivel cujo suporte esteja contido num

certo intervalo [a,b] de R é denotado por L?[a,b]. Nesse caso, tem-se

b
(f.g) = / oro (120)

Nota Por vezes, é mais conveniente definir o produto interno em L2[a, b] por

b
19) = 5= [ f0si.

1.1.3 Bases ortonormadas, bases de Riesz e referenciais

Seja H um espag¢o de Hilbert com produto interno (-,-) e norma || - || e seja (hx)rez uma

sequéncia bi-infinita de elementos de H.* Dizemos que a série > kez hi converge para h,

“*Consideramos aqui sequéncias bi-infinitas, isto é, conjuntos indexados pelo conjunto Z, por ser este
o tipo de sequéncias que usaremos mais frequentemente neste curso. As definicdes aqui apresentadas
adaptam-se facilmente para outras sequéncias indexadas por N, Z X Z, etc.



e escrevemos » ., hj, = h, se a sucessdo das somas parciais Sy = Z%:_N hjy converge

para h quando N — oo, isto é, se
N
li —h||=0. :
Jim Y0 b —h| =0 (1.21)
K=—N

Dizemos que a série converge incondicionalmente para h se qualquer seu rearranjo também
converge para h, isto é, se para toda a permutag¢do o : Z — Z, a série ), ho (1) converge
para h.

Dizemos que a série converge absolutamente se a série 3, ||hx|| converge.

Nota Num espaco de Hilbert, a convergéncia absoluta implica convergéncia incondicional, mas
uma série pode convergir incondicionalmente e n3o convergir absolutamente. Por exemplo, a série

1 2 . .. ~
>0 Leinte=t ¢ incondicionalmente convergente em L?(R), mas ndo converge absolutamente. Se

H é de dimensdo finita, haverd convergéncia incondicional se e sé se houver convergéncia absoluta.

e Base de Schauder

Seja M um subconjunto arbitrdrio de um espaco de Hilbert H. Dizemos que M é
linearmente independente se qualquer seu subconjunto finito for formado por vectores line-
armente independentes.

Chama-se espaco gerado por M (M # (), e denota-se por [M], ao conjunto de todas
as combinacdes lineares finitas de elementos de M.

Como é bem sabido, todo o espa¢o vectorial H admite uma base (no sentido de base
de Hamel), isto é, existe um subconjunto B de H que é linearmente independente e que
gera H, ou seja, satisfaz [B] = H. Para espagos vectoriais de dimens3o infinita, no entanto,
tais bases ndo podem, em geral, ser construidas explicitamente (a demonstracdo da sua
existéncia assenta no axioma da escolha). De muito maior importéncia e aplicabilidade em

andlise é outro conceito de base, introduzido por Schauder [Sch27].

Definicdo 1.2 Uma sequéncia (hy)rez num espago de Hilbert H (de dimensdo infinita)
diz-se uma base de Schauder de H se, para cada vector h € H, existe uma tinica sequéncia
de escalares (c)rez tais que

h=">"cihy (1.22)

kEZ



Por vezes, escrevemos ¢ = ci(h) para indicar a dependéncia dos escalares ¢ do vector
h. Note-se que, se (hi)rcz € uma base de Schauder de H, entdo os vectores hj sdo

linearmente independentes.

Nota De agora em diante, sempre que nos referirmos a uma base de um espaco H de dimens3o
infinita, serd no sentido de uma base de Schauder.

Segue-se de imediato de (1.22) que, fixada uma base (hj)rez do espago H, dado
um qualquer vector desse espaco, este pode ser aproximado, com precisao arbitraria, por
combinagdes finitas dos elementos da base. Uma sequéncia de vectores (hy)i ez de um
espago de Hilbert H que tenha esta propriedade de aproximagdo (mesmo que n3o seja uma

base) diz-se total, completa ou fechada. Mais precisamente, (hy)rcz é completa em H se

[{he}] = H,

ou seja, se qualquer que seja h € H e qualquer que seja € > 0, existe uma combinagdo

linear finita chvz ~ Cihy tal que

N

1= > cxhull <.
k=—N
Prova-se que (hy)rez é completa se e s6 se o Unico elemento de H ortogonal a todos os

vectores hj € o vector nulo, isto &, se e s6 se
(hg,h) =0, Yke€Z = h=0.

Além disso, se (hy)rez for completa e tiver a propriedade de deixar de ser completa sempre
que se excluir um dos seus elementos (isto significa que nenhum vector hy pertence ao

fecho do espago gerado pelos restantes), (hg)rez serd uma base.

e Bases ortonormadas

De entre as bases de um espaco de Hilbert, tém particular importancia as bases orto-
normadas, que passamos agora a caracterizar.

Seja (e )rez uma sequéncia ortonormada de um espaco de Hilbert H, isto é, suponha-
mos que

1 seit=7j

ei,ej) = 0ij =
(e ) ! 0 sei#j.



Ent3o, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(i) (ex)rez é completa;
(i) YheH h=) 5(h ep)ex
(i) VheH Y ,czl(he)>=|h|> (ldentidade de Parseval).

Uma sequéncia ortonormada (eg)rez que verifique qualquer das trés condi¢des (i) — (iii)
acima, diz-se uma base ortonormada ou base de Hilbert de H.

Um espaco de Hilbert diz-se separdvel se existir um subconjunto S de H, numeravel e
denso em H, isto &, tal que S = H.

Nota Desde que nada seja dito em contrdrio, quando nos referirmos a um espaco de Hilbert, sera
com o significado de espaco de Hilbert separavel.

Pode provar-se o seguinte resultado: Todo o espago de Hilbert admite uma base orto-
normada.

e Referenciais e bases de Riesz

Definicdao 1.3 Uma sequéncia (hy)xez diz-se um referencial de H, se existem constantes
AeB, com0< A< B < oo, tais que:

vhe H AR < 3 [tk )2 < BlhP. (123)
keZ

As constantes A e B sdo chamadas limites do referencial. Se A = B o referencial diz-se
fechado.

Uma base ortonormada é, naturalmente um referencial fechado com A = B = 1; pode
também provar-se que, se (hi)rez for um referencial fechado, com limite A =1 e tal que
||hi|]| = 1, para todo o k, entdo (hg)recz serd uma base ortonormada.

A condi¢do (1.23) implica que (hg)rkez é completa, ou seja, um referencial é sempre
um conjunto completo. Um referencial diz-se exacto se deixar de ser um conjunto com-
pleto sempre que dele se exclua um vector. Nessas condicGes, ele serd uma base, a que
chamaremos base de Riesz. Pode provar-se que (hj)rcz é uma base de Riesz se e sé se

verificar:



(i) (hx)kez é completa;

(i) Existem constantes C'e D, com 0 < C' < D < o0, tais que, para toda a sequéncia
(ck)rez € £3(Z), se tem

C> lerl <UD erhill® < DY el (1.24)

kEZ kEZ kEZ

Se T : H — H for um operador limitado e invertivel entdo T transforma qualquer base
ortonormada de H numa base de Riesz. Além disso, pode provar-se que todas as bases de
Riesz podem ser obtidas desta maneira. De facto, esta é, geralmente, a definicio adoptada
para base de Riesz, preferindo nds aqui, por uma questio de utilizagdo posterior, defini-la
pela caracterizacao equivalente de referencial exacto. De certo modo, as bases de Riesz
sao as “melhores” bases a seguir as bases ortnormadas.

Para as demonstracbes dos resultados acima referidos e de outros resultados sobre

referenciais, bases de Riesz e bases ortonormadas, aconselha-se o livro de [You80].

1.1.4 Espacos de Banach

Sendo H um espaco de Hilbert com produto interno (-,-), ja vimos que a fun¢do definida
por ||| := \/(h, h) define uma norma em H, isto é, satisfaz as propriedades (1.6) — (1.8).

Um espaco normado que seja completo diz-se um espaco de Banach. Assim, todo o
espago de Hilbert é um espago de Banach (mas nem todo o espago de Banach é um espaco

de Hilbert, ja que nem todas as normas derivam de produtos internos).



e Espacos LP(R) e (P(Z)
Para p > 1, definamos

o
LP(R) = {f e C®: f é mensurével e / |f(t)Pdt < oo} . (1.25)
—00
Prova-se que LP(IR) é um espago de Banach, para a norma || - ||, definida por

=/ If(t)!p>1/p (1.26)

Nota

(i) Naturalmente, tal como no caso L?(R), identificaremos quaisquer duas fun¢des que difiram
apenas num conjunto de pontos de medida nula.

(ii) Como o espaco com que trabalharemos com maior frequéncia serd o espagco L?(R), muito
frequentemente, desde que tal seja claro pelo contexto, usaremos apenas o simbolo || - || para
denotar a norma || - ||2.

De modo andlogo se define LP[a, b], com [a,b] C R.
Seja
(P(Z) == {c = (creez : Y lexl” < o0}, (1.27)
keZ

Ent3o, [P(Z) é um espago de Banach para a norma definida por

1/p
[[(ce)llp = (Z\0k|p> - (1.28)

keZ

Definicao 1.4 Dada uma funcdo f : R — C, chama-se supremo essencial de f, e denota-se

por supess f a quantidade definida por

supess f :=inf{C € Ryt : |f(t)| < C (para q.t.t)} (1.29)
Seja
L>®(R) := {f € C® : f é mensurével e supess f < c0}. (1.30)
Ent3o, prova-se que L°°(R) é um espago de Banach para a norma || - ||, definida por
1flloc := supess f. (1.31)
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Este espagco é designado por espago das funcgdes essencialmente limitadas. De modo

analogo, definimos

0°°(Z) == {(ck)rez : 222 lex] < oo} (1.32)
I(ex)lloo := sup{lel}- (1.33)
kEZ

1.1.5 Operadores de projeccao

Seja H um espaco de Hilbert e seja Y um seu subconjunto arbitrario. O conjunto dos
elementos de H que sdo ortogonais a todos os elementos de Y chama-se complemento
ortogonal de Y, e denota-se por YL isto é

Yt:={heH: (hyy)=0, YyeY} (1.34)

Seja M um subespaco fechado de H e seja M+ o seu complemento ortogonal. Pode
provar-se entdo o seguinte resultado: todo o elemento de H escreve-se, de modo dnico,

como soma de um elemento de M com um elemento de M~ | isto é
Vh € H, h=m+m', (1.35)
onde m € M e m*+ € M~ s3o univocamente determinados. Escrevemos, ent3o
Lol
H=M®M-—. (1.36)

Dado h € H, o lnico elemento m € M determinado por h, de acordo com (1.35), chama-se

projec¢ao ortogonal de h no subespaco M, e denota-se por proj,,h. A aplicagao

PMZ H—M
h — projyrh

é um operador linear — chamado operador de projeccdo ortogonal de H sobre M — que

satisfaz as seguintes propriedades:
(i)  Pps é limitado;

(i)  Pas é sobrejectivo;



(iii)  Pps transforma M em si mesmo;
(iv) Py transforma M+ em {0}; °
(v) Py é idempotente, isto é, P2, = Pyy.

Pode também provar-se o seguinte resultado: sendo H um espaco de Hilbert e sendo M um
subespaco fechado de H, ent3o a projeccdo ortogonal de h sobre M é a melhor aproximagao

de h por elementos de M, isto é
h — Pyh|| = inf ||k — 1.37
I = Pashl] = inf ln— ], (1.37)
sendo Pjsh o tnico elemento de M para o qual a igualdade (1.37) se verifica.

1.2 Analise de Fourier

As séries de Fourier® e transformada integral de Fourier constituem uma ferramenta essencial
neste curso, pelo que daremos agora um breve resumo das suas principais propriedades e
resultados. Para mais pormenores aconselhamos, por exemplo, a consulta dos livros de
Rudin [Rud79] ou Dym e McKean [DM72].

1.2.1 Séries de Fourier

Seja Ho, o espaco das fungdes mensurdveis e periddicas de periodo 27, isto é, tais que

f(t+2m)= f(t) (para q.t.t) (1.38)

e que satisfazem, além disso,

/27r |£(1)?dt < oo. (1.39)
0

®Isto significa que M+ C Ker Pys; mas, facilmente se verifica que Ker Pyy € M+, donde se conclui que
Ker Pyy = M*.

®Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), matemdtico francés a quem se deve o desenvolvimento da
ideia de representar fung¢des periddicas como séries de senos e co-senos (note que et = cost+isen t). Fourier
desenvolveu essa técnica para resolver as equa¢des diferenciais que aparecem em problemas de condugdo do
calor. Embora Daniel Bernoulli, em 1753, tivesse ja usado séries trigonométricas na resolucdo das equagdes
diferenciais associadas ao problema das cordas vibrantes, é essencialmente com o trabalho de Fourier que
nasce o interesse nas representa¢es em séries trigonométricas.
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O conjunto Hy; é um espaco de Hilbert para o produto interno

27
19) =5 [ 10 (1.40)

De facto, como uma fun¢do de Hy, é determinada pela sua restricdo ao intervalo [0, 27],
0 espaco Ho, pode ser identificado com o espaco L2[0,2r], definido anteriormente.”

Pode provar-se que as funcdes
wi(t) = e, ke, (1.41)

formam uma base ortonormada deste espaco.® Assim, toda a fun¢do de L?[0,27] admite

uma expansao da forma
F£) =" ere™, (1.42)
keZ

onde os coeficientes ¢, = ci(f) sdo dados por

Cp = <f, eikt>
1 27 -
= — e "tdt. 1.4
2 | e (1.43)

A expansdo (1.42) é chamada expansdo em série de Fourier de f sendo os coeficientes ¢,

definidos por (1.43), chamados coeficientes de Fourier de f.

Observacoes

1. A igualdade (1.42) deve ser interpretada, como vimos, no sentido

N
li . ikt —
Jim () > ke 0,
k=—N 2
ou seja, como

27 N ot 2
lim t) — ! dt=0
NI—>oo/0 f( ) kZN e ’

"Naturalmente, qualquer funcdo de H,, é também determinada pela sua restricio a qualquer outro
intervalo de amplitude 27, pelo que podemos também identificar Hp, com LZ[*ﬂ',’Tl’], por exemplo.

8E muito facil de verificar que (wk)rez € um sistema ortonormado. A demonstra¢do de que se trata de
um conjunto completo pode ser vista, por exemplo, em [Boc90, p.143].
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ndo significando necessariamente que, para cada ¢t € [0,27], a série >, cpettt

convirja para o valor da fun¢do f no ponto t.

2. O estudo do problema da convergéncia pontual e uniforme das séries de Fourier, sendo
embora extremamente interessante, estd fora do 4mbito deste curso.? O resultado
de convergéncia que requer as hipéteses mais fracas afirma que a série de Fourier de
uma fungdo f € LP[0,27], 1 < p < oo, converge para f no sentido da norma || - |,
e também em quase toda a parte. Assim, em particular, a igualdade (1.42) é vélida

para quase todo o t.

3. Prova-se também que, se a funcdo f for de variacdo limitada em [a, 6], a sua série

fEN) + £()

limitada, a sua série de Fourier converge pontualmente para f(¢) em cada ponto t que

de Fourier converge, em cada ponto ¢, para . Assim, se f é de variacao
seja ponto de continuidade de f. Se, além disso, f é continua num certo intervalo
fechado [a, b], a sua série de Fourier converge uniformemente para f em [a, b]. (Estes
resultados constituem o chamado Teste de Dirichlet para a convergéncia pontual de

séries de Fourier e a sua demonstracdo pode ser vista, por exemplo, em [I6r88].)

A representacdo de f através da sua série de Fourier tem duas caracteristicas importantes:
a primeira é que ela nos d4 a decomposicdo de f numa soma (infinita) de componentes

kt usadas nessa decomposicio

ortognais hy = c,e'™; além disso, as funcdes wy(t) = €
s3o, todas elas, obtidas a partir de uma fungdo bdsica w(t) := e a custa de contraccées
inteiras, isto é, tem-se

wi(t) = w(kt), kelZ.

Resumindo, podemos dizer que toda a fungdo periédica de periodo 2w de quadrado in-

tegravel é gerada pela sobreposicdo de contraccdes inteiras de uma funcio bdsicaw(t) = e't.

‘Um artigo de divulgacdo, muito interessante e acessivel, sobre este assunto é o de R. O. Gandulfo,
Séries de Fourier e Convergéncia, Matemdtica Universitaria n® 11 (1990), 27-52.

¥Uma funcso f : [a,b] — R diz-se de variagdo limitada se existir uma constante M tal que, para qualquer

X
particdo a =ty < t1 < ... < t, = b do intervalo [a,b], se tenha [f(t;) — f(tj—1)| < M. Prova-se que

j=1
toda a fungdo de variagdo limitada tem um conjunto numerdvel de descontinuidades, sendo todas estas de
12 espécie, isto &, descontinuidades tipo salto. Assim, os limites f(t7) e f(¢7) existem e s3o finitos em
cada ponto t.



f(t) f(2t)

21 1 2 21 1 3t

Figura 1.1: Contrac¢do de uma fungdo f.

Da ortonormalidade das func¢des wy, segue-se, de imediato, que a expansdo em série de
Fourier (1.42) satisfaz a identidade de Parseval:

D lexP = [(f, ™)

keZ kEZ
1 2m
12 =5 [ 1r@Rde < oc. (1.44)
T Jo

Temos, assim, que a sequéncia dos coeficientes de Fourier de f € L2[O7 27] é de quadrado
somavel ou seja, estd no espaco ¢?(7Z). Reciprocamente, podemos provar que, dada uma

sequéncia (cx)rez € £?(Z), se considerarmos a série

Z cpet™ (1.45)

ela converge, no sentido da norma em L2?[0,27], para uma fun¢do f € L?[0,2x], isto é,
temos

> e = f(t) € L2[0, 2n1]. (1.46)

keZ
Além disso, a sequéncia dos coeficientes de Fourier dessa fun¢do f é precisamente a
sequéncia inicial (¢x)kez, ou seja, tem-se

1% —ikt

| f(t)e "™ dt = . (1.47)
Observacoes

1. A igualdade em (1.46) ndo é valida apenas no sentido da convergéncia em L2[0,27],

mas também para quase todo o ¢.



2. Se a sequéncia (cx)xez for absolutamente somdvel, isto é, estiver no espaco ¢1(Z),
entdo a série (1.45) converge absoluta e uniformemente, definindo, portanto, uma

funcdo periédica de periodo 27 e continua para todo o valor de t.

Atendendo a que

w(t) := e = cost + isent,

é usual referirmo-nos a fun¢do w(t) como uma onda de periodo 2w. De modo anidlogo,
wy(t) = e™* serd uma onda de periodo 2T. Se pensarmos na fungdo f(t) como represen-

tando um sinal (temporal) ! periédico, ent3o a sua série de Fourier
f(t) = Z cpettt

dad-nos a decomposicdo do sinal nas chamadas harmdnicas. Os termos correspondentes

a |k| = 1 sdo chamadas harménicas fundamentais e representam as ondas cujo periodo
é exactamente igual ao do sinal dado. Os termos correspondentes a |k| = 2,3,..., sdo
chamados, respectivamente, segundas, terceiras,. .., harménicas. A harménica hy = ckeikt

tem periodo wy = 2% e, portanto, em cada unidade de tempo, “executa’ & = % ciclos
F

completos. Assim, se t for, por exemplo, medido em segundos, dizemos que a harmédnica hj
tem uma frequéncia de % ciclos por segundo (c.p.s.). Em Engenharia, usa-se a terminologia
Hertz (Hz) para denotar c.p.s. Assim, o termo hy, tem uma frequéncia de % Hz. O nimero
k pode também ser interpretado como uma frequéncia angular do termo hy. A frequéncia
angular é medida em radianos por unidade de tempo. De facto, quando t “percorre " uma
unidade de tempo, o angulo kt “percorre” k radianos. A relagdo entre a frequéncia (medida

em Hz) e a frequéncia angular (medida em radianos por segundo) serd assim dada por

Frequéncia angular = 27 x Frequéncia

e Séries de Fourier para funcées de periodo geral

A teoria das séries de Fourier para fun¢des periddicas de periodo 27 pode, naturalmente,
extender-se para funcbes periddicas de periodo arbitrario. Se f é uma funcdo periddica de
periodo 27" (T > 0) de quadrado integravel (isto ¢, f € L?[~T,T]), entdo a sua série de

1 Caso em que a varidvel ¢ representard o tempo.



Fourier sera dada por

&)= cpe’* 7t (1.48)

keZ

onde
cr = 1/T f(t)e Tt at (1.49)

Neste caso, as funcdes e'*T ¢ formam uma base ortonormada de L?[—T, T, relativamente

ao produto interno

T
) =57 [ s (1.50

Dado um sinal f € L?[~T,T], o calculo dos seus coeficientes de Fourier através de (1.49)
constitui a chamada andlise de f, uma vez que esse cadlculo corresponde, por assim dizer,
a “analisar” o contetido em harménicas do sinal.

Dada a sequéncia (cg)rez dos seus coeficientes de Fourier, a representagdo (1.48)
constitui a chamada sintese do sinal, uma vez que se trata de “sintetizar” ou “reconstruir”
o sinal f, a custa das harménicas.

A série de Fourier da-nos o modelo base usado em sintese musical ou de voz. Dado um
sinal f, é primeiramente feita a andlise do seu conteido em harménicas, fazendo-se depois
a sintese do sinal, usando, como coeficientes, os coeficientes de Fourier obtidos na fase de
andlise. Dizemos, entdo, que o sinal foi reconstruido. Em geral, o sinal reconstruido ndo
coincide exactamente com o sinal original, por causa de erros (de arredondamento ou de
outro tipo) ou por uma questdo de economia. Por exemplo, se o sinal é muito “complicado”
(no sentido em que contém muitas harménicas), podemos, na fase de sintese, decidir ignorar
harmédnicas com frequéncia superior a um certo valor. Um exemplo do que se chama
processamento de sinal serd a modificacdo intencional do sinal original, aumentado, por
exemplo, o valor dos coeficientes correspondentes a determinadas frequéncias e suprimindo
outros coeficientes. Um exemplo do que constitui a chamada compressdo de sinal consiste
numa forma de processamento no qual o objectivo é aproximar o sinal original usando
t3o0 poucos coeficientes quanto possivel, sem sacrificar as qualidades do sinal consideradas
importantes. Todos estes conceitos se extendem para o uso de outras fun¢des que permitam

a “decomposicdo” (i.e., andlise) e “reconstrucdo” (i.e., sintese) do sinal. A escolha dessas
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fungdes (eventualmente, fungdes diferentes para a andlise e para a sintese) determina o

caracter da correspondente anélise, sintese, processamento ou compressao do sinal.

e Da série de Fourier a transformada de Fourier

Ao usarmos séries de Fourier, estamos limitados a funcdes definidas num certo intervalo
[-T,T] (e extendidas periodicamente para fora desse intervalo). Em muitas aplica¢des,
tem-se uma varidvel que percorre toda a recta real, isto é, estamos interessados, por exem-
plo, em fungdes de L2(R). Vejamos o que acontece, pelo menos formalmente, as férmulas
(1.48) e (1.49), quando T" — +o0.

Seja entdo f periddica de periodo 27", e sejam

h:% e  &i=kh, ke (1.51)

Temos, entao,

= che’f’“t, (1.52)

keZ
onde
1 [T y
= f(t)e et dt
2T/_T (*)
h [T .
:/ f(t)e ekt dt
:hgk7
com

/ f(t)e t et dt. (1.53)

Consideremos os valores gi, dados por (1.53), como valores de uma certa fung¢do g nos
pontos &, isto é, sejam g = g(&x), onde

_ % /TT F(H)e € dt. (1.54)

Temos, assim,

=Y hg(&)e't!

kEZ

=) g(&)e 1A, (1.55)

nkeZ



onde

A&y = &pr1 — &k = h.
A série (1.55) tem o aspecto formal de uma soma de Riemann para o integral de g(&)e'?.
Logo, de (1.55) e (1.54) obtemos formalmente, quando T' — +oo (isto é, quando h =
A& — 0),

f(t) = / g(€)e™ de, (1.56)
onde

_ % /_ T p)e i . (1.57)

E usual reescrever (1.56) — (1.57) como

£(t) = \/12? / 7 je)et de, (1.58)

onde

e it )
£(&) :== V2mg(€) W/ F(t) dt. (1.59)

A funcdo f(¢) definida por (1.59) é chamada Transformada (Integral) de Fourier da fungio
f e denotada, usualmente, por Ff, definindo (1.58) a chamada Transformada de Fourier
Inversa de f usualmente designada por .7-"*1]? ou f 12

1.2.2 Transformada de Fourier em L!(R)

As férmulas (1.58), (1.59) foram deduzidas formalmente através da passagem ao limite das
correspondentes férmulas das séries de Fourier.

A primeira questdo que se coloca, naturalmente, é a seguinte: para que tipo de funcdes
faz sentido definir a transformada de Fourier, isto é, usar a férmula (1.59)?

Uma classe de fungdes para as quais (1.59) estd, certamente, bem definida é a das
funcdes de L(R), uma vez que, sendo f € L*(R), se tem:

‘_W/ t)] e ™| dt = W/ (t)| dt < oo, VE.

12F necessario algum cuidado com as convencdes adoptadas para a definicio de transformada de Fourier
e sua inversa, ngs diferentes livros, p0|s elas nao s@ unlformes Por exemplo, outgas definicdes usuais

sio (F)(€) 5 o J(0e S dt e (FI(0) = & L € de ou (FAEO) = % [ dr e
(FR0 =% HOE de.




Note-se, no entanto, que a transformada de Fourier de uma funcdo de L!(R) n3o ests

necessariamente em L!(R). Por exemplo, consideremos a fun¢io

) 1, se |t| <1,
X _ =
=l 0, se |t| > 1,

a qual estd, naturalmente, em L!(R). A sua transformada de Fourier é dada por
X[_11] 2 o 2 sin¢
X[—l,l](ﬁ) = Esmc (&) := E T

e pode mostrar-se que esta fun¢do n3o é uma fungio do espago L*(R); veja, e.g. [Pri97,
pp. 112-113].
Embora as transformadas de fungdes de L!(IR) n3o estejam necessariamente em L1(R),

elas comportam-se “bem” noutros aspectos.

Teorema 1.1 Seja f € LY(R). Entdo:

(i) VR |F(OI< &S

1;

(ii) f é uma funcdo uniformemente continua em R;

~

(i) |f(€)] — 0 quando |{| — oo (Lema de Riemann-Lebesgue).

Teorema 1.2 Sejam f,g € L*(R). Entdo, Fgefqestioem LY(R) e tem-se

/_ " f(t)at)d = / " fo)g(x)de. (1.60)

Uma das propriedades notdveis da transformada de Fourier é a relagdo entre derivagdo e

multiplicagdo por um mondmio.

Teorema 1.3 (i) Seja f tal que tF f(t) € LY(R), parak =0,1...,m. Entdo, [ ém
vezes diferencidvel e

o —

]?(k)(g) = (_i)k(tk f)(g)v k=0,1,...,m. (1'61)

(i) Suponhamos que f € C"™(R)NL'(R) e que todas as derivadas f*); k = 1,2,...,m,
estio em L'(R). Entao,

— ~

FW(E) = (GOFF): k=1,2,...,m. (1.62)
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(iii) Se f € L*(R) tem suporte compacto, entdo f é infinitamente diferencidvel.

Segue-se uma lista de outras propriedades bdsicas da transformada de Fourier, cujas de-
monstra¢cdes podem, por exemplo, ser vistas em [Pri97].
Comegamos por introduzir trés operadores que usaremos com muita frequéncia ao longo

do curso:

Translagdo: T,f = f(-—a), a€R. (1.63)
Modulacdo: E,f = €“f(:), a€R. (1.64)
Dilatacdo: D,f la| Y2 f(-/a), a €R, a#0. (1.65)

(Note-se que chamamos operador de dilatagdo ao operador definido por (1.65), ainda que
o resultado possa corresponder (quando |a| > 1) a uma contracgdo da fungdo sobre o qual

actua.) Temos o seguinte resultado.

Teorema 1.4

Tof = E_of: E.f = T.f: Dof =D:7¥. (1.66)
e Produto de Convolucido
Dadas duas fungdes f,g € L*(R), entdo
(F9)®):= [ 1= 1)9(w) dv (L67)

existe (para quase todo o t) e define uma funcdo em L!(R), chamada produto de convolucdo
de f e g. Facilmente se verifica que o produto de convolugdo é comutativo e associativo.

Além disso, tem-se
Teorema 1.5 (Teorema da Convolugdo) Se f,g € L'(R), entdo
Jg=2rjg, (1.68)

ou seja, a transformada de Fourier transforma convolucdes em produtos.
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e O teorema da inversao de Fourier

Enunciamos agora o chamado Teorema de inversdo de Fourier, o qual estabelece a possi-
bilidade de recuperar a funcdo f da sua transformada de Fourier. Relembremos que, dada
uma fungdo g € LY(R), se chama transformada de Fourier inversa de g e se denota por §

ou F~1g a funcio definida por

5(t) = jz? / o).

O teorema da invers3o mostra que, se f e f estdo em L!(R), entdo a transformada inversa

de fé a prépria fungdo f.

Teorema 1.6 (Teorema da inversio) Se f € LY(R) e f € LX(R), entdo f é continua e

tem-se

£(t) = jﬂ / " e e, (1.69)

Nota O resultado (1.69) deve ser interpelado do seguinte modo: o integral do lado direito define
uma fungdo continua, a qual coincide com f (q.s.). A igualdade pontual é, portanto vélida para
todo o ¢t € R se considerarmos (como referimos anteriormente) a representante continua de f.

Como consequéncia imediata do teorema anterior, tem-se o seguinte teorema.

Teorema 1.7 (Teorema da Unicidade) Se f,g € L'(R) e f=74, entio f=g.

¢ Regularidade e decaimento
Pode também provar-se o seguinte resultado, que estabelece uma relacdo entre o de-

~

caimento de |f(£)| e a regularidade global de f.

Teorema 1.8 Se f € tal que

/OO F©I(1+ [¢[™)de < +oo, (1.70)

—00

entdo f é m vezes continuamente diferencidvel com derivadas limitadas.*> Em particular,

BMais rigorosamente, deveriamos dizer que f coincide Gs- com uma funcdo m vezes continuamente

diferencidvel cujas derivadas de ordem k sio dadas por \/% f‘;o(z'g)k?(g)eif‘dg.
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o resultado anterior verifica-se se existirem constantes K e ¢ > 0 tais que

K

F(&)] < T e (1.71)

Também se conclui de imediato do resultado anterior que, se f tem suporte compacto,

entdo f é infinitamente diferenciavel.

1.2.3 Transformada de Fourier em L?(R)

Como vimos, a transformada de Fourier de f € L}(R) n3o est4 necessariamente em L!(R).
A teoria é, assim, um pouco assimétrica. Isto motiva-nos a extender a definicdo de trans-
formada de Fourier ao espaco LZ(R), das fun¢bes mensuraveis de quadrado integravel. A
primeira dificuldade é que, estando f em L2(R), mas n3o em L!(R), o integral que define
a transformada de Fourier (1.59) n3o existe. A transformada de Fourier para f € L?(R)
vai ser definida como um limite de transformadas de fun¢des de L}(R) N L?(R).

O teorema seguinte mostra-nos que o produto interno e a norma em L?(R) s3o preser-

vados pela transformada de Fourier.

Teorema 1.9 (Férmulas de Parseval e Plancherel) Se f,g € L'(R) N L?(R), entdo
tem-se a seguinte férmula de Parseval:

(f.9) = ([,
isto é, - -
/ F()g(E) dt = / 7(6) 7€) de. (172)

Em particular, € valida a seguinte identidade, conhecida por identidade de Plancherel:

171 = 171 (1.73)

O conjunto L*(R) N L?(R) é denso em L?(R). Assim, dada qualquer funcdo f € L?(R),
existe uma sucess3o (f,)nen de fungdes de L1(R) N L?(R) convergente para f, isto ¢, tal
que lim,—oo || fn — f|| = 0. Sendo (fy,)nen convergente, sera de Cauchy, ou seja, teremos
| fn—fm| — 0 quando n,m — co. Entdo, ter-se-3, aplicando a linearidade da transformada

de Fourier e a formula de Plancherel

1Fn = Fnll = 1 = Fo)ll = 1 fn = Fonlls
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0 que mostra que a sucessao (ﬁ)neN, formada pelas transformadas de Fourier das funcdes
(fn)nen, é uma sucessdo de Cauchy. Como L?(R) é completo, esta sucess3o convergird,
entdo, para uma certa funcio de L?(R): serd natural chamar a esta fungdo limite 14
Transformada de Fourier da funcio f e denotd-la por Ff ou f como habitualmente. Uma
forma possivel de escolher as fungbes f,, € tomar f, = f-X[_pn,,], Onde x4 designa a fungdo
caracteristica do conjunto A. Se escrevermos l.i.m. g, (t) = g(t) com o significado de que

lgn — gll2 — 0 quando n — oc!®, podemos ent3o escrever que

F(€) = Lim.fn(€) = FI i.m. f( )e %t dt.

Com um abuso de notacdo conveniente, continuaremos, no entanto, a escrever, quando
f e L*(R),

(FNEQ) =16 = o / F(t)e dt, (1.74)

com o entendimento de que se trata de um processo limite como descrevemos acima.
Convém referir que esta extensdo da transformada de Fourier a L?(R) satisfaz as

férmulas de Plancherel-Parseval e, de um modo geral, as propriedades anteriormente refe-

ridas para transformadas de fungdes em L!(R). Existe também um teorema de invers3o,

que pode ser enunciado na seguinte forma:

Teorema 1.10 (Teorema de inversdo em L?(R)) A transformada de Fourier é um ope-
rador linear bijectivo de L?(R) em L?(R), sendo, portanto invertivel. Temos que, para
f € L*(R)

F(8) = L mf 3 GG

1.2.4 Espaco de Schwartz. Transformada de Fourier de distribuicoes temperadas

Definicao 1.5 Diz-se que uma fungdo f : R — C ¢é de decrescimento rapido no infinito ou
decai rapidamente se, para todo p € Ny,

lim |tPf(t)] = 0. (1.75)

[t|—o0

*De notar que a fungdo limite depende apenas de f e ndo da sucessio particular (f,)nen escolhida.

%] i.m. é usado para designar “limit in the mean”, em inglés.
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Como exemplo de uma fun¢do de decaimento rapido, tem-se a fun¢do definida por f(t) =

eIt

Definicao 1.6 (Espaco de Schwartz) Denotemos por S(R) ou simplesmente S o con-
junto de todas as fungbes f : R — C que satisfazem as seguintes propriedades:

(i) f € infinitamente diferencidvel;
(ii) f e todas as suas derivadas decaem rapidamente.

Trata-se de um espaco vectorial complexo que se designa por espaco de Schwartz.1®

Note-se que uma funcdo f pertence ao espaco S se e s6 se, dados quaisquer inteiros

p,q > 0, existe uma constante M, ;, < oo (dependente de p e ¢) tal que

igﬂg{‘tpf@(t)‘} < Mg (1.76)

O espaco S satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Se f €S, entdo tPf(9) € S, para quaisquer p, q € No;
(i) S é um subespaco do espaco L}(R);
(iii) dada uma fungdo f € S, a sua transformada de Fourier festé também em S.

Como exemplos de funcdes em S, temos todas as funcdes da forma f(t) = P(t)e " +ift

com P(t) um polinémio e a > 0.

Definicao 1.7 (Convergéncia no espagco S) Dizemos que uma sucessio ( fy,)nen de fungées
de S converge (em S) para 0 quando n tende para infinito e escrevemos f, — 0 em S se

lim sup tpf,gq)(t)’ =0,

00 teR

para quaisquer p,q € No. Diremos que (f,)nen converge para uma fungdo f € S, se
fn—f—0emS.

18] aurent Schwartz (1915 — ), matemitico francs a quem se deve o desenvolvimento da teoria das
distribui¢cdes; [Sch51]. Schwartz recebeu a medalha Fields em 1950.
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Definicao 1.8 (Distribuicao temperada) Chama-se distribuicdo temperada a qualquer
funcional linear continuo definido em S. Mais precisamente, T é uma distribuicdo tempe-

rada, se:
(i) T:§ —C,;
(i) T € linear;

(ii) fn, = 0emS = (T, f,) — 0 em C, onde usamos a notacdo (T, ¢) para denotar

o valor de T em ¢.1"

O conjunto das distribuicbes temperadas é denotado por S'(R) ou apenas S'.

Exemplo 1.1 Funcoes de S como distribuicées temperadas Se f for uma funcio de

S, entdo € fdcil de verificar que o funcional linear Ty definido por

(T70)= [ 1ot oes. (L77)

€ uma distribuicio temperada. Além disso, a aplicacdo que a cada f € S associa Ty é
linear e tem-se
Ty=Ty & f=g

Assim, faz sentido identificar a distribuicio Ty com a fungdo f (univocamente determinada)
que lhe da origem e considerar S como um subconjunto de S’, usando o mesmo simbolo

para denotar quer a funcdo de S quer a distribuicio temperada associada.

N&o é necessario que f € S para que a férmula (1.77) defina uma distribui¢do temperada.
Tal sera verdade se, por exemplo, f for uma funcdo de crescimento lento, isto é, se existir

uma constante C' e um inteiro N € N tais que
fB<C+#)N, teR.

Em particular, toda a funcdo polinomial pode ser “vista”como uma distribuicio tempe-

rada. Também se pode mostrar que todas as fun¢des de LP(R), p > 1, sdo distribuicdes

"Uma notacio mais frequente para denotar o valor de T em ¢ é (T, ¢). Porque reservdmos essa nota¢io
para o produto interno em LQ(R), optdmos por preferir a notacdo acima.
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temperadas; veja, e.g., [GW98, p.286]. Por influéncia dos exemplos anteriores, costuma
o0

escrever-se / T(t)¢p(t)dt para denotar o valor da distribuicdo T em ¢, isto é, costuma
—0o0
escrever-se simbolicamente

(T.6) = / T TW0e(t)dt (1.78)

—0
Exemplo 1.2 “Fungao " J-Dirac

Nem todas as distribuicbes temperadas, no entanto, sdo do tipo anterior. Provavel-
mente, o exemplo mais conhecido de uma distribuicdo temperada que ndo é desse tipo, é
o chamado §-Dirac concentrado no ponto a, definido por

(5a7 gb) = ¢(a)’ peS. (179)

Se a = 0, escreve-se, simplesmente, § para designar dg.

Nota De acordo com a nota anterior, é usual escrever-se
| awotdt= o).

No entanto, como dissemos, trata-se apenas de uma notacido simbdlica para dizer que o -Dirac
aplicado a uma fung¢3do de S da o valor dessa funcdo em t = 0.

Exemplo 1.3 Pente de Dirac
A férmula

(T,¢):=> ¢(ka), ¢€S (1.80)

kEZ

define uma distribuicio temperada, normalmente denotada por A, ou Z(Ska e chamada

kEZ
pente de Dirac.

e Operacées com distribuices temperadas

Definicao 1.9 (Derivada de uma distribuicao temperada) Se T é uma distribuicio tem-
perada, a derivada de T é a distribuicido T' definida por

(T ¢) = —(T,¢'), peS. (1.81)
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Assim, tem-se, por exemplo

(0.¢)=—(0.4)=—¢'(0) (6@, ¢) = (—1)P¢)(0).

Note-se que, se Ty é uma distribuicdo temperada associada a uma funcdo f € S, entdo

(Th6) = —(Tp,¢) = / £(t) (1.82)
D% + / F(®)6(0)de (183)
- / Pt = (T, ) (184)

ou seja, a sua derivada como distribuicdo temperada coincide com a (distribuigdo temperada
associada a) derivada de f.

Para além da diferenciacio, definem-se uma série de operacdes em S’. A ideia é, de um
modo geral, a mesma. Uma operacdo em S ¢é transladada para a correspondente operacdo
em S’ observando primeiro o que acontece com as funcdes de S e extendendo-a depois
para S’. Por exemplo, tem-se a seguinte definic3o.

Definicao 1.10 (Translacdo de uma distribuicdo) Dada uma distribuicio temperada T,

chama-se translacdo de T por a, e designa-se por T, T, a distribuicdo definida por
(T.T,0) = (T.T_u0), GE€S. (1.85)

onde T, f := f(- — a) € o operador de translagdo definido (para funcées) por (1.63).

De igual modo, temos a seguinte definicdo de dilatagcdo de uma distribuicdo temperada:

Definicao 1.11 (Dilatacao de uma distribuicao) Dada uma distribuicdo temperada T,
chama-se dilatacdo por a de T, e designa-se por D, T, a distribuicdo definida por

(DaT> qb) = (Tle/a¢)a ¢ €S, (186)
onde D, f := |a|~Y/2f(-/a) é o operador de dilatacio definido (para funcées) por (1.65).

A multiplicacdo de uma distribuicdo T por uma funcdo infinitamente diferencidvel de cres-

cimento lento f(t) é definida por

(fT,¢) = (T, f9) (1.87)
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Definicao 1.12 (Transformada de Fourier de distribuicées temperadas) A transformada
de Fourier de uma distribuicdo temperada T € a distribuicdo T definida por

(T.¢) = (T.0), €S, (1.88)
onde gg designa a transformada de Fourier de ¢.

Note-se que, se f € S e T for a distribuicdo temperada associada a f através do uso da
férmula (1.77), ter-se-a:

(Tr.¢) = (T7.9)
— / F(0)d(t)dt

_ \/12? /_Z f(t) (/_Z e—itxgb(x)dx) dt

_ \/1277 /_ Z ( /_ Z ¢t f(t)dt) o(z)dx
— [ F@otads = (Ty.0)

Vemos, assim, que se f € S, a sua transformada de Fourier como distribuicdo temperada

é precisamente a sua transformada de Fourier usual.

Nota Ao estabelecermos o resultado anterior, foi efectuada uma mudanca de ordem de integracdo,
justificavel por aplicacio do Teorema de Fubini-Tonelli. 18

8 Teorema de Fubini-Tonelli: Suponha que f : R?> — C é mensurével.

1. Se f é ndo negativa, entdo
z zZ Z z Z

J(z,y)dzdy = f(z,y)dy dx = f(z,y)dz  dy.
R2 R R R R

(Note-se que os trés integrais podem ser iguais a +00.)

2. Se f é integravel em R?, entdo a fungdo z — f(x,y) é integravel para quase todo o ¥, a funcdo
y — f(z,y) é integrdvel para quase todo o x e os trés integrais acima s3o finitos e iguais.

3. f éintegrével em R? se e s6 se um dos dois integrais
zZ Z zZz Z

[f(z,y)|dy dz ou [f(z,y)ldz  dy
R R R

é finito.



Exemplo 1.4 Transformada de Fourier do -Dirac
Temos

~ ~

(6.6) = (6,9)
= ¢(0

- \/12? / T 1 et

Isto significa que § é a distribuicdo temperada associada a fun¢do constante \/% ou seja,

temos ;5\: T1 Nzt Costumamos, apenas, escrever
§=1/V2r

com o significado anterior. De modo anadlogo

(6®),¢) = (5V),9)
= (-1"6(0),

(1.89)

ou seja, temos

— o —

(00),¢) = (=1)"[(=it)’¢(£)](0)

1 o
= (=1)? / —it)Po(t)dt
(17 = [ (ityetn)
1 oo
= — it o(t)dt.
Assim,
5P =T .
\/%(zt)m
0 que costuma escrever-se, simplesmente, como
50) = —L_(it)e.
V2T

e Foérmula de inversao
Definimos a transformada de Fourier inversa de uma distribuicio temperada 7', e deno-
tamos por F~1(T) ou T, por

(FUT),¢) = (T,9) = (T.4), ¢€S, (1.90)
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onde ¢ designa a transformada de Fourier inversa de ¢. Entdo, tem-se o seguinte resultado
FYT)=T.
Em particular, obtém-se, de (1.89),

§=F HTy)ymm) (1.91)

que se costuma escrever, formalmente, como

5(t) = % / b ewtae. (1.92)

—0o0

Definicao 1.13 (Convergéncia em S’) Diz-se que uma sucessdo de distribuicdes tempe-

radas (Ty,)nen converge para uma distribuicdo temperada T se
(Ths¢) — (T, ¢), VoeS.

1.2.5 Distribuicoes periddicas. Formula da soma de Poisson

Definicao 1.14 (Distribuicao periédica) Uma distribuicdo temperada T diz-se periddica
de periodo a # 0 se
T, T=T.

Exemplo 1.5 (i) Tolp = dgtp-

(ii) O “pente de Dirac”Aa(¢) = > _1.cz @(ka) € uma distribuicdo periddica de periodo

a.

O resultado seguinte é muito importante, sendo usado diversas vezes neste textos.

Teorema 1.11 (Férmula da soma de Poisson) Seja f € L(R). Para a > 0, definamos

{Paf}(t) = f(t+ ka). (1.93)

keZ

Entdo:



(i) A série definida por (1.93) converge (no sentido da norma em L*[0,a]) para uma

fungcdo periddica de periodo a, ou seja, para uma fun¢do do espago Ll[O, al.

(ii) Os coeficientes de Fourier dessa funcdo P, f sdo dados por ‘/27]?(2’“—”) isto é

a a

cr(Paf) = 2 /0 P Y ()2t gy vr f(m> '

a a

Nas condi¢cdes do teorema anterior, a série de Fourier de P, f é dada por

\/ﬂ Zf(m> ei2k7rt/a‘ (1.94)

a a
keZ

Tem-se, entdo, a seguinte igualdade no sentido das distribuicées'®:

Zf(t + ka) — \/? Zf(?ﬁ) €i2k7rt/a. (195)

keZ keZ

Se, adicionalmente, f' € L!(R) (onde a derivada de f é tomada no sentido das distri-
buicdes), a igualdade (1.95) é vélida para todo o ¢ € R. Mais precisamente, a série do lado
esquerdo converge uniformemente em R para uma funcgdo periddica e continua F' e a série
de Fourier de F' (que é a série do lado direito da igualdade) converge uniformemente para

F em R. Em particular, ter-se-a, nesse caso

Y f(k) = Vary_ f(2rk) (1.96)

keZ keZ

Por exemplo, uma condi¢do suficiente para garantir a igualdade (1.95) em todo o ponto é
que f seja tal que |f(t)| < Olt| 1< e |f(£)| < C|¢]717¢ para um certo € > 0.

O resumo aqui apresentado sobre distribuicdes (temperadas) e transformadas de Fourier
dessas distribuicdes foi, necessariamente muito breve; para mais pormenores e resultados
sobre este assunto aconselhamos, e.g. [Ben97].

Blsto &, a igualdade é vélida interpretando cada um dos membros como elementos do espaco S'.
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1.3 Exercicios

Exercicio 1.1. Seja H um espa¢o vectorial complexo com produto interno (-, -) e seja || - ||

[[ull :== v/ {u,u). (1.97)

a) Prove que é valida a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

a func3o definida em H por

[(u, 0)| < flullllvfl,  Vu,v € H. (1.98)
b) Use o resultado anterior para mostrar que é valida a desigualdade triangular.
lu+ ol < flull + [lvfl,  Vu,v e H. (1.99)

c) Mostre, entdo, que a fungdo definida por (1.97) é uma norma em H.
d) Estabelega condi¢des sob as quais se tem igualdade em (1.98) e em (1.99).

e) Mostre que || - || satisfaz a regra do paralelogramo:
2 2
lu+ v + [lu = vl = 2 (Jlul® + [lv]?) .
Exercicio 1.2. Considere o espaco ¢P(N) das sucessdes complexas (uy )nen tais que Y - |un [P <

Jully = (Z \un\p> "

neN

00, CoOm norma

Mostre que, se p # 2, a norma || - ||, ndo deriva de nenhum produto interno.

Sugestdo: Considere as sucessdes u = (1,1,0,0,...) e v = (1,-1,0,0,...) e mostre

que n3o é vélida a regra do paralelogramo.

Exercicio 1.3. Mostre que, se a norma || - || deriva de um produto interno (-, -) (isto é, se
é definida por (1.97)), entdo é vélida a seguinte igualdade, conhecida por Identidade
de Polarizac3o:

1 2 2 i 2 2
(u,0) = 7 (le o = flu = vl*) + 7 (lu+w|* = flu—iv]?) .
Exercicio 1.4. Mostre que num espa¢o de Hilbert H, o produto interno é uma fung¢do

continua, isto é, se u, — u, entdo (u,,v) — (u,v), Vv € H.
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Exercicio 1.5. Seja H um espa¢o de Hilbert com produto interno (-,-), e seja (€n)nen
uma sequéncia ortonormada de elementos de H. Dado h € H, mostre que o vector
u = h —y, onde y é dado por

N
y= Z<h> 6n>en
n=1
é ortogonal ao subespa¢o de H gerado por {e1,e2,...,en}.
Exercicio 1.6. Seja {e1,e2,...,en} um conjunto ortonormado num espa¢o de Hilbert H.

Seja h um elemento fixo de H e y = fBie1 + ... + Oyen. Entdo, |h — y| depende
de f1,...,n. Mostre que || — y|| é minimo se e sé se 3; = (h,e;), j=1,...,N.

Exercicio 1.7. Para cada k € Z, seja ex = ((ex)i)icz a sequéncia de ¢2(Z) definida por
(ex)i = 6. Mostre que (ex)rez € uma base de Hilbert de ¢?(Z), isto é, uma

sequéncia ortonormada e completa.

Exercicio 1.8. Mostre que, se (ep)nen € uma base ortonormada de um espago de Hilbert
H, entado

(u,v) = Z(u, en) (v, en).

neN

Exercicio 1.9. Seja H um espag¢o de Hilbert e seja (ey,)nen uma base ortonormada de H.

a) Considere a sequéncia (2e1,€e2,e3...). Diga, justificando, se trata de um refe-

rencial e, em caso afirmativo, verifique se é exacto e/ou fechado.

b) Diga, justificando, se a sequéncia (e1,e2/2,e3/3,...) é ou ndo um referencial.
Exercicio 1.10. Seja H um espaco de Hilbert e seja M um subespaco fechado de H.

a) Mostre que o conjunto
M+ :={heH: (hym)=0, Yme M}

é um subespaco fechado de H.

b) Mostre que
MaMt={0} e (MHt=M
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Exercicio 1.11. Seja H um espaco de Hilbert, M um seu subespaco fechado e seja Py :
H — M o operador de projeccdo ortogonal de H em M. Prove que P, satisfaz
as seguintes propriedades:

(i) Py é um operador linear limitado;
(i) Pas é sobrejectivo;
(i) KerPy = M*;
(iv) Py é idempotente.
Exercicio 1.12. Seja H um espac¢o de Hilbert, M um seu subespago fechadoe P: H —

M um operador linear. Prove que P é o operador de projeccao ortogonal de H em
M se e sése (h— Ph) € M+, Vhe H.

Exercicio 1.13. Seja H um espaco de Hilbert e sejam M7 e M dois subespacos fechados de
H tais que M1 C M. Designando por P; e P> os operadores de projeccdo ortogonal

de H nos subespacos M7 e M, respectivamente, prove que:
(i) PLP,=P, P =P
(i) P> — Pp é o operador de projecgdo ortogonal de H no complemento ortogonal
de M7 em Mo, isto é, em W7 = MlL N Mos.
Exercicio 1.14. Considere a fun¢do f(t) = x[-1,1]-
Use o Teorema de inversdo para justificar por que razdo a transformada de Fourier de

f n3o pode ser uma fungdo de L!(R). Determine a transformada de Fourier de f.

Exercicio 1.15. Determine a transformada de Fourier das seguintes funcdes:

a) ft)=el
b) g(t) = e tu(t), onde u(t) designa a fungio de salto unitario (ou de Heaviside),
definida por: u(t) =0 parat <0eu(t) =1, parat > 1.

c) h(t) = max{1 — [t|,0}.

Exercicio 1.16. Mostre que, se f,g € L*(R), entdo fg e fg pertencem a LY(R) e

~

/ " p(0)ae)d = / " F)elt).
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Exercicio 1.17. Considere a funcdo Gaussiana g(t) = e~*/2,

a) Mostre que g satisfaz a equacio diferencial ¢'(t) + tg(t) = 0.

b) Use as propriedades da transformada de Fourier para mostrar que g satisfaz
g +¢g(§) =0.

c) Mostre, entdo, que

§(€) = Ce™'/2
onde C = g(0).
d) Tendo em conta que ffooo e~ /2dy = v/ 27, conclua, finalmente, que
g=y.

Exercicio 1.18. Considere os operadores de translacio T, modulacdo E, e dilatacdo D,
definidos, em L?(R), por

T.f = f(-—a), E.f:=€e%f(), Dof = |a\_1/2f(-/a).

a) Mostre que se trata de operadores lineares.

b) Designando por L, qualquer desses operadores, mostre que

ILafll2 = Ifll2,  ¥f € L3(R).

c) Verifique que T,D, = DTy, € DTy = Typ D
d) Prove que:
T.f =E-of, Euf =T.f, Daf = Dyjuf-

Exercicio 1.19. Determine, usando propriedades da transformada de Fourier e algumas
transformadas ja calculadas, a transformada de Fourier das seguintes fung¢des:

a) f(t) = Xap
b) g(t)=ell;  a>o0.
c) h(t) = e a > 0.



Exercicio 1.20. Use transformadas de Fourier para estabelecer os seguintes resultados:

© sin2¢ © sindt 3T  gin*t 21
dt = ; —dt = —; dt = —.
/_Oo 2 m /_Oo 3 4 /_oo # 3

Sugestdo: Pode usar a férmula de Parseval.

Exercicio 1.21. Fungbes de Hermite

Considere as funcdes h,, definidas por

_ (=1)" t2/2 " _p.
nl C 0 amt

n € No. (1.100)

a) Mostre que
VneNg A (t) =thn(t) — (n + 1)hpia(t).

b) Usando as propriedades da transformada de Fourier, mostre que

1 —~

Tns2(8) = = =7 (i (€) = i(hn) ()

c) Mostre que ho(&) = ho(&) e estabeleca, entdo, por indugdo, o seguinte resultado

—

By = (—i)" . (1.101)

Nota: O resultado (1.101) significa que as fun¢des h,,, n € Ny, sdo fungdes préprias

da transformada de Fourier, associadas aos valores préprios (—i)™.

Exercicio 1.22.  a) Invoque a ajuda do Mathematica para obter informag3do sobre a fungdo
FourierTransform. Em particular, tenha em atenc3o a convencdo adoptada para
a transformada de Fourier e veja como usar FourierParameters. Faca o mesmo

estudo para a funcio InverseFourier Transform.

b) Determine, usando o Mathematica, a transformada de Fourier de cada uma das

seguintes func¢des:

(i) f(t) = X111

(i) g(t) =e ", a>0;

(i) h(t)=e" acR;

(iv) p(t) = e~%u(t), a > 0, onde u(t) é a fungdo de salto unitario.

c) Determine a transformada de Fourier da distribui¢do J-Dirac.






Transformada de Fourier com janela

Transformada continua com éndula

2.1 Transformada de Fourier com janela

2.1.1 Algumas notacoes de processamento de sinal

Um sinal analégico (ou de tempo continuo) é simplesmente uma fun¢do f mensurdvel
definida em R. Em geral, reserva-se o simbolo t para designar a variavel “tempo”, isto é,
escreve-se f(t), sendo o dominio de f referido como dominio temporal. !

Dado um sinal analégico f, a sua energia é medida por

IR (2.1)

A grande maioria dos sinais de interesse em engenharia s3o sinais com energia finita, isto
¢, sdo elementos do espacgo LZ(]R). Dado um sinal de energia finita, a sua transformada de

Fourier

~

FO= 1710 = = [ s (22)

'Na pratica, os sinais analdgicos de interesse sdo sempre funcdes continuas ou, pelo menos, funcdes
seccionalmente continuas.

Em oposicdo aos sinais em tempo continuo, temos os sinais em tempo discreto, ou sinais digitais. Estes
s3o fungdes de varidvel discreta (sequéncias indexadas por Z, geralmente).
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da-nos o chamado espectro desse sinal, sendo & a varidvel que representa a frequéncia. 2

Um sinal é dito de banda limitada, se

f(&)=0, para [¢]>Q, (2.3)

para um certo Q > 0. Ao valor w = Q/27, onde Q é o menor valor para o qual (2.3) se
verifica, chamamos largura de banda do sinal.

Um filtro (ou mais precisamente um filtro analdgico linear) é, geralmente, definido
através da convolugdo, no dominio do tempo, com uma certa fungdo h(t), isto ¢, dado o
sinal f e o filtro h(t) calculamos o sinal “filtrado” g(t) através de

o0

o(t) = (h+ F)(t) = /

—00

e e}
h(z)f(t — x)dx = / f(z)h(t — x)dx. (2.4)
Atendendo ao teorema da convolugdo, tem-se

(&) = V2rH(€) f(©),

onde H(§) = E(f) é a chamada fungdo de transferéncia do filtro h. Dependendo do
comportamento da fun¢do de transferéncia H(§) = ﬁ({) distinguimos os filtros do seguinte

modo:

(i) Filtros passa-baixo: se H(£) ~ x[_4,4] (atenuam as altas frequéncias) 3
(i)  Filtros passa-alto: se H(§) ~ 1 — x[_4,4] (atenuam as baixas frequéncias)

(iii)  Filtros passa-banda: se H (&) ~ X{¢:4,<|¢|<A,} (Para examinar a banda de frequéncia
entre A; e Aj)

2Como j4 referimos anteriormente, esta é mais precisamente a frequéncia angular; a medida de frequéncia
é normalmente dada, em Hz, por {/27. Por essa mesma raz3o, erg processamento de sinal, a transformada
de Fourier é muitas vezes definida através da férmula B(w) = ™ f(t)e®®™“*dt, designando entdo w a

frequéncia.

— 00

*Um filtro passa-baixo ideal seria tal que H (&) = x[—,4]; note-se que esta condicdo implica que h(t) =
%*th; um filtro h(t) diz-se realizvel (ou causal) se supp f C [to, 00) = supp (hf) C [to,0),Vio € R;
esta propriedade é completamente natural para um sistema fisico em que a varidvel seja o tempo; diz-nos
que a resposta num certo instante ¢ depende apenas do que se passou antes de t; a causalidade é necessaria
para que o sistema seja fisicamente realizdvel. Pode mostrar-se que uma condigdo n/s para que um filtro
seja realizdvel é que seu suporte esteja contido em [0, c0); isto ndo se verifica para um filtro passa-baixo

ideal, pelo que podemos concluir que um filtro passa-baixo ideal ndo é um filtro realizavel.
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2.1.2 Transformada de Fourier com janela

Se recordarmos a expressdo da transformada de Fourier

e = 1 [T et
fle) = o= / e,

vemos que o valor de f em “todo o tempo” contribui para o cdlculo dessa transformada e
é, portanto, dificil obter informac3o local sobre f a partir do conhecimento da sua transfor-
mada de Fourier. Em teoria, o sinal f pode ser sempre reconstruido, sabido o seu espectro,

usando a transformada de Fourier inversa, ou seja, temos

£(t) = ¢127 / o), (2.5)

pelo que n3o ha perda de informac3ao sobre o sinal ao calcular a sua transformada de Fourier.
Na representacdo espectral de um sinal n3o é possivel, todavia, “ler’ qualquer informac3o
sobre o comportamento desse sinal no tempo. Se f é um sinal de duracdo finita 4, o
espectro n3o indica o inicio e final temporal desse sinal. Também, se o sinal tem uma
singularidade, o instante onde esta ocorre estd “escondido” em f\

Em muitas aplicagdes, tais como andlise de sinais ndo-estacionarios (isto é, sinais cujas
frequéncias evoluem de forma significativa com o tempo) ou processamento de sinal em
tempo real, a simples utilizacdo da transformada de Fourier ndo é adequada.

Gostariamos, assim, de dispor de uma ferramenta analitica que nos fornecesse in-
formacgdo sobre f simultaneamente no tempo e na frequéncia, ou seja, associar uma certa
fungdo Rf(t,&) ao sinal f, que nos dissesse quanto frequéncias préximas de & contribuem
para o sinal f num certo intervalo em torno do instante de t. A uma func3do deste tipo
chamamos representacio tempo-frequéncia ou representacdo no espaco de fase de f. Ao
conjunto de pontos {(t,£) : t,£ € R} chamamos plano tempo-frequéncia ou espaco de
fase. Note-se que o conceito de representacdo tempo-frequéncia estd “definido”de um
modo vago.

Um processo cldssico de obter localizagdo de frequéncias no tempo é utilizar a cha-
mada transformada de Fourier com janela ou transformada de Fourier em tempo curto.

5 Neste caso, é escolhida previamente uma certa funcio g que seja bem localizada no

*Por outras palavras, se supp f é compacto

SEm inglés, Short Time Fourier Transform, geralmente abreviada para STFT.
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tempo (isto é, que decaia rapidamente para zero quando |t| — o0) e que seja também
bem localizada na frequéncia (isto é, tal que a sua transformada de Fourier g(£) também
decaia para zero quando |[¢| — o0). Esta funcdo, vulgarmente chamada janela, é entdo
transladada e multiplicada por f, de modo a permitir seleccionar pequenas seccdes dessa
func3o, determinando-se depois a transformada de Fourier de cada uma delas. Comecamos
por introduzir a seguinte definicdo.

Defini¢do 2.1 (Funcdo janela) Dizemos que uma funcdo g € L?(R) é uma janela no
tempo se for tal que tg(t) € L?(R); dizemos que g é uma janela na frequéncia se £g(€) €
L?(R). A uma funcdo que seja simultaneamente uma janela no tempo e na frequéncia,
chamaremos simplesmente fungao janela.

Nota
(i) Note-se que, se g € L?(R) e tg € L?*(R), também |t|'/2g € L?(R).

(i) Como ﬁ € L?(R), segue-se, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, que ﬁ(l+|t|)g(t) =
g(t) € LY(R). Assim, se g é uma funcdo janela, g € L}(R) N L?(R).

(iii) Do mesmo modo, § € L}(R) N L?(R). Mas, sendo g uma fungdo de L'(R), segue-se que g
é uma funcdo continua. Além disso,

€9(¢) € L*(R) = i€g(¢) € L*(R) = {F'}igg(&)](t) = ¢'(t) € L*(R).

Logo, se g é uma fungdo janela, a sua derivada estd em L?(R).

Como exemplos tipicos de funcdes janela, muitas vezes utilizadas, temos as fun¢Ges
Gaussianas

Ga(t) =" a > 0.

Definicao 2.2 (Centro e raio) Sendo g uma janela no tempo, entdo as seguintes quan-
tidades

wim e [ tatPas (2:6)
€ o 1/2
oim oo [ =Pl ar) (27)

sdo finitas. Elas definem, respectivamente, os chamados centro e raio de g. Sendo g uma
Jjanela na frequéncia, definem-se, de modo andlogo, o centro e o raio de g, que denotaremos
por Ji e o, respectivamente.



A quantidade p é a média da fung¢do de distribuicdo definida por W|g(t)|2, sendo o o
respectivo desvio médio quadratico.

O raio ¢ é uma medida da concentracdo de g em torno do seu centro u, isto é, o
intervalo [ — o, u + o] dd-nos uma indicagdo do conjunto onde g atinge os valores n3o
nulos “mais significativos”. O intervalo [fi — @, i + 0] desempenha o mesmo papel para a
funcso .

Dada uma fung3o janela g, considere-se o funcional linear I'y : L?(R) — C definido por

M(f)=1(f.9), [feL*R) (2.8)

Entdo, Iy produz, para cada fungdo f € L?(R), um nidmero, o qual nos d4 uma certa
informac3o acerca de f. 7 Temos, entdo

1) =(f9)
/f

pto
~ / F(t)g)dt.

—0

Mas, atendendo a férmula de Parseval,

Assim, a regido rectangular
[,U,—O',M—FO']X[//J\,—&,//I—FG] (29)

é a regido do plano tempo-frequéncia onde I';(f) dd informacdo significativa acerca de f
e ]? A regido (2.9) é chamada janela tempo-frequéncia ou diagrama de Heisenberg de g.

Se g é uma fungdo janela com centro p e raio o, entdo a quantidade 20, isto é, a largura

5Se a funcdo g tem suporte compacto [-A, A], entdo poder-se-ia pensar que uma melhor medida de
localizagdo de g seria a amplitude dos seu suporte; no entanto, devemos notar que, se g tem suporte
compacto, entdo B ndo pode ter suporte compacto, pelo que nio poderiamos usar o mesmo tipo de medida
de localizagdo para B; por esse motivo se escolhem as varidncias de g e h como medidas razodveis de
localizag3o.

"De certo modo, a grandeza desse nimero di-nos uma medida da “semelhanca”entre f e g.



p—o I pt+o

Figura 2.1: Diagrama de Heisenberg

da janela (2.9) é vulgarmente chamada duracdo RMS de g. A altura da janela (2.9), isto
é, a quantidade 20 é dita largura de banda RMS de g.
Se g é uma fun¢3o janela, entdo dizemos que g estd localizada em torno do ponto (u, ft)

do plano tempo-frequéncia com incerteza dada por

v(g) :==o0. (2.10)

A incerteza de uma fung¢do janela é uma quantidade limitada inferiormente. De facto,
tem-se o resultado seguinte (cuja demonstragdo, para certo tipo de fungGes, estd proposta

como exercicio no final do capitulo).

Teorema 2.1 (Principio de Incerteza de Heisenberg) Seja g uma funcio de L?(R) tal

que ||g|l2 = 1. Entdo

o0 o0 1

| -wllaoPax [ (¢~ aPaOPE = 5 VoGeR @)
—00 —00

A desigualdade (2.11) mostra que uma fungdo g e a sua transformada de Fourier g n3o

podem ser ambas muito concentradas, significando, portanto que teremos sempre que

escolher entre uma boa precisdo no tempo ou uma boa precisdo na frequéncia. Assim, o

principio de incerteza de Heisenberg estabelece um limite a capacidade da determinacgao
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instantanea de frequéncias.  Pode também provar-se que o limite inferior na desigualdade
(2.11) é atingido se e s6 se g for a Gaussiana g(t) = 7~ Y/4e it~ (1=10)*/2,

Se g for uma fung3o janela, com centro u e raio o, entdo facilmente se verifica que
qualquer um dos operadores de translagdo, modulagdo e dilatagdo definidos por (1.63) —

(1.65) transforma g em fungdes janela. Além disso, tem-se:

w(Tag) = p+a, w(Eag)=p, (Dag)=ap (2.12)

0(Tag) =0, 0(Eug) =0, o(Dug)=la|o. (2.13)

Definicao 2.3 (Transformada de Fourier com janela g) Dada uma funco janela g, chama-
-se transformada de Fourier com janela g de f a funcdo bi-dimensional definida por:

{FofH(1,€) = /_OO f(®)g(t — T)e_igtdt, 7, eR. (2.14)

Nota

(i) Em geral, g é uma fung&o real, pelo que, na definicdo, ndo ha necessidade de considerar o
conjugado de g(t — 7).

(i) Quando se usa uma Gaussiana para fungdo janela na transformada de Fourier em tempo
curto, esta toma o nome de transformada de Gabor.

(iii) Ao operador que, a cada f € L?(R), associa a fungdo dada por (2.14) chamamos operador
de transformada de Fourier com janela (associado a janela g).

Seja g uma fung3o janela de centro u e raio o, sendo [i e 7, respectivamente, o centro
e raio de g. Consideremos a seguinte familia de funcdes, obtidas de g por translacdes e
modulagdes:
gre = EcTrg, 7,§ €R, (2.15)
isto é,
gre(t) =gt —7) T,EER. (2.16)

®Em Mecanica Quantica, a desigualdade (2.11) significa que a posicio e momento (massa x velocidade)
de uma particula livre ndo podem ser medidos simultaneamente com precisdo arbitraria.
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Ent3o, reconhecemos de imediato que a transformada de Fourier com janela g no ponto
(7, &) pode ser vista como o produto interno em L?(R) da fungdo f com a fung3o g, ¢, isto

7

(S

{Fof}(7.6) = ([, 97)- (2.17)

Atendendo aos resultados (2.12) e (2.13), podemos concluir que {F,f}(7,&) nos d3 in-
formacdo sobre f e fessencialmente na seguinte regido do plano tempo-frequéncia

[u+7—op+7+o]x[p+&—-0,0+E&+0]

Em particular, se escolhermos g de modo que 4 = Ji = 0,° a transformada de Fourier com

essa janela g no ponto (7,£) fornece informagdo de f e f na janela
Jo(1,8) =t —0o, 7+ 0] x [ —7,{+ 0] (2.18)

isto é, proximo do instante 7 e da frequéncia &.

Como ja referimos, a drea da janela J, é limitada inferiormente, pelo principio de incer-
teza de Heisenberg, pelo que localizagGes precisas no tempo e frequéncia sdo mutuamente
exclusivas.

Notemos também, que uma vez escolhida uma func3o janela g, o tamanho das janelas
Jg(7,€) (isto é, a sua largura e altura) ndo varia com o seu centro de localizagdo, isto é, é
sempre o mesmo para quaisquer valores de 7 e de £. Assim, a resolu¢ao tempo-frequéncia
¢é fixa em todo o plano. Se tivermos um sinal com componentes quase estaciondrias e
pequenas variagbes bruscas, entdo para o primeiro tipo de componentes seria adequado o
uso de janelas largas (fraca resolugdo no tempo, boa resolugdo na frequéncia), enquanto
para analisar convenientemente as variagdes bruscas seriam necessarias janela estreitas (boa
localizagdo no tempo e consequente fraca resolugdo na frequéncia). Vemos, assim, que a

transformada de Fourier com janela n3o é apropriada para o estudo deste tipo de sinais.

2.2 Transformada continua com 6ndula

Acabamos de ver que a rigidez das janelas tempo-frequéncia associadas com a transformada

de Fourier em tempo curto constitui uma limitacdo dessa transformada. A transformada

%0 que pode ser sempre conseguido, através de uma translacio e modulacdo convenientes.



§uf-mmm e :

1 2

Figura 2.2: Janelas tempo-frequéncia

continua com o6ndula, que iremos agora descrever, permite ultrapassar essa dificuldade,
originando uma analise com janelas flexiveis, cuja largura se ajusta as frequéncias.

A ideia da transformada continua com 6ndula é, tal como no caso da transformada
de Fourier com janela, calcular o produto interno de f com uma familia de fungdes v, ,
dependentes de dois parametros. Neste caso, no entanto, essas funcdes s3o obtidas de uma
funcdo bésica ¢ por dilata¢Bes ou contracgdes — isto é, mudancgas de escala — controladas
por um parametro a, e translagdes, controladas por um parametro b.

2.2.1 Definicao e propriedades basicas

Comecamos por intoduzir a seguinte definicdo.

Definicdo 2.4 (Ondula analisadora) Uma funcdo 1) € L?*(R) diz-se uma 6ndula bésica

ou 6ndula analisadora se satisfizer a seguinte condigcdo:

0o |7 2
/ ()] d¢ < 0. (2.19)
—oo 1l
A condi¢do (2.19) é chamada condicido de admissibilidade da 6ndula . Ao valor da
constante R
00 2
Cy = 2 / W)‘(z)‘ i (2.20)
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chamamos constante de admissibilidade para a dndula 1. Posteriormente, tornar-se-a claro

qual a importancia da condi¢do de admissibilidade; vejamos, primeiro, qual o seu significado.

e Se ) € Ll(R), entao 12 é uma funcdo continua e a condicdo de admissibilidade

implica, nesse caso, que 12(0) =0, ou seja, que
/ ¥(t)dt = 0. (2.21)

e Por outro lado, se 7 satisfizer uma condicao de decaimento um pouco mais forte do

que pertencer a L(R), por exemplo, se v for tal que

[e.9]
/ (T +[t))*(t)|dt < 0o, para um certo o > 0, (2.22)
—00

pode mostrar-seque a condi¢cdo (2.21) implica que se verifique a condi¢do de admis-
sibilidade.

Na pratica, imporemos a 1 condicoes de decaimento bastante mais exigentes do que a
condi¢do (2.22). Nesse caso, a condi¢do de admissibilidade é equivalente a condigdo (2.21).
Em particular, se 0 # ¢ € Lz(R) tiver suporte compacto, entdo ¢ é uma ondula bdsica se
e s se fw(t)dt = 0. Esta condic3o significa que ¢ deve, de algum modo, oscilar, isto é,
comportar--se como uma onda. Como exigimos a essa onda que decaia rapidamente para

zero, chamamos-lhe dndula (no sentido de onda pequena).®

Exemplo 2.1 Um exemplo simples de uma éndula € o chamado chapéu Mexicano definido

por ¥(t) = —g—;e_tz/z = (1 —2)e~"/2; ver Fig.2.3.

Devemos notar que a condi¢do de admissibilidade (2.19) é uma condi¢do fraca. De
facto, pode mostrar-se que o conjunto de &ndulas analisadoras é denso em L?(R); ver
Exercicio 2.8.

Dada uma 6ndula analisadora ¢ € L}(R) N L?(R), consideremos a familia de fun¢des

1), definidas do seguinte modo:

Yo p =Ty Doy, a,beR, a#0, (2.23)

190s franceses usam a palavra ondelette e os ingleses a palavra wavelet para designar estas funcdes.

50



-N \./4
Figura 2.3: Exemplo de uma 6ndula (chapéu Mexicano)

ou seja,
Yap(t) = |a| 72y <t_b> , a,bER, a#0. (2.24)
a

A transformada continua com 6ndula 1) de uma fungdo f vai ser definida a custa do produto

interno de f com estas fun¢des. Mais precisamente, temos a seguinte definicao:

Definicdo 2.5 (Transformada continua com 6ndula) Dada uma éndula analisadora) €
L' N L?(R), chama-se transformada continua com éndula v de f a funcdo bi-dimensional

definida por:

{Wdlf}(a’ b) <f wab

=la|” 1/2/ F(t) <t_b> dt. (2.25)

Observacoes
1. Em tudo quanto se segue, usaremos a notagdo R* para designar o conjunto R\ {0}.

2. Ao niimero complexo {Wy f}(a,b), para um valor fixo (a,b) € R* x R, chamaremos

coeficiente de éndula de f a respeito da 6ndula 1, no ponto (a, b).
3. O operador integral W, definido por

Wy« L*(R) — C* <R
f=Wyf, (2.26)
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onde Wy f é a fungdo definida por (2.25), é chamado operador de transformada

continua com 6ndula associado a 6ndula analisadora .
O seguinte teorema enuncia algumas propriedades do operador W,.

Teorema 2.2 (Propriedades elementares de 1V,,) O operador W,, é um operador linear
limitado de L?(R) em L>°(R* x R) que satisfaz as seguintes propriedades de invaridncia:

(i) {WyTrf}(a,b) = {Wyf}(a,b—T) (invaridncia por translagdo);
(i) {WyD.f}(a,b) = {Wyf}(a/c,b/c) (invaridncia por dilatagdo).

Demonstracao: A linearidade de f é uma consequéncia imediata do facto de W, ser
um operador integral; demonstremos, entdo, que o operador é limitado. Temos, como

consequéncia da desigualade de Schwarz

Wy fHa, b)) = [{f. Yap)] < Ifll2 [Yapllz = [ fll2 [[¥]l2,

donde se conclui de imediato que

Wy flloo < Cllfll2, (2.27)

onde C' = ||¢||2. As propriedades de invaridncia por translacdo e dilatagdo demonstram-se

facilmente usando a definicdo e fazendo simples mudancgas de varidvel no integral. O

2.2.2 Propriedades de localizacao da transformada com 6ndula

Suponhamos que a 6ndula analisadora ) é uma func3o janela, com centro p e raio o, e
tendo 1 e T, respectivamente, como centro e raio da sua transformada de Fourier. Da
defini¢do das fungbes v, := T} Dy e dos resultados (2.12) e (2.13), decorre de imediato
que

p(Vap) = b+ ap, 0(Yap) = lal o (2.28)

Além disso, como
Yap = TpyDath = E_pDy /.9,

tem-se também
— 1 . o 1 N
N(¢a,b) = E M, U(¢a,b) = m g. (229)
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Vemos, assim, que a transformada integral com 6ndula %, {Wy f}(a,ab), fornece in-
formac3o local sobre f e f na seguinte regido do plano:

[b+aﬂ_’a‘gvb+aﬂ+‘a|‘7] ><[ //J’_70-7 /7’—’_78]

1 1.1 1
a’la| "a” " laf

Em particular, se escolhermos ¢ de modo que ;o =0 e j1 = 1, entdo {W, f}(a,b) da-nos
informacao sobre f e fna seguinte janela:

1.1 1

1
o S 2.
Ja == lalo b+ lalo] x [ = 6,2+ ) (2:30)

isto €, informacg&o sobre f préximo do instante b (com “precisdo” |a|o ) e informagdo sobre
f préximo da frequéncia % (com precisdo ﬁ&). Assim:
e Pequenos valores de |a| correspondem a uma informag¢do numa escala fina acerca de

f e numa escala grosseira acerca de f.

e Grandes valores de |a| correspondem a uma informagdo numa escala grosseira acerca

de f e numa escala fina sobre f.

e As janelas alargam para valores de |a| grandes (o que corresponde a baixas frequéncias

€] = ﬁ) e estreitam para valores pequenos de |a| (frequéncias altas).

Resumindo, podemos dizer que a transformada continua com 6ndula fornece uma des-
cricdo tempo-frequéncia (ou, mais precisamente, tempo-escala) de um sinal, com janelas

cuja largura se ajusta a escala (e a frequéncia).
Nota A irea das janelas é constante e dada por

1
2la|lc2—0 =400
|al

a qual, pelo principio de incerteza de Heisenberg, nunca podera ser inferior a 2.
Note-se que a frequéncia aparece aqui como inverso da escala, isto é, £ = % porque supusemos

u(zZ) =1. Se M(QZ) # 1, a relacdo entre escala e frequéncia n3o é t3o clara. Em particular, se v for

uma func¢do real (o que acontece na maior parte das aplicacdes), ter-se-d ¥(—&) = ¥(§) ou seja,
|1(&)| serd uma fungdo par, pelo que teremos ;i = 0. Neste caso, no entanto, é mais natural tomar
como medidas de localizagdo o centro e o raio da fung¢do ¢, definida como 14 = 1 X[p,«), OU seja,
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e

Q=== -

1 2

Figura 2.4: Janelas tempo-frequéncia com 0 < a1 < ap.

considerar

€)2d
GRS

2.31
GRS 230
5 (fo (€~ 7) |w(s)|2d§> | (232
Jo~ (&) [2dg
Note-se que, se f for real, entdo
(f0) = (Fd) = | F©w()de
_2Re{ 0 FED(E)de
| I —
m2Re{ / f(f)w(é“)dﬁ}
pb,—b.

e sera, de facto, mais natural considerar
[n—o.p+o] x [iy — 04, iy — 0]

M+
como correspondente diagrama de Heisenberg. Neste caso, a frequéncia “surge”’ como —
a



-4 -2 2 4
Figura 2.5: Transformada de Fourier do chapéu Mexicano.

2.2.3 Inversao da transformada continua com 6ndula

Ao efectuar a transformacgdo de um sinal, é, naturalmente, importante dispor de um processo
de recuperar esse sinal depois de transformado. Vamos ver agora que, se v satisfaz a
condicdo de admissibilidade (2.19), entdo é possivel “inverter”a transformada {W, f}.
Notemos primeiramente que, para cada valor do pardmetro a € R*, a transformada com
ondula {Wy,f}(a,-) pode ser vista como um produto de convolugdo. Mais precisamente,
seja g = Datp = |a|~Y2f(-/a) e seja v:bva a involucdo da funcdo 1), isto &, seja

ba(t) = a(—1). (2.33)

Ent3o, é imediato reconhecer que
WolHa,b) = (f + ) ()1 (2.34)

Por outro lado, se ¢ € LY(R)NL?(R), entdo a fungdo Frihg € L?(R), e a sua transformada
de Fourier é dada por

—

(/+6a)(€) = V2rf(&)la*/b(ac).

Podemos, agora, demonstrar o seguinte teorema.

Hsto significa, em particular, que a transformada com éndula 1) pode ser vista, para cada valor de a fixo,
como uma filtragem com a fungio f,; como B(0) =0 e, se ¢ € L}(R) N L2(R), entdo lime_.o B(£) =0,
a fun¢3o ¢ (e portanto, também i’z) é um filtro do tipo passa-banda.
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Teorema 2.3 Sejat) € LY(R)NL?(R) uma éndula bdsica com constante de admissibilidade
Cy. Entdo, dada qualquer funcio [ € L?(R), tem-se

[ v = o, [~ iswpa. .39

Demonstracao: Temos

[ omneora- [
-

(©)Pl(ac)) |a|dg}

f
:27r/OO { Waf }df
d

W

— ¢y / ()2t
]

Nota Na demonstracdo acima, a alteracdo da ordem de integracdo € permitida pela aplicacdo do
teorema de Fubini-Tonelli, uma vez que a fun¢do integranda é ndo negativa.

A férmula (2.35) pode ser interpretada como uma férmula de conservagdo (a menos
do produto por uma constante) da energia do sinal depois de transformado pela trans-
formada continua com 6ndula. Mais precisamente, a férmula mostra que o operador
W, = \/%Wd,, isto é, o operador definido por

dadb
Wy : L*(R) — L? <R* x R, “2)
a

f(t) — Wy f(a,b) (2.36)

1
VCy
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€ uma isometria.

Teorema 2.4 Nas condicbes do teorema anterior, tem-se que, para quaisquer funcoes

o0 o0 d
|| ovna Vgl @ s = Cutf.o). (237)
Demonstracao: Temos

/: {/Z{Wwf}(a,b)wwwdb} %

- [ (i) i) o}

= [ {er [T it it dasiateras | %
- oo [T feme | [

A G ] L Ol
- o [ Fom@y [ dU}df
= Cy(f.9)
= Cy(f,9)-
Il
A férmula (2.37) costuma escrever-se como
o= [ [ oV n g S (239)
ou simplesmente como
d db
o | [ ovene . (239)

devendo haver o cuidado de as interpretar com o significado (2.37). Pode também provar-se

que esta dltima férmula é vélida no seguinte sentido: Se

0= | /GIX{WM} 0. D)o p(1) 22"
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entdo f. — f em L?(R) quando ¢ — 0F. Pode ainda provar-se que se f € L*(R) N L?(R)
é tal que f € L(R), ento a férmula de invers3o (2.39) é valida em todo o ponto ¢ € R;
veja, e.g. [GWO8, p. 401].

Ouras variantes da férmula de inversdo (2.37) sdo possiveis. Em particular, se exigirmos
a 1) que satisf¢a a seguinte condigdo de admissibilidade, mais forte do que a condi¢do (2.19),

O @R . =)
/_OO € dg_/o e dé < oo, (2.40)

entdo é possivel recuperar f dos valores {W, f}(a,b) combe Rea >0 , ou seja, temos

10 =g [ [ oveabmam i) 5. (2.41)

onde Cy, é a constante dada por (2.19).

Nota Note-se que se 1 for uma fungdo real, a igualdade dos dois integrais em (2.40) é automa-
ticamente satisfeita, pelo que, nesse caso, exigir a condicdo de admissibilidade mais forte (2.40)
resume-se a exigir que

00 |70 ¢)|2
/0 w(g”df < 00. (2.42)

A férmula (2.41) pode ser interpretada como:

e uma férmula de reconstrucdo de f sabida a sua transformada continua {W,y f}(a, b)
para todos os valores de b € R e a € R™;

e uma férmula de decomposicdo de f como sobreposicao das funcdes v, 5, sendo os

“coeficientes” dessa decomposicio os valores da transformada continua.

2.2.4 Caracterizacao da regularidade de fun¢cées por meio da transformada continua
com ondula

Os resultados desta secgdo sdo retirados da referéncia [Mal98]; ver também [Jaf91].

A transformada continua com 6ndula é uma ferramenta importante na caracterizacio da
suavidade de fungdes. Existem vdrias maneiras de “medir’a regularidade de uma func3o.
Uma delas, particularmente (til, é dada pela regularidade de Lipschitz, que passamos a
definir.



Definicao 2.6

(i) Uma fungdo f diz-se a-Lipschitz em ty, se existe uma constante K > 0 e um

polinémio py, de grau ndo superior a c, tais que

VEeR,  [f(t) = pu(t)] < K[t —to|®. (2.43)

(i) Uma fungdo f diz-se uniformemente a-Lipschitz num certo intervalo [c, d] se satis-
faz a desigualdade (2.43) para todo o tg em [c,d], com a constante K independente
de to.

(iii) A regularidade de Lipschitz de f em to (ou sobre [c,d] ) € o supremo dos valores
de « tais que f € a-Lipschitz em to (ou uniformemente em [c, d]).

Nota
(i) Em cada ponto tg, o polinémio py, estd definido de modo dnico.

(i) Se f é m vezes continuamente diferencidvel numa vizinhanc¢a de tg, entdo p;, é o polinémio
de Taylor de f em torno de tg. Além disso, se f é uniformemente a-Lipschitz, o > m, numa
certa vizinhanca de tg, entdo f é m vezes continuamente diferencidvel nessa vizinhanca.

(iii) Se 0 < a < 1, ent3o o polinémio referido na definicdo acima é p;,(t) = f(to) e a condi¢do
de Lipschitz (2.43) é
VieR,  [f(t) = f(to)l < K[t —to|™

(iv) Uma fungdo que seja limitada, mas descontinua, em ¢y é 0-Lipschitz em to. Se a regularidade
de Lipschitz de f em tg é a < 1, entdo f nado é diferencidvel em ¢y e « caracteriza o tipo de
singularidade.

Vamos ver agora que o decaimento da amplitude da transformada com 6ndula nas diversas
escalas de uma certa fungcdo f estd relacionado com a regularidade de Lipschitz dessa
funcao.

Em tudo quanto se segue, supomos que a ondula v satisfaz as seguintes condicdes:

e ) é real;

e ) é de classe C", com derivadas que decaem rapidamente, ou seja, tem-se que, para

quaisquer 0 < k < mn e m € N, existe uma constante Cj, ,,, tal que
Ck,m

vt e R, [p®B) (1) < 5.
[P ()] < T
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e 1) tem os primeiros n momentos nulos, ou seja

/ (t)dt = 0; k= 0,1,....n—1. (2.44)

Temos, entdo, o seguinte teorema, cuja demonstra¢do completa pode ser vista em [Mal98,
pp.171-174].

Teorema 2.5

(i) Se uma fungio limitada f € L?(R) é uniformemente a-Lipschitz, « < n, em [e, d)],

entdo existe uma constante C > 0 tal que
[{Wef}a,b)| < Clal**2, (2.45)
para quaisquer b € [c,d] e a € R*.
(ii) Reciprocamente, se a transformada continua com éndula 1) satisfaz (2.45) e se

a < n ndo € inteiro, entdo f € uniformente a-Lipschitz em [c+¢€,d — €], para qualquer
e > 0.

Demonstragdo: Apresentamos aqui apenas a demonstragdo da condigdo (i). Comecemos
por notar que se p é um polindmio qualquer de grau n3o superior a n — 1, entdo o facto de

1) ter n momentos nulos implica que {Wyp}(a,b) = 0. Com efeito,

Wp}(@b) = |a] V2 /oop(t)w(’f‘b)dt

a

= |a|1/2 /OO p(au + b)Y(u)du = 0,

ja que p(au+b) é um polinémio (em u) de grau ndo superior an—1. Como f é a-Lipschitz



em [c,d] tem-se, para todo b € [c,d] e a € R*:

como

Nota
(i)

(ii)

(iii)

t—>b

a

Vel <12 [~ 150 \w( )'dt

=l [ ) = e o) a

> t—2b
<lal 2 [ Koo

()| a

= Kla|*+1/2 / o)

< C|a’a+1/2’

se pretendia demonstrar. [l

Note-se que, para a demonstracdo da condicdo necessdria apenas foi importante a existéncia
de n momentos nulos da 6ndula, ndo sendo necesséria a regularidade desta.

A importancia da desigualdade (2.45) é que ela fornece uma condicdo de decaimento as-
simptético de |{W, f}(a,b)| quando a escala a tende para zero. De facto, para escalas
grandes essa desigualdade n3o impde nenhuma condic3o, ja que, como vimos, a desigualdade
de Schwarz garante que a transformada com &ndula é limitada. Quando a escala a decresce,
{W,y f}(a,b) mede as variagBes, numa escala fina, na vizinhan¢a de b. O teorema anterior
garante que [{W,y f}(a,b)| decai tanto mais rapidamente quanto maior for o valor de «,
ou seja, tanto mais rapidamente quanto maior for a suavidade da fungdo analisada numa
vizinhanca de b.

E importante salientar que, se ¢ tem exactamente n momentos nulos, entdo o decaimento
da transformada continua n3o fornece informag3o sobre a regularidade de Lipschitz de f para
a > n. Com efeito, pode mostrar-se que, se f é uniformemente a-Lipschitz, com a > n
e ¢ tem n momentos nulos, entdo [{W, f}(a,b)| ~ |a|"*'/? para escalas finas, apesar da
regularidade de f ser superior a n.

Note-se também que, no teorema acima, (i) é apenas um reciproco parcial de (i), uma vez
que, se « é inteiro, a verificacdo da condigcdo (2.45) n3o é suficiente para provar que f é
uniformemente a-Lipschitz.

Para além da regularidade global (ou mais precisamente, regularidade uniforme num de-

terminado intervalo), existem também resultados importantes sobre a caracterizagdo da

regularidade local de uma fun¢cdo f em termos do decaimento dos valores da sua trans-

formada continua com o6ndula. Enunciamos, sem demonstra¢do, o seguinte teorema; a
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demonstragcdo pode ser vista em, e.g. [Jaf9l] ou [Mal98]. Relembramos que, no que se
segue, estamos a admitir que a 6ndula ¢ utilizada satisfaz as condi¢bes de regularidade,

decaimento e existéncia de n momentos nulos referidas anteriormente.
Teorema 2.6

(i) Se uma funcdo limitada f € L?(R) € a-Lipschitz, « < n, num determinado ponto
to, entdo existe uma constante C' > 0 tal que

b—to

W f}(a,B)] < Claf*+V? (1 T \

) , (2.46)

para quaisquer b,a € R, a # 0.

(ii) Reciprocamente, se a < n nio € inteiro e existem C' e o/ < « tais que
a/
> (2.47)

Para interpretar mais facilmente o significado das condi¢des (2.46) e (2.47), suponhamos

Wy f}a,b)] < Cla]*1/2 <1 . ’b—ato

para quaisquer b,a € R, a # 0, entdo f € a-Lipschitz em ty.

que Y tem suporte compacto [N, N]. O chamado cone de influéncia de ty no plano
tempo-escala € o conjunto de pontos (b, a) tais que ¢y pertence ao suporte de 1, ;. Como
suppap = [b — |a|N,b + |a| N], o cone de influéncia de ¢y é, portanto, definido pela
condicao

|b — to| < |a|N. (2.48)
Assim, para pontos (b, a) no cone de influéncia de tg, as condigdes (2.46), (2.47) escrevem-

se como
[{WefHa,b)| < C'al* 72,

ou seja, tém a forma das condicdes indicadas para o Teorema 2.5.
Para pontos fora do cone de influéncia de de tg, a condi¢do (2.47) é da forma

(W fHa,b)] < C'lal*™*FH2]b — 1] (2.49)

Embora, a primeira vista, possa parecer estranho que se tenha de considerar o tipo de
decaimento de [{W, f}(a,b)| para pontos fora do cone de influéncia do ponto ¢y para se
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inferir sobre a “suavidade”nesse ponto, a verdade é que a verificagdo da condigdo (2.49)
¢ de facto imprescindivel, no caso em que f tem singularidades de tipo oscilatério; a este
propdsito, veja, e.g., [Mal98, pp.176-178].

2.3 Exercicios

Exercicio 2.1. Seja g uma fungdo janela, com centro p e raio o.

a) Prove que os operadores de translagdo, modulagdo e dilatagdo transformam g

em fungdes janela.

b) Mostre que:

wTog) = p+a, w(Ewg)=p, p(Dag)=ap

o(Tag) = 0, 0(Ewg) =0, 0(Dag) = lalo

Exercicio 2.2. Seja g uma fung¢do do espaco de Schwartz (portanto uma fun¢3o janela).
Sejam 1 e o o centro e raio de g e 1 € 0 0 centro e raio de g. Suponhamos que
=g =0 e ainda que ||g|| = 1. Mostre que

o>

l\)\l—l

Sugestdo: Considere a fun¢do tg(t)g'(t) e proceda do seguinte modo:

(i) Usando a desigualdade de Schwarz e propriedades da transformada de Fourier,

o]

(i) Integrando por partes

mostre que

20252 — 5252,
< llgl*l[g]*o*5* = o5

/ tg(t)g'(t)dt

ke { [ 1o @ae} = [lotoar

mostre que



isto é, que

G“{/mﬁw@ﬁdgz_}

(iii) Estabeleca entdo o resultado pretendido.

Nota O principio de incerteza de Heisenberg (estabelecido aqui para fungdes de S

pode provar-se para qualquer fun¢do g € L?(R).

—at?

Exercicio 2.3. Considere uma fungdo gaussiana g,(t) = e , a > 0. Mostre que:

4l ~ .1
loal?=\[3i  w=i=0 o=

~ . . . fe'e) _at2 o T .
Sugest3o: Partindo da igualdade fioo e 2dt = \/E, derive ambos os seus membros
0 2 —at? gy 1 —3/2 4
(em ordem a a) e conclua que [*_t%e™*"dt = 5\/ma /2. Use também o facto de
que, se uma fun¢do g for multiplicada por uma constante, o seu centro e raio n3o se
alteram.

Exercicio 2.4. Derive formalmente a seguinte férmula de inversio da transformada de Fou-

rier com janela:

1 > citt
0= s / REZLCOEE

supondo que g(0) # 0.

Exercicio 2.5. Considere a seguinte fung3o:

1, se 0<t< %
PPty =3¢ —1, se L<t<1
0, outros valores de t.

a) Mostre que se trata de uma 6ndula bésica.

b) Determine a transformada de Fourier de ¢/(t) e o valor da constante de ad-
missibilidade Cy,n para esta 6ndula.

c) Esboce o gréfico de 1 (t) e de \1@({)\

64



Nota: Esta 6ndula é conhecida por éndula de Haar e serd usada com frequéncia

neste curso.

Exercicio 2.6. Seja ¢ uma fung¢do k(k > 1) vezes continuamente diferenciavel e tal que
b, %) € L2(R) e ¢ # 0. Prove que a funcio

h(t) == ¢"M(t)
é uma 6ndula analisadora.

Exercicio 2.7. Use o exercicio anterior para justificar que a fun¢do chapéu Mexicano

(1) = — e P = (1= )

€ uma ondula. Determine 12(5) e a constante de admissibilidade C, para esta 6ndula.
Mostre que 1}(5) admite um méximo para £ = /2.

Exercicio 2.8. Dada uma fungdo f € L?(R), considere (para ¢ > 0) a fungdo f- tal que

A6 = { [, selel=e (250)

0, se [¢] < e.

a) Mostre que, para cada ¢, f. é admissivel.

b) Mostre que
If = f[13 — 0,quando & — 0.

c) Conclua que o conjunto W = {3 € L?(R) : ¢ é admissivel} é denso em L?(R).

Exercicio 2.9. Seja 0 # ¢ € LYR) N L*(R) tal que [* 4 (t)dt = 0. Mostre que, se
J75 1t*0(t)]dt < oo para um certo a > 1/2, entdo 1) é uma 6ndula bésica.

Exercicio 2.10. Mostre que se ¥ é uma func3do real, entdo

O @ . ()P
/oo €] df_/o e
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Exercicio 2.11. Seja ) é uma &ndula analisadora com as propriedades de uma func3o janela
(em particular, 1 € LY(R) e ¢ € LY(R)). Se f € LY(R)NLA(R) é tal que f € L(R),
prove que é valida pontualmente a férmula de inversio da transformada continua com
ondula, isto é

1 [ [ —-b, d
=g [ [ v ek,

onde Cy designa a constante de admissibilidade de .
Exercicio 2.12. Seja ¢)(t) = (1 — Bt2) e~ A > 0.
a) Determine B de modo que v seja admissivel, ou seja, de modo que 1) seja uma
ondula basica.
b) Para esse valor de B, determine o valor da constante Cy.
c) Verifique que, para esse valor de B, se tem ffooo Y(t)dt = 0.
d) Esboce o gréfico de ¢ para A =1/2 e B =1 e o gréfico da sua transformada

de Fourier. Que 6ndula conhecida é esta?

Exercicio 2.13.  a) Determine a transformada continua com dndula da fungdo f(t) =
sent, tomando para dndula analisadora v(t) a 6ndula de Haar. Repita, tomando

para 1(t) o chapéu Mexicano.

Nota: Tendo em atengdo que sent = (e —e~%)/(2i), note que a transformada

Wy [ pode ser expressa em termos da transformada de Fourier de ).
b) Determine, para cada uma das dndulas referidas, os maximos locais de {W,, f }(a, -).

Exercicio 2.14. O exercicio seguinte destina-se a familiarizar os alunos com o uso da pac-
kage Wavelet Toolbox do MATLAB (versdo 6.5).

a) Comece por invocar o MATLAB e, a seguir a prompt >> digite wavemenu.
b) Seleccione a opgdo Continuous Wavelet 1-D do menu e espere pela figura.

c) Em File, seleccione a op¢do LoadSignal. Escolha o ficheiro freqbrk.mat que se

encontra na directoria matlab\toolbox\ wavelet\wavedemo.
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d)

f)

g)

Seleccione a 6ndula haar e escolha Analyze para efectuar a transformada continua
do sinal escolhido, usando como dndula analisadora essa éndula (6ndula de
Haar).

Em WaveletDisplay (voltando ao menu principal) poderd obter uma descricdo
desta 6ndula. Veja também a descricdo de algumas outras 6ndulas. Por exem-
plo, veja o que é referido sobre a 6ndula mexhat.

Seleccione agora outro sinal quachirp.mat e repita os passos anteriores com
diversas dndulas analisadoras. Experimente mudar alguns dos pardmetros (Scale
Setting, Coloration Mode, Color Map ,. . .).

Em File, seleccione a opgcao Example Analysis do menu e experimente alguns

dos exemplos ai contidos. Escolha Close para sair.






Andlise multi-resolugio

Ondulas ortogonais

3.1 Ondulas ortogonais

Como vimos no capitulo anterior, dada uma funcdo f € L?(R), ela admite uma repre-
sentacao o e
1 dadb
0= [ [ b (31)
Y J—00 J—0 a

em termos dos valores da transformada com 6ndula 9, {W,,f}(a,b), para (a,b) € R* x R.
E de suspeitar que esta representacdo seja altamente redundante, isto é, que n3o seja ne-
cessario conhecer {W,, f}(a,b) em cada ponto (a,b) € R* xR para podermos “recuperar”a
funcdo f : basta pensar que uma fun¢ao de uma variadvel foi transformada numa fungao de
duas varidveis. Esta redundancia pode ter algumas vantagens. Em particular, ela permite
uma menor exigéncia na precisdo com que os coeficientes tém de ser determinados para
que se possa obter uma “boa"recuperacdo da func¢do transformada. Além disso, é, por
vezes, mais facil a andlise de dados ou reconhecimento de padrdes com uma transformada

continua.l

No entanto, se o objectivo principal for comprimir informacao, de modo a ar-
mazena-la ou transmiti-la de uma forma eficiente, deverad evitar-se a redundancia, tanto

quanto possivel. Para obter algoritmos eficientes para determinar a transformada de uma

'Na prética, quando se fala de transformada continua, isto é, quando teoricamente deverfamos deixar os
parametros de translagcdo e dilatagcdo variar continuamente, o que na realidade se faz é calcular a transformada
para um ndmero finito, embora muitissimo elevado, de valores dos pardmetros.
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funcdo f e reconstruir f a partir dos valores da transformada, gostariamos de restringir
os valores dos pardmetros de dilatacdo e translacdo a valores discretos, isto é, calcular
{Wy f}(a,b) apenas numa rede discreta do plano tempo-escala. Supondo que 1) satisfaz a
condi¢do de admissibilidade (2.40), caso em que sabemos ser possivel recuperar f usando
apenas valores positivos para o pardmetro de escala, uma escolha natural para os valores

de a é a seguinte:
a=2", je. (3.2)

E também natural que o pardmetro de translagdo b dependa do pardmetro de escala (se a
funcdo v é muito comprimida, ou seja, se a escala é muito fina, deveremos efectuar muitas
translagGes, com passos muito pequenos; contrariamente, se v é alargada, n3o é necessario
efectuar tantas deslocagdes dessa fungdo). Assim, para cada j € Z, vamos considerar os

seguintes valores do parametro b:
b=2"k kel (3.3)

Para esta discretizacdo dos parametros a e b, vulgarmente designada por rede diddica do
plano, temos ent3o a seguinte familia de fun¢des
n b =27k
Yialt) = 220(—55)
=202yt — k), j keZ (3.4)

Naturalmente, pretendemos que, a semelhanga do que se passa no caso continuo, seja

possivel:

e Reconstruir f a partir do conhecimento dos valores
ik = Wy Y277, 277k) = (f, ;1)

e Expandir f como sobreposicdo das fungdes v, 1, ou seja, encontrar coeficientes d;
tais que

/= Z dj kVj k-

7,kEZ
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A reconstru¢ao e decomposicao deverdo, além disso, ser processos estaveis, isto é, pouco
sensiveis a pequenas perturbacdes nos coeficientes, para que possam ter algum interesse
pratico. A resposta mais geral a estes dois problemas pode ser encontrada na teoria dos
referenciais de éndulas; veja, e.g. as referéncias [DGM86], [Dau88] e [Dau92|, nas quais
sao discutidas as condigcdes sobre 1) e sobre outras possiveis escolhas de discretizacdo dos
pardmetros a e b para garantir uma resposta afirmativa as duas quest&es acima.

Neste curso introdutério, estamos especialmente interessados nas chamadas 6ndulas
ortogonais, que passamos a definir.

Definicdo 3.1 Uma funcdoy € L?(R) diz-se uma dndula ortogonal, se a familia de funcées
Wik = 2122 —k); g k€L,

constituir uma base ortonormada do espaco L?(R).

Nota No que se segue, dada uma certa fungdo f, a notagdo f;  (j,k € Z) serd sempre usada para
designar a funcdo obtida de f por uma dilatagdo e translagdo diddica, isto é, f; x(t) := 2112 (27t —F).

Se ¢ é uma 6ndula ortogonal, tem-se, entdo

F=> (i) ik

7,k€EZ

= ST Wl 277, 277k)

7,k€EZ

ou seja, tal como no caso continuo, uma mesma férmula expressa a decomposicio e a
reconstru¢do de f.

A primeira questdo que se coloca, naturalmente, é a de saber se existird alguma base
ortonormada de L?(R) obtida a partir de translacdes e dilatacdes diddicas de uma fungio
1, ou seja, se existird alguma &ndula ortogonal. A resposta a esta questdo é (felizmente!)
afirmativa. O primeiro exemplo de uma tal base foi introduzido muito antes do aparecimento
do conceito de dndula, por A. Haar [Haal0]. A 6ndula bésica 17 é a funcdo definida por

W= Xp,1/2) — X[1/2,1): (3.5)
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ou seja, a funcao dada por por,

1, 0<t<1/2,
W) =4 -1, 1/2<t<1, (3.6)
0, outros valores de t.
A
1
1 >
I ECCEEEEEE

Figura 3.1: Ondula de Haar

A demonstracdo de que wﬁ € um conjunto ortonormado é muito simples. A demons-
tracdo de que se trata de um conjunto completo, sera feita posteriormente.

A base de Haar n3o é uma base muito apropriada para a representacido de funcdes.
Basta notar que os elementos desta base ndo sdo sequer fungdes continuas. Dada uma
funcdo f razoavelmente suave, a sua expansdo na base de Haar

F= ciabf
GkEZ
converge muito lentamente. Em geral, para obter uma aproximag¢do com precisdo razodvel,

€ necessario tomar um grande nimero de termos na expans3o “truncada”
M N
_ H
f= 22 2. ke
j=—M k=—N
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Além disso, a funcdo ¢, tendo embora uma éptima localizacio no tempo (1" tem suporte
compacto), tem uma m3 localizagdo na frequéncia, pois |1ﬁ(§)] decai apenas como |¢|71;
veja, a este propdsito, o Exercicio 2.5.

Outro exemplo de uma 6ndula ortogonal, cujas propriedades de localizacdo tempo-
frequéncia sdo como que complementares das da 6ndula de Haar, é a chamada 6ndula de
Shannon ¢°, cuja transformada de Fourier é dada por:

¥3(€) = R ™ < kel <2m (3.7)
0, outros valores de &.
Esta 6ndula tem boas propriedades de localizagdo na frequéncia, mas ma localizagdo no
tempo.

Na década de 802, foram construidas varias 6ndulas ortogonais que tém simultanea-
mente as melhores caracteristicas da base de Haar e da base de Shannon, isto é, que sdo bem
localizadas no tempo e na frequéncia, sendo, além disso, funcdes suaves. Como exemplo,
podemos citar as 6ndulas descobertas por J. O. Stromberg [Str81], Y. Meyer [Mey86b]3, G.
Battle [Bat87] e P. G. Lemarié [Lem88]. Estas primeiras constru¢des de bases ortonormadas
de 6ndulas parecem um pouco milagrosas; o préprio Meyer afirma: “I found my wavelets by
trial and error; there was no underlying concept.” Em finais de 1986, Stéphane Mallat, na
altura um jovem estudante de pds-graduacao a trabalhar em problemas de visdo por com-
putador, tendo lido o artigo de Meyer [Mey86b], apercebeu-se da relacdo existente entre
as ondulas descobertas por esse autor e certas técnicas usadas em processamento de ima-
gem, nomeadamente os chamados algoritmos em piramide. Conseguiu, ent3o, convencer
Meyer a trabalhar consigo para tentar uma melhor compreensao dessas semelhancas. Da
colaborag3o dos dois, surge um artigo importante [Mal89]*, que pde em evidéncia a relagio

existente entre resultados de ondulas e muitas das técnicas anteriormente utilizadas em

2Do século XX!

3Curiosamente, as 6ndulas descobertas por Meyer foram construidas quando ele tentava demonstrar a
ndo existéncia de fungdes suaves e bem localizadas no tempo e frequéncia que pudessem originar uma base
ortonormada de L2(R) por dilatacdes e transla¢bes; embora uma fungdo com tais propriedades tivesse ja sido
construida por Stromberg quatro anos antes, Meyer ndo tinha, na altura, conhecimento da sua existéncia,
pois desconhecia o artigo de Stromberg. De facto, a base de éndulas de Stromberg foi construida no
contexto de Andlise Funcional (estudo de certos espagos de fun¢des) e passou totalmente despercebida na
comunidade das 6ndulas até 1988.

“*Este artigo foi publicado apenas sob o nome de Mallat, por insisténcia de Meyer.



diversas dreas (nomeadamente, em processamento de sinal e imagem), permitindo dar-lhes
uma base matemadtica mais sélida. Nesse artigo, é introduzido o conceito de andlise multi-
resolucio (AMR). Trata-se de uma estrutura que permite dar uma explicacdo satisfatéria
de todas as construcdes de dndulas ortogonais até ai encontradas, fornecendo também uma
ferramenta indispensdvel a construcido de novas bases de 6ndulas. Outro resultado impor-
tante da introducdo do conceito de andlise multi-resolucido é o aparecimento de algoritmos
computacionais muito eficientes para o cdlculo da decomposicdo e reconstrucdo de um sinal

numa base de dndulas (as chamadas transformadas rapidas com &ndulas).

3.2 Analise multi-resolucdo (AMR)

Apresentamos, agora, o conceito de andlise multi-resolucdo de L?(R) tal como foi intro-
duzido por Mallat e Meyer. A ideia chave é considerar aproximag0es sucessivas para uma
funcdo f, as quais correspondem a diferentes niveis de resolucio, e ter em conta o pormenor
que é necessdrio adicionar para se passar de um determinado nivel de resolucdo para o nivel

seguinte.

Definicdo 3.2 Uma anélise multi-resolugdo (AMR) {V}, ¢} de L?(R) consiste numa sequéncia
(V;)jez de subespacos fechados de L?(R) e numa fungdo ¢ associada, chamada fungdo
escala, satisfazendo as seguintes propriedades:

AMRI V;CVjy, j€EZ

AMR2  (\V; = {0}
JEZ
AMR3 | JV; = L3(R)
JEL
AMR4  v() € V; <= v(2') € Vi1

AMR5  As translacdes inteiras de ¢ formam uma base ortonormada do espaco Vj, isto
é {¢(-—k): k € Z} é uma base ortonormada de V.

Nota A nocio que demos aqui de AMR € referida, por vezes, como AMR ortogonal, pela exigéncia
de que {¢(- — k) : k € Z} constitua uma base ortonormada de Vp, chamando alguns autores AMR
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a uma sequéncia de sub-espacos que satisfaca as condicdes AMRI — AMR4 e a condi¢cdo (menos
exigente do que AMRS5): {¢(- — k) : k € Z} é uma base de Riesz de ;.

Antes de vermos alguns exemplos de AMR, facamos algumas observa¢des sobre esta de-
finicdo.
Observacoes

1. As propriedades AMR2 e AMR3 podem expressar-se em termos dos operadores P; de
projeccao ortogonal nos espacos V;, do seguinte modo: para toda a fungdo f € L?(R),
tem-se

lim Pjf=0 e lim Pjf=f.

j——o0 J—+oo

2. Uma consequéncia imediata das propriedades AMR4 e AMR5 é que
fev; &= f(-—-277k) eV,
Por esta razdo, os espagos V; sdo ditos espacos invariantes por translacio.

3. De acordo com AMR4, cada espago V; é uma versdo de Vp numa escala diferente. A
projeccdo P;f pode, assim, ser considerada como uma aproximagdo de f na escala
277

4. Para cada j, as fungBes ¢; x(t) := 27/2¢(27t — k) formam uma base ortonormada do

espago V. Note-se que todas as funcdes ¢; 1, tém a mesma norma ||¢; .|| = ||¢]| = 1.

Na pratica, por razGes computacionais, serd de desejar que a fungdo escala ¢ tenha uma

certa suavidade e seja bem localizada.®> A este propésito, introduzimos a seguinte definic3o.

Definicdo 3.3 (AMR r-regular) Uma funcdo g € L?*(R) diz-se r-regular (r € Np), se

satisfizer:
(i) gec!

(ii)  a derivada de ordem r de g existe (q.s.)

®Naturalmente, a suavidade e decaimento de ¢ s3o propriedades mutuamente exclusivas; por exemplo,
se 1) tem decaimento exponencial ndo pode ser de classe C°.
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(iii)  para todo o k tal que 0 < k < r e para todo on € N, tem-se que
9P| < e+ 1,
onde C' = C(k,n).

Uma AMR {(V}), ¢} diz-se r-regular se a funcdo escala ¢ for r-regular.

Nota No que se segue, a n3o ser que tal seja explicitamente referido, ao falarmos de uma andlise
multi-resoluc3o, supo-la-emos sempre regular (isto é, pelo menos 0-regular).

3.2.1 Exemplos de AMR
Vejamos alguns exemplos simples de andlises multi-resoluc3o.

¢ AMR de Haar

Seja Vo o espaco das fun¢des de L2(R) que s3o constantes em cada intervalo [k, k4 1),
k € Z e, para cada j € Z, seja V; o espago das fungdes constantes em cada um dos
intervalos [k/27, (k 4 1)/27). E imediato reconhecer que V; C Vjy1, Vj € Z. Além disso,
¢ bem sabido que toda a funcdo de L2(R) pode ser arbitrariamente bem aproximada por
uma funcdo de Vj, desde que j seja suficientemente grande, o que significa que se verifica
AMR3.°

Por outro lado, se uma fungao v € mjez Vj, entdo v deverd ser constante em cada um
dos intervalos (—o0,0) e [0, 00). Mas, pertencendo v a L?(RR), v deverd, ent3o, ser a fungdo
nula. Assim, verifica-se AMR2. Pela forma como definimos os espagos V}, a condicio AMR4
verifica-se naturalmente. Resta, ent3o, encontrar uma funcdo ¢ cujas translagles inteiras
formem uma base ortonormada de L?(R). Seja ¢! (t) a fungdo caracteristica do intervalo
[0,1). Facilmente se verifica que {¢"/(t — k) : k € Z} é um conjunto ortonormado. Basta

ter em conta que duas funcdes ¢/ (t — k) e ¢ (t — k'), com k # k' nunca se sobrepoem e

que [|¢|| = 1. Além disso, toda a funcdo v de Vp pode, naturalmente, escrever-se como
o(t) = Y v(k)o" (t k),
keZ

5De facto, é um resultado bem conhecido que as fungbes em escada s3o densas em LZ(]R); veja, e.g.
[Pri97, p.215]. Pode também mostrar-se facilmente que as fun¢es em escada com “nés” nos pontos diddicos
2’k; j, k € Z s3o densas no conjunto das fun¢bes em escada.
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pelo que {¢f(t — k) : k € Z} constitui, de facto, uma base ortonormada de ;.
Veremos, mais a frente, por que razdo esta andlise multi-resolucdo estd associada ao

nome de Haar.

e AMR de Shannon
Seja Vo o subepaco de L?(R) formado pelas funcdes de banda limitada (de largura de
banda 1/2), isto é
Vo={f € L*(R) : supp f C [, ]} (3:8)

e, para j € Z, seja V; obtido de V por dilatagao, isto €
V; ={f € L*(R) : supp f € [-27m, 2/7]}. (3.9)

E imediato reconhecer que as propriedades AMR1, AMR2 e AMR4 se verificam. A propri-
edade AMR3 é também facil de verificar. De facto, dada f € L?(R), sejam fj as funcdes
tais que f;(f) = J?X[,Qjmyﬂ]. Entdo, temos Hf] — f|| — 0, quando j — oo, pelo que,
atendendo a identidade Parseval, | f; — f|| — 0 quando j — oo.

O resultado seguinte é (uma vers3o simplificada do) importante Teorema de Shanonn:

Teorema 3.1 (Teorema de Shannon) Se f € L2(R) é tal que supp f C [-, )], entdo
f € continua e admite a seguinte expansdo

fty =Y sy ) (3.10)

kezZ
Em particular, se Q = 7, tem-se

7(t) = Zf(k)w. (3.11)

keZ
Demonstracdo: Fazemos a demonstracdo para o caso 2 = m, por simplicidade. Come-
cemos por notar que, sendo f € L?(R) e de suporte compacto, entdo f € L'(R), o que
garante a continuidade de f. Mas sendo f € L?[—, ], ela admite uma expans3o em série
de Fourier dada por

F&) =" cre ™,

keZ
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onde os coeficientes de Fourier s3o dados por

o= [ Tt

= / Fle)eiteae

- E (k).

Pelo teorema da inversdo de Fourier, temos

_ 1 * it
_ 1 " —ike | igt
= 7= » (kEEZ cre ) e's'd¢

1 .
— t=k)¢ g
= 55 Cr; §
2 keZ T

sen senm(t — k)
= f(k BN
keZ
como pretendfamos mostrar.” O
O Teorema de Shannon mostra, assim, que as translacdes inteiras da funcdo ¢° definida

por
senmt

oot =— (3.12)

formam uma base do espago V5. Facilmente se verifica que a transformada de Fourier da
funcdo ¢° é dada por d)s(f) \/?X[ =] € que |¢°|| = 1. Por outro lado, tem-se

(#5(t), 05 (t — k) = (65(€), e *45(€))
/ 95 (6)e ™65 (€)de

sen km

= — Zk’f _ =
2ﬂ/_ﬂ dc="""" <0, k#0,

"Na demonstrac?g anterior a troca do integral com a soma estd “a priori"garantida apenas se

& €z lexe™ e = wez lck| < oo; tal é o caso, por exemplo, se apenas um nimero finito de coefici-
entes ci sdo n3o nulos. Usando um argumento de continuidade, pode verificar-se que o resultado final é,
de facto, vélido para qualquer fun¢do de banda limitada.
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pelo que {¢°(t — k) : k € Z} é um conjunto ortonormado. Temos, entdo, que ((V;), #°) é
uma andlise multi-resolucdo. Esta é conhecida como AMR de Shanonn.

e Alguns resultados sobre splines

Antes de introduzirmos o préximo exemplo de AMR, fagcamos uma pequena revisao de
alguns resultados sobre fung¢des spline. Recordemos que uma fung¢do S se diz um spline
de grau n € Ny (ordem n + 1), com nds numa sequéncia de pontos ¢; € R, ordenados
por ordem crescente, se, em cada intervalo Iy := [ty,tx+1), S for um polinémio de grau
n3o superior a n e se, além disso, S € C”_I(R). Quando os nés s3o os nimeros inteiros
tr = k,k € 7Z, os splines sdo ditos splines cardinais. De entre os splines cardinais, tém

especial importancia as fun¢des B-spline de grau n que passamos a definir.
Definicao 3.4 As fungdes B, (t) definidas, para n € Ny, por
Bo(t) = X[0,1): (3.13)
By (t) = (Bn-1* Bo)(t), n>1, (3.14)
sdo chamadas B-splines cardinais de grau n.

O seguinte teorema resume algumas das principais propriedades das fun¢des B-spline. A

demonstragdo destas propriedades pode ser vista em [De 78], [Sch81] e [Chu92].
Teorema 3.2 Paran > 1, seja B,, o B-spline de graun definido por (3.14). Entdo, tem-se:

(i) Bne C"YR);

(i) Bn|[k+1) € um polindmio de grau n;

(i) supp B,, = [0,n + 1],

(iv) Byu(t)>0para0<t<mn,;

(v) YpezBu(t—Fk)=1,

(vi) [7 Bp(t)dt =1,

(vii) B, pode ser calculado de B,,_1 usando a seguinte identidade

t n+1-—t
Bp(t) = ;Bn—l(t) + TBn_l(t - 1)
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(viii) By, € uma fungdo simétrica em relacdo ao ponto t; = "3=;

(ix) {Bn(t—k):ke€Z} é uma base do espaco dos splines de grau n com nds nos

inteiros.

e AMR de Splines de grau n (n-regular)

Para cada n € N, considere-se como espaco Vj o espaco das funcdes de L?(R) que
sao splines cardinais de grau n, e sejam os espacos V) construidos de Vg por dilatagdes
associadas a poténcias de 2. Assim, V3 sera, por exemplo, formado pelos splines de grau
n com nds em todos os pontos da forma k/2, os elementos de V, sdo splines com nés no
pontos k/4, etc. N&o é dificil de mostrar que os espagos V; satisfazem as propriedades
AMRI-AMR4.8 Se consideramos a fungdo ¢(t) = B, (t), sabemos (pela propriedade (ix))
que as suas translacdes inteiras formam uma base de V4. No entanto, elas ndo ndo formam
uma base ortonormada desse espaco, ja que (B, (t—k), By(t —k')) # 0 para alguns valores
de k, k' € Z. (Verifique!) Assim, {(V}), ¢} ndo é uma AMR, no sentido de AMR ortogonal.
No entanto, pode provar-se que {¢(- — k) : k € Z} é uma base de Riesz de V. Iremos ver
que é possivel encontrar uma outra funcio ¢ (definida, a partir de ¢, por um processo de
ortogonalizagio) tal que {(V;), ¢} é uma AMR ortogonal. Esta analise multi-resolucio é

conhecida como AMR de splines de grau n.

Figura 3.2: B-splines B3(t) e B3(t — 1)

8A (nica propriedade ndo imediata é AMR3. Esta é no entanto, uma propriedade de aproximacio
conhecida dos splines .



3.2.2 Espacos de pormenor e 6ndula ortogonal

Seja, entdo, {(V;), ¢} uma determinada analise multi-resolugdo de L2(R), que suporemos
r-regular. E imediato concluir que, para cada cada j € Z, as fungoes

bjp = 2/2p(27 - k), ke, (3.15)

formam uma base ortonormada do espaco V. A coleccdo destas bases ndo forma, no
entanto, uma base de LQ(R), uma vez que existem nesse conjunto fun¢bes linearmente
dependentes. Como surge, entdo, a base ortonormada de 6ndulas associada a esta AMR?
Para cada j, consideremos o espaco W; que € o complemento ortogonal de V; em V1,

ou seja, que satisfaz
Viein=V; & W; e V; L W;. (3.16)

Este espaco é usualmente designado por espaco de pormenor, por conter a informagdo que
€ necessdrio adicionar aos elementos do espago mais “grosseiro” V; para obter elementos do
espago mais “fino" Vj1.

Atendendo a que os espagos V; estdo encaixados, podemos concluir de imediato que os
espagos I¥; sdo mutuamente ortogonais; com efeito, se j > k (isto é, se j = k+p,p > 0),
entdo

Wi CVeg1 C- CVigp =V

e, como W; L V;, segue-se que W; L W},. Temos, entdo,
1 1 1
Vi = ViaeWaa=Voo W28 W,
1 1 1 1
= ---:V}fk@wjfk@'“@wj'_g@w]’_l, (3.17)

1
onde o simbolo @& designa soma ortogonal. Das propriedades AMR2 e AMRS3, podemos

entdo concluir que
L*(R) =P W, (3.18)

ou seja, que L2(R) admite uma decomposicdo como soma dos subespacos mutuamente
ortogonais W;. Assim, se dispusermos de uma base ortonormada para cada um desses

subespacos, a coleccido dessas bases formara uma base ortonormada de L2(R). Mas, como
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facilmente se verifica, os espagos WW; herdam, dos respectivos V;, a propriedade de dilatagdo
AMRA4, ou seja,
we Wy = w(2):) € Wj.

Suponhamos, de momento, que é possivel, a semelhanca do que se passa para Vj, encontrar
uma base ortonormada de Wy formada por translacdes inteiras de uma certa funcao 1. E
entdo claro que a familia {41, : k € Z} = {29/24)(27-—k) : k € Z} é uma base ortonormada
do espago W}, sendo, portanto, o conjunto {t; : j, k € Z} uma base de L?*(R). Por outras
palavras, qualquer funcdo ¢ cujas transla¢des inteiras formem uma base ortonormada do

espaco Wy, complemento ortogonal de Vy em Vi, serd uma 6ndula ortogonal.

Acontece que, dada uma AMR, é sempre possivel encontrar tal funcdo 1. Além disso,
a ondula v pode ser obtida explicitamente a partir da funcdo escala ¢. (Por esta razdo, a

fungdo escala ¢ €, por vezes, chamada éndula pai).

Vamos indicar os passos principais da demonstracido do resultado anterior, aproveitando
também para estabelecer certos resultados que serdo importantes posteriormente. Uma

ferramenta essencial na demonstracdo serd a utilizagdo da transformada de Fourier.

e Caracterizacao do espaco 1)

Como {¢(- — k) : k € Z} é uma base ortonormada do subespago Vp, uma fungdo f
estard nesse subespaco se e s6 se existir uma sequéncia de escalares (ay)rez € 12(Z) tal
que

F) =" arg(t — k). (3.19)
keZ
(Note-se que os coeficientes oy, sdo dados por ay = (f, ¢(- — k)).)

Tomando a transformada de Fourier de ambos os lados da equag3do anterior e tendo em
conta as propriedades dessa transformada (nomeadamente as propriedades (1.66) e o facto
do operador transformada de Fourier ser um operador linear continuo), vird

(€)=Y~ are™™4(¢). (3.20)
keZ
Como (ap)kez € F?(Z), a série > okez are "¢ converge, para quase todo o &, para um
fungdo F(¢) € L2[0,2w]. Assim, vemos que f € Vp se e s6 se existir uma fungdo F(€) €
L2[0,27] tal que
(&) = F(§)(9). (321)



Note-se que se tem

2
17 =S lox = 5- [ 1F(©)Pde.

kEZ

e Caracterizacao do espaco 1}

De modo andlogo ao anterior, como {¢1x = V2¢(2- —k) : k € Z} é uma base
ortonormada de V7, temos que uma funcdo g estd em V7 se e sd se admitir uma expansao
da forma

g(t) = V2> Bro(2t — k),
keZ
para uma certa sequéncia de escalares (3;) € 1>(Z). Tomando a transformada de Fourier

de ambos os lados da equacgdo anterior, vem

1 PPN
9(&) = —= > Bre M29(¢/2) (3.22)
Assim, g esta em V] se e sé se existir uma fungdo G(&) € L?[0,27] tal que
3(6) = G(&/2)d(¢/2). (3.23)
A fungdo G(&) é, naturalmente, dada por
1 ,
G(&) = == Bre™™, (3.24)
em que .
5= (900 = V2 [ glt)oet - Ryt (3:25)
Tem-se também
L [T etera = Y10 = Hiale (326)
27 Jo kEZ V2 2 . |

e Equacao de dupla escala
Como Vp C V4, qualquer fungdo de Vy admite também uma expansdo em termos da
base {¢1 : k € Z} de V1. Em particular, a prépria fun¢do escala ¢ admitird uma expansio

da forma atrds referida, isto é, ter-se-3

O(t) = D> hidrp(t) = V2 ) hig(2t — k), (3.27)

kEZ kEZ
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onde os coeficientes hj sdo dados por
= (6.010) =V2 | o(0)aet B (3.28)

A equacgio (3.27) é chamada equacido de dilatacdo, de refinamento ou de dupla escala para
a fungdo escala ¢ e a sequéncia (hy)rez € [2(Z) é chamada filtro da fungdo escala ¢.

Nota Se ¢ for regular, pode mostrar-se que os coeficientes hy, satisfardo a seguinte propriedade
de decaimento
|he| < Cr(1+ |E))™™, vm e N; (3.29)

veja, e.g. [CR95, p.13].

No espaco das frequéncias, a equacdo de dilatacdo tem, naturalmente o aspecto

~

(&) > hie M25(¢/2),

_ 1
ﬁ kEZ
ou seja,

o(€) = H(£/2)p(€/2), (3.30)

onde H(&) é a fungdo periddica de periodo 27 definida por

H(E) = \2 > hypem (3.31)
keZ

A fungdo H (&) é chamada funcdo de transferéncia do filtro (hy)recz € desempenha um
papel importante na teoria.

Nota Note-se que, sendo ¢ regular, a propriedade (3.29) de decaimento dos coeficientes hy, isto
é, dos coeficientes de Fourier de H (&), implica que esta fungdo estd definida para todo o £ e é, além
disso, infinitamente derivavel.

¢ Ortogonalidade
Estabelecemos agora, sob a forma de um lema, alguns resultados que expressam as

condi¢cdes de ortogonalidade, no espaco de Fourier.



Lema 3.1 Seja f € L?(R). Entio, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) {f(-—k):keZ} éum conjunto ortonormado;
(i) [ IFQPe g =50
i) YIFE+ohnP = o  (paraqtc)

kEZ

Demonstracdo: Como
(f(t— k), f(t—1)) = (e ™ F(£), e F(€))
= [ et foae,

concluimos, de imediato que

(f(t = k), f(t—=1)) = ory
— / —ik=D8| F(€)[2dé = 0y = Gh_10,

0 que estabelece a equivaléncia entre (/) e (ii). Para estabelecer a equivaléncia entre (ii) e
(iii), comegamos por notar que, sendo f € L?(R), ser4 ]f(§)|2 € LY(R), o que garante que
a série ) oy |7 (& + 2k7)|? converge para uma funcio do espaco L1[0,27], cujo j-ésimo
coeficiente de Fourier é dado por

1 Y . 1 g —iju 7. .
= FRPN) = 5 [ IFwRe

veja a férmula da soma de Poisson. A equivaléncia entre (ii) e (iii) reconhece-se, ent3o,
facilmente. °
e Condicao sobre H(¢)

Como {¢(- — k) : k € Z} é uma base ortonormada de Vj, podemos entdo concluir que

> ol + 2km) P = % (3.32)

keZ

°A implicagdo (i4i) == (#i) é imediata; a aplicagdo da férmula da soma de Poisson prova que, se (i)
se verifica, entdo (ii7) é vélido no sentido das distribui¢des, ou seja, em S’. No entanto, é facil de mostrar
que, nesse caso, (i) também se verifica q.s.



Nota A regularidade que estamos a assumir para ¢ permite-nos escrever esta igualdade em todo
o ponto £ € R e ndo apenas para q.t. .

Mas, atendendo a (3.30), vem

S [t + 2km|" =S 1H (/2 + k) I 2 + k)P

keZ keZ

— S (/2 + 2hm) (e 2+ 20

keZ

+ Y IH(E/2 + (2K + 1)) ‘gE(g/z + k4 1))
keZ
Como H é periédica de periodo 27, vem, entdo
So|ote +28m)|” =3 H(e/2)R |e/2 + 2|
keZ kEZ
£ Y012+ 7P [3(e/2 + 2k + 1))

kEZ

= [H(¢/2)P Y |8(¢/2 + 2kn)

kEZ

:

FIH(E/2+ DR Y [3(e/2 + 2k + 1))

kEZ
1 2, 1 2
o I/ + o [H(E/2 4 7).
Assim, concluimos que a fungdo H(§) definida por (3.31) satisfaz

[H(E)]? + [H(E+m)]? = 1. (3.33)

e Caracterizacao do espaco W
O seguinte teorema caracteriza as fungles pertencentes ao espaco Wy.

Teorema 3.3 Uma fungdo g estd em Wy se e s6 se a sua transformada de Fourier se

escreve como
9(6) = /2 w(&) H(€/2+ m) 6(¢/2), (3.34)
onde v(¢) € L?[0,2n] e H(&) é a funcdo definida por (3.31).
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Demonstracao: Por definicido do espaco Wy, tem-se que g € Wy seesése g € V7 e
g L Vb, o que é, evidentemente, equivalente a ter-se g € V1 e (g,¢(- — k)) = 0,Vk € Z.
Mas,

@M—wszwwwﬁ
=/m§@ﬁ@w%&

—00

27r(l+1) — .
=Zé G(E)a(E)eede

lez, /27l

2w
=> / G + 2m1) (€ + 2ml)e M ER2) gg

IEZ

/ (Zg ¢+ 2rl)p(€ + 27rl)) ke .

leZ

10 Note-se que

N

pelo que ;7 g(& + 27rl)gg(£ + 27l) converge para uma funcdo de L'[0,27]; o resultado

3 G(€ + 2nl)g(€ + 2nl)

IEZ

dg S/_ GE)NS()1dE = llgll Il = llgll

acima mostra que (g, ¢(- + k)) é 27 vezes o k-ésimo coeficiente de Fourier dessa fungdo.

Assim, podemos dizer que g € Wy se e sé se g € V; e satisfizer

> g€ +2rl)p(e+2ml) =0 (para q.t.€). (3.35)
lEZ

Mas, como vimos, g € V; se e sé se (3.23) se verifica para uma certa fungdo G(§) €

L2[0,27]. Substituindo (3.23) e (3.30) em (3.35) obtém-se

> G(E/2+m)d(E/2+ wl) H(E/2+ D) p(€/2 +7l) =0 (para q.t.£).
leZ

YA troca do integral com a série justifica-se pela aplicacdo do Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue: Seja {fx} uma familia de func¢des tais que, para cada k, fi é integrdvel e fi — f (q.s) quando
k — oco; suponhamos ainga que gxiste uma fung@o F integravel e tal que |fx| < F,Vk. Ent3o tem-se que
f éintegravel e limy_.oo  fo = limp—oo fu = f.
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Reagrupando os termos para [ par e [ impar, usando a periodicidade de G(§) e H(&) e
ainda a condigdo (3.32), obtém-se facilmente

GHE)+GE+m)H(E+7)=0 (para q.t. €). (3.36)
O argumento anterior é reversivel, pelo que podemos afirmar que g € Wyseesése g € 14
e (3.36) se verificar. Mas, (3.36) significa que o vector bi-dimensional (G(&), G(§ + 7))
é ortogonal ao vector (H(§), H(§ + 7)), para quase todo o {. Como a condi¢do (3.33)

garante que este vector é ndo nulo, ter-se-3

(G(£),G(§+ ) = al§)(H(E +7), —H(E)) (3.37)

para uma certa funcdo complexa a(¢) € L?[0,2x]. Substituindo ¢ por £ + 7 na equacgdo

anterior e usando a periodicidade das funcdes envolvidas, vem

(G(§+ ), G(&)) = al§ + m)(H(E), —H (£ + 7)) (3.38)

Assim, tem-se que G(§) = a(§)H({+ 7) onde (&) = —a(£ + w). Uma vez mais, o
raciocinio é reversivel, e podemos, portanto, concluir que g € Wy se e sé se

~

9(&) = G(£/2)¢(/2) (3.39)
com

G(§) = a(§)H(§ + ), (3.40)
onde a(&) € L?[0,27] é uma fungdo que satisfaz a(€) = —a (& + 7). Note-se que esta

dltima condic3o é equivalente a dizer que a funcdo 3(¢) := e~ a(€) é periddica de periodo
7. Escrevendo v(&) = 5(£/2), vemos que (3.39) e (3.40) é equivalente a condigdo (3.34),

o que conclui a demonstracdo do teorema.

e Caracterizacao da 6ndula ortogonal
Como j3 dispomos de uma caracterizagcdo das funcdes de Wy, vejamos agora que
condi¢do adicional uma fung¢do ¢ € Wy deverd satisfazer para que {(t — k) : k € Z}

constitua uma base ortonormada de Wy, ou seja, para que i seja uma 6ndula ortogonal.

Teorema 3.4 Seja (t) uma fungdo cuja transformada de Fourier satisfaz

~

D(€) = 2 u() H(E[2 + ) (£/2), (3.41)
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onde v(¢) € L?[0,2x]. Entdo, {1(t — k) : k € Z} é uma base ortonormada de Wy se e s6
se |v(€)] =1 (para g.t. &).

Demonstracao: Para que {¢(- — k) : k € Z} seja um sistema ortonormadado bastara, de

acordo com o Lema 3.1, verificar que

Y I(E +2km) P = % (para q.t.&). (3.42)

kEZ

Mas,
So[dte + 2km)[ =€) X 1H(E/2+ O+ )R Be/2 4 k)|

k€EZ kEZ

=lu(e)P (Z [H(€/2+ (21 + 1)m) |3(¢/2 + 21m)

leZ

:

+ Y IH(E/2+ (20 + 2 |o(e/2 + (21 + 1)@‘2)
leZ
—|v(©)? (Z (H(e/2+ ) [3(e/2 + 2im)|

leZ

+ S H(E/P B2+ 21+ 1)7r))2>

leZ

~ L (1re/2P + (/24 7))
o ©)P

Assim, é imediato concluir que {¢(- — k) : k € Z} serd um sistema ortonormado se e sé se
v(§)l =1 (para q.t.§).

Resta-nos, portanto, mostrar que {¢(- — k) : k € Z} é um sistema completo em Wj.
Seja Up o fecho do espacgo gerado por {¢(- — k) : k € Z}. Entdo,

geEUo=g=>Y Bv(t—k), (Bi)rez € *(Z)
keZ

= §(€) = G(OY(E), G(¢€) € L0, 2n].
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Atendendo a forma de 3 vem, entdo,

g € Up <= §(€) = G(€)e™ () H(E/2 + m)p(€/2)
= §(€) = 2y H(E/2 + m)p(E/2), V(E) = G(E)W(E)
<= ge Wy (Teorema (3.3)).

Vemos, assim, que as fungdes {¢(t — k) : k € Z} formam uma base do espago Wy, o que
conclui a demonstracido do teorema. ]

Observacoes:

1. Se pretendermos construir uma dndula ortogonal usando o teorema anterior, precisa-
mos, naturalmente, de fixar a fungdo v(£). A escolha mais simples é tomar v(§) = 1.
Nesse caso, obtemos uma 6ndula v dada por

D(€) = P H(E/2 + m)d(€/2), (3.43)

isto &,
= V(-1 TR (2t — k), (3.44)
k€EZ
onde (hy)kez € o filtro da fung¢do escala ¢, ou seja, onde hy s3o os coeficientes da
equacio de dupla escala dados por (3.28). Outra escolha usual é v(¢) = —e % o

que corresponde a considerar

Y(t) = V2 (~1)*h_rp(2t — k). (3.45)

kEZ

2. E importante referir que qualquer das 6ndulas definida pelas férmulas anteriores tem a
mesma regularidade da fung3o escala ¢, isto é, a r-regularidade “propaga-se”a ondula
1. De facto, as propriedades de decaimento e suavidade de 1) deduzem-se facilmente

do decaimento dos hj imposto pela regularidade de ¢; veja. e.g. [Mey86b].

3. Pode provar-se também que a dndula v associada, da forma com acabdamos de des-
crever, a uma andlise de multi-resolugdo r-regular tem os primeiros r + 1 momentos
nulos, ou seja, satisfaz a seguinte condicdo de oscilacio:

/OO thap(t)dt =0; 1=0,...7; (3.46)
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veja, e.g. [Mey86b]. Note-se que, para r = 0, esta é precisamente a condi¢do de
admissibilidade imposta a 1 para que possa ser usada como 6ndula na transformada
continua. No espaco de Fourier, esta condicdo é equivalente a

'y

dié.l(o):()’ l:O,...’f'7
a qual se traduz na condicdo seguinte sobre a funcdo de transferéncia H do filtro
(hi)kez

HO(x)=0, 1=0,...,r (3.47)

A condicdo anterior significa que H tem um zero de ordem 7+ 1 na frequéncia 7, ou

seja, H deve factorizar-se da seguinte forma

e’f r+1
ne=(*55) weo (3.48)

onde p(&§) é uma fungdo 27-periddica. E de salientar que a existéncia de r + 1

momentos nulos de 1) ndo é necessariamente garantia de r-regularidade desta funcao.

4. Pode também provar-se que se ¢ é a funcdo escala de uma ARM r-regular, entao 1
“contém "os polinémios de grau ndo superior a 7, isto é, existem coeficientes a, 1,
tais que

" = Z&n,;ﬂ)(t —-k), n<r,
keZ

para todo o t, com |ay, k| < Cylk|™.

Exemplo 3.1 Ondula de Haar

Retomemos o exemplo da AMR de Haar, cuja fungdo escala é, como vimos, a funcio
o(t) : X[0,1)-

E imediato verificar que ¢(t) = ¢(2t) + ¢(2t — 1), ou seja, que a sequéncia (hy)rez da
equagcdo de refinamento de ¢ €, neste caso, dada por hg = hy = %, h, =0, k#0,1.
Entdo, de acordo com o Teorema 3.4 (em particular, fazendo uso da férmula (3.45)), a
funcdo 1(t) definida por ¥(t) = v2(h16(2t) — hop(2t — 1)) = (2t) — ¢p(2t — 1) é uma
éndula ortogonal associada a esta AMR. Esta funcio é precisamente a éndula de Haar 1)

definida anteriormente.
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Figura 3.3: Fungdo escala da AMR de Haar

Exemplo 3.2 Ondula de Shannon
Consideremos agora o exemplo da AMR de Shannon. Relembremos que a fungdo escala
desta AMR € a funcdo ¢°(t) = *=2IL, 3 qual tem, como transformada de Fourier, $°(£) =

\/%X[—mr]' Da relacdo !

65(26) = H(©) 6°()
e tendo em conta a expressao de &\g (&), de imediato concluimos que H () € (a extensdo 2w
periddica da) fun¢do X[_r/2,x/2- Definindo, com uma escolha apropriada da fung¢do v(§)

no Teorema 3.4, a éndula associada a esta AMR, ¢°, por

$S(&) = e EAVH(E/2 + 1) $5(¢/2)
1

= \/%e_ig/z (X[—2m,—a] + X[r.27]) (3.49)

vemos que essa 6ndula tem a expressio
senm(t—1/2) —sen2n(t—1/2
w5 _ et =1/2) (t-1/2)
w(t—1/2)

A éndula ° definida por (3.49) é precisamente a éndula de Shannon ji apresentada

(3.50)

anteriormente; veja (3.7).
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Figura 3.4: Fungdo escala da AMR de Shannon
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Figura 3.5: Ondula de Shannon

Exemplo 3.3 Ondulas de Meyer

Outro exemplo de éndulas ortogonais cuja construcdo se baseia numa AMR sdo as
ondulas introduzidas por Meyer, a que jd nos referimos. Uma discussdo pormenorizada da
construcdo destas 6ndulas, com indicacdo da respectiva AMR, pode ser vista, por exemplo,
em [Mey86a] ou em [Dau92]. Trata-se, de facto, de uma familia de ondulas, ja que a
sua construcdo envolve a escolha de uma funcdo v(§) com certas caracteristicas. Estas
6ndulas tém propriedades importantes: 12 tem suporte compacto (o que significa que i é
infinitamente derivavel) e zZ pode ser escolhida (dependendo da escolha da fungcdo v) com
qualquer grau de suavidade, isto €, € possivel escolher 12 € C* para qualquer valor de k

(incluindo k = o).
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Figura 3.6: Uma funcdo escala de Meyer
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Figura 3.7: Uma 6ndula de Meyer

3.2.3 Enfraquecimento da condicao AMR5

Como j4 referimos, a condicdo AMR5 imposta na definicdo de uma AMR, isto é, a exigéncia
de que {¢(- — k) : k € Z} constitua uma base ortonormada do espaco bdsico Vp, pode ser
enfraquecida. De facto, podemos substituir AMR5 na definicdo de AMR por

AMR5" {¢(t-—k): k € Z} é uma base de Riesz de V;.

O seguinte argumento mostra como construir uma base ortonormada {¢*(-—k) : k € Z} do
espaco Vp, partindo de uma base de Riesz {¢(- — k) : k € Z} (ou seja, como ortogonalizar
essa base de Riesz). Recorde-se que, se ¢(t - —k) formam uma base de Riesz, entdo
{¢(- — k) : k € Z} é um sistema completo em Vj e existem constantes A > 0e B < oo
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tais que

ANl <1 Y end( —B)IP < BY lenl, (3.51)

keZ kEZ kEZ

para toda a sequéncia (cx)rez € 1%(Z). Comecemos por mostrar que a condicdo (3.51) é
equivalente a seguinte condi¢cdo
B

£ <5 facramf < 2

lEZ

(para g.t. &). (3.52)

Temos,

1Y erd(- = B)Z = 1D exe ™ ()|

keZ keZ

- / |3 e 2 () 2de
X kez
+1)m

=> / ! 1) ere 2 p(8) 2dg
2l

leZ keZ

27 R
=5 [ IS et + 2

IEZ keZ

_ /02” | che—m,z Z ‘(g(g + 27rl)’2 dg.

kE€Z I€Z
Por outro lado, pela identidade de Parseval, tem-se

27
/ 1> ere ™EPdE = 2w el

0 kez kez

E imediato reconhecer que a condicdo (3.52) implica a condicdo (3.51). Para demonstrar

a implicacdo contréria, procedemos do seguinte modo. Seja
B:=<¢€]0,2n] : Z \$(§ + 27l)]2 > B (3.53)
’ leZ 2m

e suponhamos que este conjunto ndo tem medida nula (isto é, tem medida positiva).

Seja g(&) := xp a fungdo caracteristica deste conjunto e sejam (cx)rez 0s coeficientes da
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expansdo em série de Fourier de g(&), isto §,
9(&) = x5(€) =D cre™™
keZ
Tem-se, entao

IS exd(- — B2 = /Z|¢£+2wz )P

keZ leZ

B
—|B
>27[" |?

onde |B| designa a medida do conjunto 5. Por outro lado, tem-se

2y lewl? = l9(&)I* = lIxsll* = |1BI.
keZ

Assim, ter-se-a para esta sequéncia (cx)kez
1> " exd(- = B> > B el
keZ keZ

o que contradiz a desigualdade do lado direito de (3.51); a necessidade da outra desigual-

dade é demonstrada de modo andlogo, considerando o conjunto

— {g e0,27] : 1Y (€ +2nl)? < ;}

lEZ

Considere-se, ent3o, a fun¢do ¢~ € L?(R) cuja transformada de Fourier é definida por

51(€) = O R (354)
{%Z@(g + 27Tz)|2}
leZ
E imediato concluir que esta funcio satisfaz
— 1
> o€+ 2k = o (paraqr). (3.55)

kEZ

o que garante, portanto, que {¢=(- — k) : k € Z} é um sistema ortonormado.
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Por outro lado, tem-se também que

F=>ad (k) ((w)rez € (Z))
kez

o~

— J(©) = F©)er(©)  (F(€) € L2[0,2n])

-1/2
= fl&) = J%F(ﬁ){Z@(éHm)F} (&),
lEZ

o que permite concluir facilmente que as funcdes ¢(- — k) e ¢ (- — k) geram o mesmo
subespaco Vo de L?(R). Além disso, pode mostrar-se que ¢ terd exactamente as mesmas
propriedades de regularidade que ¢.

Pode ainda provar-se que, dada uma certa fungdo 6 € Vj tal que {6(- — k) : k € Z}
seja um conjunto ortonormado, esse conjunto serd necessariamente uma base ortonormada

de V4 e a transformada de Fourier de 0 terd de satisfazer

~

0(€) = M&)e(8), (3.56)

para uma certa fungdo A(§) € L*°(R), periddica de periodo 27, e que satisfaz [\(§)| =1
(para q.t. &); reciprocamente, para qualquer fun¢do A nas condicdes anteriores, uma fungédo
6 cuja transformada de Fourier satisfaca (3.56) é tal que as suas translagdes inteiras formam
uma base ortonormada de Vj; veja, e.g. [Mey86b, p.27]. Isto significa que existe uma certa
liberdade na escolha da fun¢3o escala de uma AMR, sendo esta, no entanto, dnica a menos

da multiplicacdo por uma funcdo 2w - periddica e unimodular.*!

3.2.4 Ondulas de Battle-Lemarié

As 6ndulas construidas por Battle [Bat87] e Lemarié [Lem88], a que ja fizemos referéncia,
podem ser obtidas pelo processo de ortogonalizacdo que acabamos de descrever, aplicado
a uma AMR de splines. 12

Como vimos, dada uma AMR de splines de grau n, é possivel encontar uma base do

espaco Vo (espaco esse constituido pelas fun¢des de L?(R) que sdo splines de grau n com

Se a a AMR for regular, a funcdo A(€) terd de ser uma func3o infinitamente derivavel.

12Devemos notar, no entanto, que esta n3o foi a técnica utilizada por esses autores para a sua construcio.
Battle e Lemarié descobriram as mesmas 6ndulas, trabalhando independentemente e por processos diferentes.
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nds nos inteiros) fazendo translagdes inteiras do B-spline B, (t) (obtido por n convolugdes da
fungdo caracteristica do intervalo [0,1)). Como referimos, B, (t) tem suporte no intervalo
[0,n+1]. E, por vezes, mais simples, trabalhar com o B-spline Bn(t) de grau n com suporte

em:

o [, 2] sen é impar

o [-5,5+1], senépar

Por outras palavras, (3,(t) é obtido transladando B,,(t) de —(n + 1)/2, se n é impar e de
—n/2, se n é par.

E claro que, tal como {B,(- — k) : k € Z}, também a familia {B,(t — k) : k € Z} é
uma base de V4, ja que (3, se obtém de B, por uma translacdo inteira. No entanto, como
ja referimos, para n > 1, as funcdes desta base n3o sdo ortogonais, ndo formando portanto
uma base ortonormada desse espaco.

A transformada de Fourier de By = 3y = x[o,1) € dada por

S L gpsen(£/2)
Bo(f)—\/ﬂ 2 £/2 (3.57)

donde se segue de imediato, tendo em conta a definicdo de 3,, e as propriedades da trans-

formada de Fourier, que

— 1 sen (f/2))n+1
_ iKkE/2
A - /7 3.58
onde Kk =0, se n é impar, e Kk =1, se n é par.

Seja F(§) a fungdo definida por

F(€) =21 |Ba(€ +271)|?

1€Z.
_ 2n+42 1
= (2sen (£/2)) % S
= (sen(£/2))°" % 5,(/2), (3.59)
onde S, (&) é a fungdo par m-periédica dada por
1
Sn(§) = P 3.60
(f) % (5 + lﬂ.)2n+2 ( )
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A demonstracdo de que a fungdo F'(£) dada por por (3.59) satisfaz
A<FE <, (3.61)

onde A é uma constante estritamente positiva (dependente de n, mas n3o de £) pode ser
vista, por exemplo, em [Chu92, pp. 89-90].!1* De (3.61), podemos entdo concluir que
{Bn(t — k) : k € Z} é uma base de Riesz, a qual poderd, portanto, ser ortogonalizada de
acordo com processo descrito na seccdo anterior.

Note-se que a fungdo S, (&) dada por (3.60) pode calcular-se recursivamente, do se-
guinte modo:

1
S = —;
o 0(5) senz(f)
1 d? 1 a2

e SN = —— 5

2n(2n + 1) de2™" (&) (2n + 1)! d€2 ()

A demonstrac3do deste resultado faz-se facilmente por indugdo sobre n, tendo em conta que

* Sy(§)

Sn—1 € definida por uma série absolutamente convergente e diferencidvel, tendo-se

d2
g2

1

Sn-1(§) =2n(2n+1)) (€5 k)22

keZ

= 2n(2n + 1)Sp(€).

Neste caso, ter-se-a para a funcdo escala ortogonalizada (a que chamaremos simplesmente

¢ para n3o complicar as nota¢des):

B B;(g) B e—irE/2 ontl sen”t1 (£/2)
~VJF(E)  V2rentl /S, (€/2) lsen" 1 (£/2)|

Torna-se entdo simples obter a expressdo da fungdo de transferéncia H(&) para a fungido

(&) (3.62)

escala ¢. Uma vez que

e~ e sen"t1(¢/2

~ - ( cos"T1(£/2)
P(28) = V2men+1, /5, (€) lsen™ 1 (¢/2
(
(

cos™t1(£/2)|

_ 2 /Su(E/2) cos"t(g/2
L /5,(€)  [cosmT(E/2

3A demonstracio de que F(&) < ¢ muito simples; bastard atender ao facto de |S(&)| =
(27r)"/2\96(§)|”+1 e ter em conta que €Z|EB(§ + 2k7))? = % jd que {Bo(t — k)k € Z} é um
sistema ortonormado.

(¢),

~— [~ ~—|~~—
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podemos concluir que

2 JSETD) cos™(E)2)
HO = i o) Teos1(e2)] (3.63)

Assim, a transformada de Fourier de uma 6ndula ortogonal associada a funcdo escala ¢
dada por (3.62) 1* sers

)

B _(5*1'5/22”+1 Sn(£/4+1/2)
8= V2mEntl /8, (€/4)\/Sn(€/2) (3:64)

Esta 6ndula ortogonal assim obtida é precisamente a 6ndula de Battle-Lemarié de grau n.
-1/2

E importante notar que sendo F(&) um polinédmio trigonométrico, a fungdo (F'(§))
terd uma expans3o em série de Fourier com um ndmero infinito de termos. Isto significa,
atendendo a (3.62), que, contrariamente a fungdo 3,(t), a fungdo escala normalizada ¢(t)
serd uma funcdo cujo suporte ndo é compacto. No entanto, pode provar-se que a fungdo
escala ¢ e a correpondente 6ndula ¢ tém decaimento exponencial; veja, e.g. [Dau92,
p.151].

/\

VRV

Figura 3.8: Fungdo escala de Battle-Lemarié (n = 5).

3.2.,5 Construcao de uma AMR partindo da funcao escala

Ja vimos como, partindo de uma AMR com funcg3o escala ¢, conseguimos encontrar uma

base ortonormada de L?(RR) formada por 6ndulas 1 1, obtidas por dilatagGes e translagdes

Correspondendo 3 escolha da fungo v(¢) = —e ¢, na aplicagdo do Teorema 3.4.
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Figura 3.9: Ondula de Battle-Lemarié (n = 5).

de uma "Ondula-m3e” ), definida a partir de ¢. E natural tentar construir uma AMR
partindo de uma dada fun¢do ¢ que sirva de funcdo escala. O espac¢o bésico Vj sera obtido
a partir das translac@es inteiras de ¢, isto é, serd (o fecho em L?(RR)) do espaco gerado por
{¢(- — k) : k € Z} e os outros subespacos V; serdo obtidos de Vj por simples mudanga de
escala. A questdo natural que se coloca é qual o tipo de condi¢Bes que ¢ deve satisfazer
para garantir que (V;) ez seja uma AMR de L2(R). E claro que a primeira condic3o a impor
é que {¢(- — k) : k € Z} constitua um sistema ortonormado. Além disso, interessar-nos-a

que ¢ seja, pelo menos, 0-regular ou seja, que satisfaca
lp(t)] < Crn(1+ [E))™™, vm € N. (3.65)

Esta dltima condicdo implica que ¢ € LY(R), pelo que ¢(¢) serd uma fun¢do continua.
Exigir a ortonormalidade das translacdes inteiras de ¢ é, como vimos, equivalente a exigir
que

S Iole + 2k = 5 (3.66)

keZ

Definamos, entdo, os espagos V; como sendo o fecho, em L2(R), dos espacos gerados pelas
fungBes {p; 1 1= 29/2¢(27 - —k) : k € Z}, isto é, sejam

Vi =[{ojr: keZ}], jEZ. (3.67)

O teorema seguinte estabelece condi¢des que garantem que (V});cz é uma andlise multi-

resolucao.
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Teorema 3.5 Seja ¢ uma fungio de L?(R) que satisfaz (3.65) e (3.66), e sejam V; os
subespagos de L?(R) definidos por (3.67). Ent&o:

(i) V; C Vjq1 (para todo o j € Z ) se e s6 se existir uma fungdo H(E), periddica de
periodo 21 e infinitamente derivavel, tal que

o(€) = H(£/2)6(€/2). (3.68)

(i) UV; = L*(R) se e s6 se ¢ satisfizer
1= [ ota] -1 (3.69)

(i) As restantes condices AMR2 e AMR4 — AMR5 de uma AMR s3o satisfeitas.

Assim, se se verificarem as condices (3.68) e (3.69), os espacos V; constituem uma AMR
regular de L?(R).

Demonstracdo: A demonstragdo pode ser vista em [CR95, pp.12 e segs]. ]

Observacoes

1. Como ja referimos, a fungdo escala ¢ que define uma AMR regular estd definida a
menos do produto da sua transformada de Fourier ¢ por uma funcdo periddica de
periodo 27, infinitamente diferencidvel e unimodular. Assim, assumiremos sempre

que ¢ é escolhida de forma a satisfazer
$(0) = / P(t)dt = 1. (3.70)

2. A fungdo H () que aparece na equagdo de refinamento (3.68) é, naturalmente, a
fungdo definida por (3.31), isto é,
1 .
H(E) = —= Y hye ™
V2ig

com hy, os coeficientes que exprimem a fung¢do ¢ na base ortonormada {¢1% : k € Z}
de V7, isto é,

$(t) = Y hadui(t) = V2 hig(2t — k). (3.71)

keZ kEZ



3. De (3.68) vem, em particular, para £ =0,
$(0) = H(0) $(0).
Como ;5(0) = 1, concluimos de imediato que devera ser
H(0) =1, (3.72)
ou seja, que os coeficientes hy tém de satisfazer

> h=v2 (3.73)

keZ
4. Por outro lado, como H (&) tem de satisfazer a equagdo (3.33),%° vird
[H(0)? + [H(m)]? =1,
donde se segue, de imediato, que

H(r) = 0. (3.74)

(Note-se que este é o caso = 0 da equagdo (3.47)). Esta dltima equacio significa
que

> (—1)fh, =0. (3.75)

keZ

5. As condig¢des (3.73) e (3.75) equivalem a afirmar que

Z hor, = Z hokt1 = \f (3.76)

k€EZ kEZ

6. Se ¢ for uma fung3o escala de uma AMR regular, entdo ¢ satisfaz necessariamente

a equacdo de dupla escala (3.27), a qual pode ser iterada, tendo-se, portanto

n

o(&) = [ H@*9)o2™9).

k=1

A continuidade de B implica que esta equacdo é valida em todo o ponto £ e n3o apenas q.s.
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1 e ¢ é continua em zero, ¢(§) pode, entdo, expressar-se pelo produto

Como ¢(0)

infinito

o) =[[HC ™ (3.77)
k=1

Nota A regularidade da fungdo H(E) em zero é suficiente para garantir a convergéncia
pontual do produto infinito do lado direito de (3.77); veja, e.g. [Dau92, p.175].

A férmula (3.77) relaciona a fungdo escala de uma AMR com a fung¢&o transferéncia do res-
pectivo filtro. Poe-se naturalmente a questdo de saber se, reciprocamente, a toda a fungao
H(&), periddica de periodo 2, infinitamente derivdvel e que satisfaca (3.33), (3.72) e
(3.74) esta sempre associada, através da férmula (3.77), uma fungdo escala de uma AMR
regular? A resposta é que nem sempre, embora quase sempre .... CondigGes necessarias
e suficientes (um pouco técnicas) para que tal aconteca podem ser vistas, e.g. em [CR95,
pp.39-52]. Uma condi¢do suficiente, embora ndo necessaria, mas que é muitas vezes satis-
feita na pratica, é que H({) # 0, para £ € [-7/3,7/3].

3.2.6 Ondulas de Daubechies

Como vimos, a construcdo de Battle-Lemarié permite-nos encontrar 6ndulas ortogonais
com qualquer ordem de suavidade desejada (finita). Mais precisamente, para cada n, a
funcdo escala e a 6ndula s3o funcdes de classe C"~ 1. No entanto, devido ao processo de
ortogonalizacdo, tais 6ndulas n3o tém suporte compacto. Serd possivel construir dndulas
que sejam simultaneamente de suporte compacto e com certa suavidade?

Em 1988, |. Daubechies [Dau88] respondeu afirmativamente a esta quest3o, apresen-
tando explicitamente uma forma de construcdo de tais ondulas. Estas éndulas de Dau-
bechies sdo frequentemente usadas em aplicagcbes numéricas. Por limitacdes de tempo,
daremos aqui apenas uma descricio muito breve da ideia basica da construcdo de Daube-
chies. Para mais pormenores sobre a construcdo destas 6ndulas, recomenda-se a leitura do
referido artigo [Dau88] ou de [Dau92, pp. 167 e segs].

Comegamos por referir alguns resultados sobre a fun¢do escala e 6ndula associados a
uma AMR ortogonal.



Teorema 3.6 Seja i) a 6ndula ortogonal associada a uma AMR com funcdo escala ¢ e seja

o~

H(&) a fungdo de transferéncia do filtro (hy)iez de ¢. Se (§) é N vezes continuamente

diferenciavel em ¢ = 0, entdo as seguintes condicbes sdo equivalentes:

(i) A éndula ) tem N momentos nulos, isto €,

/ thp(t)dt =0, k=0,1,...,N —1; (3.78)

—00

(i) @Z(f) tem um zero de ordem N em & = 0;

(i) a funcdo H(&) tem um zero de ordem N em £ = .

Demonstracao: A demonstracdo é deixada como exercicio. [l

O seguinte resultado relaciona o tamanho do suporte de ¢ (e consequentemente, de 1))

com o “comprimento”do filtro (hy)rez da fungdo ¢.

Teorema 3.7 A funcio escala ¢(t) = % > kez (2t — k) tem suporte compacto [0, M]
seesosehy=0parak <0ouk>M.

Demonstracdo: A demonstracdo de que, se supp ¢ = [0, M], entdo hy, = 0 para k < 0 ou

k > M, é imediata, tendo em conta que
[oe) 1 (oo}
mo=v2 [ oot =ty = — [ o/200 byt

A demonstracdo da implicacdo contraria, bem menos simples, pode ser vista em e.g.
[Dau88|. O

Naturalmente, para se obter uma fungdo escala real, os coeficientes h; deverao ser escolhi-
dos como nilimeros reais.
Suponhamos entdo que pretendemos uma fun¢3o escala (real) com suporte compacto

M e seja H(&) a respectiva fungdo de transferéncia

HE = L3 he e
= \/i rar k )



a qual serd, neste caso, um polinémio trigonométrico. Para garantir que v tenha N
momentos nulos, H({) deverd ter um zero de ordem N em £ = m, ou seja, deverd ser

possivel factorizar H(§) do seguinte modo

e\ N .
H(g) = (”2) R(e ) (3.79)

para um certo polindmio R. A dificuldade estd em encontrar um polinémio R(e"f) do

menor grau possivel tal que H(§) satisfaga a condigcdo de ortogonalidade (3.33):
[HEP +H(E+m)? = 1. (380)

Note-se que, se o grau de R for m, ent3o o grau de H (&) serd N + m, o que significa que
o filtro H terd N + m + 1 coeficientes ndo nulos. De (3.79) vem

IH(E)P = (cos?(£/2))" | R(e )P (3.81)

Como os coeficientes de R sdo reais, tem-se R(e~%) = R(e'¢) o que significa que |R(e~%)|2
é uma funcdo par, podendo, portanto ser escrita como um polinémio em cos&, ou, equiva-

lentemente como um polinémio em sen?(£/2). Assim,
H(E)? = (cos’(£/2))" P(sen?(¢/2)). (3.82)
A condicio (3.80) é equivalente a
(1-y)"P(y)+y"P(1—y) =1, (3.83)

para todo o y = sen?(£/2) € [0,1]. Assim, pretende-se obter um polinémio P(y) > 0, de

menor grau possivel, que satisfaca (3.83). Pode mostrar-se que tal polinémio é dado por
N-1
N—-1+k
P(y) = y*. (3.84)
k=0 k

Encontrado o polinémio P(y) torna-se necessdrio extrair a sua “raiz quadrada”, ou seja,

encontrar um polinémio R(e~%) (do menor grau possivel) tal que
[R(e™)[? = P(sen?(¢/2)).
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A construcdo de tal polindmio é baseada no chamado Lema de Riesz e a sua descrigdo pode
ser vista em [Dau88].

Estes sdo, em linhas gerais, os passos seguidos por |. Daubechies para obter as suas
famosas 6ndulas ortogonais de suporte compacto.

Para cada NV € N, foi encontrada uma fun¢3o escala y¢ com as seguintes propriedades

importantes:
(i) n¢ tem como suporte o intervalo [0,2N — 1];
(i) {n¢(- — k) : k € Z} é um sistema ortonormado;
(iii) a correspondente éndula ortogonal ¢ tem N momentos nulos;

(iv) a suavidade de n1) (igual a de n¢) cresce com N. De facto, prova-se que para
N =2, a éndula é a-Lipschitz com a = 0.55, para N = 3, y é Lipschitz 1.08 (logo,
continuamente diferencidvel) e para N suficientemente grande, y1 é uniformemente
a-Lipschitz com a ~ 0.2N’; veja, e.g. [DL92] e [CCI2].

Note-se que cada uma das dndulas y1) definidas a partir de y¢ pelo uso da férmula (3.45)
é uma 6ndula ortogonal com suporte compacto [-N + 1, N].

Nota

(i) A fung3o escala 1¢ de Daubechies coincide com a fun¢do escala da AMR de Haar. Por outras
palavras, a ondula de Daubechies para N =1 é 6ndula de Haar.

(i) Com excep¢io do caso particular da 6ndula de Haar, nenhuma das éndulas de Daubechies
é simétrica ou anti-simétrica (relativamente a algum eixo de simetria). Na realidade, pode
provar-se que n3o é possivel encontrar uma 6ndula ortogonal, real e de suporte compacto que
seja simétrica ou anti-simétrica. No entanto, é possivel modificar ligeiramente a construcdo
inicial de funcdes escala obtidas por Daubechies por forma a encontrar uma familia de fun¢des
escala com as mesmas caracteristicas, mas dando origem a 6ndulas menos assimétricas; veja,
e.g., [Dau92, pp. 251-257].

A Figura 3.10 contém alguns graficos de fungdes escala n¢ e correspondentes ondulas
ortogonais yv de Daubechies. Uma tabela com os coeficientes yhy; k=0,1,...,2N —1,
para N =2,...,10, pode ser vista em [Dau92, p.191].



¢ Coiflets

A pedido de Ronald Coifmann, Ingrid Daubechies construiu também uma classe de
funcdes escala e 6ndulas de suporte compacto em que a 6ndula tem 2N momentos nulos
e a funcdo escala tem 2N — 1 momentos nulos (note-se que o momento de ordem zero
de uma fungdo escala nunca pode ser nulo!). O tamanho do suporte destas fun¢des é
6N — 1. Estas ondulas s3o conhecidas pelo nome de coiflets; para mais pormenores sobre
esta construcdo, veja, e.g. [Dau92, pp.258-259].

3.3 Ondulas biortogonais

A exigéncia de que as fungbes v, 1, definidas a a partir da dndula ¢, formem uma base
ortonormada de L?(R) impde séria restricdes a sua construcdo. De facto, pode mostra-se

que as 6ndulas ortogonais apresentam algumas desvantagens, nomeadamente:

(i) como ja referimos, para além da 6ndula de Haar, ndo existe nenhuma 6ndula ortogonal
real que seja de suporte compacto e simétrica ou anti-simétrica relativamente a algum

eixo de simetria;
(ii) os coeficientes dos filtros (hy)rez sdo geralmente nimeros irracionais;

(iii) no caso de &ndulas de suporte compacto, ndo é possivel dar uma defini¢do explicita
dos subespagos que constituem a AMR; a fungdo escala ¢ (e portanto, também a

ondula 1) é apenas definida implicitamente pela equag3o de refinamento.

Este tipo de limitacdes motivou a construcdo das chamadas éndulas biortogonais. O que
se procura, neste caso, é ter duas bases de Riesz de 6ndulas {1 : j,k € Z } e {4, :

J,k € Z } que sejam biortogonais, isto é, que satisfagcam

(Vj ks Dim) = 05,10k m- (3.85)

As ondulas biortogonais estao, geralmente, associadas a duas andlises multi-resolucio
{(V})jez, ¢} e {(V;)jez, ¢} 1 ligadas entre si da seguinte forma

L*(R) = Vo @ (Vo)*. (3.86)

%Com ¢ e B satisfazendo apenas a condicdo mais fraca AMR5’ de uma AMR.
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Duas AMR que satisfagam (3.86), dizem-se duais ou biortogonais. A condi¢do (3.86) é
equivalente a seguinte condicdo sobre as respectivas fun¢des escala:

(6, 8- — k)) = G (3.87)

Se (hi)kez € (hi)rez denotam os filtros de ¢ e ¢, respectivamente, e H(E) e H(E) as
respectivas fungdes de transferéncia, a condigdo de dualidade (3.87) pode exprimir-se como

HEOHE) +HE+m)H(E +7) =1. (3.88)

A primeira construcdo de 6ndulas biortogonais deve-se a Albert Cohen, Ingrid Daubechies
e Jean-Christophe Feaveau [CDF92]. Das diversas 6ndulas biortogonais apresentadas em
[CDF92], sdo especialmente importantes as éndulas associadas a splines. Para cada m € N,
considera-se para ¢ a funcdo escala da AMR de splines de grau m — 1, isto é, a fungdo

Bm—1(t) cuja transformada de Fourier é dada por (3.58):

36y = L ine/2 (Sen(E/2)\"
0= e ()

1—e 8\
gl 3]
Tﬂe 2 < i€ > , (3.89)

onde Kk = 1 se m é impar e K = 0 se m é par e onde |z] designa o maior inteiro contido

em z. De (3.89), é facil verificar que a fun¢do de transferéncia H () é dada por

H(E) = ﬁ e~ /2 (cos(£/2))"
_ L gy (e 1 & m —
Vor ( 2 ) Vor ;mz kot (2] |

Em [CDF92] mostra-se que, para qualquer valor de m com a mesma paridade que m, sendo
q = (m+m)/2, a fungdo definida por

= 1 S q-1+k
H(€) = —=e""*/?(cos(¢/2))® ( ) (sen(¢/2))**  (3.90)

satisfaz a condicdo de biortogonalidade (3.88). Isto ndo é, no entanto, garantia de que

H(£) origine, através do uso da férmula (3.77), uma funcdo escala ¢ de uma AMR regular,
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dual da AMR gerada por ¢. Para tal, é necessario que m satisfaca um determinado valor
minimo (dependente do valor de m). Em particular, os valores minimos para m = 2,3,4
sdo, respectivamente, 2,3 e 6; veja e.g [CDF92] ou [Coh00]. O pardmetro m dé-nos o
nimero de momentos nulos da 6ndula ) e m é o nimero de momentos nulos da 6ndula
dual. Em [Mal98], é fornecida uma tabela com os coeficientes dos filtros hy e hy para
os primeiros valores de m e m. E importante realcar que os coeficientes destes filtros sdo
fraccdes diddicas, isto é, sdo nimeros da forma 277k,j,k € Z. lIsto torna estes filtros
especialmente adequados para utilizacdo no computador, uma vez que tais ndimeros tém,

por definicio, uma expansdo bindria finita sem erros de arredondamento. 17

3.4 Exercicios
Exercicio 3.1. Seja 1" (t) a 6ndula de Haar, isto &, a funcdo definida por
V() = Xp.1/2) — X[1/2,1)s
onde x[4,5) designa a fun¢do caracteristica do intervalo [a,b).

a) Esboce os graficos de ¢, 1/)5{1, @bgz, ¢f2 e z/Jfl.

b) Justifique que {wﬁ;j, k € Z} é um conjunto ortonormado.
Exercicio 3.2. Seja Bi(t) o B-spline de grau 1, definido por
Ba(t) = (Bo * Bo)(t),
onde By(t) é a fungdo caracteristica do intervalo [0, 1).

a) Mostre que

t 0<t«1
Bi(t) = 2 -1 1<t<?2
0 outros valores de t.

Convém ter em atenc3o que os valores dados em [Mal98] estio normalizados de forma diferente dos
Nossos.
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b)

d)

f)

Seja (1(t) = Bi(t + 1). Mostre que

—

Bo(f) — efi£/25in(§/2)

1
2T £/2

e deduza, entdo, que

o= ()

Considere a fungdo F(&) definida por
N 2
F() =2r' > |Bu(e + 2km)|

kEZ

Mostre que

F(€) = 5 + 2 cos(£/2).

Utilize a alinea anterior para justificar que {$1(t — k) : k € Z} é uma base de
Riesz do espaco dos splines de grau 1 com nds nos inteiros (sabendo, j3, que se
trata de uma base desse espaco).

Considere a funcio escala ¢ ortogonalizada, isto é:

onde

F(¢)
Obtenha alguns coeficientes ¢, da expansdo em série de Fourier da fungdo M ().
Verifique que, a medida que |k| cresce, esses coeficientes decaem (muito rapi-

damente).

Utilize os coeficientes obtidos na alinea anterior para obter uma aproximacio
para a funcao
¢(t) =D bt — k)
keZ
e para esbocgar o seu grafico.
Nota Pode usar a package Wavelets do Mathematica e a funcdo ai definida

BSpline[1,t] que é, precisamente, a fungdo (1(t).
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g) Seja 1 a 6ndula ortogonal associada a fungdo escala ¢, isto é, seja

(€)= —eE2H(E/2 4+ m)p(E)2)
= —e 92H(g/2+m)M(€/2) Bu(E/2),

onde H(&) é a funcdo que relaciona ¢(2¢) com ¢(€&). Mostre que

_ M(2€) Bi(2€)

HO=%31© G

e deduza que

H(/247) = M(gj\%i)rw) sin?(£/4).

h) Temos, entdo
W(€) = G(&/2)B1(&/2)

onde

G(e/2) = —e ) aie2)sin(ea).

(&/2+m)

Determine alguns coeficientes g, da expansdo em série de Fourier da fungdo
(periddica de periodo 41) G(£/2), isto é, da expansdo

Ge/2) = 3 e 4P
kEZ
e obtenha, entdo, uma aproximagdo para v(t) através da férmula
U(t) = 2gkB1(2t — k).
keZ
Esboce o gréfico de v (t).
i) Use as fungdes SplinePhi[1,t,7] e SlinePsi[1,t,7] para esbogar os graficos de ¢ e

1) e confrontar com os graficos que obteve.

Nota As fungles ¢ e 1) obtidas por este processo sdo, como sabe, a fungdo escala e
correspondente 6ndula ortogonal de Battle-Lemarié, para n = 1.

Exercicio 3.3. Repita o exercicio anterior para o caso n = 2.
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Exercicio 3.4. Demonstre o Teorema 3.6.

Exercicio 3.5. Seja ¢ a fung3o escala de uma AMR regular e seja H () a fungdo de trans-

feréncia do respectivo filtro (hy)rez. Suponha que H(&) tem um zero de ordem N
na frequéncia . Mostre que:

a)

oM @nr) =0, nezZ\{0}; k=0,1,...,N —1.
b)
angb(n):/ t*o(t)dt; k =0,1,...,N —1.

nez -

Exercicio 3.6. Seja ¢ uma funcdo escala de uma AMR, normalizada de forma que 5(0) =1

Mostre que
> o(t—k)=1.
keZ

Exercicio 3.7. Sejam ¢ e v a func3o escala e respectiva éndula associadas a uma AMR.
Mostre que

S {I18(¢ + 4km) + [B(E + 4k} = 1.

keZ

Exercicio 3.8. Considere a seguinte equacdo de dilatagcdo para uma fung¢do escala ¢ com
filtro finito {h(), h1, ho, h3}:

$(t) = V2 (hod(2t) + hip(2t — 1) + hop(2t — 2) + hap(2t — 3))  (3.91)

e seja H(§) = % Zi:o hie "¢ a respectiva funcdo de transferéncia. Suponha que

75 o(t)dt = 1.
a) Mostre que os coeficientes hj, satisfazem
ho+ h1+ ho+ hz = \/E (3.92)

b) Mostre que, se {¢(- — k) : k € Z} for um conjunto ortonormado, entdo os
coeficientes hj devem satisfazer

h+h3+h3+h3=1 (3.93)
hoho + hihs =0 (3.94)
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c) Mostre que se pretendermos que a dndula 1 associada a esta fungdo escala

tenha dois momentos nulos, entdo os coeficientes h; deverdo satisfazer

—hog+hi —hy+h3=0 (3.95)
“hy+2hy —3h3 =0 (3.96)

d) Mostre que hy = 1:\%; hy = 3“*\/?, ho = 34*\%; hy = 14’\/\5 satisfazem as

equagdes (3.92) — (3.96).
e) (Para resolver esta questdo, deve ter disponivel a wavelet Toolbox do MATLAB.)

Invoque 0 MATLAB e obtenha informagao sobre a familia de 6ndulas de Daube-
chies, digitando waveinfo('db’). Obtenha os coeficientes do filtro db2. Compare-
os com os do filtro {ho, h1, ho, h3} acima obtido. Que relagdo existe entre os
dois filtros?

f) Obtenha também o filtro da fun¢do escala de Daubechies 2¢ usando a fungido

DaubechiesFilter[2] do Mathematica.

Nota Este exercicio mostra que é importante ter em atencdo as diferentes norma-
lizagGes dos filtros descritos na literatura e usados nos pacotes de softawre.

Exercicio 3.9. O seguinte algoritmo (do tipo “ponto fixo") pode ser usado para obter (uma
aproximagdo) para a fungdo escala da qual se conhega apenas o respectivo filtro. Em

particular, pode usar-se para obter o grafico de ¢.

Passo 1 Escolha uma fung&o inicial ¢o(t) como “aproximag3o inicial” para ¢(t), por

exemplo, tome para ¢o(t) a fungdo caracteristica do intervalo [0, 1).

Passon Paran=1,2,..., faca

On(t) = V2hippn_1(2t — k) (3.97)
k

Use o algoritmo anterior para esbocar (no Mathematica) o grafico da fungdo escala
de Daubechies >¢.

Exercicio 3.10. (Usando a wavelet Toolbox do MATLAB.)
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Use a funcdo waveinfo para obter informacdo sobre as diversas familias de
ondulas disponiveis na toolbox. Obtenha informacdo mais pormenorizada so-

bre a familia bior.

Obtenha informac3o sobre a funcdo wavefun. Utilize-a para esbocar os graficos

da func3o escala e 6ndula de Daubechies 2¢ e 9.

Obtenha os graficos de outras dndulas suas conhecidas.
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Transformada rapida directa
Transformada rapida inversa

Sinais e filtros digitais

4.1 Transformada directa

Nesta seccao vamos ver como a estrutura de AMR conduz, de uma forma natural, a um
esquema iterativo muito eficiente para a determinac3o dos coeficientes da expansdo de uma
determinada func3o numa base ortonormada de 6ndulas.! A facilidade de implementac3o e
a eficiéncia dos algoritmos que vamos descrever, e que sdo devidos a Mallat, estdo na base
da crescente popularidade da aplicacdo das 6ndulas nas mais diversas areas cientificas.
Suponhamos, ent3o, que dispomos de uma AMR (V;);cz de L?(R), com fung3o escala
¢ e correspondente 6ndula ortogonal ©. As propriedades AMR1 e AMR3 garantem-nos que
qualquer fungdo f € L?(R) pode ser aproximada, com precisdo arbitraria, por uma fungdo

v; de um determinado espaco V;, desde que j seja escolhido suficientemente grande, i.e.,
Ve>0 JJ€Z FyjeVy: |f-vs]<e (4.1)

Como habitualmente, denotemos por W o complemento ortogonal de V; em V1 e desig-
nemos por P; o operador de projeccao ortogonal de L?(R) em Vj e por Q; o operador de
projec¢ao ortogonal em W;. Como sabemos, isto significa que @); é a diferenca entre os

LPor simplicidade, consideramos aqui o caso associado a dndulas ortogonais; a adaptacio para o caso de
bases biortogonais é muito simples.
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operadores Pj1 e P;. Temos, também, que P;Pj1 = Pj e Q;Pj11 = ()j; veja o Exercicio
1.13.
Para cada j, designemos por v; e wj, respectivamente, as projec¢cdes ortogonais de f

nos subespacos V; e Wj, isto &, sejam
v; = ij e w; = ij (4.2)
Tem-se, entdo,

vy=Psf =Pr1f+(Pr—Pj_1)f
=vj-1+twj-1
=vj2twWj_2+wy-1

==y twiy A fws,  M>0, (4.3)

A propriedade AMR2 garante que, desde que M seja escolhido suficientemente grande em
(4.3), se tem

||UJ_M|| < e. (4.4)

Assim, podemos concluir que toda a funcio de L2(R) pode ser representada razoavelmente
como uma soma finita de fun¢des dos subespacos mutuamente ortogonais W, com um
resto vy_ps interpretado como uma versdo muito grosseira de f. A decomposi¢do (4.3)
indica-nos quais 0s sucessivos pormenores que se devem juntar a essa versdo esborratada
de f para se chegar a uma aproximagao fina f; dessa funcdo.

Suponhamos, ent3o, que conhecemos a aproximacio vy = Pjf € Vj para f e que se
pretende obter a decomposicdo (4.3). Como, para cada j, {¢jr k€ Z} e {1 : k € Z}
sao bases de V; e W}, respectivamente, conhecer as fun¢bes vy e vy_pr, Wi—prs- ., Wi—1,
significa conhecer os seus coeficientes nas bases respectivas.

Denotemos por ¢/ = (¢} )xez a sequéncia dos coeficientes de v; = P; f na base {¢; 1 :
k € Z}, isto é, sejam

C]i = <f7 ¢j,k>7 ke Za (45)

e seja d’ = (di;)kez a sequéncia dos coeficientes de w; = Q; f na base {¢;;, : k € Z}, isto

é
& = (f, i), ke (4.6)
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Ent3o, o que se pretende, é obter a decomposicao

J-1
vi=> Mot DD dibke (4.7)

kez j=J—M kezZ

Notemos, primeiramente, que ¢ satisfaz a equacao de dilatac3o, isto é, que

¢= hndrn (4.8)

neL

Assim, temos

$j—1k =207 D221 —k)
— o(i—-1)/2 Z hndrn(2971 - k)

ne”Z

— 20-1)/2 Z hn2t29(2(2771 - —k) — n)

nez

=213 " (27 - —(2k +n))

neL

= Z hn ¢j,2k+n

nel

= Z hn—2k¢j,n- (49)

nez

Ent3o, vem

C%_l = (fidj—1k)
= <f7 Z hn—2k¢j,n>

ne”L

- Z hnf2k <f7 ¢j,n>

nel

= Tk (4.10)

nez

De modo analogo,

Y= gndrn (4.11)

neL
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com

gn = (—1)"h1_p, (4.12)
pelo que, se tem
Vick = D Gn-2kPjm- (4.13)
nez

Temos, entao

At = (f 1)
= Z In—2k <f7 ¢j,n>

neZ
= Gnzrd), (4.14)

nez
Partindo da sequéncia ¢’/ = (c]), as férmulas (4.10) e (4.14) podem ser usadas, recursiva-
mente, para obter as sequéncias ¢/ =M d’/~1 ... d’~M  isto é, para obter a decomposicio

desejada para vy; veja o esquema da Fig.4.1. Este processo pode expressar-se mais facil-

¢ — ¢l L 2 . M

N\ N\ N\

1] [

Figura 4.1: Esquema de decomposicao

mente com a ajuda dos operadores de decomposicdo H e G. Definimos

H: (3(Z) — (3(7)
c+— He (4.15)

G: 1?(z) — (*(2)
c— Ge (4.16)
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onde

(He)e =Y hn—okcn e (Ge)k =Y Gn-zkcn (4.17)

nez neL

com h = (hg)rez € 9 = (9gk)kez, respectivamente, o filtro da fun¢do escala ¢ e o filtro
dado por (4.12). Ent3o, o algoritmo de decomposi¢cdo (também chamado de transformada
rapida directa) pode ser descrito do seguinte modo:

TRANSFORMADA RAPIDA DIRECTA

Entrada: ¢! = (c))rez

M (ndmero de decomposices )

Parak=1,...,. M
cJ—k ::7{CJ—k+1

d/—F = gel—k+1

Fim Para

Saida: c/—M

dJAAJ’dJ7A4+1P__’dJ71

4.2 Transformada inversa

A transformada que acabdamos de descrever pode ser invertida facilmente, ou seja, supondo

conhecidas as sequéncias dos coeficientes ¢/~M d/~1 ... d/—M

, poderemos determinar
A . e | J P | h d ~ . d

a sequéncia inicial ¢’. Por outras palavras, conhecida a versdo grosseira de f (vj_pr) €

sabidos os pormenores (w;_az, ..., ws—1), é possivel reconstruir a aproximacdo inicial v

para f. Temos, para cada j,

Bif =vj = vj1+wj

= Z C{flcf)j—u + Z dgfl%‘—u

leZ leZ



Assim,

C’i = <f7 ¢],k>
= <ij7 ¢],k‘>
— Z A N 11, din) + Z &N 11, dik)-
leZ leZ

Mas,

(@510 05k) = O hn—210sms Dik)

nez

= Z P21 {®jns Pj k)
ne”z

= Z hp—210p 1 = hi—2-
neZ

Por outro lado,

(Wj-1.6 k) = O In-210jm> bisk) = Ge—21-

neL

Assim, temos

A= heac] T+ grad]

I€Z I€Z
—1 j—1
= <hk—2lC’l7 + gr-2d] ) ;
I€Z
ver esquema da Fig. 4.2.
d/—M d/-M+1 d’-1
N\ N\ N\
M Ml o1

Figura 4.2: Esquema de reconstrucao

Se definirmos os operadores de reconstrucdo H* e G* por
H* o 2(Z) — (3(7)

c— H'e
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onde

(H*C)k = Z hk—ZlCl (4.23)
Y/
e
G*: (A(Z) — (*(7)
c— G'e (4.24)
onde

(GFe)r = ng—Zlcb (4.25)

leZ

entdo, o algoritmo de reconstrugdo (também chamado de transformada rapida inversa)

pode ser descrito do seguinte modo:

TRANSFORMADA RAPIDA INVERSA

Entrada: M

c/Mdlkk=1,...,M
Parak=1,....M

eI Mtk — qprel—Myk—1 | GxgJ—M+k-1

Fim para

Saida: ¢’/

Observacoes

1. Naturalmente, ao implementar os algoritmos, todas as sequéncias infinitas terdo sem-
pre de ser truncadas. Assim, ao aplicar o algoritmo de decomposicdo, a sequéncia
inicial serd uma sequéncia finita, ou seja, um determinado vector de comprimento
N, (cf,ef,...,c_;). Também, ou o filtro (hx)kez € ja finito ou, se estivermos a
trabalhar com uma 6ndula de suporte ndo compacto, terd de ser truncado para um

determinado vector de comprimento L: (A_m,h_mi1,---shomir_1). 2

2Assumimos que m > 0 e L — 1 > m e também que o comprimento do vector n3o é inferior ao do
“filtro” (h), ou seja, que N > L.



2. Como a sequéncia inicial tem um comprimento finito, é necessario saber como tratar

com os pontos fronteiros. Por exemplo, as férmulas que dao cg_l e 01{7721713 sao:

—m+L—1 n=N+L—-m—3

J—1 7 J J—1 J

g = g hne,, € CNj-1 = E hn—nN+2C;, (4.26)
n=——m n=—m-+N-2

Assim, torna-se necessdrio “aumentar” o vector inicial, juntando-lhe m componentes
no inicio e . — 2 — m componentes no final. Os valores dessas componentes podem

ser escolhidos de diversas maneiras, correspondendo a diversas condices de fronteira:

(i) Uma possibilidade consiste em considera-los iguais a zero (o que corresponde a

“truncar” as férmulas (4.26) de modo a envolverem apenas os valores cg_l, )

(ii) Outra hipdtese, é toma-los iguais aos valores fronteiros, isto é, considerar
Cogp = ...=C_1=0CQ e CN=...=CNiL-m-3=CN_1.
(iii) Poderemos também imaginar uma “reflexdo” na fronteira, isto é, tomar
i =Ci-1 e CN—1+i = CN—i, 1> 0.

(iv) Uma escolha muito usual é considerar a extens3o periddica do vector, isto é,
tomar:

CitN = Ci, Vi

Existem outras formas de tratar com as fronteiras, as quais correspondem a usar bases
ortonormadas de 6ndulas construidas para espacos de fun¢des definidas apenas num
subintervalo limitado de R, isto é, para espagos do tipo L2[0,1] em vez de L?(R).
Algumas solucbes para este importante problema de determinacdo de éndulas no
intervalo podem ser vistas, por exemplo, em [Aus92, Aus93, CDV93, Mey91, QW95].

3. Com escolha apropriada das condi¢des de fronteira, as férmulas (4.10) e (4.14) mos-
tram que no primeiro passo de decomposi¢do sdo calculados (aproximadamente) N/2
coeficientes ci_l e N/2 coeficientes dl{_l. O passo de decomposicdo seguinte é ape-

nas efectuado sobre os coeficientes ci_l que representam a parte em V;_; e assim

3Estamos a supor que N é par.
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sucessivamente. Assim, a medida que que a decomposicao prossegue, serdo efec-
tuadas cada vez menos operacdes. Se o comprimento do filtro é L, o ndmero de

operacdes envolvidas é da ordem de

N N
L x <N+2+4+---><2NL.

Assim, o niimero de operacdes envolvidas no algoritmo da transformada rapida com
ondula é O(N). Trata-se, portanto, de um algoritmo bastante rapido, a semelhan¢a

do que acontece com a Transformada de Fourier Rapida (vulgarmente referida como
FFT). 4

4. Um problema interessante é saber como determinar os coeficientes ci da fungdo do
espaco V; que aproxima a funcdo dada f, para iniciar o processo de decomposic3o.
Teoricamente, deveriamos escolher a melhor aproximagdo de f em V7, isto é, consi-

derar

o = (f,dn). (4.27)

Na préatica, a fungdo f(¢) nem sempre é conhecida (sendo, por vezes, apenas conhe-
cida uma amostra dos seus valores) e, além disso, os produtos internos sio dispen-
diosos de calcular. Assim, estes produtos internos s3o raramente calculados. Fre-
quentemente, dispomos de uma série de valores da funcdo f obtidos em pontos de
amostragem igualmente espacados I<:/2J. Em muitas aplicacbes, considera-se sim-

plesmente
ol =2772727 k). (4.28)

Uma justificacdo pouco rigorosa para esta escolha é a seguinte:

Por definic3o,

ol = 2712 / T 0627t — K)dt = 2772 / T+ 2T Re@)d (429)

*Como é bem sabido, o algoritmo FFT aplicado a um sinal de comprimento N envolve N In N operacdes,
pelo que, teoricamente, o algoritmo da transformada rapido, sobretudo se N for muito grande. No entanto,
é necessario ter em atenc3o que a transformada com 6ndula depende fortemente do filtro escolhido, podendo
ser bastante mais complexa de implementar que a FFT.
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Quando J é bastante grande, $(27t) estard muito “concentrada”numa pequena
regido em torno de t = 0 e, admitindo que a fung¢do f é suave, f serd “quase” constante

nessa regido, vindo, entdo
¢ ~ 2J/2f(2“]k:)/ Pp(27t)dt = 27712 (27 k). (4.30)

Isto explica porque razdo, quando J é grande, podemos tomar (4.28) como apro-
ximagdo para os produtos internos (4.27); ° outras alternativas para aproximar os
produtos internos podem ser vistas, por exemplo, em [Jan88, SP94, Wal92]; veja
também [Dau92, p.166].

4.3 Generalizacao para varias variaveis

Os conceitos de AMR e as transformadas rapidas com 6ndulas podem generalizar-se para
funcdes de varias varidveis, de diferentes formas. A forma mais simples de passar de
fungdes de uma variavel para fungdes de varias varidveis é através da utilizacdo de produtos
tensoriais, e serd essa abordagem que descreveremos brevemente nesta seccdo. Por uma
questao de simplicidade, consideramos apenas o caso de duas varidveis, sendo depois ébvia
a generalizag3o para n varidveis.

Comecemos por relembrar algumas defini¢ces e resultados bésicos sobre produtos ten-

soriais.

Defini¢do 4.1 Dadas duas fungées f,g € L?(R) chama-se produto tensorial f ® g dessas

duas funcées a funcio de duas varidveis dada por
f@g(z,y) = f(z)g(y) (4.31)
Note-se que f ® g € L?(R?).

Defini¢do 4.2 Dados dois subespacos fechados F e G de L?(R), define-se ' @ G como
sendo o fecho, em L?(R?), de todos os produtos tensoriais f @ g, com f € F e g € G.

°Na prética, ignora-se muitas vezes a constante de proporcionalidade 2-7/2

mente os valores de f nos pontos diddicos 277k para sequéncia inicial.

, isto é, tomam-se simple-
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Tem-se que, se (fx)rez € (g1)icz forem bases ortonormadas de F' e G, respectivamente,
a sequéncia (fi ® ¢i)k, ez Sserd uma base ortonormada de F' ® G. Também se verifica
facilmente que L?(R?) = L?(R) ® L?(R).°

Suponhamos, ent3o, que dispomos de uma AMR {(V;), ¢} de L?(R) e seja ¢ a éndula
ortogonal associada. Para cada j € Z definamos

V, =V; @V (4.32)
A sequéncia dos subespacos fechados de L?(IR?), (V;), satisfaz as seguintes propriedades:
AMRI' V; C Vi

AMR2' (V; = {0}
JEZ

AMR3" |V, = LA(R?)
JEZ

AMR4"  wv(z,y) € V; <= v(2z,2y) € Vj11
AMR5" O conjunto {¢(z — k)p(y — 1) : k,l € Z} é uma base ortonormada de V.

Serd, entdo, natural dizer que {V;} constitui uma AMR de L?(R?) com fungdo escala
O =0® 9.

Temos, atendendo a definicdo dos subespacos V;, as propriedades de uma AMR e ao
facto de o produto tensorial ser distributivo relativamente a adicdo de fun¢des:

Vi=VioW
= (Vo © Wo) @ (Vo © Wo)
= (Vo ® Vo) © (Vo ® Wo) & (Wo @ Vo) @& (Wo ® Wo)
=Vo® (Vo ® Wo) @ (Wo @ Vo) @ (Wo @ Wo) (4.33)

Assim, se designarmos por Wy o complemento ortogonal de Vy em Vi,vemos que

Wo = Wo,1 ©@ Wi ® Wit (4.34)

5Note-se que definimos F ® G como o fecho do conjunto formado por todos os produtos tensoriais de
fun¢des de F' por fungdes de G.
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onde

Wo1=Vo®Wo (4.35)
Wio=Wo® W (4.36)
Wi =Wo® Wy (4.37)

Os espagos Wo.1, Wi o e Wi 1 admitem as seguintes bases ortonormadas, respectivamente:

{6z —K)o(y—1) : b, € Z}, {(w—k)p(y—1) : k.0 € Z} e {o(w—k)o(x—1) : k1 € Z}.
Segue-se entdo das propriedades AMR1I-AMR5’ que as trés funcdes

vli=gp @y (4.38)
V2 =@ ¢ (4.39)
Vvi=y ey (4.40)

sdo tais que {277W(27x — k, 27y — 1) : j,k,l € Z; s € {1,2,3}} é uma base ortonormada
de L2(R?). Assim, no caso de duas varidveis, temos uma funcdo escala ® e trés “ondulas”
vl w2 e 3,

A funcdo escala ® e as ondulas V®; s = 1,2, 3 satisfazem equacdes de dupla escala

idénticas as das fungdes unidimensionais. Tem-se

O(x,y) =2 > hg®Q2z—k,2y — 1) (4.41)
(k)22

onde

hy; = hyhy (4.42)
e
Vi (z,y) =2 Z g](:l)¢(2x —k,2y—1); s=1,2,3, (4.43)
(k,l)ez2

onde

gl = hno i) = gch e g = gian (4.44)

)

Usando as equacdes (4.41) — (4.44), pode mostra-se que as transformadas rapidas aplicadas
a sinais bi-dimensionais sdo muito simples de implementar: dada uma matriz A = (a;;),

no primeiro passo aplica-se uma transformag¢3o uni-dimensional a cada uma das linhas de
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A, seguida de uma nova transformacio uni-dimensional a cada uma das colunas da matriz
obtida. Assim, uma transformagdo (de um nivel) pode ser representada simbolicamente

como

A | A
A (Ay] 4, ) — A, | — [ (4.45)
Agh | Agg

e Alguma terminologia de processamento de imagem

Para poder trabalhar com transformadas no processamento de uma imagem, ha ne-
cessidade de a digitalizar. Ha dois conceitos importantes sobre a digitalizagcdo: niveis de
intensidade e resolucdo. Em processamento de imagem, é usual usar 256 niveis diferentes
de intensidade ou escalas de cinzento, variando entre o valor 0 (preto) a 255 (branco). ’
Cada uma destas escalas pode ser representada por um niimero bindrio de 8 bits (28 = 256).
Uma imagem digitalizada pode ser criada considerando uma rede de quadrados (chamados
pixels) e atribuindo a cada pixel um determinado nivel de cinzento. A resolucdo (ou quali-
dade) de uma imagem é medida pelo niimero de pixels por polegada quadrada, dizendo-se
que a resolugdo é de x pixels por polegada (em inglés, “dots per inch”, dpi ), se o lado
de cada pixel medir 1/x de uma polegada, ou seja, se numa polegada quadrada existirem
x? pixels. Para digitalizar uma imagem de uma polegada de lado, numa resolucdo de 500
dpi,8 sdo, portanto, necessdrios 2 milhdes (8 x 250000) de bits. Compreende-se, assim a
importancia de dispor de boas técnicas de compressdo de imagem, isto é, formas de ten-
tar obter imagens visualmente muito semelhantes as originais, mas necessitando de muito
menor necessidades de armazenamento de dados.

A este propdsito, é interessante referir que o FBI lancou um concurso publico para o
desenvolvimento de algoritmos para a compressdo das imagens digitalizadas das impressoes
digitais contidas nos seus arquivos, sendo o “standard” adoptado baseado na utilizagdo de
ondulas biortogonais: (Wavelet/Scalar Quantization (WSQ)); mais pormenores podem ser
vistos em[BBH93], [Bri95] ou [Cip93].

"Estamos aqui a referir-nos a imagens monocromaticas, isto &, a preto e branco.

8Tipicamente, as impressoras laser tém uma resolucio de 300 dpi ou 600 dpi.

129



Como vimos, uma imagem pode ser representada por uma matriz A = (a;;) em que
cada elemento corresponde ao nivel de intensidade do respectivo pixel.

Se a matriz A representar uma determinada imagem, ent3o, apds um passo do algo-
ritmo de transformada rapida com 6ndulas obtidas por produtos tensoriais, a submatriz
(subimagem) A, tenderd a captar as eventuais “linhas horizontais” da imagem inicial (ou
seja, as alteracdes de intensidade ou “descontinuidades’na vertical) e a ignorar as linhas
verticais, a submatriz Ay, tenderd, pelo contrdrio, a captar as “linhas verticais”e a sub-
matriz Ay, tenderd a captar as “linhas diagonais” (ou seja, alteragdes de intensidade na
vertical e horizontal); a subimagem Ay, serd uma versdo mais suavizada ou desfocada (isto
é, com menos detalhes) da imagem inicial.

O processo acima descrito pode repetir-se, aplicando-se uma nova transformacio a

submatriz A, e assim sucessivamente.

4.4 Sinais e filtros digitais

Como ja referimos, um sinal digital é, simplesmente, uma aplicagdo de Z em C, ou, dito
de outro modo, é uma sequéncia = = (z3)xez € CZ. No que se segue, usaremos ambas as
notagdes (z(k))kez ou (xx)kez para um determinado sinal, conforme seja mais conveniente,
sendo a primeira das notagdes mais apropriada quando pensarmos num sinal digital como
uma aplicacdo de Z em C.

Como exemplo simples de um sinal digital, temos o chamado impulso unitario ou Dirac
discreto 9, definido por

S(k) =4 h=0 (4.46)
0, k # 0.

Ao valor € := Y, ., |zx|> chamamos energia do sinal. Assim, os sinais de energia finita sdo
precisamente os elementos de (?(Z).

Nota No que se segue, trataremos sempre com sinais de energia finita.

Definicdo 4.3 Uma aplicacdo F : (?(Z) — (?>(Z) é chamada sistema ou filtro digital.

Assim cada sinal (zx)kez (input) é transformado por F' noutro sinal (yx)kez (output),
resposta do sistema ao sinal inicial.



Definicao 4.4 Dado um sinal digital x : Z — C e dado b € Z, chama-se translacdo desse

sinal por b e denota-se por Tyx ao sinal definido por

(Tyx)(k) = z(k — b). (4.47)
Exemplo 4.1 A translacdo por n do Dirac discreto € o sinal tal que
1 k=
’ " (4.48)

(Tn5)(k)={ 0. .

Esse sinal é simplesmente denotado por 6,,.
Na pratica, um filtro digital deverd satisfazer certas propriedades, tais como:

Linearidade: isto significa que F' deve ser uma aplicagdo linear.

(i)
(i)
(iii)

Invaridncia no tempo ou invaridncia sob translacdo: F(Tyz) = Ty(Fx).
Continuidade: Se ((z))nen é uma sequéncia de sinais e z,, — x quando n — 00,°

entdo F(z,) — F(z), quando n — oo.

Nota De aqui em diante, quando nos referirmos a um filtro, assumimos sempre que ele satisfaz as
trés propriedades acima mencionadas, isto €, serd sempre linear, invariante no tempo e continuo.

Comecemos por observar que qualquer sinal x = (x1) se pode decompor a custa das

translacées do Dirac discreto

Tr = Zxkék = Z:Iika5 (4.49)
kezZ kEZ
Ent3o, a imagem de x por um filtro F' vem dada por
Yy = F(a:) = Zka(Tké)
kezZ
= S e TRH(S), (4.50)

kEZ

A convergéncia a que nos referimos é a convergéncia para a norma de €2(Z), embora por vezes também
se use a convergéncia simples ou pontual, significando que x, — 2z <= Vk € Z (x»)(k) — x(k), quando

n — oQ.
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Definicdo 4.5 Seja I : (2(Z) — (*(Z) um filtro. Ao sinal h := F(5), ou seja, a imagem
pelo filtro do Dirac discreto, chamamos resposta ao impulso unitario.

A equagdo (4.50) significa que

Un = (F2)n =Y wkhn i (4.51)
kEeZ

onde h := F(9).

Definicao 4.6 Dados dois sinais discretos x, 1, chama-se convolucdo desses sinais e denota-
se por x xy ao sinal definido por

(@ Y)n =D Tkynk (4.52)

keZ

E imediato reconhecer que Txy =Y *x.
Vemos, ent3o, que um filtro fica totalmente caracterizado pela sequéncia h = F(§) que

é a sua resposta ao impulso unitario, tendo-se
Fx =xxh. (4.53)

Assim, em processamento de sinal digital, um filtro é definido por meio de uma convolugio
com uma certa sequéncia h = (hy)kez, usando-se por vezes o termo filtro para designar a
prépria sequéncia. Se (hy)kez tem apenas um ndmero finito de termos ndo nulos, entdo a
soma (4.53) é calculada apenas com um niimero finito de operagdes. Filtros desse tipo sdo

chamados filtros de Resposta Finita ao Impulso (em inglés designados por FIR).

Definicdo 4.7 Um filtro F' diz-se causal se (F'x)n depende apenas dos coeficientes xj, de
x para k < N. A férmula de convolugcdo (4.53) mostra que isso implica que hy, = 0 para
k <0.

Definicao 4.8 Um filtro I diz-se estavel se qualquer sinal limitado x € transformado num
sinal limitado F(x).

Como, atendendo a (4.53) e (4.52), se tem

(Fa)n| < suplaal > hal,
neL keZ
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segue-se que é suficiente que ), |hx| < oo para que o filtro seja estavel. Pode mostrar-
se também que esta condicdo é necessdria. Assim, um filtro serd estdvel se e s6 se a sua

resposta ao impulso, h, satisfizer h € I*(Z).
Definicao 4.9 A funcdo

H(E) = hye ™ (4.54)

keZ

é chamada funcio resposta-frequéncia ou funcio de transferéncia do filtro h = (h)rez.t°

Definicao 4.10 Dado um sinal digital x, chama-se decimagdo por dois e denota-se por

[x] | 2 ao sinal obtido de x “retendo”apenas os seus termos de ordem par, i.e.
(2]} 2k = azs,  keZ (4.55)

Definicao 4.11 Dado um sinal x, chama-se interpolacido por dois desse sinal e denota-se
por [x] T 2 ao sinal obtido de x inserindo zeros entre cada dois dos seus termos , i.e.

a2 se k par

([z] 1 2)k = { (4.56)

0 se k impar.

O simbolo ~ é usado para representar involugdo, isto é, conjugac3o e inversdo no tempo, ou

seja,
Tr = T_f, kelZ. (4.57)

Consideremos ent3o o sinal ¢/ = (c,i,) dos coeficientes da aproximagao v; na base ¢;; de
V;. De acordo com (4.10) e (4.14), temos que a sequéncia ¢/~ ! é obtida de ¢/ do seguinte

modo:
d =[x |2, (4.58)
onde h = (hp)nez € o filtro da fung¢do escala ¢. De modo andlogo,

d 1 =[gxc] |2 (4.59)

19Esta definicio ndo coincide exactamente com a introduzida no Capitulo 3 para a funcio de transferéncia
do filtro associado a fung3o escala, sendo a diferenca apenas na normalizag3o.
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Por outro lado, vemos de imediato, de (4.21), que
¢ = (h+ [ 12) + (g [ 1 2) (4.60)
Quer dizer:

e em cada passo do algoritmo de decomposicao do sinal original, é feita a filtragem

desse sinal com os filtros & e g, fazendo-se a decimac3o por dois dos sinais obtidos.

e Na fase de reconstrucdo, é feita interpolacdo por dois de cada um dos sinais obtidos na

decomposicdo, filtram-se os sinais com os filtros h e g e somam-se os sinais obtidos.

ol

Figura 4.3: Esquema de decomposicao e reconstrucao

Em processamento de sinal digital, (1) e (2) constituem as fases de andlise e sintese
de um processo conhecido por esquema de filtragem de duas bandas com capacidade de
reconstrucdo perfeita; para mais pormenores sobre a ligacdo entre a teoria das 6ndulas e a
teoria de bancos de filtros, sugerimos a leitura dos artigos [RV91, Vai87, Vet86] e [VH92].
Os livros de Cohen e Ryan [CR95] e de Strang e Nguyen [SN96] sdo também excelentes

referéncias sobre este assunto.



4.5 Exercicios

Nota Os exercicios que se seguem devem ser resolvidos utilizando a package Wavelet

Explorer do Mathematica.

Exercicio 4.1.  a) Gere uma tabela de 8 nimeros aleatérios.

b) Obtenha a transformada discreta dessa tabela de valores, usando como 6ndula
analisadora a 6ndula de Haar.

c¢) Verifique quantas decomposi¢des foram efectuadas.

d) Use a funcdo PlotCoefficients para obter uma representacdo gréfica dos coefici-

entes da decomposicao.

e) Use a fungdo PhaseSpacePlot para obter uma representacdo diferente dos mes-

mos coeficientes.

f) Use a fungdo MRDecomposition para obter a decomposicdo multi-resolu¢do do
“sinal”inicial e, usando a fun¢do PlotCoefficients obtenha o grafico de cada um
dos niveis de decomposicao.

g) Obtenha a transformada inversa dos dados transformados.

h) Verifique que os dados originais sdo recuperados exactamente.

Exercicio 4.2. Considere o seguinte problema de valores iniciais (equa¢do de Burger) :

gu o _ ot 0<z<1024, t>0,

T 0 <z <1024,

com coeficiente de viscosidade = 1.5. O ficheiro shocksin.dat que se encontra na
directoria Wavelets/Data contém uma tabela de valores da solu¢do desse problema

no instante ¢t = 400, para os valores de x = 0,1,...,1023.

a) Esboce o grafico da fun¢do que define a condigdo inicial e represente também

graficamente os pontos da tabela referida.

b) Obtenha a transformada discreta dessa tabela de valores, usando como dndula

analisadora a 6ndula de Daubechies 1.
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f)
g)
h)

Use a funcdo PlotCoefficients para obter uma representacdo grafica dos coefici-

entes da decomposicao.

Use a funcdo Cumulative Energy para verificar que 99.9% da energia total est3

concentrada nos 14 coeficientes de maior médulo.

Use a funcdo Compress para obter uma compressido do vector dos dados trans-
formados com uma taxa de compressdo de 1024/20 (isto é, retendo apenas os

20 coeficientes de maior médulo dos 1024 coeficientes originais).

Obtenha a transformada inversa dos dados comprimidos.

Obtenha a representacdo gréfica da tabela de pontos obtidos na alinea anterior.
Compare com o grafico da tabela de pontos representada na alinea a).

Determine o erro entre os dados originais e os dados recuperados, relativamente

anorma | - |2

Exercicio 4.3. O ficheiro shocknoi.dat que se encontra na directoria Wavelets/Data contém

dados que correspondem a valores da solu¢do de uma modificagdo do problema con-

siderado no Exercicio anterior: as condicOes iniciais sdo uma sobreposicao de senos

de diversas frequéncias e a equacdo de Burger foi adicionado um certo ruido.

2)
b)

d)

Obtenha a representacdo grafica dos dados contidos nesse ficheiro.

Obtenha a transformda desses dados, usando a 6ndula de Battle-Lemarié de
grau 4.

Efectue uma compressdo dos dados transformados, usando a funcdo Compress,
e considerando nulos os coeficientes cujo valor absoluto seja inferior ao valor
limiar (threshold) de 1.5. (Efectue a compressdo apenas sobre os coeficientes
dos espagos de “detalhe”e utilize a técnica de shrinkage.)

Efectue a transformada inversa dos dados comprimidos e represente graficamente
os dados obtidos.

Repita as alineas b) - d) com diferentes 6ndulas analisadoras, diferentes valores

do limiar e com e sem shrinkage.
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Exercicio 4.4. Considere a fun¢do de duas varidveis f(z,y) definida por

1 2<lz]|<3Aly <3) V(x| <3A2< |y <3);

0 restantes valores de x e y.

f(x,y) = {

a) Considere a matriz 64 x 64 cujas entradas s3o os valores de f(z,y) para z =
—4(1/8)4—-1/8ey=—4(1/8)4—1/8.
b) Use a fungdo ListDensityPlot para obter um grafico de densidade destes dados.

c) Transforme os dados, usando a transformada discreta com dndula de Daubechies

(N = 2); verifique quantas submatrizes s3o obtidas e as respectivas dimensdes.

d) Obtenha a representacdo gréfica dos dados transformados, utilizando a fungdo
PlotCoefficients2D.

e) Obtenha a transformada inversa dos dados transformados e faga a sua repre-
sentacdo grafica.
f) Obtenha a representacdo grafica das matrizes que contém os coeficientes dos

“pormenores” correspondentes ao primeiro nivel de decomposicao.

g) Usando apropriadamente a fungdo InverseWavelet Transform obtenha a imagem

correspondente a um nivel de resolucdo inferior ao inicial.

Exercicio 4.5. Este exercicio destina-se a efectuar as transformadas rapidas de um sinal
uni-dimensional, usando a Wavelet Toolbox do MATLAB, sem recurso a interface

grafica.

a) Obtenha ajuda sobre as fungdes dwt e wavedec.
b) Construa um sinal (vector) sinal = (1,2,...9,10,10,9,...2,1).

(i) Efectue um passo de decomposicdo da transformada rapida com &ndula,
escolhendo para 6ndula analisadora a 6ndula de Haar. Qual o comprimento
dos vectores dos coeficientes de aproximacdo e detalhe?

(i) Repita a alinea anterior, usando a 6ndula de Daubechies db2. Que conclui?
Como justifica tal resultado?

(iii) Efectue uma decomposi¢do do sinal original até ao nivel 3, usando a 6ndula
de Daubchies db2.



(iv) Peca ajuda sobre as fungdes detcoef e appcoef e utilize-as para determinar
os coeficientes de aproximacdo do nivel 2 e 1 e os coeficientes de detalhe
dos mesmos niveis.

(v) Obtenha informag&o sobre as fun¢des idwt, waverec, wrecoef e upcoef. Use-
as para reconstruir a aproximacao do nivel 3 e os detalhes dos niveis 1,2 e
3.

Exercicio 4.6. Este exercicio destina-se a efectuar as transformadas rdpidas de um sinal
uni-dimensional, usando a Wavelet Toolbox do MATLAB, com recurso a interface

grafica.

a) Considere novamente o sinal do exercicio anterior. Use o comando save para

criar um ficheiro sinal.mat.

b) Use o comando wavemenu e seleccione a opgdo Wavelet 1-D. Faca o load do
sinal por si criado e proceda as mesmas operacdes do exercicio anterior, mas

usando a interface grafica.

c) Explore as capacidades da toolbox seleccionando, em File — Example Analysis,
alguns dos sinais ai contidos. Em particular, seleccione sinais com ruido (Noisy

Signals) e efectue de-noising.

Exercicio 4.7. Explore as capacidades da toolbox do MATLAB na andlise de imagens,
usando a interface grafica. Para isso seleccione a opgcdo Wavelet 2-D do menu e,

em File — Example Analysis, escolha algumas das imagens ai contidas.

Exercicio 4.8. Considere novamente a matriz do Exercicio 4.3 . Guarde-a num ficheiro
matriz.mat e, usando a interface grafica da toolbox, decomponha-a, usando a 6ndula

de Daubechies db2. Use 1 e 2 niveis de decomposic¢ao.



Terminamos este curso referindo uma lista de alguns produtos de software e de recursos
electrénicos, Uteis para quem deseje trabalhar com wavelets, e indicando também alguma

bibliografia adicional.

Software

e Wavelet Digest — é uma espécie de jornal electrénico que dé informacg3do actualizada
sobre Oondulas: semindrios, conferéncias, novos livros e artigos, respostas a questoes,

etc. Para o subscrever bastara aceder a:
http://www.wavelet.org

Este site é também muito util para obter referéncias sobre 6ndulas.

e Numerical Recipes — a segunda edicdo de Numerical Recipes in C e Numerical Recipes
in Fortran inclui discussdo da transformada discreta com wavelets, transformadas para
funcdes de varias varidveis e aplicacdes de 6ndulas a em compressdo de imagem.

Referéncia: W. H. Press et. al., Numerical Recipes in C e Numerical Recipes in

Fortran, Cambridge University Press, 1992.

o Wavelet Packet Laboratory for Windows — desenvolvida por R. Coifman et. al. para
IBM - PC’s é uma ferramenta interactiva para encontrar a “melhor” representacio de
um sinal digital. Inclui manual e disquete e serve de acompanhamento ao livro de
Wickerhauser [Wic94].



(Requer DOS e Windows 3.1 )
Referéncia: A. K. Peters, Ltd. 289 Linden St., Wellesley, MA 02181 USA.

e Mathematica Wavelet Explorer — package de Mathematica que permite a andlise de
sinais uni-dimensionais e de imagens. (Requer versdo 2.2 do Mathematica)
Referéncia: Wolfram Research,Inc., Champaign, lllinois.

O manual de utilizagdo pode ser usado como um livro basico de introdu¢do ao estudo
das ondulas.

o Wavelet Toolbox for use with MATLAB — toolbox de MATLAB, tem uma éptima
interface grafica e é de muito facil utilizag3o.

Referéncia: The MathWorks, Inc. (e-mail: info@mathworks.com).
o WAVELAB Toolbox— trata-se de uma package escrita em MATLAB por David Donoho

e seus colaboradores, na Universidade de Stanford. Esta package é gratuita e pode

ser obtida através da Internet:

ftp://playfair.stanford.edu/pub/wavelab

ou

http://playfair.stanford.edu/ wavelab

Mais pormenores podem ser obtidos no livro de Mallat [Mal98]. Este livro contém

também uma lista de outras packages gratuitas para trabalhar com 6ndulas.

e O livro de Chui [Chu97] inclui uma lista muito completa de software comercial e de

dominio publico e ainda uma extensa lista de sites relacionados com 6ndulas.

Referéncias adicionais

Para além das referéncias citadas ao longo do texto, foram também utilizados na escrita
destas notas os seguintes livros: [AS99], [BNBO0O0], [Chu97], [HW96], [K0o093], [LMR98],
[RW98], [SSW02], [SN96], e [Wal99].

Dois artigos sobre 6ndulas, de cardcter expositério e bastante interessantes, sdo os de
[Stro3] e [JS94].



Gostariamos de recomendar vivamente a leitura do livro de B. B. Hubbard [Hub98], o
qual é um exemplo fascinante da capacidade de divulgagdo, numa linguagem extremamente

acessivel, da teoria das 6ndulas.

Existem diversas variantes importantes da teoria basica das 6ndulas. De de entre essas
variantes destacamos as seguintes (com indicagdo de algumas referéncias bdsicas sobre o

respectivo tema):

e wavelet-packets, introduzidas em [CMQW89] e aplicadas a compress3o de sinal em
[Wic92]; recomendamos ainda o livro de Wickerhauser [Wic94] e o artigo de [Tor92];

e bases de Wilson — [DJJ91];

e bases locais de senos e co-senos — [CM91], [AWW92];
e multiwavelets — [GHM94];

e ondulas interpoladoras — [Don94];

e esquema de lifting e dndulas de segunda geracdo — [Swe95, Swe96, Swe97].

Por limitacdes de tempo, n3o foram indicadas nestes textos nenhumas aplicacdes es-
pecificas da teoria das Ondulas. Apenas para dar uma ideia da diversidade de areas de
aplicacdo desta teoria, segue-se uma pequena lista de publicagdes onde sdo descritas algu-

mas dessas aplicagOes.

e Processamento de sinal e imagem: [RV91], [Teo98] (processamento de sinal); [HJS94],
[VU92] (compressdo de imagem), [MTWWO00] (detecgdo de caracteristicas de mate-
riais); [RLG93] (mamografia); [BT93] (modelagdo da audigdo humana e compressdo
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