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Matrizes

1.1 Conceitos basicos

Na disciplina de Algebra Linear, as chamadas matrizes sao objetos matematicos que desem-
penham um papel fundamental, sendo usadas intensivamente. Neste primeiro capitulo, intro-
duzimos o conceito de matriz, estudamos algumas matrizes especiais, definimos as operagcoes
bdsicas com matrizes e estudamos as propriedades dessas operacoes.

Definicao 1.1. Uma matriz de ordem (ou tipo) m x n é simplesmente um quadro retangular
de m x n numeros dispostos em m linhas e n colunas. Esses numeros, ditos elementos ou
entradas da matriz, sdo representados ou entre parénteses curvos (sendo esta a notagcdo que
adotaremos neste curso) ou entre parénteses retos.

Nota: A n3o ser que algo seja dito em contrdrio, assumimos que os nimeros que constituem a
matriz s3o nimeros reais, isto é, trabalharemos, essencialmente, com as chamadas matrizes reais; por
vezes, no entanto, consideraremos matrizes complexas, ou seja, formadas por niimeros complexos.!

O conjunto das matrizes de ordem m x n de elementos reais sera denotado por R™*™ e o
conjunto das matrizes, da mesma ordem, de elementos complexos sera designado por C™*™.

s

E pratica comum usar letras latinas maidsculas, tais como A, B, M, N, ..., para denotar
matrizes e usar a letra minuscula correspondente, com dois indices, para denotar os respetivos
elementos: o primeiro indice indica a que linha pertence o elemento e o segundo refere-se a

LE possivel definir matrizes com niimeros pertencentes a outro tipo de conjuntos, mas tal estd fora do
ambito deste curso.



coluna em que se situa o elemento. Por exemplo,

11 A2 -+ Q1p

Gp1 Q22 -+ Q2p
A=

Am1 Am2 - Amn

Também se escreve, em notagdo abreviada, A = (@;;)mxn Ou apenas A = (a;;) se o tipo da
matriz se deduzir pelo contexto. Se quisermos apenas indicar que A é uma matriz do tipo
m X n, escrevemos A,,.,. Por vezes, é (til usar a notacdo (A);; para designar o elemento
situado na linha ¢ e na coluna j da matriz A. Tal elemento é referido como o elemento de A
na posic3o (i, j), ou apenas por elemento (i, j) de A.

Uma submatriz de uma dada matriz A é uma matriz obtida de A eliminando alguma(s)
das suas linhas e/ou colunas. Por exemplo, se

1
A= 4
-1

4 3 0
a4 30)

é a submatriz de A obtida eliminado a sua primeira linha e a sua segunda coluna.

w N W
~N W O
—_ o =

entao

Definicao 1.2. Seja A uma matriz de ordem m x n.

e Se m = n, A diz-se uma matriz quadrada; se m # n, a matriz diz-se retangular. Quando
A é uma matriz quadrada de ordem n x n, é usual dizermos apenas que A é quadrada
de ordem n.

e Se m =1, A diz-se uma matriz linha ou vetor linha, e se n = 1, A diz-se uma matriz
coluna ou vetor coluna. Estas matrizes s3o, geralmente, denotadas por letras mintsculas
e em negrito, por exemplo, b, u,v,... Também é usual, no caso de matrizes linha ou
coluna, identificar os seus elementos apenas com um indice, por exemplo:



Dada uma matriz quadrada A = (a;;) de ordem n, dizemos que os elementos a1, a2z, . . . , Gpy,
constituem a diagonal principal de A, por vezes referida apenas como diagonal de A:

11 di2 - Aip
Q21 dz2 -+ d2p
ap1 Ap2 - Ann
Os elementos a1y, @z n-1, - .., a,1 formam a chamada diagonal secunddria de A.

Definicao 1.3 (Matrizes triangulares; matriz diagonal). Uma matriz quadrada A = (a;)
diz-se:

e triangular inferior, se os elementos situados acima da diagonal principal sdo todos nulos,
i.e. se a;; = 0 quando 7 < j;

e triangular superior, se os elementos situados abaixo da diagonal principal sdo todos nulos,
i.e. se a;; = 0 quando 7 > j;

e diagonal, se os elementos situados fora da diagonal principal sdo todos nulos, i.e. se
a;; = 0 quando 7 # j.

Um caso especialmente importante de uma matriz diagonal é o da matriz identidade de
ordem n, I,,, que passamos a definir.

Definicdo 1.4 (Matriz identidade). Dado n € N, chama-se matriz identidade de ordem n a
matriz quadrada de ordem n, diagonal, e cujos elementos diagonais sdo todos iguais a 1. Esta
matriz é denotada por I,,, ou apenas por I, se a ordem se deduzir pelo contexto. Tem-se,
entao,

I’rL - (51 ')n><n

onde ¢;; designa o simbolo de Kronecker, definido, para 7,5 =1,...,n, por
1, sei = J
b = o
0, sei#j

Definicao 1.5 (Matriz nula). A matriz de ordem m X n cujos elementos s3o todos iguais a
zero é chamada matriz nula e designada pelo simbolo 0,,, ou, por vezes, simplesmente por
0, se a ordem for deduzida pelo contexto.



Exemplo 1.1. Considerem-se as matrizes
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Ent3o:

A é triangular superior.

B é triangular inferior.

C' é, simultaneamente, triangular superior, triangular inferior e diagonal, o mesmo acon-
tecendoa D ea E.

e D é a matriz identidade de ordem 3.
e F é a matriz nula de ordem 3.

Definicao 1.6 (Igualdade de matrizes). Duas matrizes A = (a;;) e B = (b;;) sdo iguais se e
s6 se forem da mesma ordem e os elementos nas posicoes correspondentes forem iguais, isto
é, a;; = b;; para cada escolha de i e j. Se A e B sdo iguais, escrevemos, como habitualmente
A = B, escrevendo A # B se elas n3o forem iguais.

Note-se que, de acordo com a definicdo anterior, se tem, por exemplo,

(1 23 0)+#

O WN =

embora os elementos que formam esses dois vetores sejam 0s mesmos.

1.2 Operacoes com matrizes

Agora que ja conhecemos os principais conceitos basicos de matrizes, vamos aprender a “ope-
rar’ com elas, isto é, vamos introduzir operagdes entre matrizes e estudar as suas propriedades.



1.2.1 Adicao de matrizes

Definicao 1.7 (Adicdo de matrizes). Se A = (a;;) e B = (b;;) sdo duas matrizes da mesma
ordem, a soma de A e B é uma matriz da mesma ordem, que denotaremos por A+ B, obtida
adicionando as entradas correspondentes. Isto é

(A+ B);j = a;; + b;;; paracada i e cada j.

Exemplo 1.2. Por exemplo, tem-se:

—231+2—11_022
1 5 —4 3 =26/ \4 3 2)°

Definicdao 1.8 (Simétrica de uma matriz). Seja A uma matriz. A matriz simétrica de A,
denotada por —A, é a matriz obtida de A substituindo cada um dos seus elementos pelo seu
simétrico, i.e.

(—A)i; = —a;j, paracadaie cada j. (1.1)

Usaremos a nota¢do, A — B para designar a matriz A + (—DB).

Exemplo 1.3. Se

1 2 3 1 23
A=1|1-1 -1 -1 e B=13 3 3],
2 0 4 -1 01
entao
-1 -2 -3 0 0 0
—A= 1 1 1 e A—-B=|-4 -4 -4
-2 0 -4 3 0 3

Propriedades da Adicao de Matrizes

Para quaisquer matrizes A, B, C' da mesma ordem, tem-se:
Comutatividade: A+ B =B+ A

Associatividade: (A+B)+C=A+(B+ ()
Elemento Neutro: A+0=0+A=A

Elemento Simétrico : A+ (—A)=(—-A)+A=0.



As propriedades anteriores sao uma consequéncia imediata das definicoes da adicao de matrizes,
simétrica de uma matriz, matriz nula e das propriedades usuais da adicdo de nimeros reais
(ou complexos); a titulo de exemplo, demonstramos a comutatividade, ficando as restantes
demonstracdes ao cuidado dos alunos.

Comecemos por notar que, se A = (a;;) e B = (b;;) sdo duas matrizes m x n, entdo, de
acordo com a definicdo de soma de matrizes, ambas as matrizes A+ B e B + A sdo também
dessa mesma ordem. Além disso, tem-se:

(A+B)y = ay+ by = by + a; = (B+ A),
A justificacdo de cada uma das passagens @ — @ é a seguinte:

@ Definicdo de A+ B.

@ Comutatividade da adi¢do de ndmeros reais (ou complexos).

® Definicdo de B + A.

Podemos, portanto concluir, tendo em conta a definicdo de igualdade de matrizes, que
A+ B =B+ A, como pretendiamos demonstrar. O

Nota: A associatividade da adicdo permite-nos escrever A + B + C, sem qualquer ambiguidade.

1.2.2 Multiplicacao escalar

Definicao 1.9 (Multiplicagdo Escalar). Sejam A = (a;;) uma matriz e & um niimero (usual-
mente designado por escalar). A multiplicacdo do escalar o pela matriz A é uma matriz da
mesma ordem que A, designada por A, e obtida multiplicando todos os elementos de A por
«, isto é,

(aA);; = aay;, para cada i e cada j.

A operacao de multiplicagdo de uma matriz por um escalar é designada simplesmente por
multiplicacido escalar.

Exemplo 1.4.
1 2 -1 3 6 -3
313 4 1 ]|=19 12 3
-1 0 0 -3 0 O



Propriedades da Multiplicacao Escalar

Para quaisquer matrizes A = (a;;) e B = (b;;) da mesma ordem e quaisquer escalares
a, B, tem-se:

Distributividade (em relacdo a adicao de matrizes): «o(A+ B) =aA+ aB
Distributividade (em relacdo a adicdo de escalares): (a+ ()A=aA+ A
Associatividade Mista: (af) A = «a(5A)

Elemento ldentidade : 14 = A

Elmemento Absorvente : 04 =0

Demonstraremos a primeira das propriedades, ficando as restantes como exercicio.

Tendo em conta a definicao de adicdo de matrizes e de multiplicacao de uma matriz por
um escalar, é imediato concluir que a(A + B) e «A + aB sdo matrizes da mesma ordem.
Além disso, temos

(a(A+ B)); 3 a(A+ B);; 2" (aij + bij) g (i T abiy = (aA)i; + (aB); 5 (aA+aB);;

@ Definicao de multiplicagdo de uma matriz por um escalar.

@ Definicao de adicdo de matrizes.

® Distributividade da multiplicagdo em relagdo a adigdo (em R ou C).
@ Definicdo de multiplicagdo de uma matriz por um escalar.

® Definicao de adicdo de matrizes.

Concluimos, portanto, que a(A + B) = oA + aB.

1.2.3 Transposicao e transconjugacao

Definicdo 1.10 (Transposta de uma Matriz). Seja A uma matriz de ordem m x n. Define-se
transposta de A, e designa-se por AT, como sendo a matriz de ordem n x m obtida de A
trocando as suas linhas com as colunas. Por outras palavras, se A = (aij), entao

(AT)y; = aji.



Exemplo 1.5. Sendo

1 3 4

2 -1 2

A= 0 5 -3

0 0 1

tem-se

1 2 0 O
AT=(3 -1 5 0
4 2 -3 1

Segue-se uma lista de propriedades da transposicdo, cuja demonstracdo fica a cargo dos
alunos.

Propriedades da Transposicao

Para quaisquer matrizes A = (a;;) e B = (b;;) da mesma ordem e qualquer escalar «,
tem-se:

o (AT =4
o (A+B) = AT+ BT
o (aA)T =aAT

Definicdao 1.11 (Matriz simétrica; matriz antissimétrica). Seja A uma matriz quadrada de
ordem n. Entdo:

e A diz-se simétrica, se A = AT, isto é, se aij = Qj;.
e A diz-se antissimétrica se AT = — A, isto é, se a;j = —Qj;.

Numa matriz simétrica, os elementos situados simetricamente em relagcao a diagonal prin-
cipal sdo iguais (e numa matriz antissimétrica, sdo simétricos, sendo os da diagonal nulos).

Exemplo 1.6. A matriz

1 2 —1 4

2 0 3 1

A= -1 3 5 7

4 1 7 9

€ uma matriz simétrica e a matriz

0 2 -1 6

-2 0 3 1
B 1 -3 0 -7

-6 -1 7 0



€ antissimétrica.

As nocdes que daremos a seguir aplicam-se a matrizes complexas.?

Definicdo 1.12 (Conjugada e transconjugada de uma matriz). Seja A = (a;;) € C™*",

e A matriz conjugada de A, denotada por A, é a matriz obtida de A substituindo cada
um dos seus elementos pelo seu conjugado.® Tem-se, entdo (A);; = a;;.

e A transconjugada de A, denotada por A*, é a matriz transposta da conjugada de A,
isto é, A* = (A)T. Tem-se, portanto (A*);; = aj;.

Definicdao 1.13 (Matriz hermiteana e matriz anti-hermiteana). Seja A uma matriz quadrada
de ordem n com elementos em C. Entdo:

o A diz-se hermiteana ou hermitica, se A = A*, isto &, se a;; = aj;.

e A diz-se anti-hermiteana ou anti-hermitica, se A = —A*, isto é, se a;; = —aj;.
Exemplo 1.7. A matriz
3 2+37 1—4
2—31 ) 4
1414 4 1

hermitica. A matriz

(0N

0 243 —i
243 0 4
—1 —4 0
€ anti-hermitica.

A transconjugacao goza das seguintes propriedades, andlogas a da transposicao.

Propriedades da Transconjugacao

Para quaisquer matrizes A = (a;;), B = (b;;) € C™*" e qualquer escalar a € C, tem-se:
o (A=A
e (A+B)"=A"+B*
o (aA)* =aA*

2Como R C C, uma matriz A € C™*™ pode, eventualmente, ser formada apenas por nlimeros reais.

3Relembre que, se z = = + iz € C, o seu conjugado, z, é dado por z = x — iy.

9



1.2.4 Produto de matrizes

As operacées de adicao de matrizes e de multiplicacao de uma matriz por um escalar sao, de
certa forma, muito naturais, isto é, “sdo aquilo que seria de esperar”. O mesmo ndo se passa,
contudo, com o produto de matrizes, sobre o qual nos debrucaremos nesta secc3o.*.

Comegamos por introduzir a seguinte definigdo.

Definicao 1.14 (Matrizes encadeadas). Duas matrizes A e B (dadas por esta ordem) dizem-
se encadeadas, se o nimero de colunas de A for igual ao nimero de linhas de B. Assim, A,,,x»
e B,y sao encadeadas se e sé se n = p.

Definicao 1.15 (Produto de matrizes). Sejam A, € Bpx, duas matrizes encadeadas. Entdo
o produto da matriz A pela matriz B (por esta ordem) é uma matriz de ordem m x n, denotada
por AB, e cujo elemento na posi¢cdo (i,5) (¢ =1,...,m;j =1,...,n) é definido pela férmula

(AB)Z] = ailblj + ai2b2j —+ 4+ aipbpj, (12)

ou, usando uma notagdo mais compacta envolvendo o simbolo > (“somatério”):
p
k=1

Note que para formar o elemento da linha i, coluna j, da matriz produto AB, se utilizam
os elementos da linha i da matriz A e os elementos da coluna j da matriz B; os elementos
“correspondentes” sdo multiplicados e somam-se os produtos resultantes.

Exemplo 1.8. Sejam

1 121
A:Gf_31>e322130
“1 1 4 2

Como A é uma matriz 2 x 3 e B é uma matriz 3 x 4, é possivel formar a matriz produto
C = AB, a qual vai ser uma matriz de ordem 2 x 4. Para encontrar, por exemplo, o elemento
situado na linha 2 e na coluna 3 de C = AB, selecionamos a linha 2 de A,

11 -1

4A razdo de definirmos o produto de uma forma um pouco ‘“estranha’serd compreendida mais a frente!

10



e a coluna 3 de B:
2

3
4

Se multiplicarmos os elementos correspondentes (primeiro com primeiro, segundo com segundo
e terceiro com terceiro) € somarmos o0s produtos obtidos, vem

3 =1x2+41x3+(-1)x4=24+3—-4=1

Determine os restantes elementos da matriz AB e confira o seu resultado:

AB:(z 6 20 7).

4 1 1 -1
Exemplo 1.9.
1 10 -1
2 (1 0 —1) =12 0 -2
3 30 -3

O produto de um vetor coluna m x 1 por um vetor linha 1 X n resulta numa matriz m x n.
Em particular, o produto de um vetor n X 1 por um vetor 1 X n resulta numa matriz quadrada
de ordem n.

Exemplo 1.10.

9
12 4

O produto de um vetor coluna u por uma matriz 1 x 1 com elemento k resulta num vetor

1 3 1
2 6 2
3 (3) = =33
4

coluna igual ao produto do escalar £ por u. De modo analogo se vé que o produto de uma
matriz 1 X 1 com elemento k& por um vetor linha v resulta num vetor linha igual ao produto
do escalar k pelo vetor v.

Exemplo 1.11.

(10 -1)(2]=(-2).
3

O produto de um vetor linha 1 X n por um vetor coluna n x 1 origina uma matriz 1 x 1, a
qual é, usualmente, identificada com o niimero que a constitui, isto é, é usual escrevermos

1
10 -1)[2]=-2
3

11



Exemplo 1.12.
5 6\ (1 2\ (23 34
7 8 3 4) \31 46
1 2\ (5 6\ (19 22
3 4/\7 8/ \43 50)°

O produto de matrizes nao é comutativo. Mesmo que AB e BA estejam definidas e
sejam matrizes da mesma ordem, n3o se tem, necessariamente, AB = BA.

GG -6

Se AB = 0, nao podemos concluir que A =0 ou B = 0.

Exemplo 1.13.

Exemplo 1.14. Sejam
11 2 2 31
=) =G e

4 4
an=(; §)=1c

Ent3o, tem-se

mas B # C.

Se A, B e C' s3o matrizes dadas, tais que AB = AC', nao podemos concluir que B = C
(mesmo que tenhamos A # 0).

Acabdmos de constatar, através de exemplos, que algumas das propriedades usuais do

produto de nidmeros, por exemplo, a comutatividade, a lei do anulamento do produto e a
chamada lei do corte, ndo se “estendem” para o produto de matrizes. No entanto, sdo validas

12



algumas propriedades, que listamos de seguida.

Propriedades do Produto de Matrizes

Dadas matrizes A, B e C' e um escalar «, tém-se as sguintes igualdades, desde que as
operacdes envolvidas estejam definidas:

Associatividade: (AB)C = A(BC)

Distributividade a Esquerda: (A + B)C = AC + BC
Distributividade a Direita: A(B+ C)= AB + AC

Elemento ldentidade : Al = Ae A= A.

Elemento Absorvente: A0 =0e 0A =0.

Ordem Inversa da Transposta do Produto: (AB)T = BTAT
Ordem Inversa da Transconjugada do Produto: (AB)* = B*A*.
Associatividade Mista: «(AB) = (aA)B = A(aB)

As demonstracdes destas propriedades seguem o esquema usual jd usado para demonstrar
outras propriedades de operacoes com matrizes. Uma vez que se pretende estabelecer uma
igualdade entre matrizes, teremos, primeiramente de mostrar que as matrizes em causa sao
da mesma ordem, provando, depois, que os elementos correspondentes sao iguais. A titulo de
exemplo, provemos que, sendo A uma matriz de tipo m X p e B uma matriz de tipo p X n
(para que faga sentido efetuar o produto AB), se tem

(AB)T = BTAT.

Sendo A de tipo m X p e B de tipo p X n, a matriz AB serda uma matriz do tipo m X n e,
portanto, (AB)T serd do tipo n x m. Mas, sendo A de tipo m x p, AT serd do tipo p x m;
do mesmo modo, uma vez que B é do tipo p x n, BT serd do tipo n x p. Entdo, a matriz
BTAT serd, tal como (AB)T, uma matriz do tipo n x m. Vejamos agora que os elementos
destas matrizes situados em posicGes correspondentes, s3o iguais. Tem-se

p p
(AB)")iy = (AB)ji = > ajubri = > brictji
h—1 K=1
p
= Z(BT)z’k(AT)kj = (BTAT)W
k=1

o que conclui a demonstracdo. (Justifique as diversas passagens!) U

13



Nota: Tal como no caso da adic3o, a associatividade do produto de matrizes permite-nos escrever
ABC sem qualquer ambiguidade.

Poténcias de matrizes quadradas

Definicao 1.16 (Poténcia de uma matriz quadrada). Dada uma matriz A, quadrada, e dado
k € N, a poténcia k de A, que denotamos por A*, é a matriz dada por

AP = AA. . A

k vezes

Naturalmente, quando k = 1, tem-se A = A. Por uma quest3o de conveniéncia, convenciona-
se que A° = 1.

Produto de matrizes fracionadas em blocos

Para efetuar o produto de duas matrizes, pode ser muito (til, em certos casos, utilizar um
método que consiste em considerar uma ou ambas as matrizes “fracionadas”em sub-matrizes
— que, neste contexto, sao vulgarmente designadas por blocos — tal como se descreve a seguir.

Produto de Matrizes Fracionadas
Suponhamos que duas matrizes A e B estdo fracionadas em blocos como se indica

abaixo:?
An | A |- | A Bu | Bu| -+ | Bu
. Apy | A | - | Axr  B- By | By | ... | B
A.sl A.s2 o A.sr Brl Brz - Brt

Note-se que o nimero de “colunas de blocos’de A é igual ao “nimero de linhas de
blocos"de B, que os blocos que formam cada linha de blocos tém todos o mesmo
numero de linhas e que os blocos que formam cada coluna de blocos tém todos o
mesmo numero de colunas; suponhamos, além disso, que o nimero de linhas de cada
bolco A;;, é igual ao ndmero de colunas de cada bloco Bj;. Entdo, o produto AB
pode formar-se combinando os blocos exatamente da mesma forma como combinamos
os escalares no produto usual. Isto ¢, o bloco na posi¢do (i,j) de AB pode ser obtido
usando a seguinte férmula

Ay Byj + AipBoj + - - + Ay By

aAs linhas horizontais e verticais da matriz sio linhas “imagindrias” que nos ajudam a ver o fraccio-
namneto da matriz.

14



O resultado anterior decorre facilmente da forma como se efetua o produto de matrizes.

Exemplo 1.15. Considerem-se as seguintes matrizes fracionadas

1 3
2 1 oavi 110
a= oo |- () - ~(¢1e):
01
1 3 , .. ) )
onde C' = 5 1),] € a matriz identidade de ordem 2 e 0 a matriz nula de ordem 2.

Entdo, usando a multiplicacao por blocos, o produto pode calcular-se muito facilmente:

= (G15) (616) = (F15) -

uma vez que

CI+IC = C+C =20, CO+IC =0+C =C, 11+0C = [+0 = I, 10+0C = 0+0 = 0.

O produto com matrizes fracionadas em blocos é também usado, com frequéncia, para
estabelecer certos resultados.

Exemplo 1.16. Consideremos o produto de duas matrizes A,,x, € Bpx,. Fracionemos
A nos m blocos que sdo as suas linhas (blocos do tipo 1 X p), que designaremos por
1;(A), 1 (A),...,1,,(A) e deixemos B por fracionar, ou, dito de outro modo, consideremos B
como um unico bloco, de tipo p x n. Tem-se, ent3o®

1,(A) 1,(A)B
g | || s
L,(A) 1.(A) B

Se designarmos por 11(AB),...,1,,(AB) as m linhas da matriz produto AB, podemos, de
imediato concluir que

5Neste caso n3o julgdmos necessario separar as linhas da matriz por linhas horizontais, sendo claro qual é
o fracionamento.

15



ou seja, que:

para obtermos uma determinada linha i do produto AB, teremos apenas de multiplicar
a linha 7 da matriz A pela matriz B, ndo sendo, portanto, necesséario calcular toda a
matriz AB.

De modo andlogo, se designarmos por c1(B), ..., c,(B) as colunas da matriz B, tem-se
AB = A(cl(B) c(B) - cn(B)> - (A ci(B) Acy(B) --- Acn(B)>
0 que mostra que, sendo cj(AB) a coluna j da matriz AB, se tem
cj(AB) = Ac;(B).
Assim, tem-se:

para obtermos uma dada coluna j da matriz produto AB, bastara multiplicar A pela coluna
j de B.

Notacdo: De futuro, sendo A uma determinada matriz m X n, usaremos a notacdo a; (a
letra mindscula correspondente a letra usada para a matriz, em negrito, indexada por j) para
designar a sua j-ésima coluna. Assim,

A:<a1a2 an>

serd o fracionamento de A nas suas colunas. Uma excecdo a regra referida é o caso da matriz
identidade de ordem n, I, cujas colunas sdo, geralmente, designadas por ey, ..., e,.

Seja A uma matriz m X n e seja ¢ uma matriz coluna n x 1. Ent3o o produto Ac pode ser
obtido do seguinte modo, usando o fracionamento de A nas suas n colunas e o fracionamento
de ¢ nas suas linhas (cada uma apenas com um elemento)

C1
C2
Ac = (al a, --- an> | =ca;+cax+ -+ cpa,. (1.4)
Cn
Definigao 1.17. [Combinagdo linear de vetores] Dados m vetores x1, . . ., X,, (todos do mesmo

tipo), uma combinagcdo linear desses vetores é um vetor da forma a;x; + axXs + . . . + X,
com aq, s, ..., q,, escalares. Os escalares oy, ..., a,, sdo chamados os coeficientes da com-
binacao linear.
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Tem-se, entdo, o resultado enunciado no quadro seguinte.

O produto de uma matriz A por um vetor coluna ¢ pode obter-se formando a com-
binacdo linear das colunas de A com os elementos de ¢ como coeficientes.

1.3 Matrizes invertiveis

Definicao 1.18 (Matriz invertivel). Uma matriz A, quadrada de ordem n, diz-se invertivel
ou ndo singular, se existir uma matriz C, quadrada de ordem n, tal que

AC =CA=1,.
Nota: A exigéncia de que C seja quadrada de ordem n é, na realidade, redundante, pois tal decorre
necessariamente do facto de ambos os produtos AC e C' A estarem definidos.
Uma matriz que nao seja invertivel, diz-se ndo invertivel ou singular.

O seguinte resultado mostra que a matriz C' (se existir) é dnica.

Teorema 1.1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entdo existe, no maximo, uma
matriz C', quadrada de ordem n, tal que AC = CA = 1,.

Dem: Sejam C; e (5 matrizes quadradas de ordem n tais que AC, = C1A =1, e AC, =
CyA = I,,. Ent3o, temos

C1 = C11, = C1(ACy) = (C1A)Cy = 1,Cy = Cy,

0 que mostra que existe apenas uma matriz satisfazendo as condicGes exigidas. O
Definicdao 1.19 (Inversa de uma matriz). Sendo A uma matriz invertivel, a (linica) matriz
C que satisfaz AC' = C'A = I chamamos matriz inversa de A. Esta matriz é designada pelo

simbolo A~!.
Observacao importante: Pode provar-se resultado seguinte (neste momento ndo dispomos

ainda de conhecimentos suficientes para o fazer, mas a demonstracdo sera feita mais a frente
neste curso):
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Se A € uma matriz quadrada de ordem n e C' é uma matriz quadrada da mesma ordem e
tal que AC = I, entdo também C A = I, ou seja, A é invertivel e A~ = C.

Este resultado é muito Util porque nos diz que, para mostrar que uma matriz C' é a inversa
de uma matriz (quadrada) A, ndo teremos que mostrar que AC' = [ e CA = I, bastando
apenas verificar uma das igualdades.

Exemplo 1.17. A matriz A = ( S i ) é invertivel, sendo A™! = ( _54 —56 ) . Com

(5)(5 %)-G1)

(Tendo em atenc3o a observagdo anterior, bastou-nos efetuar um dos produtos.)

efeito, temos

A matriz A = (1 ;) n3o tem inversa. De facto, sendo C' = (;C 3}) uma matriz de

ordem 2, tem-se

r+2z=1
(1 2) (x y>:(1 0)@(3:4—2,2 y—|—2w>:(1 0)@ r4+22=0
1 2)\z w 01 rT+2z y+2w 01 y+2w=0
y+2w=1

Como ndo é possivel encontrar x,z € R tais que se tenha simultaneamente z +2z = 1 e
x4+ 2z =0 (nem y,w € R tais que y + 2w = 0 e 4y + 2w = 1), é imediato concluir que a
matriz dada n3o tem, de facto, inversa.

Mais a frente neste curso (quando dispusermos de outras ferramentas ...) estudaremos
critérios que nos permitem saber, com relativa facilidade, se uma dada matriz é ou nao
invertivel e aprenderemos também a calcular inversas de matrizes invertiveis. Para ja, vamos
referir algumas propriedades das matrizes invertiveis; a demosntracdo destas propriedades é
deixada como exercicio.

Propriedades da Inversao de Matrizes

Se A e B s3o matrizes quadradas de ordem n, invertiveis, entdo sdo vélidas as seguintes
propriedades.

1. A71 éinvertivel e (A71)71 = A.
2. Para qualquer a # 0, a matriz aA é invertivel e tem-se (ad)™! = 2 A~L.
«

3. A matriz produto AB é invertivel e tem-se (AB)™' = B~tA~%

S

. A matriz AT ¢ invertivel e tem-se (A7) = (A71)T.

5. A matriz A* é invertivel e tem-se (A*)~! = (A1)
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1.4 Exercicios

Exercicio 1.1. D& um exemplo de uma matriz (com mais de duas linhas e duas colunas) que
seja:

(a) triangular superior (b) diagonal (c) simétrica (d) antissimétrica.

Exercicio 1.2. Sendo
2 13 1 0 2 11 -1
A=|1-2 01], B=|-31 1 eCZ201’
1 21 2 1 -1

diga quais das operacdes abaixo estdo definidas e, nesse caso, efectue essas operacoes:

(a) A+B (b) A+C (c) 24 —3B
(d) AC (e) CA (f) ACT
(g) A2 (h) C? (i) 2AT —3BT.

Exercicio 1.3. Sejam A, B e C matrizes tais que

5 4 1 8
(30 e aon(9).

Calcule A(B+C), BTAT e (ABA)C.

o) (3 2) (3):

Exercicio 1.4. Calcule

onde x1, 2, € R.

Exercicio 1.5. Sejam

1 2 -4 6 1 1 1135
2 1 4 -2 2 2 10 4 3
A=|11 0 1 0 2 e B=|1 0137
-3 2 1 1 1 -3 2191
2 4 1 5 4 2 0166

Calcule:

(a) a terceira linha da matriz AB;
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(b) a segunda coluna da matriz AB;

(c) a matriz Ae,, onde e; designa a segunda coluna da matriz identidade (neste caso,
de ordem 5);

(d) a matriz e] A onde e, é a matriz referida na alinea anterior.

Exercicio 1.6. Considere as matrizes seguintes

2 31 4 2 10 4
e PR IR PEE
1111 -1 110
Determine:
(a) a segunda linha de AB;
(b) a terceira coluna de AB;
(c) a quarta linha de AB;
(d) a segunda coluna de AB.
Exercicio 1.7. Seja A uma matriz de ordem m X n e sejam ey, ..., e, as diversas colunas da

matriz identidade de ordem n. A que é igual o produto Ae; (j =1,2,...,n)?
Exercicio 1.8. Sejam A, B € R™*™. Prove que:

(a) se Ax = Bx para todo o vector x € R™!, entdo A = B;

(b) se Ax = 0 para todo o vector x € R"*!, entdo A é a matriz nula.
Sugestao: Use o resultado do exercicio anterior.

Exercicio 1.9. Sejam

1 -2 1 3 2
2 2 11 3
A=13 ¢ 1 2] ¢ =4
1 2 00 1

Calcule Ac :

(a) do modo usual;

(b) formando uma combingio linear (adequada) das colunas de A.
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Exercicio 1.10. Sejam

2 0 O 4 00 123
D=|03 0], D={(020 e A=1[4 56
0 0 -1 0 0 3 78 9

Calcule: (a) DD, (b) D A; (c) AD.

Nota: Este exercicio pretende ilustrar os seguinte resultados (cuja demonstragdo, em-

bora simples, omitimos):

1. Se D = (di;) e D' = (d};) sdo duas matrizes diagonais da mesma ordem, entdo

DD’ também ¢é diagonal e, além disso, tem-se (DD’);; = dy;d.,.

. Sendo A = (a;;) de ordem m x n e D = (d;;) uma matriz m x m, diagonal,

a matriz DA obtém-se multiplicando cada uma das linhas de A pelo elemento
diagonal da linha correspondente de D, i.e. tem-se (DA);; = d;;a;;.

. Sendo A = (a;;) de ordem m x m e D = (d;;) uma matriz n x n, diagonal, a

matriz AD obtém-se multiplicando cada uma das colunas de A pelo elemento
diagonal da coluna correspondente de D), i.e., tem-se (AD)Z-]- = dj;ai;.

Exercicio 1.11. Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem n. Prove que:

(a)

(f)

se A e B sdo simétricas (antissimétricas), entdo a matriz A + B é simétrica
(antissimétrica);

se A é simétrica (antissimétrica), entdo A matriz aA é simétrica (antissimétrica),
para qualquer escalar «;

A matriz A + AT é simétrica e a matriz A — AT é antissimétrica;

a matriz A pode decompor-se na soma de uma matriz simétrica com uma matriz
antissimétrica;

sendo A e B simétricas, a matriz AB é simétrica se e sé se AB = BA;

se A é simétrica e invertivel, a sua inversa também é simétrica.

Exercicio 1.12. Seja

=N~
=N WN
= W wWw
= W N =
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Mostre que a matriz

1 -2 1 0
1 -2 2 -3
0 1 -1 1
-2 3 =2 3

€ a inversa de A.
Exercicio 1.13. Demonstre as propriedades da inversao de matrizes enunciadas na pg. 18.
Exercicio 1.14. Uma matriz quadrada A diz-se idempotente, se A2 = A.

(a) Mostre que, se A é idempotente, entdo A* = A, para qualquer k € N.

(b) Seja A = I — X(XTX)*XT onde X é uma matriz m x n tal que X'X ¢
invertivel e I é a matriz identidade (de ordem adequada).

(i) Qual serd a ordem de [ e de A?

(i) Mostre que A é idempotente.

Exercicio 1.15. (a) Mostre que a matriz

1/3 1/3 1/3

B=1{1/3 1/3 1/3

1/3 1/3 1/3

¢é idempotente.
(b) Seja

1 00(1/3 1/3 1/3
010(1/3 1/3 1/3
M= 001/1/3 1/3 1/3
1 00 0[1/3 1/3 1/3
0 001/3 1/3 1/3
0 00/1/3 1/3 1/3

Calcule M? e M3, usando o fracionamento indicado para M. A que serd igual a
matriz M/3007

Exercicio 1.16. Considere a seguinte matriz diagonal

O O ON
o O~ O
O 01O O
w o o o
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Mostre que a matriz

000
, [0z 00
D‘oo%o
000 3

€ a inversa de D.

Exercicio 1.17. Mostre que se D é uma matriz diagonal de ordem n com elementos diagonais
di # 0;i = 1,...,n, entdo D é invertivel e D! é a matriz diagonal de elementos
diagonais iguais a 71 =1,2,...,n.
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2

Sistemas Lineares

2.1 Introducao

Muitos dos modelos matematicos usados em Economia conduzem a um sistema de varias
equacoes. Neste capitulo, debrucar-nos-emos sobre o estudo de uma classe particular de
sistemas: aqules em que as equacoes envolvidas s3o lineares.

Comecemos por relembrar que uma equagdo linear nas varidveis (ou incégnitas) 1, zo, . . ., x,
€ uma equacgao que possa ser escrita na forma

a1r1 + arxs + -+ apx, = b, (2.1)

onde ai,ay,...,a, e b s3o nimeros dados.® As constantes a1, as, . ..a, S30 os coeficientes
das incégnitas e b é o termo independente.

Exemplo 2.1. A equacio
2I1 + Ty — T3 = 5

€ uma equacao linear nas varidveis 1, r, € 3. As equagoes

2$1$2 + 51’3 =4

cosxy+ Ty —23=3

n3o sdo lineares.

!Neste curso, se nada for dito em contrario, quando nos referirmos a ntimeros, entendemos niimeros reais.

25



Uma solugdo da equagdo (2.1) é uma lista ordenada de n nimeros (isto é, aquilo a que

chamamos um n-uplo ordenado) (si,s2,...,$,) tais que as substituicdes =1 = s1,2p =
S2,...,Ty, = S, Nessa equacdo transformam a equag¢ao numa proposicao verdadeira, isto é,
tais que

a181 + Sy + ...+ a,s, = b.

Exemplo 2.2. Consideremos a equacao
211 + x5 = b.

Entdo, (1,1) ndo € solu¢do dessa equagdo, uma vez que 2 x 1 +1 =3 # 5 mas (1,3) é
solugdo, jd que 2 x 1 +3 = 5. De facto, qualquer que seja k € R, (k,5 — 2k) é solugdo desta
equacdo. Vemos, assim, que a equacao admite uma infinidade de solucdes.

Um sistema de equagdes lineares é uma colec¢do finita de equagdes lineares (todas nas
mesmas incégnitas) consideradas em conjunto:
a1171 + Q12Tr+ - - - + A1, Ty = by
A21X1 + AT+ * + + ATy = b2

, (2.2)

Am1T1 + Q2T+ - + ApnTp = bm

onde a;; e b; sdo nimeros dados. Os xz;'s sdo as varidveis (ou incognitas) que pretende-
mos determinar, a;; é o coeficiente da incégnita z; na i-ésima equagdo, sendo b, o termo
independente dessa mesma equagao.

Uma solucdo do sistema é um n-uplo ordenado de nimeros que é solucdo de todas as
equacodes que constituem o sistema.

Comecemos por anlisar trés casos muito simples de sistemas de duas equacdes em duas
incégnitas x e y.2

Relembrando que uma equacao linear
ax +by=c (ae b ndo simultaneamente nulos)

é a equacao de uma reta no plano, vemos que determinar as solucées de um sistema de duas
equacoes lineares nas duas incégnitas x e y corresponde a determinar os pontos de intersecao
de duas retas num plano. Existem, assim, trés possibilidades distintas:

2Como temos apenas duas incégnitas, é mais simples e mais comum usar uma notac3o do tipo z,y para
as incégnitas do que usar x1,To; este tipo de procedimemto é usado, em geral, sempre que o nimero de
incoégnitas é pequeno.
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Figura 2.1: Uma Uunica solugdo

1. as retas dadas sao concorrentes num ponto, caso em que o sistema correspondente terd
uma unica solucao;

2. as retas sao estritamente paralelas, ou seja, n3o se intersectam, caso em que o sistema
dado nao tera solucao;

3. as retas sdao coincidentes, caso em havera uma infinidade de pontos comuns as duas
retas, ou seja, o sistema em causa terd uma infinidade de solugdes.

Exemplo 2.3. Consideremos o sistema

rT+y=2
2y =4 .
Da segunda equagao, 2y = 4, resulta y = 2; sendo y = 2, ter-se-4, da primeira equacgao, que

x +2 =2 ou seja, vird x = 0. Vemos, assim, que (0,2) é a (dnica) solugdo deste sistema. A
interpretacdo geométrica deste sistema é dada na Fig. 2.1.

Exemplo 2.4. O sistema
rTH+y=2
r+y=4
€ um sistema sem solu¢ao, uma vez que nao existem dois nimeros cuja soma seja, simultane-

amente, igual a 2 e a 4, ou seja, a exigéncia sobre as varidveis imposta por uma das equagoes
é incompativel com a da outra equacgao; veja Fig. 2.2.
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Figura 2.2: Sem solugdo

Exemplo 2.5. Considere-se o sistema

r4+y=2
2042y =4

Verificamos facilmente que a “informacdo” fornecida pela primeira equacdo é idéntica a da
segunda, uma vez que, quaisquer que sejam os NUMeros s; € S», se tem

281+ 28y = 4 <— 2(81+82):4 <~ 81—|—82:2,

pelo que qualquer par de nimeros é solugao da primeira equagao se e sé se também for solugao
da segunda.

Na prética, tudo se passa como se dispuséssemos apenas de uma equagao nas duas
incégnitas x e y, a equacdo x +y = 2, sendo facil de verificar que sera solugdo dessa equagao
qualquer par da forma (2 — k, k), com k € R. Este sistema tem, portanto, uma infinidade de

solucdes; veja Fig. 2.3.

Aquilo que vimos aqui para o caso de sistemas de duas equagdes com duas incégnitas, é
valido para para qualquer sistema de equagdes lineares, ou seja, pode provar-se que, dado um
sistema de equacOes lineares, existem apenas trés possibilidades, no que diz respeito as suas

solucoes:

1. o sistema n3o admite solucdo; diz-se, neste caso, que é impossivel ou inconsistente;
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Figura 2.3: Uma infinidade de solu¢des

2. o sistema admite uma e uma sé solucao, caso em que se diz possivel e determinado;

3. o sistema admite uma infinidade de solu¢Ges, dizendo-se, entdo, possivel e indetermi-
nado.

Quando lidamos com sistemas de equacdes lineares, estamos geralmente interessados,
numa primeira fase, em saber a qual das categorias acima referidas pertence o sistema: é
o que chamamos discutir o sistema. Sendo o sistema possivel, pretendemos geralmente,
determinar a sua solugdo, caso seja determinado, ou descrever o conjunto de todas as suas
solucdes, caso ele seja indeterminado: trata-se de resolver o sistema.

2.2 Eliminacao Gaussiana

Definicao 2.1. Dois sistemas de equacdes lineares dizem-se equivalentes se e sé se tiverem
o0 mesmo conjunto de solu¢des.

O método de eliminagcdo de Gauss (ou dde eliminacdo Gaussiana) é um processo sistematico
de transformar um dado sistema num sistema equivalente, mas com uma forma que facilite a
sua discussao e resolucao.

O método baseia-se no uso das chamadas operacdes elementares de um sistema. Existem
trés tipos de operagoes elementares que podem ser efetuadas num sistema:

1. troca da ordem de equacdes;
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2. multiplicacdo de uma equacdo por um numero diferente de zero;

3. adicao a uma equacdo de outra equacdo multiplicada por um nimero.

A importancia das operacoes elementares de um sistema é estabelecida no seguinte teorema
(cuja demonstragdo omitimos).

Teorema 2.1 (Principio de Equivaléncia de Sistemas). Se, dado um sistema de equagdes
lineares, efetuarmos sobre ele uma sequéncia finita de operacées elementares, obtemos um
sistema equivalente ao primeiro.

Vejamos um exemplo muito simples de utilizagdo de operagdes elementares para a reducao
de um sistema a uma forma adequada a sua resoluc¢ao.

Exemplo 2.6. Consideremos o sistema

2$1 + Tr + x3 = 1
65L‘1 + 21’2 + x3 = -1
—21‘1 + 21‘2 + x3 = 7

Comecemos por tentar “eliminar”a incégnita z; das segunda e terceira equagdes, adicionan-
do-lhes miiltiplos adequados da primeira.® Se adicionarmos a segunda equacdo a primeira
multiplicada por —3 e adicionarmos a primeira equac¢ao a terceira, obtemos o seguinte sistema

207 + x + x5 = 1
— Ty — 21’3 = —4
31‘2 + 25(73 = 8

O nosso préximo objetivo é eliminar a incégnita x, da terceira equacgdo, adicionando-lhe um
multiplo da segunda equagao. Para tal, bastar-nos-a adicionar a terceira equacao a segunda
multiplicada por 3, resultando no seguinte sistema:

2£B1 + x2 + I3 = 1
— Ty — 2.1‘3 = —4
- 433‘3 = —4

Neste ponto, dizemos que o sistema foi triangularizado ou que tem a forma triangular (su-
perior). Um sistema triangular superior resolve-se muito facilmente pelo chamado método de
substituicdo inversa: da dltima equagdo (que envolve apenas a dltima incégnita) retira-se o

3Quando falamos em muiltiplo de uma equagdo, queremos referir-nos ao produto dessa equacdo por um
nimero qualquer n3o nulo, e n3o apenas ao produto dessa equag¢do por um nimero inteiro!
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valor da ultima incégnita; este valor é substituido na penultima equacao, sendo esta resolvida
para obter o valor da penultima incégnita; os valores destas incégnitas substituem-se entao na
equagao anterior para retirar o valor da proxima incégnita, continuando-se, de forma analoga,
até que todos os valores das incégnitas sejam encontrados. No nosso exemplo, da dltima
equacao

—4.1'3 = —4

resulta z3 = 1. Substituindo na segunda equagdo, vem
27 —21)=—4 <= -1y =442 <= —x;=-2 < 1, =2.
Finalmente, substituindo os valores z» = 2 e x3 = 1 na primeira equa¢ao, vem
201 +2+1=1 << 221 = -2 < z;=—1.

Assim, vemos que o sistema dado é possivel e determinado, sendo (—1,2,1) a sua dnica
solucdo.

2.2.1 Matriz simples e matriz ampliada de um sistema

Ao aplicarmos as opera¢des elementares sobre um sistema verificamos que estas apenas afetam
os coeficientes das incognitas e os termos independentes, ndo havendo, portanto necessidade

de escrever os simbolos “x;"e “="em cada passo. Por exemplo, se consideramos o seguinte
sistema de equacoes
3¢v7 + o — a3 = 4
{ 51’1 + 21’3 = 57

bastard apenas considerar a seguinte matriz 2 x 4
31 -1 4
50 2 5 )°

1121 + a1+ - - - + a1, = by

Dado um sistema

2101 + Q%o+ - - + App Ty = by

Am1T1 + Q2T+ + + ATy = bm

a matriz formada pelos coeficientes das incégnitas

a1l Q12 A1n
21  A22 (0575
Am1 Am2 Amn



chamamos matriz simples do sistema e a matriz

a1 G2 - A, by
axy G - Gy b
Am1 Qm2 - Amn bm

chamamos matriz ampliada do sistema. Se A designar a matriz simples do sistema e b for
a matriz coluna m x 1 dos termos independentes, designamos a matriz ampliada do sistema
por (A b). Ao formar-se a matriz ampliada, é frequente separar-se, por uma linha vertical, a
parte correspondente a matriz simples, da coluna dos termos independentes, para destacar o
papel especial desta dltima coluna, isto é, a matriz ampliada do sistema é escrita na forma

aixz Aizx - Aip b1
axy G - Qo | b2

)
Am1 Qm2 - Amn bm

usando-se, ent3o, a notacdo (A|b) para a designar.

As operacdes elementares de sistemas correspondem, naturalmente, operacdes nas linhas
da matriz ampliada. Por exemplo, a multiplicacdo de uma equagao por um niimero diferente de
zero corresponde a multiplicagdo (de todos os elementos) da linha respetiva por esse niimero.

Operacoes Elementares sobre Linhas

Dada uma matriz, chamam-se operacdes elementares sobre as linhas dessa matriz, as seguintes
operagoes:

Tipo O1 Troca de duas linhas.
Tipo 02 Multiplicagdao de uma linha por um nimero diferente de zero.

Tipo O3 Substituicdo de uma linha pela sua soma com uma outra linha multiplicada por um
ndmero.

Tendo em conta o principio de equivaléncia de sistemas, podemos afirmar que:

Se (A|b) é a matriz ampliada de um sistema e (E|c) é uma matriz obtida de (A|b) por uma
sequéncia de operacdes elementares sobre as suas linhas, entdo estas matrizes correspondem
a sistemas equivalentes.

Definicao 2.2. Uma matriz A diz-se equivalente por linhas a uma matriz B, se for possivel
converter A em B, usando um nimero finito de operacdes elementares sobre linhas. Note-se
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que, se A é uma matriz equivalente por linhas a B, também B é equivalente por linhas a A,*

por isso poderemos simplesmente dizer que A e B s3o equivalentes por linhas. Escreve-se,
~ linhas

entdo, A '~  B.

2.2.2 Matrizes em escada

A ideia do método de eliminacdo de Gauss é transformar a matriz ampliada (A|b) de um
sistema dado, por equivaléncia de linhas, numa outra matriz (E|c) que tenha uma forma
especialmente adequada a discussdo e resolucdo do sistema. Mais precisamente, a forma
a que pretendemos chegar é a da chamada matriz em escada. Para descrever essa forma,
introduzimos primeiramente as seguintes definicoes.

Definicao 2.3. Seja A uma matriz. Dada uma linha n&o nula de A (isto é, uma linha que
n3o seja toda formada por zeros) chama-se pivé dessa linha ao primeiro, a contar da esquerda,
elemento nao nulo dessa linha. Uma linha nula ndo tem pivo.

Matriz em Escada
Diz-se que uma matriz é uma matriz em escada ou que tem a forma em escada, se forem
satisfeitas as duas seguintes condigoes:

1. se uma linha da matriz for nula, entdo todas as linhas abaixo dela (caso existam) também
sdo nulas, i.e. as linhas nulas da matriz (caso existam) ocupam a parte inferior da matriz;

2. se o pivd da linha ¢ estiver na coluna j, ent3o a linha seguinte (se existir) comega com,
pelo menos, j zeros.

Exemplo 2.7. A matriz

42 0 1 -1 3 5 1
0 02 1 3 -2 0 2
4-| 000 [4 1 0 -11
000 0 0 o0 [1]2
000 0 0 0 0 O
000 0 0 0 0 O

é uma matriz em escada. Os pivOs sdo os elementos rodeados por um quadrado.

#Justifique esta afirmacdo!
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A matriz

4] 2 01 -1 3 5 1
0 0 [2]1 3 —2 0 2
p_| 0B o4 1 0o -11
00 00 0 0 [1]2
00 00 0 0 0 O
00 00 0 0 0 O

nao é uma matriz em escada, uma vez que o pivo da linha 2 estd na coluna 3 e, na coluna 2
o elemento na linha 3 é n3o nulo. A matriz

42 0 1 -1 3 5 1
0 02 1 3 —2 0 2
c_| 0004 1 0 -11
000 0 0 0 00
000 0 0 0 [1] 2
000 0 0 0 00

também n3o é uma matriz em escada, ja que a linha 4 é nula, mas a linha 5 ndo.

Antes de descrevermos, de uma forma genérica, o método de eliminacao de Gauss para
a conversdo de uma matriz (em geral, matriz ampliada de um sistema), usando opera¢des
elementares sobre linhas, numa matriz em escada, vejamos alguns exemplos simples.

Exemplo 2.8. Considere-se a seguinte matriz

1 1
2 3
3 1

~N AN
gl W =
—
N
w
N

A reducado a forma em escada pode efetuar-se com se indica abaixo

1 1 1] 2 1 1
01 1 |——1| o0 [1] -2 2
1 2

el o 0 1]t

Nota: A notagdo usada para indicar as operagBes executadas é a seguinte: L; + kL; significa
que a i-ésima linha é substituida pela sua soma com a linha j multiplicada por k e L; <+ L; indica
a troca das linhas i e j. Se quisermos indicar a multiplicagao de uma dada linha i pelo escalar k,
escereveriamos kL;.
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Exemplo 2.9. Consideremos agora a seguinte matriz

12133

2 4 0 4 4
1 2355 (2:4)

4 8 0 8 8

e vejamos como podemos reduzi-la a forma em escada.
2133 2 1 3 3 2 1 3 3
2 40 4 4 0 0[2] 2 -2 0 0[2] 2 -2
1 2355 Ly—2Iy o 0 2 2 2 Jatle 0 0 0 0 O
4 8088/ wenn \ OO -4 —4-4) "7 000 0 0

Exemplo 2.10. Considere-se agora a seguinte matriz, bastante idéntica a do exemplo anterior:

1 2133
2 4 0 4 4
1 2355 (25)
4 8 0 8 6
Temos, neste caso:
2 13 3 2 1 3 3 2 1 3 3
2 40 4 4 0 0|2 -2 -2 0 0[2] 2 -2
1 2355 Ly-2L; o0 2 2 2 L3+Ly 0O 0 0 0 O
L3—1Lq Lg—2Ly
4 8 0 8 6 Lg—4Ly 0 0 -4 —4 -6 0O 0 O 0 -2
2 1 3 3
0 0 -2 2
e | 0 0 0 0
0O 0 0 0 O
Exemplo 2.11. Como ultimo exemplo, consideremos a matriz
0O 5 1 -8
0 3 -3 6 ]|. (2.6)
4 -8 12 0

Temos, neste caso

0 5 1 -8 -8 12 0 -8 12 0
0 3 -3 6]—>| 0 -3 6| ——| 0 -3 6
4 -8 12 o) ok 0o 5 1 -8/ "3 \ 0o o [6 -18
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Se estudarmos com cuidado cada um dos exemplos anteriores, ndo é dificil de concluir
que o método que usdmos — Método de Eliminacdo de Gauss — seguiu os passos descritos no
quadro seguinte.

Método de Eliminacao de Gauss
(Conversdo de uma matriz numa matriz em escada)

Para reduzir uma matriz A,,«, a forma em escada, podemos seguir o seguinte processo:

1. Verificamos se a matriz é a matriz nula ou é uma matriz linha; se tal acontecer, ela
esta ja na forma em escada e o processo termina; caso contrdrio, efetuamos os passos
seguintes:

N

. Comecando da esquerda para a direita, procuramos a primeira coluna n3o nula da matriz;

3. Sendo j a coluna referida em 2., com eventual troca de linhas, colocamos na posicao
(1,7) um elemento n3o nulo.

4. Adicionando multiplos convenientes da linha 1 as linhas 2,...,m, anulamos todos os
elementos da coluna j situados abaixo da posi¢do 1.

5. “Desprezamos”a primeira linha da matriz obtida em 4. e repetimos todo o processo (a
partir de 1.), aplicado a submatriz resultante.

2.3 Carateristica de uma matriz

Uma vez que ha alguma flexibilidade na escolha das operacdes elementares por linhas usadas
para converter uma dada matriz A numa outra matriz £ com a forma em escada (nomea-
damente, na escolha do elemento a colocar na posicdo de pivd, quando efetuamos troca de
linhas), as entradas de E n3o estdo definidas de forma tnica, a partir de A. No entanto,
pode provar-se que a forma de E é Unica, no sentido em que as posicoes dos pivos em E
estdo univocamente determinadas pelas entradas da matriz A. Isto significa, em particular,
que o ndmero de pivds (que € igual ao ndmero de linhas ndo nulas de E) também é univoca-
mente determinado pela matriz A. Este nimero é chamado carateristica da matriz A e, como
veremos posteriormente, € um nimero muito importante associado a uma matriz.
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Carateristica de uma Matriz
Suponhamos que uma dada matriz A de ordem m x n é convertida, por operacées elementares
sobre linhas, numa matriz em escada E. A carateristica de A, que designaremos por car(A),
¢ definida como

car(A) = nimero de pivds de £
= nUmero de linhas n3o nulas de F

= nulmero de colunas bdsicas de A,

onde as colunas basicas (também referidas como colunas principais) de A s3o as colunas de
A correspondentes as colunas de £/ que contém os pivos.

Retomando os Exemplos 2.8 — 2.11 vemos que: a matriz (2.3) do Exemplo 2.8 tem cara-
teristica 3, sendo as suas 3 primeiras colunas, colunas principais; a matriz (2.16) do Exemplo
2.9 tem carateristica 2, sendo as suas colunas 1 e 3 as colunas principais; a matriz (2.5)
do Exemplo 2.10 tem carateristica 3 e as suas colunas principais sdao as colunas 1, 3 e b5;
finalmente, a matriz (2.6) considerada no Exemplo 2.11 tem carateristica 3 e as suas colunas
principais sao as colunas 1,2 e 3.

2.4 Resolucao de sistemas com matriz em escada

Agora que ja sabemos como transformar uma matriz dada numa matriz em escada, por meio
de operagbes elementares sobre as suas linhas, vejamos como usar esse conhecimento para
discutir e resolver um sistema.

Exemplo 2.12. Consideremos o sistema

T1+ 2w+ 23 =1
2[L’2+4ZE2+3[E3:3.
31’1+7$2+J)3:5

A matriz ampliada deste sistema é a matriz

(Alb) =

W N =
~N BN
—_ W
Cl W =
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que é precisamente a matriz (2.3) considerada no Exemplo 2.8 na pg. 34. Ja vimos que essa
matriz é equivalente por linhas a seguinte matriz em escada:

1] 2 1|1
(Ee)=1| 0 [1] —-2|2 |,
0 0 [1]|1

a qual corresponde ao seguinte sistema (equivalente ao sistema dado):

w1+2$2+x3:1
.1'2—21'3:2.

1'3:1

E imediato concluir que, neste caso, vai ser possivel encontrar uma e uma unica solu¢do para
este sistema, por substituicdo inversa. A Ultima equacao diz-nos que x3 = 1; substituindo
este valor na segunda equagdo e resolvendo a equacgdo resultante, vem x, —2(1) = 2, de onde
se obtém x, = 4; substituindo os valores de x, = 4 e x3 = 1 na primeira equac¢ao, resulta
x1+ 2(4) + 1 =1, de onde se retira o valor da varidvel 21, z; = —8. Assim, o sistema dado
é possivel e determinado e a sua solugdo é (—8,4,1).

Observe-se que, neste caso, se tem:

e car(A) = nimero de pivés de F = 3
e car(A|b) = nidmero de pivds de (F|c) =3
e numero de incégnitas = nimero de colunas de A = 3.

Exemplo 2.13. Consideremos agora o seguinte sistema, cuja matriz ampliada é a matriz do
Exemplo 2.10 na pg. 35:
1‘1+21’2+l’3+31’4:3

201 +4ar +4x4 =4
I1+2ZE2+3{L’3+5[E4:5.
4{L‘1+85L‘2+8ZE4:6

Retomando o Exemplo 2.10, vemos que a matriz ampliada deste sistema pode ser convertida
na seguinte matriz em escada:

OOOH



A terceira linha desta matriz ampliada corresponde a equacao
0x1 + 0xy + 0x3 + 0x4 = —2,
a qual é, naturalmente, uma equacao sem solucao; assim, o sistema dado é impossivel.
Note-se que, neste caso se tem:
e car(A) =2
e car(Alb) = 3.

Exemplo 2.14. Como dltimo exemplo, considere-se o sistema nas variaveis r1, T», T3 € I,
cuja matriz ampliada é a matriz do Exemplo 2.9 na pg. 35. Neste caso, apds a reducado a
forma em escada, tem-se a seguinte matriz ampliada:

1] 2 1 33
0 0 [-2] —2|-2
00 0 00
00 0 00

N3o ha agora nenhuma equagdo da forma Ox; + 0x, + 0x3 + 0x4 = k com k # 0, ou seja, ndo
encontramos nenhuma equacao sem solucao; além disso, embora dispuséssemos, inicialmente,
de 4 equacoes para determinar o valor das 4 varidveis, vemos que, na realidade, ha apenas 2
equacgdes com ‘“informacdo relevante”, pois duas delas foram transformadas numa identidade
0 =0, ou seja, o sistema dado é equivalente ao seguinte sistema reduzido:

1’1+25E2+$3+3$3:3

—2x3 — 214 = —2

Vemos, entdo, que n3o vai ser possivel determinar univocamente o valor das 4 varidveis: duas
delas v&o ser livres ou independentes (isto é, vdo poder tomar valores arbitrarios), e as outras
duas, ditas principais ou dependentes, irao tomar valores que dependem dos valores atribuidos
as variaveis livres; por outras palavras, as varidveis dependentes vao ser funcdo das varidveis
livres. Note-se, que, neste caso se tem:

e car(A) =2
e car(Alb) =2
e numero de varidveis = 4

e nimero de varidveis livres= 4 — 2 =ndmero de varidveis— car(A).
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Vamos considerar como varidveis principais aquelas que correspondem as colunas principais,
ou, dito de outro modo, aquelas que estdo associadas aos pivds;> neste caso, serdo principais
as varidveis z1 e w3, sendo as varidveis x> e x4 livres; atribuindo valores arbitrdrios a z5 e
x4 isto é, considerando 7, = o e x4 = 3, o, € R, e substituindo esses valores nas duas
primeiras equacgoes, tem-se

r1+2a0+x3+36=3

w3 — 2B = —2
Ty = '
T4 =f

Passando para o lado direito das equacdes os termos com « e 3, vem

r1+23=3—2a0—30

—2x3 = —2+28
Ty =
T4 =f

e as duas primeiras equagles deste sistema estdo prontas a ser resolvidas por substituicdo
inversa:

1
—2r3= 2420 = 13=—5(-2+20) = w3=1-F

substituindo a expressao de x3 na primeira equacao e resolvendo em ordem a x; vira:
r1+(1-p)=3-20—-30 <= x1=2—-2a—-20
Vemos, entdo, que o conjunto de solucdes do sistema dado é o conjunto

{2-2a—-26,0,1—p,08): «, 8 € R}.

Solugdes particulares do sistema poderdo ser encontradas atribuindo valores especificos a «
e a 3. Por exemplo, uma solu¢do possivel do sistema sera (0,1,1,0), a qual corresponde a
escolha o =1, § =0.

Os exemplos que acabamos de considerar incluem cada um dos casos que nos podem surgir
quando pretendemos discutir e resolver um sistema linear.

Descrevemos, de seguida, o procedimento sistematico que devemos adotar quando preten-
dermos discutir e, sendo possivel, resolver, um sistema de equacdes lineares, com base no uso
do processo de eliminagdo de Gauss.

5|sto n3o é estritamente necessario, mas, neste curso, por uma questio de simplicidade, seguiremos sempre
esta metodologia.
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Discussao e Resolucao de um Sistema
(Redugdo a forma em escada por eliminagdo de Gauss + substitui¢do inversa)

Seja dado um sistema de m equagdes lineares em n incégnitas e seja (A|b) a respetiva matriz
ampliada.

1. Para discutir esse sistema, podemos proceder do seguinte modo:

1.1 Convertemos a matriz ampliada do sistema numa matriz em escada (E|c) de modo
a determinarmos car(A) e car(A|b).

1.2 Se car(A) < car(A|b), concluimos que o sistema é impossivel.

1.3 Se car(A) = car(A|b), concluimos que o sistema é possivel; nesse caso, ele sera
determinado, se tivermos car(A) = n e indeterminado, se car(A) < n; neste tltimo
caso, o seu grau de indeterminacdo (ou seja, o nimero de variaveis livres) é dado
por n — car(A).

2. Se car(A) = car(A|b) = r e pretendermos resolver o sistema, podemos proceder do
seguinte modo, a partir do sistema cuja matriz ampliada é (E|c).

2.1 Se r = n (caso em que o sistema é determinado), usamos o método de substituigdo
inversa, determinando o valor das incégnitas da Gltima para a primeira.
2.2 Ser < n:

(i) Identificamos as 7 colunas de E com pivds e consideramos as respetivas
varidveis como variaveis principais, sendo as restantes n — r varidveis, variaveis

livres.
(i) Supondo que as varidveis principais sdo as varidveis z,,...,%,. € que
Ty, ..., %y, , SA0 as varidveis livres, fazemos xy, = ay, Ty, = g, ..., Ty, . =

Qp_p, cOm ; € R.

(iii) Substituimos as expressdes acima nas primeiras r equa¢des do sistema em
escada, passamos esses termos para o lado direito das equacoes e resolvemos
o sistema correspondente, em ordem as r varidveis principais, por substituicao
inversa; os valores das varidveis principais xy,, ..., Z,, virdo dados em fungdo
de aq, ..., 0y,

2.5 Método de Gauss-Jordan

O método de resolver sistemas descrito na seccdo anterior foi baseado na reducdo da matriz
ampliada do sistema a uma matriz em escada. E possivel, usando apenas operacoes elementa-
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res sobre linhas, converter uma matriz numa forma ainda mais simplificada, a chamada forma
em escada reduzida.

Matriz em Escada Reduzida
Diz-se que uma matriz é uma matriz em escada reduzida ou que tem a forma em escada
reduzida, se forem satisfeitas as seguintes condi¢oes:

1. a matriz tem a forma em escada;
2. 0s pivos sao todos iguais a 1;

3. as colunas que contém um pivé tém todos os elementos, a excep¢ao do pivo, iguais a
zero.

Exemplo 2.15. A matriz

© oo o ol
cooc oo
o oo oo
oo olr|o o
cCoo RN~
coo o~ i~
o o[r]o oo
COoO N R RO

tem a forma em escada reduzida, mas a matriz B abaixo, sendo embora muito idéntica a A,
ndo é uma matriz em escada reduzida (porqué?).

OOOOOH
OO O O oOoON
OOOOHO
OOOHOO
QOO O -~ N =
OO O O - b
OOHOWI—‘
OO NN +H = O

A matriz

oo o o N
oooono
oooHoo

QOO L, N+~

oooooH

cooc o~ &~
o olr|]o oo
OO N R, Rk, O

também n3o é uma matriz em escada reduzida.
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Vejamos um exemplo da reducdo a forma em escada reduzida de uma matriz A, usando
operacoes elementares sobre linhas.

Exemplo 2.16. Consideremos a matriz ja usada no Exemplo 2.10 na pg. 35:

12133
2 40 4 4
123565
2 40 4 4
Tem-se
1] 21 3 3 1] 2 1 3 3 1] 2 1 3 3
2 40 4 4 0 0 -2 -2 -2 0 0 [1] 1 1
1 2355 : 00 2 2 2 |, 002 22
2 4.0 4 7)) Lien 00 -2 -2 1 00 -2 -21
1] 2 0 2 2 1] 2 0 2 2 1] 2 0 2 2
0 0[1] 11 o ofifr1| |Jooft11
L2 |0 0 0 00 Lo | 000 0 03] 1, oo 0 olff
00 0 03 00 0 00 00 0 0 0
1] 2 0 2 0
0 01l 1 0
i{}i{ 0 0 0 0 [1]
00 00O

A reducdo a forma em escada reduzida de uma matriz por aplicacdo de operacdes elemen-
tares sobre as suas linhas constitui o chamado método de Gauss-Jordan. E facil de perceber
(através dos exemplos anteriores) de que forma podemos proceder para obter essa forma em
escada reduzida. O processo é idéntico ao que descrevemos para obter a forma em escada,
mas haverd que, adicionalmente:

1. garantir que os pivls sao iguais a 1, o que poderd ser sempre feito, multiplicando as
linhas n3o nulas (i.e., as que tém pivd) por escalares convenientes;

2. garantir que, nas colunas que contém um pivo, os elementos acima do pivé também sao
nulos, o que podera ser feito adicionando muiiltiplos convenientes da linha de um pivo,
nao apenas as linhas situadas abaixo dessa linha, mas também as linhas situadas acima
dessa linha.

Observacao importante: Pode provar-se que, quando convertemos uma dada matriz A na
forma em escada reduzida, usando opera¢oes elementares sobre linhas, mesmo que nao sigamos
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sempre 0 mesmo processo, a matriz a que chegaremos serd sempre a mesma, isto é, para além
de ter sempre a mesma forma (como se passa na simples redugdo a forma em escada) tem os
elementos nas diversas posicGes univocamente determinados. Por outras palavras, existe uma
unica matriz em escada reduzida, produzida a partir de A por operacdes elementares sobre
linhas, ou seja, equivalente por linhas a matriz A. Neste curso, usamos a notacdo er(A) para
designar tal matriz.

E f4cil de ver (justifique!) que, se A for uma matriz quadrada de ordem n e tiver cara-
teristica igual a n, a respetiva matriz em escada reduzida serd a matriz identidade de ordem
n, isto €, ter-se-a

100 --- 0
010 0
er(A)=1,=10 0 1 0
000 --- 1

Naturalmente, o reciproco é também verdadeiro, isto é, se A for uma matriz cuja respetiva
matriz em escada seja a matriz identidade de ordem n, entdo car(A) = n.

Resumindo, tem-se o resultado seguinte.
Sendo A quadrada de ordem n, tem-se
car(A) =n < er(A) = I,.

Vejamos agora como resolver um sistema de equacdes, fazendo uso do método de Gauss-Jordan
para reduzir a sua matriz ampliada a forma em escada reduzida.

Exemplo 2.17. Como primeiro exemplo, consideremos o sistema

2I1+£2+2SL’3:0
1'1—513'2—.%’3:2.

31’1—1‘2—1‘3:4

A sua matriz ampliada é a seguinte:

2 1 210
Ap)=[ 1 -1 —1]2
3 -1 —1/4
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Convertamos, ent3o,

2 1 20
1 -1 1|2 | —
3 -1 —1/4) 2

1 1 1o
il 8%4_4%
—s

1] o o] 1

—— | 0 [1] o]0

nfn N\ 0o [1ff-1

1 -1 -1(/2 | ——
Ly—Lq

3 -1 —-11/4 L3—3Ly
0 1
——| 0 3
L3+%L2 0 0 _g
L1-3Ly 3

= er (A|b)

Il—].
I2:O )
;U3——1

esta matriz na forma em escada reduzida:

o qual é, obviamente, possivel e determinado, com solu¢go (1,0,

Exemplo 2.18. Seja agora dado o sistema

[El—l’2—l'3:].

21’1+ZE2—5I3:2

—I1+l’2 = -1

ao qual corresponde a seguinte matriz ampliada

Tem-se, entao

1] -1 —-1]1

2 1 -5|2
-1 2 0 |-1
0 -2

—— | 0 -1
Li+Lo 0 0

Ap)=|[ 2 1

1 -1 -1

-1 2 0

1] -1 -1]1

— 0 3 -=-3|0
Lp—2L4

L3+ 0 1 -11]0
1

0 | =er(ApD).

0
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Y

—

[

L,

1),

(1] -1 —1]1
0 [1] -1]0

0 1 -1|0
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Neste caso, obtém-se o seguinte sistema, equivalente ao dado:

$1—2$3:1

$2—[E3:0

A analise da matriz er (A|b) mostra-nos que o sistema é possivel, e simplesmente indetermi-
nado (isto é, com grau de indeterminagdo igual a 1); as varidveis principais sdo z; e x5, sendo
x3 variavel livre. Fazendo z3 = a (o € R), substituindo nas equa¢des do sistema reduzido e
passando os termos com « para o lado direito do sistema, vem

1 =142«
Ty = &
T3 =

Concluimos entao que
{(1+20,0,0) : a € R}

€ o conjunto de todas as solu¢des do sistema.

Se efetuarmos uma contagem no nimero de operagdes envolvidas na resolucdo de um
sistema por reducdo a forma em escada, usando eliminagao de Gauss, seguida de substituicao
inversa, € 0 compararmos com o nimero de operacoes envolvidas na aplicacao do método
de Gauss-Jordan, baseado na reducao a forma em escada reduzia, poderemos concluir que
o primeiro método é (em geral) mais eficiente. No entanto, se pretendermos resolver varios
sistemas que tenham em comum a mesma matriz simples (isto é, que difiram apenas nos termos
independentes), o método de Gauss-Jordan podera ser competitivo, se resolvermos os varios
sistemas em simultaneo. Vejamos um exemplo da aplicacdo do método de Gauss-Jordan a
resolucao simultanea de varios sistemas com a mesma matriz simples.

Exemplo 2.19. Considerem-se os seguintes trés sistemas, com a mesma matriz de coeficien-
tes:

4y —8y+5z=1 4r —8y+52z=0 4r — 8y +52=0
S1=( 4 —Ty+42=0, So=4r—-Ty+42=1, S3=C4r—-Ty+42=0.
3v—4y+22=0 3v—4y+22=0 3v—4y+2z2=1

Em vez de consideramos um sistema de cada vez, formemos uma matriz ampliada da forma

(A[b1|bz|bs)
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onde by, by e b3 s3o as colunas com os lados direitos dos sistemas Sy, 5S> e S3 respetivamente
e usemos o processo de Gauss-Jordan aplicado a essa matriz:

4 -8 5/1]0]0 1] —2 2|ilo]o 1] —2 2] 1o
4 ~7 4/0(1]/0 | — | 4 -7 40|10 | ——| 0 [1] —-1|-1|1
3 —4 2[0j0f1/) #m \ '3 -4 2/0|0|1/) B=a \ 0 2 -I|-3]0
1] o -3|-I|2]0 1] o =3|-I]2]o
—— | o [1] -1|-1|1 |0 ) — 0 [1] —1]-1] 1|0
e \o o0 s -2(1/) "™ \o o [1] 5 |-8|4
4 | 4
(1] o o |2]-4|3
-0 0 [1] 0 |4|-7|4
£y} 0 0 [1]|5]|-8|4

As solugdes dos trés sistemas léem-se, de imediato, da matriz obtida: elas sdo (2, 4,5) para o
sistema Sy, (—4,—7,—8) para o sistema S, e (3,4, 4) para o sistema S;.

2.6 Sistemas homogéneos

Um sistema linear diz-se homogéneo se for da forma

1171 + Q12T+ -+ * + A1 Ty = 0

2171 + AT+ * + AopTy = 0
) (2.7)

Am1T1 + AT+ - + ATy = 0

isto é, se os termos independentes de todas as equacbes forem iguais a zero. E imediato
concluir que 1 = 0,2, =0,..., 2, = 0, satisfazem todas as equa¢des do sistema homogéneo
(2.7) ou seja, que ele é sempre possivel, admitindo (pelo menos) a solugdo (0,0,...,0),
dita solu¢dao nula ou trivial. Uma outra forma de vermos que o sistema é sempre possivel
é a seguinte. Sendo (A|0) a matriz ampliada do sistema e analisando em que consistem as
operacoes elementares sobre linhas de uma matriz, é imediato concluir que, ao convertermos a
matriz (A|0) numa matriz em escada, a Ultima coluna nula manter-sed sempre nula ao longo
de todo o processo, pelo que, no final, teremos uma matriz da forma (£/|0). Isto significa que
o niimero de pivds de E é igual ao ndmero de pivos de (E]0), ou dito de outro modo, que
a caracteristica da matriz simples coincide com a caracteristica da matriz ampliada, condicao
que, como sabemos, nos garante que o sistema é possivel.
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Para sabermos se o sistema é determinado ou indeterminado, teremos, como para qual-
quer outro sistema, de comparar a caracteristica da matriz A com o niimero de incégnitas. Se
car(A) = n, o sistema sera determinado, sendo a sua dnica solugdo o n-uplo (0,0,...,0). Se
car(A) < n, o sistema serd indeterminado, podendo resolver-se como habitualmente (identifi-
cando as varidveis principais e as varidveis livres e resolvendo o sistema em ordem as variaveis
principais, em fun¢do dos valores das variaveis livres).

Em resumo, tem-se o resultado contido no quadro seguinte.

Sistemas Homogéneos

Considere-se um sistema homogéneo cuja matriz simples é A,,,. Entdo:
e Esse sistema é sempre possivel, sendo o n-uplo (0,0, ...,0) uma sua solug3o.

e Secar(A) = n, esse sistema ¢ determinado (tendo apenaa a solugdo nula) e, se car(A4) <
n, esse sistema é indeterminado.

Nota: Uma vez que a coluna dos termos independentes de um sistema homogéneo se mantém
sempre nula ao longo de todo o processo de eliminacdo Gaussiana, quando resolvemos um sistema
deste tipo é usual fazer a eliminagdo apenas da matriz simples do sistema, omitindo a coluna dos
termos independentes.

Exemplo 2.20. Considere-se o seguinte sistema homogéneo

1+ 20, — 223 =0
4x1+8x, — 523 =0.
31’1+$2—61‘3:0

A matriz simples deste sistema é

1
A= |4
3

= 00 N
|
ol

—6
Usando eliminacdo de Gauss, convertamos A na forma em escada:

1] 2 -2 1] 2 -2 1] 2 -2

1] 2
4 8 -5 | —— | 0 0 3 [-5] 0

Lp—4Ly 0

LyeL
31 -6/ s \0 -5 0 Sl
Vemos, entdo, que car(A) = 3 =nlimero de incégnitas, pelo que o sistema dado é determinado

o O

com dnica solugdo (0,0, 0).
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Exemplo 2.21. Consideremos o sistema
xr1 — Ty + 2333 =0

301420 — 2103 =0

Temos
_ 1] -1 2 1] -1 2
A_<3 1 —2>L2—3L1 (0 —8)'

Como car(A) = 2 e temos trés incégnitas, o sistema é simplesmente indeterminado. As
varidveis principais sdo x; e x; e a varidvel livre é x3. Fazendo x3 = o (a € R) e substituindo
nas equacdes do sistema correspondente a tltima matriz obtida acima, vem

T1— 2 +200=0
4r, —8a =0 .

T3 =

Tem-se, entao
4y, —8a =0 <= 41, =8a < 2, = 2.

Substituindo na primeira equagao e resolvendo-a em ordem a x1, vira
r1—2a0+20=0 < 2, =0.
Assim, o sistema dado tem o seguinte conjunto de solu¢cdes

{(0,2a, @) : @ € R}.

2.7 Sistemas com matriz quadrada

Pela sua especial importancia, salientamos, no quadro seguinte, alguns resultados para o caso
particular de sistemas em que o niimero de equagdes ¢ igual ao nimero de incégnitas (ou seja,
em que a matriz do sistema é uma matriz quadrada). Deixamos ao cuidado do aluno justificar
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cada uma das afirmacdes, que sao simples aplicacdo de resultados ja estudados.

Sistemas com Matrizes Quadradas

Considere-se um sistema de n equagdes lineares em n incégnitas cuja matriz ampliada é (A|b).
Entdo, as seguintes condi¢cOes sao equivalentes:

e O sistema é possivel e determinado.
e car(A) =n.
o er(A) =1,.

e O sistema homogéneo correspondente (isto €, o sistema homogéneo com A com matriz
simples) tem apenas a solugdo nula.

2.8 Representacao matricial de sistemas

Consideremos novamente um sistema de m equacoes lineares em n incégintas

a11T1 + appTo+ - + a1nxy = by

ax1r1 + axTo+ - -+ apxy = by

Am1T1 + AmaT2+ -+ + AmnTpn = by,

Tendo em conta a definigdo de produto de matrizes (em particular, relembarndo como se
calcula o produto de uma matriz por um vetor) e a definicdo de igualdade de matrizes, vemos
que o sistema anterior pode expressar-se como a seguinte equacdo matricial

air a2 - Qip x1 b1

ax@i axp -+ Q2 2 bo
— b

aAml Am2 *°° Qmn Tn bm

A X b

a qual pode ser escrita, numa forma compacta, como
Ax = b,

onde A é a matriz dos coeficientes do sistema (matriz simples do sistema), x é o vetor coluna
formado pelas incégnitas e b é o vetor coluna dos termos independentes.
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Uma solugdo do sistema é, como dissemos, um n-uplo (s1, sz, ..., S,) que satisfaz simul-
taneamente todas as equacdes do sistema, isto é, que verifica
a1181 + Q12T2+ -+ + A1p,Sy = bl

a2151 + AT+ -+ + Ao2n Sy — bg

Am1S1 + Am2Sa+ -+ - + Ay Sy = bm

S1

. . 52
ou seja, tal que As = b, onde s designa o vetor coluna s =

Sn

Neste contexto, faz, portanto, mais sentido considerar a solu¢cdo do sistema, ndo como o
n-uplo (s1,...,5s,), mas sim como o vector coluna s tal que As = b.

Neste curso, referir-nos-emos as solugcoes de sistemas, quer na forma de n-uplos ordenados,
quer na forma de vectores coluna com n elementos, conforme seja mais conveniente.

Ent3o, temos

S1
o 52
Ax =btemsolucio <= ds=| . |: As=Db
Sn
S1
52
<:>E|sl,...,snER:(a1 a, --- an) _ =b
Sn
< ds1,...,8, € R:sja; +sa+---+s,a, =b.

Venos assim que:

Um sistema Ax = b tem solucdo se e s6 se b for uma combinac3o linear das colunas de A.

2.9 Matrizes invertiveis (de novo)

2.9.1 Caracterizacao em termos da carateristica

No primeiro capitulo referimos que uma matriz A, quadrada de ordem n, se diz invertivel ou
ndo-singular, se existir uma matriz C', quadrada de ordem n, tal que AC = CA = [ e que uma
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matriz que nao seja invertivel também é designada por singular. Também mostramos que a
matriz C' atras referida, se existir, € Gnica; tal matriz é chamada a inversa de A e designada por
A~!. Demos também exemplos de matrizes invertiveis e de matrizes n3o-invertiveis. Vamos
ver agora que, dada uma certa matriz, é possivel saber se essa matriz € ou n3o invertivel,
desde que conhecamos a sua carateristica. Mais precisamente, tem-se o seguinte resultado
importante:

Teorema 2.2. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, Ent3o, tem-se:
A é invertivel <= car(A) = n.

Dem: — )

Seja A invertivel. Entdo, existe uma matriz C' tal que AC' = I. Vejamos que esta matriz
C é tnica.® Sejam C; e C, matrizes tais que AC; = [ e AC, = I. Ent3o, segue-se que
AC;, = AC,. Como, por hipdtese, existe A~!, multiplicando ambos os membros da igualdade
anterior por A7, vem A71AC, = A7YAC, ou seja, vem IC; = IC5 ou ainda, C; = C5.

Designando as colunas de C' por ¢y, ...,cC, € porey,...,e, as colunas da matriz identidade
(seguindo a convengdo usual), a igualdade AC' = I pode escrever-se como

A<C1 C - Cn> = <el € - en>7

(Acl Acy - Acn) = (el ey - en).

A igualdade anterior e o facto de existir apenas uma matriz C' tal que AC' = I mostram que

ou ainda, como

cada um dos sistemas Ax; = e;;j = 1,...,n admite uma e uma sé solu¢do. Como vimos,
isto implica que terd de ser car(A) = n.

<) Suponhamos agora que car(A) = n e provemos que A tem inversa. Novamente,
usando os resultados que conhecemos para sistemas de equacdes lineares, o facto de termos
car(A) = n garante-nos que haverd solugdo dnica para cada um dos sistemas Ax; = e;;j =
1,...,n, ou seja, serd possivel encontrar uma (e uma sé) matriz C' = (cl Cp +-- cn> tal que
AC = I. Essa matriz terd como colunas cada uma das solugdes dos sistemas Ax; = e;.

Vamos mostrar agora que a matriz C' assim obtida também satisfaz CA = I, ou seja, é a
inversa de A. *

6Sabemos que existe uma lnica matriz que satisfaz simultaneamente AC = I e CA = I, mas é necessario
mostrar que também sé existe uma matriz C' que satisfaz apenas a condicdo AC = I.

"N3o queremos aqui invocar o resultado, j& que ainda n3o foi demonstrado, usado no Capitulo 1, que diz
que para mostrar que uma matriz C' é a inversa de uma matriz (quadrada) A, n3o teremos que mostrar que
AC =1 e CA = I, bastando apenas verificar uma das igualdades.

52



Suponhamos que ndo, isto é, suponhamos que C'A # I e designemos por X a matriz
CA—1,isto é, seja X = CA —I. Entdo, X # 0 e além disso, tem-se

AX = A(CA—T)=(AC)A—A=TA-A=A—A=0.

Fracionando X em colunas e fazendo o mesmo para a matriz nula, vemos que a equacao
anterior nos diz que

A(X1x2 xn>:<Ax1Ax2 Axn>:<00 O).

Mas, se X é uma matriz n3o nula, ela terd (pelo menos) uma coluna n3o nula. Isto significa
que teremos, para um certo j, Ax; = 0, com x; # 0, ou seja, que o sistema homogéneo
Ax = 0 terda uma solucdo para além da solucdo trivial. Como sabemos, isto ndo é possivel
quando car(A) = n.

Vemos, portanto, que ndo poderd ser CA — I # 0, ou seja que teremos de ter CA = 1,
tal como pretendiamos mostrar. Il

Estamos agora em condi¢des, finalmente, de demonstrar o resultado referido (e utilizado)
no Capitulo 1, que diz que para mostrar que uma matriz C' é a inversa de uma matriz quadrada
A, ndo teremos que mostrar que AC' = [ e CA = I, bastando apenas verificar uma das
igualdades.

Proposicao 2.1. Se A é uma matriz quadrada de ordem n e C' é uma matriz quadrada da
mesma ordem e tal que AC' = I, entdo também C A = I, ou seja, A é invertivel e A=t = C.

Dem: Comecemos por observar que AC' = [ implica que C' ¢ invertivel. De facto, se C' nao
fosse invertivel, seria car(C') < n, o que implicaria que o sistema homogéneo Ax = 0 teria
solucdo ndo nula, i.e., existiria um vetor u # 0 e tal que C'u = 0. Mas, se assim fosse, viria

u=Ju=ACu= A(Cu) = A0 =0,

o que contradiz o facto de ser u # 0. Sabendo que C & invertivel e sendo C~! a sua inversa,
podemos escrever

AC == ACC'=C ' '=—= AI=C1'=—= A=C'1— CA=1.

2.9.2 Calculo de inversas — Método de Gauss-Jordan

Acabdamos de ver que, se uma dada matriz A € invertivel, cada uma das colunas da matriz
inversa de A é a solugdo do sistema de equagles cuja matriz simples é A e cujo lado direito
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é a correspondente coluna da matriz identidade. Por outras palavras, a coluna j de A=1 é
a (unica) solucdo do sistema Ax; = e;. Assim sendo, se pretendermos calcular a inversa
de A, poderemos usar o método de Gauss-Jordan para resolver os n sistemas Ax; = ej;
j=1,...,n, em simultdneo. Note-se que, sendo A invertivel, se tem car(A) = n, pelo que
serd er(A) = I,,. Temos, ent3o, o procedimento descrito no quadro seguinte, para calcular a
inversa de uma dada matriz invertivel.

Calculo da Inversa
(Método de Gauss-Jordan)

Para determinar a inversa de uma dada matriz A invertivel, podemos aplicar o método de
Gauss-Jordan, convertendo a matriz ampliada

<A|e1e2 ---en>
na forma em escada reduzida
<In\clcz cn>
As diversas colunas da inversa serdo, entao, as colunas cy,cy, -, Cy,.

De uma forma compacta, facil de lembrar:
Gauss-Jordan _
(A|T) —"——= (I|A™").

Naturalmente, se ao tentarmos aplicar o método anterior, virmos que a matriz do lado
esquerdo, A, ndo pode ser convertida na matriz identidade, teremos de concluir que car(A) < n
e que A n3o tem inversa.

2.10 Exercicios

Exercicio 2.1. ldentifique quais das seguintes matrizes s3o matrizes em escada. Para as que
o forem, indique quais os pivos.

10005 010 0 4 (2)(2)388

@ A={00304| ®B=|001 0 4| (C=
00020 002 —2 3 00003
00000
00000 011 0 0 123 -1 1
00100 000 —2 3 012 5 2
DP=1g0023|] @F=|g00 0 5] OF=|g01 3 3
00000 000 0 0 000 1 1
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Exercicio 2.2. Converta cada uma das matrizes dadas na forma em escada, usando o método
de eliminacdo de Gauss. Indique, entdo, qual a carateristica de cada uma das matrizes
e quais s3o as suas colunas principais.

0500 1221 05 10 25
() A={03 02| (b) B=[2572] () c=[26 4 0
16 42 366 0 03 4 0
02 1 3 1 123
04 -1 3 8 2 6 8
d D=|o2 3 5 7 ()E=|2 6 0
04 2 6 2 125
06 1 7 -3 38 6

Exercicio 2.3. Considere uma matriz A de ordem m x n. Justifique as seguintes afirmacdes:

(a) car(A) <mecar(A) <n.

(b) Se uma das linhas de A é nula, entdo car(A) < m.

(c) Se uma das linhas de A é um miiltiplo de outra linha, entdo car(A) < m.
(d) Se uma das colunas de A é formada toda por zeros, entdo car(A) < n.

Exercicio 2.4. Discuta, em funcao dos valores do pardmetro «, a caracteristica da seguinte

matriz
1

1 2
A=111 -1
1 1 a®>-5
Exercicio 2.5. Para cada um dos sistemas seguintes, forme a respetiva matriz ampliada e
reduza-a a forma em escada; indique qual a carateristica da matriz simples e qual a
carateristica da matriz ampliada do sistema e, tendo em conta essa informac3o, classi-
fique o sistema (possivel /impossivel; sendo possivel, determinado/indeterminado); se o
sistema for possivel, resolva-o.

r1— Xy — 2203 = —6 Ty — Xy — 223 = —1 1+ 23 =1

(a) 3xy + a3 — 223 =—6 (b) 211 + X0 + 23 =2 (c) R 2x1+ a2+ 323=1

—2x1 —2%0 + 13 =2 31+ 22,4+ 923 =4 21 — Ty + 513 =3
r—2y=-—1 r—y+3z=4 1+ 20+ 23+ 224 =3
(d) dr+y=14 (e) ( 2x—2y+2=3 (f) ¢ 2zx1+4s,+23+32,=4
3r—4y =1 —r+y+2=0 31+ 62>+ x3+414 =5
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r—y+z=1 r—y+z=1

T—y—2z2=2 r—y—z=2
(&) _ ., () _
r+y—z2=3 r+y—2=3
r+yt+z=4 r+y+z=2

Exercicio 2.6. Discuta, em funcdo dos valores da constante £ € R, cada um dos sistemas
de equacoes seguintes; resolva cada um dos sitemas para um dos valores de k£ que o
tornam possivel:

r+y+z=%k r1—2r3+3r3=1
r+y==~k

(a) {3 by — 2 (b) ¢ kx+y+2:=2 () 221 + kxy + 623 =6
T — =

4 r+ky+z=4 —x1+ 32+ (E—3)x3=0

Exercicio 2.7. Diga quais das seguintes matrizes sdo matrizes em escada reduzida e, para as
que ndo forem, reduza-as a essa forma, usando o método de Gauss-Jordan.

14000 L1 0000
00100 013 0012
@ 100001 (b)(124> (C)ggi @) 10001
00000 0000

Exercicio 2.8. Em cada uma das alineas seguintes, suponha a matriz ampliada de um sistema
foi transformada, usando operacGes elementares sobre linhas, na matriz com a forma em
escada reduzida apresentada. Em cada caso, discuta o sistema e resolva-o (nos casos
em que for possivel).

IR 150 2 80
(a) b) (001 -1 00

0014 000 0 01

000 0

1700 -8 -3 0120 20 2

0010 6 5 0001 3 0 -1
© looo1 3 o @ 10000 0 1 3

0000 0 0 0000 0 0 0

Exercicio 2.9. Use o método de Gauss-Jordan para resolver, em simultaneo, trés sistemas de
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equacgdes 51,55 € S3 cuja matriz simples seja

1 2 3
A= 0 1 4
-1 -2 0
e cujos lados direitos, sejam, respectivamente
1 0 -1
b1 =10 s b2 =13 e b3 = 1
0 1 2
Exercicio 2.10. Resolva os seguintes sistemas homogéneos:
—3r+y+z+w=0 2r4+y—32=0
(a) r+y—3z+w=0 (b) 3r—y+52=0
r+y+z—3w=0 v +y+32=0
Exercicio 2.11. Considere, para k € R, a matriz
1 1 -1
A= 1 k-1 k-3
-1 1—-k 2
(a) Discuta, em fungdo do valor do pardmetro k, o sistema Ayx = by, onde
1
by, = 4
2k — 6

(b) Resolva o sistema homogéneo Ayx = 0, para o caso k = 2.

Exercicio 2.12. Mostre que se u e v sdo solu¢des de um sistema homogéneo Ax = 0, ent3o:

(a) A soma u+ v também é solugdo do sistema.

Para qualquer a € R, au também € solucdo do sistema.

—_
(@] (o)
SN— N

Use o resultado da alinea anterior para concluir que: Se um sistema homogéneo
tem uma solucdo ndo nula, entdo tem uma infinidade de solugbes. (Tal como
afirmdmos, mas n3o demonstrdmos!)
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Exercicio 2.13. (a) Considere um sistema Ax = b que seja possivel e seja sp uma sua

(b)

solucdo. Mostre que toda a solucdo s do sistema pode ser escrita como s = sg+u,
em que u é uma solucdo do sistema homogéneo associado, Ax = 0.

Use o resultado da alinea anterior e o resultado da alinea c) do exercicio anterior
para estabelecer o resultado seguinte (que temos vindo a usar, sem demonstra¢go):
Um sistema possivel ou tem apenas uma solucdo ou tem um numero infinito de
solugdes.

Exercicio 2.14. Determine angulos o, S e 7, com 0 < a <271, 0< B <21 e 0 < v < 7 tais

que

2sena —cos 3+ 3tany =3
4senc +2cos 3 —2tany =2
6sena —3cos 3 +tany =9

Sugetao: Efetue uma mudanca de varidveis, © = sena, y = cos3 e z = tan-y, para
converter o sistema dado num sistema linear.

Exercicio 2.15. Seja

(a)

(b)

1 231
1 3 32
A= 2 4 33
1111
Mostre que a matriz
1 -2 1 0
1 -2 2 -3
o 1 -1 1
-2 3 -2 3

é a inversa de A.

Baseando-se apenas na informacao fornecida pela alinea anterior, diga:
(i) qual é a carateristica de A;
1
. 2 1. . ~ : .
(i) se 1| &uma possivel solugcdo do sistema homogéneo Ax = O;
0
(iii) qual é a inversa da matriz AT;

(iv) qual é a inversa de 2A.
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Exercicio 2.16. Nas alineas seguintes, determine se as matrizes consideradas tém inversa e,
em caso afirmativo, calcule-a, usando o método de Gauss-Jordan.

101 2 1 3 1 4 3
@) A=[0 1 1] ) B=|0oo01] () Cc=|-1 20
2 35 312 2 2 3

Exercicio 2.17. Considere um sistema Ax = b, onde A é uma matriz quadrada de ordem n.
Mostre que esse sistema tem uma e uma sé solucdo se e sé se a matriz A for invertivel,
sendo a solucdo dada por A~ 'b.
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3

Determinantes

3.1 Conceitos basicos

Neste capitulo, vamos ver que é possivel associar um nimero a uma matriz quadrada — o
chamado determinante da matriz — o qual (para além de outras aplicagdes importantes) nos
vai fornecer um critério para saber se essa matriz é ou n3o invertivel.

Antes de introduzirmos o conceito de determinante, precisamos de algumas defini¢Ges.

Definicao 3.1 (Permutagdo). Sendo n € N, uma permuta¢do do conjunto {1,2,...,n} é
uma aplicacdo bijectiva deste conjunto nele préprio. O conjunto de todas as permutacdes de
{1,2,...,n} é designado por S,,.

Uma permutagio o € S, é frequentemente representada na forma
1 2 -« n
o= ,
0'1 0‘2 . .. O'n
ou, mais simplesmente, como

onde 01 = 0(1),00 = 0(2),...,0, = a(n).

Por exemplo,

ou
(2,4,5,1,3)

representam a mesma permutacao.
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Como a permutagio se identifica com o n-uplo ordenado (o7, . . ., 0,), costumamos referir-
nos a oy,...,0, como elementos da permutacdo.

Definicao 3.2. Dizemos que dois elementos o, e ; de uma permutagdo o = (01,02, ...,0,)
estdo em inversdo, se estdo fora da ordem natural, isto é, se i < j e 0; > 0;. O nidmero de
inversées de uma permutagdo, designado por v(o), é o nimero total de pares de nimeros que
estdo em inversao nessa permutacao.

Por exemplo, relativamente a permutacdo anterior, 2e1,4el,4e3,5elebe 3estio
em inversao e portanto, o nimero de inversoes dessa permutacado é 5.

Definicao 3.3. Diz-se que uma permutacdo é par, se o seu niimero de inversdes for par e
diremos que ela é impar, se esse nlimero for impar.

A permutacdo considerada acima é, portanto, uma permutag¢do impar. O nimero

[©N

1 se o ar
() L P
sgn(o) :==(-1) { -1, se o é impar,

¢ chamado sinal da permutacao o.

E facil de mostrar (tal pode ser feito por indugdo sobre n) que o nimero total de per-
mutagdes do conjunto {1,2,...,n}, isto é, o nimero de elementos de S,,, é igual a n!.

Estamos agora em condi¢Ges de introduzir a definicdo de determinante de uma matriz
quadrada.

Determinante de uma matriz
Seja A = (a;;) uma matriz quadrada de ordem n. O determinante de A, designado por det A
ou |A|, é o nimero dado por

det A = Z sgn(a) Q15(1) A20(2) * * * Ano(n)- (3.1)

O'GSTL

Note-se que cada um dos produtos aj,(1) 25(2) * * * Gno(n) Na férmula acima € obtido com
n elementos da matriz A, escolhidos de modo a que n3o haja dois elementos pertencentes,
quer a mesma linha, quer a mesma coluna. Um produto desse tipo é chamado um produto
elementar da matriz A. Vemos assim, que o determinante de A é uma soma algébrica de
produtos elementares de A.

Vamos analisar em pormenor a férmula (3.1), para os casosem quen =1, n=2en = 3.
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Cason =1

Se A = (a11) é uma matriz 1 x 1, entdo, usando a férmula (3.1), vemos que

det(all) = diz, (32)

. L . . N 1
uma vez que existe uma uUnica permutacdo o € S, que é a permutacio o = < 1 )2 qual

é, naturalmente, par.

Nota: Neste caso, ndo é conveniente usarmos a notagdo |aji| para o determinante, para n3o se
confundir com o médulo.

Cason =2

Existem duas permutagdes possiveis do conjunto {1, 2},

(12 (12
01—12 802—21.

A primeira é uma permutacao par e a segunda é impar. Entdo, temos

a a
det ( . 12) - Sgn(al)alal(l)a201(2) + Sgn(02)a102(1)a202(2)

az1 A (3.3)

= Q11G22 — A12G21.

Exemplo 3.1.

2 3
det(4 5>—2><5—3><4_1O—12_—2.

Caso n =3

Para n = 3, temos 3! = 6 permutagdes do conjunto {1,2, 3}, a saber:

(123 (123 (1
1=\1 23 27\ 23 1) 937 1\3
(1 23 (123 1
94=\3 2 1) %7 \213) 971

w N =N
N W N W
N—— N——
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As permutacdes 01, 0, € 03 SA0 pares e as permutacoes o4, 05 € 0g Sao impares. Entdo, tem-se

ailz aiz Aais
det | ao1 a2 ap3 | = a11020a33 + 12023031 + Q13021032 —

31 aszz G33
— 130220431 — 12021033 — Q11423432

= (a11a20a33 + a12a23031 + G13021a32) —

N

-~

A
— (@13a20a31 + a12a21033 + A11G23037)

N J/

-~

S

Cada uma das trés parcelas de A é obtida com os produtos dos elementos assinalados abaixo:

a1 * * X 12 X * * a3
* o> * s * % 23 s an1 % *
* * as33 asy * % * asp *

De modo andlogo, tem-se para S:

* * ai3 x 12 x a1 *x *
* o> % s a1 % X R * * 23
asy LS * % * as33 kS asp *

Com base nas figuras acima, podemos enunciar o modo de calcular um determinante de uma
matriz de ordem 3, na forma de uma regra, espécie de mnemédnica, conhecida por regra de

Sarrus.

Regra de Sarrus
(Calculo do determinante de uma matriz de ordem 3)

O determinante de uma matriz de ordem 3 é uma diferenca de duas parcelas A e S, em que
cada uma delas - aditivo A e subtrativo S - é soma de trés parcelas obtidas como produtos
de trés elementos de A; os elementos usados no aditivo s3o os da diagonal de A e os que
estao nos vértices dos tridngulos cuja base é paralela a essa diagonal; os elementos usados no
subtrativo sao os da diagonal secunddria e os dos Vvértices dos tridngulos de base paralela a

essa diagonal.

Exemplo 3.2. Vejamos um exemplo da aplicacdo da regra de Sarrus. Consideremos a matriz

quadrada de ordem 3:

1 2 1
A=10 -1 3
5 2 1

Temos
A=1x(-1)x14+2x3x54+0x2x1=-1430+0=29,
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S=1x(-1)x5+2x3x14+0x2x1=-5+6+0=1

Entao,
detA=A-8§=29-1=28.

Quando n cresce, n! cresce muito rapidamente. Sendo este o niimero de elementos de S,,,
a férmula (3.1) que define o determinante de uma matriz A de ordem n torna-se de dificil
utilizacdo, mesmo quando n ndo é muito grande. No entanto, o determinante goza de algumas
propriedades que nos vao ajudar a calcula-lo de forma mais simples.

Nota: Com um certo abuso de linguagem, falaremos muitas vezes, em linhas, colunas e ordem
de um determinante, querendo referir-nos, naturalmente, as linhas, colunas e ordem da respetiva
matriz.

3.2 Propiedades dos determinantes

Comegamos por enunciar o seguinte resultado, cuja demonstragdo omitimos; ver, e.g.[?,
p.463].

Teorema 3.1. Se A é uma matriz quadrada, entdo

det A =det A",

O teorema anterior é muito importante, porque nos garante que todas as propriedades
que se demonstrem para linhas sao também vdlidas para colunas, nao necessitando de uma
demonstracido separada.

Por vezes, referimo-nos a filas de um determinante para designar as linhas ou colunas da
respetiva matriz.

3.2.1 Determinantes de matrizes especiais

As duas proposicoes seguintes referem casos em que a “forma” especial da matriz nos permite,
de imediato, calcular o seu determinante.

Proposicao 3.1. Se A tem uma linha (ou coluna) nula, entdo det A = 0.

Dem: Seja A = (aij) e suponhamos que uma sua determinada linha & é nula, isto é, é toda
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formada por zeros. Ent3o, tem-se:

det A = Z Sgn(U)algu) ©Qgo(k) 0 Gno(n)

UES’n

= Z Sgn(a)ala(l) e 0 .- Ano(n)

O'GSn

=0.
U

Proposicao 3.2. O determinante de uma matriz triangular é igual ao produto dos seus ele-
mentos diagonais.

Dem: Consideremos o caso em que a matriz é triangular inferior, i.e. seja A = (a;;) tal que
a;; = 0 se j > i (o que equivale a afirmar que os elementos de A situados acima da diagonal
principal sdo todos nulos).

Analisemos os diversos termos ai,(1)20(2) - - - Gno(n) €Nvolvidos na expansdo do determi-
nante, dada por (3.1), quando o percorre o conjunto S,,.

Comecemos por notar que qualquer termo que corresponda a uma permutagdo o para a
qual seja o(1) # 1 serd nulo, uma vez que envolve um elemento acima da diagonal; sendo
(1) = 1 (o que significa que o(2) sé poderd, entdo, tomar valores de 2 a n, porque o
é uma permutagdo do conjunto {1,2,...n}), se 0(2) # 2, também o termo serd nulo; e
assim sucessivamente, de modo que podemos concluir que o (nico termo, na expansdo do
determinante, que nao é necessariamente nulo é o termo ai; ... a,,; como este termo esta
associado a uma permutacdo par, concluimos que det A = aq;...a,,, como pretendiamos
mostrar.

Para estabelecer o resultado para a o caso em que a matriz € triangular superior basta
invocar o Teorema 3.1. Il

Exemplo 3.3. Calculemos o determinante da matriz

A:

O O W
OoON =
NN O

usando a regra de Sarrus e confirmemos que det(A) =3 x 2 x 2 = 12.

Tem-se, com a notacao usual,

A=3%x2x24+1x2x04+0x0x5=12
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S=0x2x54+0x2x3+0x1x2=0,
pelo que

detA=A-5§=12-0=12.

Vemos que, a exce¢do de aiiaxazz, cada termo aiy(1)dzqs(2)a30(3) Contém sempre (pelo
menos) um elemento situado abaixo da diagonal (esses elementos estdo salientados a negrito),
sendo portanto nulo.

Como consequéncia imediata da proposicao anterior, tem-se o resultado seguinte.
Corolario 3.1. O determinante de uma matriz diagonal € igual ao produto dos seus elementos

diagonais.

Dem: Basta lembrar que uma matriz diagonal é uma matriz triangular. O

3.2.2 Determinantes e operacoes elementares

Quando trabalhamos com matrizes n3o necessariamente ligadas a sistemas de equacdes, faz
sentido definir operacGes elementares sobre as suas colunas, de um modo totalmente andlogo
ao que fizemos para linhas; ou seja, podemos falar em troca de colunas, multiplicagdo de uma
coluna por um escalar nao nulo e substituicdo de uma coluna pela sua soma com outra coluna
multiplicada por um escalar.

Vamos ver agora como as operacoes elementares sobre as linhas ou colunas de uma matriz
afetam o respetivo determinante. Uma vez mais, lembramos que nos bastard estabelecer as
propriedades relativas a linhas.

Nota: Nas proposicdes seguintes, A designa sempre uma matriz quadrada de ordemne Ly, Ly, ..., L,
as suas linhas.

Proposicao 3.3. Se B se obtém de A por troca de duas das suas linhas (ou colunas), entdo
det B = —det A.

Dizemos, informalmente, que a troca de linhas (ou colunas) troca o sinal do determinante.
Dem: ver, e.g. [?, p.463]. O

Corolario 3.2. Se A tem duas linhas (ou duas colunas) iguais, entdo det A = 0.
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Dem: Suponhamos que L; = L; para k e j fixos (1 < k < j < n). Entdo, tem-se

Ly Ly Ly
Ly, Ly, Ly,
det A =det : = det 5 =  —det :

I, (Lr = Lj) L (Troca linhas k e j) L

Ly, Ly, Ly,
Ly
Ly,

" :L)—det 5 = —det A,
k — J [J‘7
Ly,
o que implica que det A = 0, como queriamos provar. Il

Proposicao 3.4. Se multiplicarmos uma linha (ou coluna) de A por um nimero «, o deter-
minante vem multiplicado por «.

Dem: Seja A = (a;;) e suponhamos que B = (b;;) se obtém de A multiplicando uma
determinada linha k, arbitraria, mas fixada, por «. lIsto significa que, para i,7 =1,2,...,n,
se tem b;; = a;;, se i # k, e by; = aay;. Entdo, usando a definicdo de determinante, vem

det B = sgn(a)bla(l) .. .bkg(k) .. .bng(n)
O'GSn
= Z sgn(a)ala(l) - Qo (k) - - - Qno(n)
CTESn
=« Z sgn(a)ala(l) <o Qo (k) -+ - Qno(n)
oESy
= adet A,
como pretendiamos mostrar. O

Nota: O resultado referido na proposicio anterior é vilido mesmo que o escalar o seja igual a
zero; no entanto, apenas quando « # 0 estaremos a fazer uma opera¢do elementar (do tipo 02).

Exemplo 3.4. Sejam A = <¢11 ;) e B= (i 130) . Note-se que B se obtém de A multi-

plicando a sua primeira linha pelo nimero 5. Calculemos det A e det B através da definicdo e
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vejamos que, de facto det B = 5det A. Tem-se:

detA=1x3—-4x2=3—-8=-5

det B=5x3—-4x10=5(1 x3—-4x2)=5x(—5)=>5detA.

A proposicao anterior tem o seguinte corolario imediato.

Corolario 3.3. Se A é uma matriz quadrada de ordem n e o é um escalar, entdo

det(aA) = o™ det A.

Antes de vermos o que sucede ao determinante de uma matriz quando efetuamos na matriz
uma opera¢do elementar de tipo O3 — adi¢do a uma linha (coluna) de outra linha (coluna)
multiplicada por um escalar — vamos dar dois resultados auxiliares.

Proposicao 3.5. Suponhamos que um dada linha k de A (1 < k < n) se decompée na forma
Lk = (akl c. akn) = (azl R szn) + (a’k’l R alkln) = L;C +L/k,

Ent3o,
Ly Ly Ly

detA=det| L, + L] | =det| L} | +det| LY
L, L, L,
Dem: A demonstracao é andloga a demonstracao da Proposicao 3.4 e é deixada ao cuidado

dos alunos. O

Nota: Naturalmente, existe um resultado idéntico ao anterior relativo a colunas.

Exemplo 3.5.
1 2 3 12 3 1 2 3
det |1 —2 4| +det|4 1 2] =det|5 —1 6
2 3 4 2 3 4 2 3 4

Verifique, calculando cada um dos determinantes envolvidos.

Proposicdo 3.6. Se A tem duas linhas (ou duas colunas) proporcionais, entdo det A = 0.
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Dem: Este resultado segue-se facilmente da Proposicdo 3.4 e do Coroldrio 3.2. Com efeito,
suponhamos que L; = aL; para k e j fixos e onde assumimos, sem perda de generalidade,
que k < j. Entao

L Ly Ly
Ly, Ly Ly,
det A = det : = det : = «det : =a0=0.
Lj OéLk Lk
L, L, L,

g

Proposicao 3.7. O determinante de uma matriz ndo se altera quando se adiciona a uma linha
(coluna) dessa matriz outra linha (coluna) multiplicada por um escalar.

Dem: Suponhamos que a linha j de A é substituida pela sua soma com a linha k& (com k < j,
sem perda de generalidade), multiplicada por « . Entdo, tem-se

Ly Ly Ly Ly Ly
det : = det : + det : = det : + 0 = det :
Lj + @Lk Lj Osz Lj Lj
Justifique todas as passagens. Il

3.2.3 Calculo de determinantes usando operacoes elementares

Como sabemos, é sempre possivel converter uma dada matriz A na forma em escada, usando
operaces elementares. Além disso, se A for quadrada, ao reduzirmos A a forma em escada,
obtemos uma matriz triangular superior. Por outro lado, o determinante de uma matriz
triangular é muito simples de calcular: basta multiplicar os elementos da sua diagonal.
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Os factos anteriores indicam-nos que poderemos adotar o seguinte procedimento para
calcular o determinante de uma dada matriz A:

1. Convertemos A na forma em escada, usando operacGes elementares.

2. Calculamos o determinante da matriz triangular resultante (multiplicando os elementos
da sua diagonal).

3. Relacionamos o valor do determinante de A com o do determinante da matriz triangular

obtida, tendo em conta as operacgdes do tipo O1 ou tipo O2 que usdmos na conversiao
da matriz a forma em escada.

Vejamos um exemplo de aplicacdo deste tipo de procedimento.

Exemplo 3.6.

1 -2 21 1 -2 21 1 -2 21
~1 2 13 0o 0 34 |0 202
1 —4 2 3/(031|0 -2 02 @) |0 0 3 4
1 1 3 3 0 3 1 2 0 3 1 2

1 -2 2 1 1 -2 2 1

0 1 0 -1 0 1 0 -1

(02) 2o 0 3 4 (53)2 0 0 3 4

0O 3 1 2 0 0 1 5

1 -2 2 1 1 -2 2 1

_ o 1 0 —-1] 5 0 1 0 -1

(01) 0 0 1 5|3 0 0 1 5

0 0 3 4 0 0 0 -11

= —2(1x1x1x(-11))=22.
(Det. matriz A)

3.3 Determinante e invertibilidade

As proposicoes 3.3 e 3.4 mostram-nos que duas das operacoes elementares — troca de linhas ou
colunas e multiplicagdo de uma linha ou de uma coluna por um escalar ndo nulo (operagdes de
tipo O1 e tipo 02, respetivamente) — afetam o determinante da respetiva matriz, tendo como
efeito multiplica-lo por um ndmero diferente de zero: o nimero pelo qual multiplicamos a
linha ou coluna, no caso de uma operacdo do tipo O2, ou o nimero —1, para uma operacao
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de tipo O1. Por outro lado, a Proposicao 3.7 garante-nos que o terceiro tipo de operacdo
elementar — adicdo a uma linha (coluna) de outra linha (coluna) multiplicada por um nidmero
— ndo altera o valor do determinante. Temos, pois, o resultado contido no quadro seguinte.

Se B se obtém de A por uma sequéncia finita de operacdes elementares sobre as suas linhas

(ou colunas), entdo
det B = K det A,

para um certo K # 0. Em particular, tem-se
det B=0 <= detA =0.

Como consequéncia do resultado enunciado acima, tém-se os seguintes resultados importantes.

Determinante e Carateristica
Teorema 3.2. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entdo, tem-se

det A=0 < car(A) <mn, (3.5)

ou, de forma equivalente,
det A #0 < car(4) =n. (3.6)

Dem: Para demonstrar (3.5), recordemos que A pode ser sempre convertida na forma em
escada reduzida, er(A), por uma sequéncia de opera¢des elementares. Entdo, tem-se

det A=0 <= deter(A) =0.

Mas, como A é quadrada, a matriz em escada reduzida er(A) é uma matriz triangular, pelo
que o seu determinante serd igual a zero se e sé se houver (pelo menos) um elemento nulo na
diagonal, ou seja, se e sé se o ndmero de pivos de er(A) for inferior a n. Como esse nimero
de pivos é a carateristica de A, o resultado estd estabelecido. U

Temos também o seguinte resultado importante.

Determinante e Invertibilidade
Teorema 3.3. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entdo, tem-se

A € inverivel <= det A # 0.

Dem: Basta lembrar que A € invertivel se e sé se car(A) = n (resultado estabelecido no
U

capitulo anterior) e invocar o resultado (3.6).
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3.4 Teorema de Laplace

Na seccao anterior vimos um processo de calcular determinantes, usando operacdes elementa-
res, que € Gtil quando a matriz em causa tem uma ordem “grande”. O chamado Teorema de
Laplace fornece-nos um processo alternativo de calculo de tais determinantes, mostrando-nos
como um determinante de ordem n se pode calcular a custa de (no maximo) n determinantes
de ordem n—1. O teorema pode ser aplicado sucessivamente até que os determinantes obtidos
tenham uma ordem “razoavel” (2 ou 3, por exemplo).

Antes de enunciar esse importante teorema, introduzamos algumas definigoes.

Definicdo 3.4. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. O menor do elemento a;; (1 <
i,7 < n) é o determinante da submatriz obtida de A suprimindo-lhe a linha i e a coluna j,
isto é, a linha e a coluna a que pertence a;;. O menor de a;; serd denotado por M;;.

1 2 -1
Exemplo 3.7. Seja A= (2 0
4 1

5 | . Entdo, tem-se, por exemplo
4

0 1 2
Mll = det (1 4> = —5, M23 = det (4 1> = —7.

(€]

Nota:

e Naturalmente, os menores sé estdo definidos para matrizes de ordem n > 2. Até ao final deste
capitulo, e para evitar repetir essa informac3do, assumimos que as matrizes consideradas tém
ordem n > 2.

e O menor do elemento a;; ndo depende de a;;, pois a;; ndo faz parte da submatriz que usamos
para calcular M;;, mas apenas da sua posi¢do na matriz, pelo que seria mais correto falarmos

em “menor da posicdo (i,7)"ou “menor (i,7)". No entanto, o uso da designacdo “menor

de um elemento”é habitual e facilita o enunciado de alguns resultados, pelo que serd aqui
adotado.

Definicao 3.5. Chama-se complemento algébrico ou cofator do elemento a;; ao produto do
seu menor por (—1)"7. O complemento algébrico de a;; serd denotado por A;;. Tem-se,
assim

Ayj = (=1)" M.
Exemplo 3.8. Considerando novamente a matriz do exemplo anterior, tem-se

Ay = (1) My = My = =5, Ap = (—1)*PMy = —My =1.
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Teorema de Laplace

Teorema 3.4. O determinante de uma matriz é igual &8 soma dos produtos que se obtém
multiplicando os elementos de uma sua linha (ou coluna) pelos respetivos complementos
algébricos, isto €, tem-se, parai,j=1,...,n:

det A = a;1 A1 + apAip + -+ + ainAin (3.7)
e
det A = (llelj ol (lngQj + -+ anjAnj. (38)
Dem: Ver, e.g., [?, pp.132]. O
Exemplo 3.9. Seja
00 0 2
51 2 4
A= 37 1 0
02 -1 4

Vamos usar o Teorema de Laplace, fazendo a expansdo do determinante ao longo da primeira
linha. Temos

51 2 51 2
det A=2(-1)""*3 7 1|=(-2)13 7 1].
02 -1 02 -1

Aplicando novamente o Teorema de Laplace, ao longo da terceira linha do determinante de
ordem 3 obtido, e calculando os determinantes de ordem 2 que daf resultam, usando a férmula
(3.3), vem

2
1| =2(-1)*?
-1

5 2
31

o w o
N~ =

DD

’ — (—2)(5-6)—(35—3) =232 = —30
Entdo, tem-se, det A = (—2)(—30) = 60.

Nota:

1. Quando usarmos o Teorema de Laplace, devemos fazé-lo expandindo ao longo de uma linha
ou de uma coluna da matriz com o maior niimero de zeros possivel.

2. Para calcular um determinante, podemos combinar o uso de operacdes elementares com o
uso do Teorema de Laplace (comegando, por exemplo, por converter todos os elementos de
uma dada coluna, abaixo da posicdo 1, a zero e fazendo depois a expansio, pelo Teorema de
Laplace, ao longo dessa coluna).
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O seguinte teorema é uma consequéncia simples do Teorema de Laplace.

Teorema 3.5. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entdo, a soma dos produtos dos
elementos de uma dada linha (coluna) pelos complementos algébricos dos elementos homdlogos

de outra linha (coluna) € igual a zero. Isto €, tem-se, parai,j =1,...,n:
anAji +apAj + -+ apAj, =0; sei # j, (3.9)
e
alkAlp + agkAzp + -+ ankAnp = 0; se k 7é p- (310)

Dem: Para estabelecer (3.9) basta notar que a expressdo
aitAj1 + aipdjo + -+ ainAjn

¢ igual a expansao, usando o Teorema de Laplace ao longo da linha j, de uma matriz obtida
de A substituindo a linha j por uma linha igual a linha 7, ou seja, de uma matriz com duas
linhas iguais. Como sabemos, esse determinante é igual a zero, o que estabelece o resultado.
A demonstragdo de (3.10) é totalmente analoga. O

Combinando os resultados (3.7) e (3.9) podemos escrever

det A, sei=],

o (3.11)
0, sei £ j

aitAj1 + apAj + -+ ainAjp = {

ou, de uma forma mais compacta, como
ainAj + aipAjo + -+ ainAjn = 0;; det A,

onde §,;, chamado simbolo de Kronecker, é definido como

{1, se1 =7
0ij = .
0, sei#j.

De modo andlogo, os resultados (3.8) e (3.10) escrevem-se como

Z‘jl

alkAlp + CLQkAgp + -+ ankAnp = 5kp det A.

Definicdo 3.6 (Matriz dos cofatores e matriz adjunta de uma matriz). Dada uma certa matriz
A, quadrada de ordem n, chama-se matriz dos cofatores a matriz (da mesma ordem) cujo
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elemento na posigdo (i, j) é o cofator A;;. A transposta da matriz dos cofatores é chamada
matriz adjunta de A e designada por adj A.Tem-se, assim

A An 0 An
Ay Ay oo A,
adjA=(A,)T=|""° "® " (3.12)
Aln A2n T Ann
1 2 -1
Exemplo 3.10. Considere-se novamente a matriz A= (2 0 5 | . Se calcularmos todos
41 4

os complementos algébricos dos elementos de A, vem:

Apn=-5 Ap=12, A;z=2
Ay =-9, Ax =38, Ay =17
A3 =10, Ap=-7, Axz=-4

pelo que
5 12 2\'" /-5 —9 10
adjiA=|-9 8 7| =(12 8 -7
10 -7 —4 2 7 —4

O teorema seguinte fornece-nos um novo processo de calcular a inversa de uma dada matriz
invertivel A.

Teorema 3.6. Dada A quadrada de ordem n, tem-se:

1.
AadjA = (det A)I,. (3.13)
2. Se A € invertivel, entdo
1 adj A (3.14)
det A ' '
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Dem:

1. Usando a defini¢do de adjunta e tendo em conta o resultado (3.11), vemos que

11 A1z - Qin Ay A - A
Aadj A - Q21 Q22 -+ Q2 A.12 A.22 tet A.nz
an1 QAp2 - Ann /41n /42n e /4nn
det A 0 cee 0
0 det A
= _ _ = (det A)I,,,
0 0 ... detA

o que estabelece o resultado (3.13).

2. Se A é invertivel, sabemos que det A # 0. Entdo, multiplicando ambos os membros de
1
(3.13) por g, vem
A

1
iA=1
dera 29 n

. 1 . , .
0 que mostra que a matriz ;o adj A € a inversa de A.

g

Nota: Embora n3o tenhamos definido a “divisdo” de uma matriz por um escalar, é muito frequente

adj A . g 1 . . - . Cup
eSCrevermos ;7 com o significado g adJ.(.A? e dizer, gntao, de um modf) informal que: “A inversa
de uma matriz (invertivel) se pode obter dividindo a adjunta pelo determinante” .

Exemplo 3.11. Considerando de novo a matriz A do exemplo anterior, se calcularmos o seu
determinante vem det A = 17. Entdo, a inversa de A é a matriz

_5 _9 1

17 17 17

Al | 2 8" 7
17 17 17

21 4

17 17 17

3.5 Regra de Cramer

Vamos agora ver como podemos usar determinates para calcular a solu¢do de um sistema cuja

matriz seja quadrada e invertivel.
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Definicao 3.7. Um sistema Ax = b diz-se um sistema de Cramer se a matriz A do sistema

for quadrada e det A # 0.

Um sistema de Cramer (com uma matriz A de ordem n) tem solug3o Unica, ja que, sendo
det A # 0, serd car(A) = n, o que sabemos ser condic&o suficiente para garantir que o sistema
é possivel e determinado. Além disso, como det A # 0, a matriz A é invertivel e, portanto,

tem-se:
Ax=b <= A 'Ax=A"'b < x=A"'b.

Regra de Cramer
Teorema 3.7. Seja Ax = b um sistema de Cramer, com A de ordem n. Ent3o, o valor de
cada uma das incognitas x; é dado por
det Bz . 1
x=———1=1...,n
(] detA 7 ) )
onde B; é a matriz obtida de A substituindo a sua coluna i pela coluna b dos termos inde-

pendentes.

Dem: Tem-se, como vimos, x = A~ 'b, ou seja, usando a expressio de A~! em termos da

matriz adjunta de A:

I Apn An - A b1
A D T I N
.z — detA .lz .21 . .m .z
T, Aln A2n e Ann bn

Da igualdade anterior, obtemos

~detA

Seja B; a matriz obtida de A substituindo a sua coluna i pela coluna b dos termos indepen-

Alzbl—f—Agzbz—l——f—Ambn),Z: 1,2,,72 (315)

Z;

dentes, i.e.
11 a2 - Q141 b1 Q141 - Qip
Q21 Az -+ A24-1 by ai+1 - d2p
B; = . . . .
Qp1 Qp2 - Qpi-1 bn Qpi+1 *°° Ann
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Se calcularmos det B; usando o Teorema de Laplace ao longo da coluna 4, vemos que
det B; =0b1 Ay +baAgi+ -+ by Ay

O resultado pretendido segue-se de imediato, combinando (3.15) e (3.16). O

3.6 Determinante do produto de matrizes

Embora n3o demonstremos o proximo teorema, ele é bastante importante e (til.

Teorema 3.8 (Determinante do produto de matrizes). Se A e B sdo matrizes quadradas da
mesma ordem, entdo
det(AB) = det A det B.

Dem: Veja, e.g. [?, p.467].

Nota: O Exercicio 3.2 do final do capitulo mostra que um resultado do mesmo tipo n3o é valido
para a soma de matrizes.

Corolario 3.4. Se A € invertivel, entdo
1
~detA’

det(A™1)
Dem: Como AA™! = I, podemos concluir que det(AA™!) = det/ = 1 (recorde-se que |
é diagonal, com todos os elementos diagonais iguais a 1 e tenha em atenc3do o resultado do

Corolério 3.1 na pg. 67); usando o resultado do teorema anterior, vem det Adet(A™!) =1e
o resultado pretendido segue-se, de imediato. O

3.7 Exercicios

Exercicio 3.1. Calcule o determinante de cada uma das seguintes matrizes:

@ (5 7)) o (2 ) een @ 3 10

senf) cos®

() - o)

Calcule det A + det B e det(A + B) e compare os resultados.

Exercicio 3.2. Sejam
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Exercicio 3.3. Indique qual o determinante de cada uma das seguintes matrizes:

3 21 4 1 2 3 4
0 2 5 9 5321
@ A=fo o 1 2 ®) B=10 0 0 0
0 0 0 -1 1 4 43
2 1 21 1 10 5 1
3 -4 57 2 20 3 1
() C=13 1 21 ) D=133 _1 4
3 1 33 4 40 2 -8
Exercicio 3.4. Calcule o determinante das seguintes matrizes, fazendo uso de operacdes ele-
mentares:
1 201 2 0 1 2 1 1 —-10
-1 135 2 1 -—-11 4 1 2 1
@ 12 111 ® |2 -1 0 o2 © 12 211 2
0 312 -2 1 3 4 -2 3 1 5
a b c
Exercicio 3.5. Sabendo que |d e f| = —5, indique qual o valor de cada um dos seguintes
g h i
determinantes:
d e f 3a 3b 3c a+g b+h c+1
(@) |9 h i (b) |-d —e —f] (o) | d e f
a b c 4g 4h & g h )
—3a —3b —3c b e h
(d) d e f (e) la d g¢g|.
g—4d h—4e i—4f c f 1

Exercicio 3.6. Prove que se todos os elementos de uma matriz quadrada A s3o nimeros
inteiros, entdo det A € um ndmero inteiro.

Exercicio 3.7. ([?, p.160]) Os nimeros 20604, 53227, 25755, 20927 e 78421 s3o divisiveis por
17. Justifique que o mesmo sucede ao determinante

2 06 0 4

~N NN G
0 O 01w
B O NN
NN 1N
= N o1~

sem calcular o seu valor.
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Exercicio 3.8. (a) Mostre que

1 1 1
a b c|=(b-a)(lc—a)ic—D).
a? b 2

(b) Tendo em conta o resultado da alinea anterior, diga, justificando, se a matriz

11 1
A=12 3 7
4 9 49
€ uma matriz invertivel.
a b c
Exercicio 3.9. Seja A= |d e f | esuponha que det A =>5. Determine:
g h 1

(a) det(34)  (b)det(Al)  c¢) det((24))

Exercicio 3.10. Calcule os seguintes determinantes, fazendo uso do Teorema de Laplace:

1 3 11 2 0 1 0 10 4 0

2 -1 0 2 4 -1 0 1 2 3 3 5

(@) |3 12 ® s 0 1 -2 © Jo3 5 5

0 1 0 4 7 1 0 1 4 0 -2 7
1 3 4
Exercicio 3.11. Seja A= 6 3 1
-2 1 2

(a) Calcule os menores e os complementos algébricos de todos os elementos de A.
(b) Calcule det A.

(c) Calcule adj A.

(d) Calcule A71.

Exercicio 3.12. Suponha que uma dada matriz A se pode decompor num produto da forma

A= LU, onde
1 0 O U U2 U3
L= 621 1 0 e U= 0 U U223
b3 l3 1 0 0 |us

Determine a expressdo do determinante de A.
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Exercicio 3.13. Seja A uma matriz quadrada de ordem 3 e suponha que det A = 2. Diga se
as afirmacdes seguintes sdo verdadeiras ou falsas, justificando convenientemente:

(a) car(A) =2

(b) E possivel encontrar uma matriz X, quadrada de ordem 3, tal que

1 2
AX =11 2
1 2

NN DN

(C) er(A) = [3.
Exercicio 3.14. Seja A, ., invertivel. Mostre que:

(a) A matriz adj A também invertivel, sendo (adj A)™' = 15 A = det(A™1)A.
(b) adjA =adj(A™).
(c) det(adjA) = (det A)" L.
Exercicio 3.15. Verifique que cada um dos sistemas seguintes é um sistema de Cramer e
determine a respetiva solucdo, usando a regra de Cramer.
T + Ty = 0
Ty + T3 — 2.1‘4 =1
x1+2x3+x4:0'

£E1+£IZ'2+$4:0

T1 —|—2IE2 +x3 = 5
(a) 2r1 + 227+ 23 =6 (b)
$1+2l’2+3l’3:9

Exercicio 3.16. Considere o sistema
2[E1 + Ty — T3 = 6
Ty — Ty — T3 = 2

T+ Tr + 3.173 =0
e seja A a sua matriz simples.

(a) Calcule det A.

(b) Justifique que o sistema é possivel e determinado e determine o valor da incdgnita
x1 (sem resolver totalmente o sistema).

(c) Justifique que A é invertivel e determine o elemento na posi¢do (2,3) da matriz
A~! sem calcular A1,
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4

Formas Quadraticas

4.1 Conceitos basicos

Definicao 4.1. Uma funcao f : R™ — R diz-se um mondmio se puder escrever-se na forma

flag, .. mn) = caltag? - o, (4.1)

n

ondece Reay,ay,...,a, € NU{0}.. O grau do monémio (4.1) éigual a a;+ap+...+ .

Exemplo 4.1.

1. f(x1,22) = 32122 € um mondmio de grau 2.
2. f(x1, 70, 23) = 523 12 73 é um monémio de grau 5.

Definicao 4.2. Uma forma quadratica em R™ é uma soma de mondmios de grau 2 (definidos
em R™), i.e. é uma fungdo @) : R” — R da forma

Q($1,$2,...,$n) = quxlx] (42)

i<y

Exemplo 4.2.

1. A fungdo Q:(x1,22) = 373 + 57125 + 423 é uma forma quadrtica em R,

2. Afuncdo Qx(w1, 22, v3) = 302+ 22105+ 52103 — 15+ 3773+ 23 é uma forma quadrética
em R3.
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4.2 Matriz de uma forma quadratica

Considere-se uma qualquer forma quadratica em R?

Q(x1,x2) = Chll‘% + q122127 + 922I§-

E muito simples de verificar (verifique!) que esta forma quadratica pode escrever-se como
— qi1 g1z I
Q(lfl,xz) = (951 902) ( 0 ng) (Iz)

x' Ax (4.3)

isto é, na forma

onde A = (qél le) ex = (il) Na verdade, é facil de verificar que poderemos escrever
22 2

Q(x1,22) na forma (4.3), usando muitas outras matrizes A = (a;;): basta que os seus
coeficientes satisfacam a1 = qq1, a2 = @22 € a1z + az1 = q12. Em particular, se desejarmos
que a matriz utilizada seja simétrica, bastara considerar

1

@11 = q11, Q22 = Q22 € QA12 = A21 = Z(q12

2

(sendo essa a Unica escolha possivel que satisfaz a exigéncia de se usar uma matriz simétrica).
De modo anélogo, dada uma qualquer forma quadrética em R3

Q(z1,22,23) = Chﬂ% + q1221T2 + 137173 + qm% + +q237273 + Q33$§

existe uma (dnica) maneira de escrevé-la na forma Q(x1, 7o, 73) = x' Ax com A uma matriz
quadrada de ordem 3, simétrica, a qual é a seguinte:

1 1
q11 3912 5413 1
_ 1 1
Q($1,$2,$3)—(1’1 L2 1’3) 5412 g2 3423 T2
1 1
5413 5423 Q33 I3

Exemplo 4.3. Consideremos de novo as formas quadraticas do Exemplo 4.2 e escrevamo-las
na forma x' Ax, usando matrizes simétricas.

3 2 T
— 2.2 2 _ 2
1. Ql(l’l, Xo, $3) = 3.%1 + 5$1$2 + 41‘2 = (Il ZEQ) g 4 .
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Qo(w1, 2, v3) = 323 + 27175 + 51103 — 25 + 3T273 + 13

3 1 g I
:(.’L’l i) $3) 1 -1 % W)
g % 1 T3

De um modo mais geral, tem-se o resultado contido no quadro seguinte (cuja demonstra¢do
omitimos):

Matriz de uma forma quadratica

Teorema 4.1. Toda a forma quadratica

Q(x]_, 359 0 o o 727”) = Z qzsz:lfj

1<j
pode escrever-se de (modo tnico) como
-
Q(z1,x2,...,2,) =% Ax (4.4)
x1
. . Z2 ..
com A uma matriz quadrada de ordem n simétrica e x = | . |, sendo os coeficientes da
Tn
matriz A = (a;;) dados por
1 .
Aii = Qii, Qi5 = Qj; = 5%’3’ (se i < j). (4.5)

Reciprocamente, dada uma matriz simétrica A, a expressdo (4.4) define uma forma quadratica.

AN

A Unica matriz simétrica associada, pela férmula (4.4), a forma quadratica ), chamamos
matriz dessa forma quadratica.

4.3 Matrizes e formas quadraticas definidas positivas/negativas

Se considerarmos uma qualquer forma quadrética

Qzy, ..., 20) = Z Qi Tilj

1<j
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é imediato concluir que se tem sempre Q(zy1,22,...,2,) = 0 quando (z1,2,...,2,) =
(0,0,...,0). Os valores que a forma quadrética pode assumir quando (z1,2,...,2,) #
(0,0,...,0) classificam a forma quadratica, de acordo com a defini¢do seguinte.

Definicao 4.3. Uma forma quadrética Q(zy, ..., x,) diz-se:

definida positiva (d.p.) se verificar

Q(z1,...,x,) >0, para qualquer (x1,...,2,) # (0,0,...,0).

definida negativa (d.n.) se verificar

Q(z1,...,x,) <0, para qualquer (x1,...,2,) # (0,0,...,0).

semidefinida positiva (s.d.p.) se verificar

Q(z1,...,x,) >0, para qualquer (x1,...,2,) # (0,0,...,0).

semidefinida negativa (s.d.n.) se verificar
Q(z1,...,x,) <0, para qualquer (z1,...,2,) # (0,0,...,0).

Uma forma quadratica que ndo satisfaca nenhuma das condicGes anteriores, i.e. que assuma
um valor positivo para (pelo menos) um n-uplo (x1,...,x,) e um valor negativo para (pelo
menos) outro n-uplo é dita indefinida.

I 0
. 2
Nota: No que se segue, x designa sempre o vetor colunax=| . | e 0 o vetor nulo | . | com
Tn 0

n componentes.

Uma matriz quadrada de ordem n, simétrica, “herda”a classificacdo em definida positiva,
semidefinida positiva, definida negativa, semidefinida negativa ou indefinida, da correspondente
forma quadratica Q(z1,...,7,) = x"' Ax. Mais precisamente, temos a seguinte definic3o.

Definicao 4.4. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, simétrica. Essa matriz diz-se:

e definida positiva (d.p.), se verificar

x"Ax >0, Vx #0
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definida negativa (d.n.), se verificar

x'Ax <0, ¥x #0

semidefinida positiva (s.d.p.), se verificar

x'Ax >0, Vx#0

semidefinida negativa (s.d.n.), se verificar

x"Ax <0, Vx#0

Uma matriz simétrica que nao satisfaca nenhuma das condi¢cGes anteriores é dita indefinida.

Nota: Naturalmente, uma matriz (forma quadrética) que seja definida (positva ou negativa) é
também uma matriz (forma quadratica) semidefinida.

Exemplo 4.4.

1. A forma quadrdtica em R? definida por
Q(a1,22) = af + 3
é definida positiva, uma vez que, se (71, 73) # (0,0), se tem 23 + 23 > 0. Assim, a

matriz A = (1

0 1) é uma matriz definida positiva.

2. A forma quadratica em R? definida por
Q(z1,x2) = 21 + 22172 + 75

é semidefinida positiva (mas n3o definida positiva). Com efeito, temos x3 +2117,+ 135 =
(r1 + 22)? > 0,Y(z1,72) # (0,0), tendo-se 23 + 23 =0 <= x; = —x,. Assim, a

matriz
11
a=(11)

é semidefinida positiva.
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3. A forma quadratica

¢€ indefinida.

Vamos agora enunciar alguns teoremas que, no seu conjunto, nos permitem classificar uma
dada matriz simétrica (e, consequentemente, uma forma quadratica) num dos tipos acima
referidos: definida positiva, definida negativa, semidefinida positiva, semidefinida negativa ou
indefinida.

Antes disso, vamos introduzir algumas notacdes e defini¢coes.
Definicdo 4.5 (Menores principais e menores principais liderantes). Dada uma matriz A
quadrada de ordem n, qualquer sua submatriz quadrada cuja diagonal faga parte da diagonal

de A é chamada uma submatriz principal. Os determinantes das submatrizes principais sao
chamados menores principais de A.

Uma submatriz principal contida nas primeiras k linhas e k colunas de A (1 < k < n) é
chamada uma submatriz principal liderante de A e designada por Ay; os determinantes das
matrizes principais liderantes chamam-se menores principais liderantes.

Exemplo 4.5. Uma matriz A quadrada de ordem 3 tem 3 menores principais liderantes:

a a ailz aizp Aais

11 12

det(as;), det e det|ax ax» ax
Q21 Aa22

a31 asz ass

e 7 menores principais. Os restantes menores principais sio:

det(az), det(ass), det (all a13> e det (a22 a23).

a31 as3 32 A33

O teorema seguinte estabelece critérios para saber se uma dada matriz é ou n3o definida
(positiva ou negativa) em termos da andlise dos seus menores principais liderantes.
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Teorema 4.2. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, simétrica. Entdo, A é:

e definida positiva se e s6 se 0s seus menores principais liderantes forem todos positivos.

e definida negativa se e s6 se os seus menores principais liderantes de ordem par forem
todos positivos e os seus menores principais liderantes de ordem impar forem todos
negativos.

Dada uma matriz simétrica A, se ela ndo verificar nenhuma das condicbes anteriores,
podemos apenas concluir que ela n3o é definida, mas n3o podemos, de imediato, saber se ela
é indefinida ou se é semidefinida. O teorema seguinte da-nos condi¢des suficientes, mas nao
necessarias, para que A seja indefinida.

Teorema 4.3. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, simétrica. Se A verificar uma das
duas condigdes seguintes, entdo A é indefinida:

1. Existe (pelo menos) um menor principal liderante de ordem par negativo,

2. Existem (pelo menos) dois menores liderantes de ordem impar tais que um deles é
positivo e outro é negativo.

No caso em que nenhum dos teoremas anteriores permita concluir sobre o tipo da matriz
A, serd necessario recorrer a um outro critério, mais trabalhoso, envolvendo a andlise de todos
0s menores principais da matriz, e ndao apenas dos liderantes.

Teorema 4.4. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, simétrica. Entdo A é:

e semidefinida positiva se e s6 se todos os seus menores principais forem > 0;

e semidefinida negativa se e s6 se todos os seus menores principais de ordem par forem
> 0 e os de ordem impar forem < Q.

Exemplo 4.6. Seja A uma matriz quadrada de ordem 4, simétrica.
1. Sedet A; >0, det A, > 0, det A3 > 0 e det A4 > 0, entdo o Teorema 4.2 permite-nos

concluir que A é d.p.

2. Sedet A; <0, det A, > 0, det A3 < 0 e det A4 > 0, entdo podemos concluir que A é
d.n., usando novamente o Teorema 4.2.

3. SedetA; =0, det A, < 0, det A3 < 0 e det A4 > 0, entdo, usando o Teorema 4.3,
podemos concluir que A é indefinida.
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4. Se det A; < 0, det A, = 0, det A3 > 0 e det A4, > 0, entdo, usando o Teorema 4.3,
podemos concluir que A é indefinida.

5. Sedet A; > 0, det A, =0, det A3 > 0 e det A; > 0, entdo o Teorema 4.2 garante-nos
que A ndo é definida (por causa de det A;). Ndo estamos nas condi¢des do Teorema
4.3 para podermos concluir que A é indefinida. Assim, a informacao fornecida n3o é
suficiente para saber de que tipo é a matriz, podendo esta ser semidefinida positiva ou
indefinida. Seria, portanto, necessario analisar os restantes 11 menores principais de A:
se eles fossem todos n3o negativos, A seria semidefinida negativa; se algum deles fosse
negativo, A seria indefinida.

4.4 Exercicios

Exercicio 4.1. Escreva cada uma das formas quadraticas seguintes na forma x' Ax, com A
uma matriz simétrica.
(a) Q(w1,72) =522 + dxy1p + 73
(b) Q(z1, 72, 23) = 222 + Tx129 — 2173 + 873 + dwpw3 — 273
(c) Q(x1,29,73,74) = 23 + 723 + 323 — 3.

Exercicio 4.2. Seja A uma matriz quadrada de ordem n.

(a) Quantos menores principais liderantes tem a matriz A?
(b) Quantos menores principais de ordem k£ (1 < k < n) tem A?
(c) Quantos menores principais tem A, se n =57 E se n = 67

Exercicio 4.3. Classifique cada uma das matrizes seguintes (dizendo se é d.p., d.n., s.d.p.,
s.d.n. ou indefinida).

0 (5 F) (G R o) oGl

120 2 1 -1 -2 4 -1 (1) _01 8 8
e) |2 4 5 f) 1 4 =2 g) 4 -2 -1 h) 00 20
0 56 -1 -2 4 -1 -1 =2 0 0 03
Exercicio 4.4. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, simétrica. Mostre que, se A é

definida positiva, entdo os elementos da diagonal de A s3o todos positivos.

Sugestdo: Calcule x"Ax parax =e;;i=1,...,n.
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Mostre, através de um contra-exemplo, que o reciproco do resultado anterior nao é
verdadeiro.

Exercicio 4.5. Mostre que toda a matriz simétrica definida positiva (ou definida negativa) é
invertivel.
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5

Valores e Vetores Proprios

5.1 Definicao de valores e vetores proprios

De um modo geral, dada uma matriz A, quadrada de ordem 7 e um vetor n3o nulo x € R"*1,
ao efeturamos o produto Ax obtemos um novo vetor que n3o é um miultiplo de x. Por

5 A)6)-6)

L 3\ . | - 1
e é evidente que o vetor 5 | ndo € um multiplo de 1) Mas, por vezes, pode acontecer que

exemplo, tem-se

Ax seja um miltiplo de x. Por exemplo, dada a matriz A = (g _01) e o vetor x = (;)

e (30 () - () 0)

Neste caso, diremos que o vetor

tem-se

5 é um vetor proprio de A associado ao valor préprio 3.

Mais geralmente, temos a seguinte defini¢do.

Definicao 5.1. Seja A € R™"™. Um escalar A\ € R diz-se um valor proprio de A se e sé se
existir um vetor nio nulo x € R™*! tal que

Ax = Ax.
Neste caso, dizemos que x é um vetor proprio associado ao valor préprio .

Valores e vetores préprios para matrizes complexas sdo definidos de modo analogo; se A é
uma matriz quadrada de ordem n com elementos em C, um escalar A € C sera um valor
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proprio de A se e sé se existir um vetor ndo nulo x (com n componentes em C) tal que
Ax = Ax. Nestas condicdes, x diz-se um vetor préprio de A associado ao valor préprio \.

Como os numeros reais sao elementos de C, uma matriz n X n de elementos reais pode
ser sempre vista como uma matriz de nimeros complexos, pelo que, dada uma matriz com
nlimeros reais, teremos de saber se procuramos apenas valores préprios reais e vetores proprios
com elementos reais, ou se aceitamos também valores préprios complexos e vetores préprios
em com entradas complexas.

Embora os valores préprios complexos possam ser importantes, neste curso, a nao ser que
algo seja dito em contrario, dada uma matriz real, quadrada de ordem n, estaremos apenas
interessados nos seus valores préprios reais e em vetores préprios de R™*1.

O teorema seguinte é muito importante porque nos fornece um processo de calculo dos
valores préprios de uma matriz.

Teorema 5.1. Seja A € R"*". Entdo, A\ é um valor préprio de A se e s se
det(A — \I) =0.

Dem:

A é valor préprio de A «—= Ix e R™! x #0: Ax = \x
— IR x#£0: Ax = \x
— IR x#£0:(A-A)x=0
<= O sistema (A — AI)x = 0 tem uma solugdo n3o nula
< car(A— ) <n <= det(A—A\)=0;

veja a Equacdo 3.6 na pg. 72. O

Corolario 5.1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entdo, tem-se

det A=0 <= X\ =0 € um valor préprio de A.

Dem:

A =0 é um valor préprio de A <= det(A—0/) =0 <= detA=0.

E entdo imediato obter o resultado seguinte.
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Corolario 5.2. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entdo, A é uma matriz invertivel
se e s6 se A = 0 ndo for valor préprio de A.

Vejamos um exemplo de célculo de valores e vetores préprios de uma matriz.

1= (5 )

e comecemos por calcular os seus valores préprios, usando o Teorema 5.1. Temos

Exemplo 5.1. Seja

—4
—2- )\

— M —-B\+6=0 < A=20u =23

daM—AU:0¢:w7gA ':o

Concluimos, assim, que A tem dois valores préprios, A\; =2 e A\, = 3.

Para determinarmos os vetores préprios associados ao valor préprio \; = 2, teremos de
encontrar as solu¢des nao nulas do sistema homogéneo

(A-20x=0.

5 —4
o (2.

Podemos converter a matriz anterior na seguinte matriz com a forma em escada

o o)

Resolvendo o sistema homogéneo da forma habitual, vemos que ele tem como solugdes todos

Mas,

. 4/5 « . . :
os elementos do conjunto N ca € R¢. Assim, os vetores préprios associados ao valor

préprio A\; = 2 serdo todos os vetores ndo nulos do conjunto anterior, ou seja, serao os vetores

{(37)aemh (o))

De modo analogo se verifica que os vetores préprios associados ao valor A\, = 3 serdo os
o 0
{(2) ee=n (@)}

95

do conjunto

vetores do conjunto



Definicao 5.2. Sendo A uma matriz quadrada de ordem n, pode provar-se que
pa(A) = det(A — \I) (5.1)

é um polinémio na varidvel A de grau exatamente igual a n. Este polinémio p4()\) é chamado
polinémio carateristico de A. A equacao

pA()\) =0 (5.2)
é chamada equacdo carateristica de A.

Vemos, assim, que os valores préprios de A s3o as raizes (reais) da sua equagdo carateristica
ou, dito de outro modo, sdo os zeros (reais) do seu polinémio carateristico.

As raizes de pa(A\) = 0 podem, naturalmente, ser raizes miiltiplas.
Definicao 5.3. Seja A um valor préprio de uma matriz quadrada A de ordem n. A multipli-

cidade de A\, enquanto raiz da equacdo carateristica de A, chamamos multiplicidade algébrica
do valor préprio A\. Denotaremos a multiplicidade algébrica de A por ma(\).

Exemplo 5.2. Seja A = (:le _21) Temos
4= A 2 2
pa(A) = ‘ 1 _1_)\‘ =\ 4+ 5\ +6.
Entao
pa(A) =0 < N +51+6=0 < A=-30u\=2
ou seja, A tem dois valores préprios distintos, \; = —3 e A\, = 2, cada um deles com

multiplicidade algébrica igual a 1.

. Neste caso, temos,

w O O

10
Exemplo 5.3. Consideremos, agora, a matriz A= (0 3
01

Entao,

pa(A)=0 <= 1-X=0ou 3—-)1)>?=0 <= A=1ou A=3.
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Assim, A tem um valor préprio \; = 1, com multiplicidade algébrica igual a 1, e um valor
préprio A\, = 3, de multiplicidade algébrica igual a 2.

Neste caso, por vezes dizemos que A tem 3 valores préprios: \; = 1 e Ay = A3 = 3,
isto é, contamos o valor préprio de multiplicidade algébrica igual a 2 como 2 valores préprios
(iguais).

4

—1 ] . Neste caso, tem-se
2

Exemplo 5.4. Seja A =

O O =
=N W

1-X2 3 4

paMN)=| 0 2—-X —1|=(1-))

‘2—/\ ~1 ':(1_,\)()\2_4)\+5)-

1 2=

Entao
paA(A) =0 <= 1-X=0 ou \>—4X+5=0.

Como A = (—4)>—4x1x5=16—20= —4 <0, a equagdo A\*> —4\+5 = 0 n3o tem raizes
reais. Podemos, portanto dizer que A tem apenas uma valor préprio, A = 1, de multiplicidade
algébrica igual a 1.

Note-se que, se considerdssemos a matriz A como uma matriz de nliimeros complexos e aceitdssemos

valores préprios complexos para A, entdo A teria trés valores préprios A1 = 1, \p =2+ie A3 =2—1.

5.2 Diagonalizacao de matrizes

Definicao 5.4. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Dizemos que A é semelhante
a B, se existir uma matriz invertivel S tal que

B=S5"1AS.

Note-se que, se A é semelhante a B, também B é semelhante a A (porqué?) e, por isso,
podemos dizer que A e B sdo semelhantes (em vez de dizer que A é semelhante a B ou que
B é semelhante a A).

Definicao 5.5. Uma matriz A quadrada de ordem n diz-se diagonalizavel, se for semelhante
a uma matriz diagonal, i.e. se existir uma matriz invertivel S e uma matriz diagonal D, tais
que

STrAS = D.

Neste caso, dizemos que a matriz S diagonaliza A ou é uma matriz diagonalizante para A.
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O que nos vai interessar agora é responder a questdo de saber quando uma dada matriz
A é ou nao diagonalizavel.

Comegamos por referir (sem demonstrar) um caso em que se sabe, de imediato, que A
nao é diagonalizdvel.

Teorema 5.2. Seja A quadrada de ordem n e suponhamos que A tem k valores prdprios
distintos, A1, A, ..., A\g. Sema(A1)+ma(Ay)+---+ma(Ny) < n, entdo A ndo é diagonalizavel

Nota: Quando referirmos que A n3o é diagonalizdvel, queremos dizer que n3o existe uma matriz
real S, quadrada de ordem n e invertivel tal que STAS = D, com D diagonal. No entanto, A pode

ser diagonalizavel se aceitarmos trabalhar com matrizes complexas.

Suponhamos, agora, que ma(A;) +- - - +ma(\;) = n, isto é, que A tem n valores préprios
reais, quando contamos os valores préprios de multiplicidade m; como m, valores préprios.
O teorema seguinte diz-nos em que condi¢des A sera uma matriz diagonalizavel.

Nota:No que se segue, por uma questdo de simplicidade, usamos a notacdo diag(di,da, ..., d,)
para designar uma matriz quadrada de ordem n diagonal com os elementos di,dy, .. .,d, (por esta
ordem) na diagonal.

Teorema 5.3. Seja A uma matriz quadrada de ordem n.

1. Suponhamos que A tem n valores préprios reais, ndo necessariamente distintos, A1, A, . . .
com vetores proprios associados vi,Vo,...,V,, respetivamente. Seja S a matriz que
tem esses vetores proprios como colunas, i.e.

S = <V1 Vo ... vn). (5.3)

Se a matriz S for invertivel, entdo tem-se
S71AS = D, (5.4)

onde D é a matriz diagonal cujos elementos diagonais sdo os valores préprios de A,
ie. D = diag(A1, A2, ..., A\y). Por outras palavras, nestas condicbes A é diagona-
lizavel, sendo semelhante a matriz diagonal cujos elementos diagonais sdo os seus valores
proprios e, além disso, a matriz que tem os vetores proprios como colunas € uma matriz
diagonalizante para A.

2. Reciprocamente, suponhamos que A é diagonalizavel, isto é, que temos S~*AS = D
para uma certa matriz S € R™ ", invertivel e com D = diag(dy,d>,...,d,) . Nesse
caso, os elementos da diagonal de D sdo valores proprios de A, tendo como vetores
proprios associados as colunas de S.
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Dem:
1. Como Av; = \jv;;i=1,...,n, tem-se
AS = A(Vl Vo ---Vn>
= (Avl Avy ---Avn)

= ()\1V1 )\2V2 )\nvn>

M O --- 0
:<v1v2-~vn> 0)\2 0
000 - A

=SD.
Como, por hipdtese, S é invertivel, podemos multiplicar ambos os membros da igualdade
AS =5D,
3 esquerda, por S71, obtendo-se
S™1AS = S71SD = D,
como queriamos mostrar.

2. Suponhamos agora que
STrAS = D,

com D = diag(ds, da, . .., d,). Multiplicando ambos os membros da igualdade S~ AS =
D, a esquerda, pela matriz S, obtemos

AS =SD.

Sejam vy, Vsa,...,V, as colunas de S. A igualdade AS = SD escreve-se, entdo como
d 0 -+ 0
0 d -~ 0

A<V1 \ZIEEE Vn>:<vl vy e vn> S s

0 0 --- d,

ou seja, temos

(Avi Ava o Avy) = (divi dove - dyva).
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Segue-se, entdo, que
AVl = d1V17 AV2 = d2V2, ceey AVn = ngn.

Como todos os vetores vi, Vs, ..., Vv, sdo ndo nulos (note-se que sdo as colunas de uma
matriz invertivel), as igualdades acima mostram que dy, dy, . . ., d,, sdo valores préprios de
A com vetores préprios associados vi, Vs, ..., Vv, (as colunas de S), como se pretendia
mostrar.

0

O teorema seguinte, que daremos sem demonstrac3do, estabelece uma condicao suficiente
(mas n3o necessdria) para que uma matriz seja diagonalizavel.

Teorema 5.4. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Suponhamos que A tem n valores
proprios A1, ..., A\, distintos e sejam vi,...,v, vetores proprios associados a Ai,...,\,,
respetivamente. Entdo, a matriz com esses vetores proprios como colunas é uma matriz
invertivel e, portanto, A € diagonalizavel.

Quando A tem n valores préprios reais (contando um valor préprio de multiplicidade my
como my, valores préprios), mas ndo esta nas condi¢des do teorema anterior, isto é, quando
ha valores préprios miultiplos, A pode ou ndo ser diagonalizavel. Tal dependera, de acordo
com o Teorema 5.3, de ser possivel ou nao encontrar n vetores préprios de A que formem
uma matriz quadrada de ordem n, invertivel (isto é, uma matriz de carateristica n). Para
responder a questdo de saber se tal é possivel ou ndo, vamos precisar de um novo conceito,
que passamos a apresentar.

Definigao 5.6. Seja A\ um valor préprio de A. Ent&o, o sistema homogéneo (A — AI)x =0
é, como sabemos, um sistema indeterminado. Chamamos multiplicidade geométrica de X, e
denotamos por mg(\), ao grau de indeterminagdo deste sistema, isto é,

mg(\) = n — car(A — \I).
Pode mostrar-se que a multiplicidade geométrica de um valor préprio nunca pode exceder
a sua multiplicidade algébrica.

Além disso, mostra-se que uma matriz A (que tenha n valores préprios reais) sera diagonalizdvel
se e sO se a multiplicidade geométrica de cada valor préprio for igual a sua multiplicidade
algébrica.

Vamos ver exemplos que ilustram como podemos proceder, nos diversos casos, para decidir se
A é ou n3o diagonalizavel e para encontrar a matriz diagonalizante, em caso afirmativo.
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Exemplo 5.5. A matriz considerada no Exemplo 5.4 ndo é uma matriz diagonalizavel, ja que
apenas temos um valor préprio A\; e ma(\;) =1 < 3.

Exemplo 5.6. Consideremos novamente a matriz A = estudada no Exemplo 5.1, a

7 —4
5 =2
qual vimos ter dois valores préprios distintos, A\; = 2 e A\, = 3. Vimos também que os vetores
préprios associados ao valor préprio A\; = 2 sao os vetores do conjunto

{("07) ee=h {(o)}

e que os vetores préprios associados ao valor A\, = 3 serdo os vetores do conjunto

{(2) eem {(0))

De acordo com o Teorema 5.4, bastara escolher um vetor préprio v; associado ao valor
préprio A; e um vetor préprio v, associado ao valor préprio \,, sendo a matriz formada por

o . 4/5
esses vetores uma matriz diagonalizante para A. Por exemplo, escolhendo v; = ( { ) e

()

Apenas por curiosidade, vamos verificar que, de facto, assim é. E f4cil de ver que car(S) = 2,

1 , .
Vo = <1) obter-se-3 a matriz

como matriz diagonalizante para A.
L ., . . , .- 5
pelo que S ¢é invertivel; se determinarmos a inversa de S, vemos que ela é a matriz .

5 —4
stas=(5 %) (5 2) (7 1) -6 3)

Exemplo 5.7. Consideremos agora a matriz do Exemplo 5.3,

Entdo, tem-se

1
A=10
0

= W o
w O o

que, como vimos, tem valores préprio \; = 1 e A\, = 3, tais que ma(A;) = 1 e ma(\y) = 2.
Como ma(A1) +ma(A) = 3 = n, esta matriz pode ou n3o ser diagonalizivel. Para podermos
saber se sim ou nao, teremos de encontrar a multiplicidade geométrica dos valores préprios.

101



Se resolvermos o sistema homogéneo (A — A\I)x = 0, vemos que ele é um sistema
simplesmente indeterminado e que as suas solu¢des formam o conjunto

L€ R}. (5.5)

—
o O 9

Por outro lado, se considerarmos o sistema (A — A\,I)x = 0, isto é, o sistema cuja matriz
simples é
-2

0
0

= O O
o O O

é imediato concluir que ele é simplesmente indeterminado (logo, mg(A;) = 1) e tem por

solugdes os vetores do conjunto
0

{ 0 :ae]R}. (5.6)

a
Neste caso, A n3do vai ser diagonalizavel, ja que mg(X2) < ma(A,).

De facto, é imediato reconhecer que n3o vai ser possivel encontrar trés vetores préprios de A que

o
formem uma matriz invertivel: uma vez que os vetores préprios sdo, ou da forma | 0 | ou da forma
0
0
0 |, ao escolhermos trés vetores préprios, um deles serd sempre um miiltiplo de outro, pelo que
@

a matriz por eles formada terd duas colunas proporcionais, ou seja, terd determinante igual a zero,

n3o sendo portanto invertivel.

Exemplo 5.8. Consideremos a matriz

5 —6 —6
A=[-1 4 2
3 6 —4

Neste caso, se calcularmos o seu polinémio carateristico, vem (apés algum trabalho):
pa(d) = (1= 2)(2 -\
pelo que concluimos que A tem dois valores préprios A\; = 1 e A = 2, tais que ma(\;) =1 e

ma(A;2) = 2. Como ma(A;) + ma(A2) = 3 = n, a matriz A pode ou n3o ser diagonalizavel.
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O sistema A — A\1x = 0 é um sistema simplesmente indeterminado, cujas solu¢des formam o
conjunto

{ ~la]:a GR}. (5.7)
Q@
(Verifique!). Se considerarmos o sistema A — A\;x = 0, vemos que ele é duplamente indeter-
minado, tendo por solu¢des os vetores do conjunto
2004203
a ca,f € R}. (5.8)
g
Neste caso, temos mg(\2) = ma(A2), o mesmo se passando, naturalmente, com o valor préprio
A1.! Logo, A é diagonalizavel, isto é, vai ser possivel encontrar 3 vetores préprios de A, vi, Vs
e v3 que, dispostos em colunas de uma matriz, formem uma matriz invertivel. Vejamos como
podemos proceder.

Vamos escolher para vi um vetor préprio associado ao valor préprio Aq, isto é, um vetor
ndo nulo do conjunto (5.7), por exemplo, o vetor que se obtém quando tomamos o = 1 :

1
vy = | —1/3|. Do conjunto (5.8), se escolhermos v, fazendo &« =1 e f = 0 e v3 tomando
1
2
« = 0 e 8 = 1, obtemos os dois vetores proprios (associados a Ay = 3), vo = | 1] e
0
2
vy = | 0 | . Obtemos, entdo, a seguinte matriz S:
1
1 22
S=[-1/3 1 0
1 01

E facil de verificar que esta matriz tem carateristica 3, sendo por isso, invertivel; sendo formada
por vetores proprios de A, ela serd uma matriz diagonalizante para A.

Vamos ver que, de facto, assim é. Calculando a inversa de S, obtemos

-3 6 6
S1=|(-1 3 2
3 -6 5

Todos os valores préprios simples, i.e., como multiplicidade algébrica igual a 1, tém multiplicidade
geométrica também igual a 1, j& que, como dissemos, para qualquer valor préprio A tem-se sempre
mg(A\) < ma()) e, além disso, mg(\) > 1.
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Tem-se, entao

-3 6 6 5 —6 —6 1 22 100
S7tAS=|-1 3 2|[-1 4 2 -1/3 1 0| =({0 2 0
3 65 3 -6 —4 1 01 00 2

5.3 Valores préprios de matrizes simétricas

Existem alguns resultados especiais relativos aos valores e vetores préprios de matrizes simétricas,
que referimos agora.

Teorema 5.5. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, simétrica. Ent3o:

1. O polinémio carateristico de A, pa()\), tem apenas zeros reais, isto €, A tem n valores
proprios reais (contando cada valor préprio de A com multiplicidade mj, como my, valores
proprios).

2. Se x ey sdo vetores préprios associados a dois valores préprios distintos, \ e i, respe-
tivamente, entdo
x'y =0.

Dem: Vamos demonstrar apenas a afirmacao 2.; a demonstracdo de 1. pode ser vista, por
exemplo, em [?].
Sejam, entdo, x e y vetores proprios associados a dois valores préprios distintos, A e u,
respetivamente. Isto significa que x 20,y #0 e
Ax=)Xx e Ay =y,

T, respetivamente, obtém-se

Multiplicando estas duas igualdades, 3 esquerda, por y' e x
yAx=)dy'x e x'Ay = ux'y.

Transpondo ambos os membros da primeira destas igualdades, e atendendo a que A é simétrica
(i.e. A= AT), obtém-se

x' Ay = \xy.
Temos, entdo, que
ATy = px'y,
ou seja, que
(A —wx'y =0
Como \ # ju, segue-se que terd de ser x'y = 0, como se queria demonstrar. U
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Definicao 5.7. Uma matriz ), quadrada de ordem n, diz-se ortogonal se e s se satisfizer
T
Por outras palavras, uma matriz ortogonal tem como inversa a sua transposta.

Seja () uma matriz quadrada e sejam qg, . .., q, as suas colunas. Entdo () sera ortogonal
se e sO se tivermos

ai 10 0
a; ( ) 01 0
: qa Q2 qr ) = Lo ol
q;ll' 00 1

ou seja, () serd ortogonal se e sé se as suas colunas satisfizerem

T J1 sei=j
q; 95 = S
0 sei=y

Teorema 5.6 (Teorema espetral). Seja A uma matriz quadrada de ordem n, simétrica. Ent3o

existe uma matriz ortogonal () tal que
QTAQ =D,
onde D é a matriz diagonal cujos elementos diagonais sao os valores préprios de A.

Dem: Vamos fazer a demonstracao no caso particular em que A tem n valores préprios
distintos; a demonstracdo no caso geral pode ser vista, por exemplo, em [?].

Se A tem n valores préprios distintos, Ai,...,\,, como esses valores préprios sdo re-
ais, estamos nas condi¢oes do Teorema 5.4; formando uma matriz () com vetores préprios
Vi,...,V, associados a esses valores préprios como colunas, essa matriz serda uma matriz
invertivel e diagonalizante para A. Mas, de acordo com o teorema anterior, ter-se-a

v]v; =0, parai#j.

Por outro lado, é sempre possivel escolher os vetores préprios de tal modo que v]v; = 1: de
facto, como qualquer vetor préprio X; é nao nulo, ter-se-a sempre

T 2 2
XX = 2y + -+ 15, >0,
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pelo que poderemos comecar por considerar vetores préprios quaisquer Xy, ..., X, € escolher,

entdo, v; = ———x;. Com esta escolha de vetores préprios, a matriz() = (v; vo --- Vv,
[T
X, X

que diagonaliza A serd, entdo, uma matriz ortogonal, pelo que teremos

Q7AQ=QTAQ = D.

2 1) . Temos

Exemplo 5.9. Consideremos a seguinte matriz simétrica A = (1 5

2 — 1
pA(/\):‘ 1A 2_)\‘:(2—/\)2—1:)\2—4)\+3

Emtao,
pa(N)=0 < X —-41+3=0 < A=1 ou A=3.

Resolvendo o sistema homogéneo (A — 11)x = 0, obtém-se o seguinte conjunto de solu¢des

{(_a&) :a € R}.

Por outro lado, o sistema (A — 31)x = 0 tem como solugdes os vetores do conjunto

{(g) ra € R}

Escolhamos, entdo, um vetor ndo nulo de cada um destes conjuntos, isto é, um vetor préprio
associado ao valor préprio A; = 1 e um vetor préprio associado ao valor préprio A, = 3. Por

. -1 1
exemplo, consideremos x; = 1 e Xy = 1) Temos

x;x1 = (=1 1) (_11) =2,

pelo que devemos considerar

Vi =

= (0s)

Temos, também, X;—XQ = 2, pelo que devemos considerar

()
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Obtemos, entdo, a seguinte matriz (), ortogonal e diagonalizante para A:

o= (U0 1a)

Q é, de facto, ortogonal, ja que

o~ (e YD 1D-( )

Além disso, Q) diagonaliza A:
T A0 — -1/vV2 1/vV2\ (2 1\ [(-1/vV2 1/vV2\ (1 0
o= (07" 1) (o) (e iva) = (o 5)
5.4 Formas quadraticas e valores proprios

Seja Q(z1, ..., x,) uma forma quadrética e escrevamo-la como
Q(x) = x"Ax

, com A uma matriz simétrica.

Ent3o, é possivel classificar a matriz A (e portanto, a forma Q) em d.p., d.n., s.d.p,.s.d.n.
ou indefinida, em func¢do dos valores préprios de A, de acordo com o seguinte teorema.

Teorema 5.7. Seja A uma matriz simétrica de ordem n e sejam Ay, ..., \, os seus valores
proprios (ndo necessariamente distintos). Ent3o:

1. A € definida positiva se e s6 se todos os seus v.p.’s sdo positivos;

2. A é definida negativa se e s6 se todos os seus v.p.’s sdo negativos;

3. A é semidefinida positiva se e s6 todos seus v.p.’s sdo ndo negativos;

4. A é semidefinida negativa se e s6 se todos os seus v.p.’s sdo ndo positivos;

5. A é indefinida se e sé se A tem (pelo menos) um valor préprio positivo e (pelo menos)
um valor préprio negativo.

Dem:

Vamos demonstrar 1., sendo as restantes demonstracdes totalmente idénticas.

107



Como A é simétrica, sabemos que existe uma matriz ortogonal @ tal que QTAQ = D,
com D =diag(A1,...,\,). Mas, QTAQ = D = A = QDQ". Tem-se, entdo, para qualquer

vetor x € R™*1:
x"Ax =x' (QDQN)x =x"(Q")'DQ"x

= (Q™x)"D(Q"x) =y Dy,
com
y=Qx.
Note-se que, sendo () invertivel, teremos
X#A0 <= y=Q'x#0.
Ent3o, tem-se
Aédp. <= x"Ax>0,Vx#0
— y'Dy >0, Vy #0

— /\1yf—|—)\2y§+~‘—|—>\nyfb>0, Vy;zé07

< A >0,X>0,....)\,>0.
como se pretendia mostrar. O
5.5 Exercicios
100
Exercicio 5.1. Considere amatriz A= [0 2 1| .Sem resolver a sua equacdo carateristica,
0 0 3

indique quais dos vetores considerados nas alineas seguintes s3o vetores préprios de A
e, para os que o forem, identifique o valor préprio a que estdo associados.

0 3 0 0
(@ (2] () [1): (o (5] () [0
2 2 0 0
Exercicio 5.2. Determine os valores préprios e os vetores préprios de cada uma das matrizes
seguintes:
324 1
4 —4 100 0 22 -1
(a) A= ; (by A=(-2 3 2]; (c) A=
-4 -2 5 _3 10 002 5
000 O
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Exercicio 5.3. Seja A uma matriz quadrada e seja A um valor préprio de A com vetor préprio

associado x. Prove que:

(a)

—_
0 o
SN— N

(d)

Dado a € R, a\ é um valor préprio da matriz A, com vetor préprio associado x.
A2 é um valor préprio da matriz A2, com vetor préprio associado x.

Dado f € R, A — 3 é um valor préprio da matriz A — SI, com vetor préprio
associado x-

Se A é invertivel, ent3o % é um valor préprio da matriz A~ com vetor préprio

associado Xx.

Exercicio 5.4. Justifique a seguinte afirmacdo: “Os valores proprios de uma matriz triangular

sdo iguais aos elementos da sua diagonal principal.”

Exercicio 5.5. Considere a matriz A = (1 0) )

1 2

Seja B a matriz obtida de A trocando a ordem das suas linhas. Calcule os valores
préprios de A e de B e compare-os.

Seja C' a matriz obtida de A multiplicando a sua primeira linha por 3. Calcule os
valores proprios de C' e compare-os com os de A.

Seja D a matriz obtida de A adicionando a sua primeira linha, a segunda linha
multiplicada por —1. Determine os valores préprios de D e compare-os com os de
A.

Nota: O objectivo deste exercicio é mostrar que, em geral, as operagcdes elementares

sobre as linhas de uma matriz alteram os valores préprios da matriz (e é facil de ver que

0 mesmo se passa com as operacOes elementares sobre as colunas), pelo que, dada uma

certa matriz A, nao podemos comecar por transformar A numa matriz mais simples
B e usar det(B — M) = 0 para calcular os valores préprios de A. Podemos, no entanto,

efetuar operagGes elementares sobre as linhas ou colunas da matriz (A — A\I) quando
estamos a calcular p4(A\) = det(A — \I).

2 30

Exercicio 5.6. Seja A= 14 3 0

0 06

(a) Determine os valores préprios e vetores préprios de A.

(b) Justifique que A é diagonalizavel e determine uma matriz S que a diagonaliza.
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Exercicio 5.7. Para cada uma das matrizes simétricas dadas nas alineas seguintes, encontre
uma matriz ortogonal que as diagonaliza.

1 10 1 3 4
) A=|110|. () B=[310
0 0 2 4 0 1

Exercicio 5.8. (a) Seja D uma matriz diagonal, D = diag(ds,...,d,). Mostre que, para

k € N, se tem D* = diag(dy, ..., d").
(b) Mostre que, se A = SBS™1, entdo, para qualquer k € N, se tem A* = SB*S~1.

(c) Mostre que, se STYAS = D, com D = diag(dy,...,d,), entdo, para qualquer
ke N, AF = S diag(dh, ..., d")S.

(d) Use o resultado da alinea anterior para calcular A%, onde A é a matriz considerada
no Exemplo 5.8.
Exercicio 5.9. Seja A uma matriz quadrada de ordem 3 cujos valores préprios sao A\; = %
Ao = % e N3 = %. Considere as sucessivas poténcias de A: A, A%, A3, A* ... Para que
matriz tende A¥ quando k — oco? Justifique.
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6

Espacos Euclideanos

Neste capitulo comecaremos por recordar algumas definicdes e operagdes basicas com vetores
no plano (espago bi-dimensional, R?) e no espaco usual (espago tri-dimensional, R3), que os
alunos ja conhecem do ensino secundario. Da disciplina de Célculo para a Economia os alunos
ja devem também estar familiarizados com o conjunto R”, para outros valores de n € N.1 O
objetivo deste capitulo é estudar um pouco mais pormenorizadamente o conjunto R™.

6.1 O espaco Euclideano R?

Suponhamos fixado um sistema de eixos no plano, o qual, por simplicidade, escolhemos como
ortogonal e monométrico (também dito ortonormado (0.n.)), i.e. constituido por duas retas
orientadas (eixos) perpendiculares entre si e com a mesma unidade de comprimento em ambas
as retas. O ponto de intersecdo das duas retas é a origem do sistema de eixos, vulgarmente
designado por O ou 0. Como sabemos, cada ponto P do plano fica totalmente identificado
por um par ordenado de nimeros reais (x1,2,) — as chamadas coordenadas desse ponto —,
sendo x; a abcissa e x> a ordenada de P e, reciprocamente, a todo o par de nimeros reais
(1, x5) corresponde um e um sé ponto do plano; ver Figura 6.1.

O conjunto de todos os pares ordenados de niimeros reais denota-se por R?, isto &, tem-se
2 )
R = {(1’1,.1'2) 1 T1,22 ER}

Vemos assim, que é possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto R?
e o conjunto de pontos do plano e é por isso que falaremos muitas vezes, com algum abuso
de linguagem, no plano R2,

L1Que assumimos que os alunos conheciam, alids, quando faldmos nas formas quadraticas!
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Figura 6.1: Coordenadas de pontos no plano

Um elemento qualquer (x1, ;) de R? pode também ser identificado, geometricamente,

com o segmento orientado [O, P| que
coordenadas (1, x2); ver Fig. 6.2.

une a origem do sistema de eixos ao ponto P, de

Figura 6.2: O segmento orientado [O, P], onde P = (3,2).

Assim sendo, também podemos identificar o conjunto R? com o conjunto de todos os

segmentos orientados que tém como ponto inicial a origem do sistema de eixos.

2

Vamos identificar todos os segmentos orientados que tenham a mesma direcao, o mesmo

2Ao par (0,0) correspoderd o segmento orientado nulo, ou seja, aquele cuja origem (ponto inicial) e
extremidade (ponto final) coincidem; o segmento orientado nulo tem direcdo e sentido indeterminados e

comprimento igual a zero.
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sentido e 0 mesmo comprimento, independentemente de qual seja o seu ponto inicial, com
um Unico objeto, a que chamaremos vetor livre (ou simplesmente vetor). Assim, um vetor é
caraterizado por uma direcdo, sentido e comprimento.® Qualquer um dos segmentos orientados
que caraterizam o vetor pode ser usado para o representar, isto é, pode ser escolhido como
um representante desse vetor. Os vetores serdo vulgarmente designados por letras mindsculas
em negrito, por exemplo, X,y,X,y, etc.

O conjunto R? pode também ser identificado com o conjunto dos vetores do plano: a um
elemento (21, 22) de R? faremos corresponder o (linico) vetor livre que tem como representante
o segmento orienatdo [O, P], onde P é o ponto de coordenadas (1, x;); reciprocamente, dado
um vetor, se escolhermos para seu representante o segmento orientado cujo ponto inicial esta
na origem do sistema de eixos, as coordenadas (1, 23) do ponto final desse segmento orientado
definirdo um e um sé elemento de R?; ver Figura 6.3.

A
6 -

A\

Figura 6.3: Varios representantes do vetor x = (3,2), x=@Q—-P, Q=P+x

Dados dois pontos do plano , P = (p1,p2) € @ = (q1,¢2), o vetor x que corresponde
ao segmento orientado [P, ()] tem como componentes (q1 — p1,¢q2 — p2) (j& que sdo essas,
precisamente, as coordenadas do ponto extremidade do segmento orientado que se obtém
quando transladamos o segmento orientado [P, ()] para a origem); ver Figura 6.3. E nesse

7

30 (dnico vetor que nio tem direcdo e e sentido definidos é o vetor nulo, correspondente ao segmento
orientado nulo; este vetor fica, no entanto, totalmente caraterizado pelo seu comprimento, igual a zero.
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sentido que passamos a identificar a diferenca de dois pontos () e P do plano com um vetor
do plano, e que escrevemos x = () — P.

Sendo a diferenca de dois pontos do plano um vetor, faz sentido também falar na soma
de um ponto com um vetor. Ao escrevermos () = P -+ x, queremos dizer que o ponto () é o
ponto extremidade do segmento orientado que representa X e que tem como origem o ponto
P; ver novamente Figura 6.3.

e Adicao de vetores

Dados dois vetores do plano, x = (z1,22) e y = (y1,¥2), a soma de x com y, denotada
por X +y, é definida como o vetor que se obtém somando as componentes respetivas de x e

y, i.e.
x+y = (Il —|—y1,x2 —|—y2).

Geometricamente, facilmente se verifica que a soma de dois vetores pode obter-se pela conhe-
cida regra do paralelogramo, ilustrada na Figura 6.4.

A

X+y

\/

Figura 6.4: Adicao de vetores no plano

e Simétrico de um vetor

Dado um vetor x = (x1,2,), o simétrico de x , denotado por —x, é o vetor obtido
substituindo as componentes de x pelos seus simétricos, i.e.,

—X = (—l’l, —Iz).

O simétrico de um vetor x tem a mesma direcdo € 0 mesmo comprimento de x, mas sen-
tido contrario, isto é, se x é representado por um segmento orientado [P, )],entdo —x serd
representado por [Q, P].
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A soma de um vetor x com o seu simétrico resulta no vetor nulo.
Por diferenca de dois vetores x e y, X —y, entende-se, simplesmente, a soma de x com o
simétrico de y, i.e.
x—y=x+(-y)
Uma vez que y + (x —y) = X, isto é, que o vetor x — y é tal que a sua soma com y

é o vetor X, entao, geometricamente, a diferenca de vetores pode ser obtida simplesmente
completando o triangulo; veja a Figura 6.5.

A

Figura 6.5: Diferenca de vetores no plano

¢ Produto de um escalar por um vetor

Dado um vetor x = (x1,22) € um ndmero a € R (a que nos referiremos, como j vem
sendo habitual neste curso, como um escalar), define-se o produto de « por x e denota-se por
ax como sendo o vetor que se obtém de x multiplicando as suas componentes por «, isto é

ax = (ax1, axy).
Geometricamente, o produto do escalar o # 0 pelo vetor x # 0 é um vetor que:
e tem a mesma direcio de x;
e tem o mesmo sentido de x, se o > 0, e sentido contrdrio, se o« < 0;

e tem um comprimento igual ao produto de || pelo comprimento de x.

O produto do escalar & = 0 por um qualquer vetor x é o vetor nulo e o produto de qualquer
esclar a pelo vetor nulo é também o vetor nulo.
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Figura 6.6: Produto de um escalar por um vetor

O conjunto R2, quando nele consideramos a adicio e multiplicacdo escalar atras definidas,
chama-se espago Euclideano de dimens&o 2 (ou a duas dimensdes).

e Norma (Euclideana) de um vetor

Dado um vetor x = (21, 22), a norma (Euclideana) de x, denotada por ||x||, é a definida

por
x|l = /2% + 3.

Tendo em atenc3o o Teorema de Pitdgoras, facilmente se vé que a norma do vetor x = (1, x5)
é simplesmente o comprimento desse vetor; veja a Figura 6.27.

A

A\

Figura 6.7: ||x|| = /23 + 23

e Distancia entre dois pontos

Dados dois pontos P = (p1,p2) e @ = (q1,¢2) do plano, a disténcia entre esses pontos é
o comprimento do vetor ) — P, ou seja, do vetor x = (¢ — p1,¢> — p2). Assim, temos que a
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distancia entre os pontos P = (p1,p2) € @ = (q1,¢2) é dada por

distR2d(P,Q) = \/(q1 — p1)? + (g2 — p2)? (6.1)

e Produto interno (ou escalar) de dois vetores
Dados dois vetores x = (z1,22) e y = (¥1,¥2), 0 produto interno (usual ou Euclideano)
desses vetores, denotado por x - y,* é o niimero dado por
Xy = T1y1 + TaYo. (6.2)
O produto interno de dois vetores também é chamado produto escalar desses vetores, para
acentuar que o resultado é um escalar (i.e. um ndmero real).

O produto interno esta relacionado com a norma de um vetor: sendo x = (z1,22) um
vetor de R?, tem-se
2002 2
X -x =7+ 25 =z

de onde se conclui de imediato que
%] = vx-x. (6.3)

e Propriedades do produto interno

Sendo x,y, z vetores quaisquer de R? e sendo o um escalar qualquer, tem-se:
Pl xx>0ex-x=0<«= x=0
P2 x-y=y-x
P3 (x+y)z=x-z+x-zex-(y+2z2)=x-y+x-2
P4  a(x-y)=(ax) y =x-(ay)

° Angulo de dois vetores

Dados dois vetores x e y em R?, n3o nulos, entende-se por 4ngulo entre esses dois vetores
o angulo convexo definido pelos dois segmentos orientados que representam esses vetores e
que tém origem na origem do sistema de eixos.> Note-se que falamos de angulo no sentido
da sua medida e que n3o estamos a considerar angulos orientados, ou seja, consideramos o
angulo entre x e y como o mesmo que o angulo entre y e x; ver Figura 6.11.

*Qutra notagdo usual é (x,y) .

5Qu em qualquer outro ponto do plano, desde que ambos tenham a mesma origem.
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A\

Figura 6.8: Angulo de dois vetores

O chamado Teorema dos cossenos aplicado ao triangulo de vértices O, P e () diz-nos que
Ix =yl = [Ix[* + [[y[I* = 2l |yl cos 6.

Mas,

I — yII* = llx]I* + [lylI* = 2lIx][|ly| cos ¢

= (21— )’ + (22 — 12)? = 2 + 23 + 7 + 45 — 2|)x|[|y|| cos 0
= 3]+ ;- 2wy + 25+ Y3 — 20y2 = 23 + 25+ y5 + y5 — 2|x||ly || cos b
< —2x1y1 — 2%y = —2||x]|||y]| cos &
= 151 + Ty = ||x]|||y]| cos €
cos 0 — T1Y1 + T2y
1[Iyl
Temos, assim Xy
cosf) = ———— (6.4)
[/ [lyl

de onde se pode obter o valor de #. Ent3o, dois vetores ndo nulos x e y serdo perpendiculares
(i.e. formardo um angulo 6 igual a 7/2) se e s6 se tivermos x -y = 0. Quando x = 0 ou
y = 0, ter-se-a também x -y = 0. Em conclusdo, temos:

x-y=0 <= x=00uy=0oux ey sio perpendiculares.
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Em qualquer dos casos anteriores, dizemos que xe y sao ortogonais, e escrevemos X_ly.
Temos, pois
xly < x-y=0. (6.5)

6.2 O espaco R3

O conjunto de todos os ternos ordenados de niimeros reais é denotado por R3, isto é, tem-se
3 .
R® = {(xl,:cg,x3) L X1, T, T3 € R}.

De modo totalmente analogo ao que fizemos para R?, podemos identificar R® com o conjunto
dos pontos do espaco usual, no qual se fixou um sistema de trés eixos cartesianos intersetando-
se num mesmo ponto O (por simplicidade, escolhidos como perpendiculares 2 a 2, e com
a mesma medida de comprimento em todos eles). Também podemos identificar R3 com o
conjunto dos segmentos orientados no espaco com origem no ponto O ou ainda com o conjunto
de todos os vetores livres do espa¢o (definidos por uma direcdo, sentido e comprimento).

A adicdo de vetores em R3 e a multiplicacio de um escalar por um vetor de R3 sdo
definidas de modo andlogo ao que fizemos em R?. Mais precisamente, sendo x = (1, %2, 73)
e y = (1,2, y3) dois vetores arbitrarios de R®, a soma de x com y é o vetor definido por

X+y = (T1+ Y1, T2 + Y2, 73 + 3)
e o produto do escalar & € R pelo vetor x é o vetor denotado por ax e dado por

ax = (axy, azy, axs).

A adicdo de vetores em R3 e a multiplicacdo de niimeros reais por vetores de R3 tem
interpretacdes geométricas analogas as de R2.

O conjunto R? com a adicdo e multiplicacio por um escalar acima definidas é chamado
espaco Euclideano de dimensdo 3 (ou a trés dimensdes).

Também de modo totalmente andlogo ao que é feito para R?, se define o simétrico de um
vetor x = (71, 72, 73) de R®, como sendo o vetor denotado —x e dado por

—X = (_xla —Z2, —33’3),

sendo o significado geométrico de —x idéntico ao do caso R2.

A norma (Euclideana) de um vetor x = (1, 7o, 73) de R* é definida por

x| = /23 + 23 + 23 (6.6)
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€ a sua interpretacao como comprimento do vetor x é também valida neste caso.

A distancia entre dois pontos P = (p1,p2,p3) € Q@ = (¢1, q2, q3) é dada por

d(P,Q) = /(p1 — @12 + (2 — ©2)? + (03 — 43)? (6.7)

O produto interno (Euclideano) ou produto escalar de dois vetores x = (z1,22,23) €
y = (1, ¥2,y3), denotado por x - y é definido por

Xy = T1Y1 + Tayo + X3Y3 (6.8)

e o angulo 0 entre dois vetores ndo nulos x = (71, %2,23) e y = (y1, Y2, y3) pode ser obtido

usando a férmula Xy
6 = arccos ———. 6 € [0, 7]. (6.9)
Ix[lyl

O produto interno em R3 goza das mesmas propiedade P1-P4 enunciadas para R2. Além
disso, tem-se também
xly < x-y=0. (6.10)

6.2.1 Produto vetorial em R3

Em R3? (n3o havendo andlogo em R?) pode definir-se outro tipo de produto entre vetores, o
chamado produto vetorial, que tem bastantes aplicacGes.

Definicdo 6.1 (Produto vetorial). Dados x = (1, 72, 73) € y = (y1,%2, y3) em R3, o produto
vetorial desses dois vetores, denotado por x x y® é o vetor dado por

XXy = (wzys — X3Y2, L3Y1 — T1Y3, T1Y2 — $2y1)- (6.11)

A expressao das componentes do vetor x X y sera facil de fixar se procedermos do seguinte
modo. Considerando os vetores

e; = (1,0,0), &2 =(0,1,0) e e3=(0,0,1),
qualquer vetor x = (z1, 2, 73) de R3 se pode escrever como combinac3o linear desses vetores:

X = (.flfl, 3’)2,373) = 5131(1, 07 O) + .%'2(0, 17 0) + 512'3(0, 07 1) = T1€1 + 1202 + x3es.

5Também denotado, frequentemente, por x A'y.
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Temos, assim, duas maneira distintas de representar o mesmo vetor x: (x1, z2,x3) ou x1€1 +
To€p + w3e3. ' De modo andlogo, temos

Y = (Y1, Y2, y3) = y1€1 + y2€2 + y3€3.

Usando este tipo de notacao, é facil de ver que o vetor x X y é o vetor que se obtém quando
se desenvolve o seguinte determinante (simbdlico)

€ € €3
xr1 T2 T3,
Y1 Y2 Y3

usando o Teorema de Laplace, ao longo da sua primeira linha. Com efeito, tem-se

e; € e€3
Ty XT3 X1 T3 T1 22
€T1 Ty X3| = e — ey + €3
Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2
Y Y2 Y3

= (z2ys — w3y2)e1 — (T1y3 — w3y1)ez + (T1y2 — Tay1)es
= (5523/3 — L3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — $2y1)
=XXYy.

As seguintes propriedades do produto vetorial obtém-se facilmente usando as propriedades
conhecidas para os determinantes, sendo a sua demonstracao deixada como exercicio.

Proposicao 6.1. Dados quaisquer vetoresx , y ez em R3 e dado um qualquer escalar o € R,
tem-se:

1. xxy=—(y xx)

2 (ax) xy=xx (ay) = a(x xy)
3 (x4+y)Xxz=xXz+y Xz

4 xx(y+z)=xXy+xXxXz

5 xXxy=0 <= x=0o0uy =0 o0ux ey sio paralelos, i.e. y = A\x para A\ € R; em
particular, x x x = 0.

7Os vetores e, e, e e3 s3o muitas vezes designados por i,j e k, respetivamente, sendo, entdo, x escrito
como x1i + x2j + x3k.
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Nota: Convém chamar a atengdo de que, em geral, (x X y) X z # x X (y X z) ou seja: O produto
vetorial ndo goza da propriedade associativa.

e Interpretacao geométrica do produto vetorial

Proposicao 6.2. Sejam x,y vetores ndo nulos de R3 e seja z = x x y. Entdo, tem-se:

1. z éortogonalax eay.

2. Os vetores x, y e z formam um sistema direto, isto €, o sentido de z é como se indica
na Figura 6.9 ; ver nota abaixo.

3 I x vl = IxIPlyl* = (x - y)*

4. ||x x y|| = ||x||||y]| sen 8, onde 0 € o dngulo entre x e'y.

N

Figura 6.9: Direcdo e sentido x X y

Nota: Uma regra usada para saber o sentido de z = x x y é usualmente designada por Regra
da mao direita: colocando-se a mao direita com o polegar ao longo de z e apontando no sentido
de z, os restantes dedos, ao fecharem, rodardo de x paray.

Dem:
1. Temos

(X X Y) X = (mzya — T3Y2,T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — 96'2y1) : (96'1, z2, 963)
= (z2y3 — z3y2)r1 + (23y1 — T1y3)22 + (T1Y2 — T2U1)T3
= T1X2Y3 — T1T3Y2 + T2T3Y1 — T1T2Y3 + T1x3Y2 — T2x3y1 = 0.

De modo andlogo se mostra que (x xy) -y = 0.
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2. N3o demonstraremos esta propriedade.

3. Temos
Ix X y[? = (z2ys — 23y2)° + (2391 — 21¥3)° + (2192 — Y172)°

%Iy 1% = (x-¥)? = (2F + 23 +23) (] + 95 +¥5) — (w1y1 + 222 + w3y3)°.
Para finalizar a demonstrac3do, teremos apenas de “desenvolver” os produtos nos lados direitos
das duas férmulas anteriores e mostrar que eles ddo o mesmo resultado.
4. Temos
e x w12 =[xl = (x-y)?
= %I llyl1* = (Ix[|lly ]| cos 6)°
= %[yl = [ [ly[|* cos® &
= |x|*ly? (1 — cos®§)
= [Ix[I?[ly|[* sen* 6

Como 0 < 0 <, tem-se sen > 0 e, portanto, a igualdade acima é equivalente a

x> yll = lx[llyll sen6.

Esta dltima propriedade pode expressar-se do seguinte modo: O comprimento do vetor x X'y € igual
a drea do paralelogramo definido pelos dois vetores x e y. Observe a Figura 6.10 e note que que
|ly|| sen @ é igual a altura h do paralelogramo.

A
34

*
4
v

Figura 6.10: Interpretacdo de ||x X y||

6.2.2 Retas no espaco tridimensional

¢ Reta definida por um ponto e uma direcao

Recordemos que uma reta no espaco R3 fica totalmente definida por um ponto Py = (z0, 4o, 20)
e por uma dire¢do — a de um certo vetor v = (v1, v2,v3), ndo nulo.
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Figura 6.11: Reta que passa por Fy e tem a direcdo de v

Um ponto P = (x,%, z)® estara sobre a reta r que passa por P e tem a direcio de v se e s6 se
tivermos

P — Py=\v, para A € R. (6.12)
Esta equacao pode reescrever-se como
P =Py+ \v, para A € R, (6.13)
ou ainda como
(z,9,2) = (%0, Y0, 20) + AM(v1, v2,v3) para A € R. (6.14)

A qualquer uma das formas (6.12) — (6.14) damos o nome de equagdo vetorial da reta .

O vetor v é chamado vetor diretor da reta r e as suas coordenadas, vy, vz, v3, (ou as de qualquer
outro vetor que tenha a mesma dire¢do) dizem-se pardmetros directores de r. Os cossenos dos
angulos «, 3 e v que v forma com e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1), respetivamente,
recebem o nome de cossenos directores da recta r.

Da equacao vetorial, obtém-se, de imediato, as chamadas equacbes paramétricas da reta:

T =2x0+ Av1
y=y +Avz , AER (6.15)
z=12z0+ Av3

Eliminado o parametro A das equagbes paramétricas, obtemos as chamadas equacdes normais da

reta:
$—750:?/—ZJO:Z—ZO (616)
v1 v2 v3 '

8Preferimos, aqui, usar a notagdo mais usual (,, z) para pontos em R3, em vez da notacdo que temos
vindo a adotar de (z1, 2, x3), por ser esta mais familiar para os alunos.
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Nota: Na equacdo anterior, se algum dos denominadores for igual a zero, deve entender-se que o
respetivo numerador também é zero; isto é, por exemplo

r—1 y—-3 =2-2
2 0 4

deve ser interpretado como

Exemplo 6.1. Seja r a reta que passa pelo ponto Py = (1,2, —1) e tem a direcdo de v = (3, —1,5).

e A equagdo vetorial de r é : (z,y,2) = (1,2, —1) + A(3,—1,5),A € R.

x=143A
e As equacbes paramétricas de r s3o: y=2—-A , AeR
z=—1+5A
-1 1
e As equagbes normais de 7 s3o: :CT =2—-y= z—é— .

e Reta definida por dois pontos

Dados os pontos Py = (x0, Y0, 20) € P1 = (21,41, 21), 0 problema da determinagdo da equagdo
da reta definida por esses pontos reduz-se facilmente ao caso anterior, tomando para v o vector
VvV = Pl — PO-

6.2.3 Planos em R3

e Plano definido por um ponto e (perpendicular a) uma direcdo

Sejam dados um ponto Py = (o, Yo, 20) € um vector ndo nulo v = (a,b,c) e suponhamos que
se pretende determinar a equac¢do do plano « que passa por Py e é perpendicular ao vector v; ver
Fig. 6.12.

Um ponto P(z,y, z) pertencerd ao plano « se e s6 se (P — Fy) for ortogonal a v, i.e. se e s6 se
tivermos

(P— D) v=0. (6.17)

A equacio anterior é designada por equacdo vetorial do plano que passa por Py e é ortogonal a v.
Dessa equacgdo, obtém-se, de imediato

a(x — zo) + b(y — yo) + c(z — 20) =0
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Figura 6.12: Plano que passa por P, e é perpendicular a v

ou
ax + by + cz — (axo + byo + czp) = 0.

A equacdo anterior pode ser reescrita como
ax + by + cz = d, (6.18)

onde a, b, c s3o os parametros diretores de uma reta perpendicular ao plano — reta essa que se chama
eixo do plano — e onde d = axg + byg + czp. Tal equacio é conhecida como equacdo cartesiana ou
equacdo geral do plano a.

Reciprocamente, é facil de verificar que toda a equagdo da forma ax + by + cz = d é a equagdo
de um plano perpendicular ao vector v = (a,b,c), isto é, é a equagdo de um plano cujo eixo tem
(a,b,c) como parametros diretores.

e Plano definido por um ponto e duas direcoes

Dados um ponto Py e duas dire¢bes distintas — definidas a custa de dois vetores x e y nao
paralelos — para determinarmos a equacdo do plano que contém Py e é paralelo a x e a y, bastara
determinar o vetor v = x X y, o qual serd ortogonal ao plano pretendido, e caimos, entdo, no caso
anteriormente estudado: plano defindo por um ponto e perpendicular a uma direcdo.

Em alternativa, poderemos determinar outras formas da equacdo do plano.

Um ponto P = (z,y, z) estard no plano que passa por Py = (zo, Yo, 20) € é paralelo aos vetores
(ndo paralelos) u = (u1,up,u3) e v.= (v1,v2,v3) se e s6 se tivermos (veja a Figura 6.2.3):

P—Py=Xu+puv, \u€eR, (6.19)
ou seja, se e sO se tivermos

T = x0 + \ui + puy
y=yo+Auz+pv2 , ApeR (6.20)
zZ = 20 + A\uz + pvs
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V. P
P

Figura 6.13: Plano definido por um ponto e duas direcoes

A equagdo (6.19) é a equagdo vetorial do plano definido por um ponto Py e duas diregbes u e v e
(6.20) sdo as suas equagdes paramétricas.

Exemplo 6.2. Seja v o plano que passa por Py = (1,—2,0) e é paralelo aos vetores u = (1,2,3) e
v = (—1,0,1). Podemos calcular o vetor w = u x v, vindo

e e€ex e3
w=|1 2 3|=2e;—4ey+2e3=(2,—4,2).
-1 0 1

Entdo, temos d =2 x 1 —4 x (—2) +2 x 0 = 10, pelo que a equagido cartesiana do plano « é:
2z — 4y + 2z = 10.

As equacoes paramétricas de « s3o:

r=14+A—p
y=-242\ , ApeR
z2=3\+u

Note que, das equacdes paramétricas, obtemos
20 — 4y + 22 =2(14+ X — p) —4(—2+2X) + 2(3\ + p) = 10.

e Plano definido por trés pontos nao colineares

Dados trés pontos A, B, C n3o colineares, a determinag¢do da equacdo do plano que os contém
reduz-se ao caso anterior, tomando, por exemplo, Pp=Aex=B—-Aey=C — A.

6.3 Espaco Euclideano R"

Os espacos Eucideanos R? e R3 podem ser vistos como dois primeiros exemplos do espaco Euclideano
R™ com n € N.
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Dado n € N, considere-se o conjunto R" de todos os n-uplos ordenados de elementos reais, isto

é, o conjunto de elementos da forma = (z1,...,2,), com z; € R:
]R”:{(azl,xg,...,xn):aviER;i:l,...,n}. (6.21)
Note-se que dois n-uplos x = (21, x2,...,2,) € y = (¥1,¥2, - .., Yn) S30 considerados iguais se e sé
se r1 = Y1, T2 = Y2, ..., Tn = Yn, isto é, por exemplo (1,2,3) # (2,1, 3).
Dado x = (#1,x2,...,xy), chamamos a x1, 22, ...,x, as componentes de x.
Definicdo 6.2 (Soma de vetores de R™). Dados dois elementos x = (z1,...,2,) ey = (Y1, -, Yn)

em R, chamamos soma de x ey ao elemento de R™, que denotaremos por x + y, obtido somando
as componentes correspondentes de x e y, isto é:

(1, s xn) + Y1y s yn) = (1 + Y1y -+ o Tn + Yn)- (6.22)

Definicdo 6.3 (Produto de um escalar por um elemento de R™). Dados @ € R e x = (21,...,z,) €
R"™, chamamos produto do escalar o por x ao elemento de R", que designamos por ax, obtido
multiplicando todas as componentes de x por «, isto é:

a(z1,...,xn) = (a1, ..., qxy). (6.23)

Temos, assim duas operacoes: uma, que chamaremos de adicdo, que a cada par de elementos x
e y de R™ associa um novo elemento de R", dado pela sua soma x +y, definida por (6.22) e outra,
que chamaremos de multiplicacdo escalar, que a cada escalar a e a cada elemento x € R" associa
o elemento obtido como produto do escalar « por x, ax, obtido usando a definicdo (6.25).

Definicao 6.4 (Vetor nulo de R™). Designamos por 0,, ou, mais simplesmente por 0, o elemento
de R™ com todas as componentes nulas, isto é, 0 = (0,0,...,0,0). Este elemento é designado por
vetor nulo de R".

Definicao 6.5 (Simétrico de um elemento de R"). Sendo x = (x1,22,...,%,) um determinado
elemento de R", denotaremos por —x o elemento obtido substituindo cada componente de x pelo
seu simétrico, i.e.

—(x1y...yxn) = (—x1,..., —Tp). (6.24)

Este elemento é chamado o simétrico de x.
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Usando as propriedades conhecidas para a adicao e para a multiplicacdo de nimeros reais, vemos
facilmente que a adicao e multiplicagdo escalar acima definidas gozam das seguintes propriedades:

Al a adicdo é comutativa: Vx,y € R", x+y =y +x.

A2 a adi¢do é associativa: Vx,y,z € R", (x+y)+z=x+(y +2).

A3 o elemento 0 = (0,...,0) é neutro para a adigdo, isto é, dado qualquer x = (z1,...,z,) € R",
tem-se (z1,...,2,) + (0,...,0) = (0,...,0) + (z1,...,2,) = (z1,...,%n), OU Seja, tem-se
x+0=0+x=x.

A4 dado um elemento qualquer x = (21, ...,z,) de R", o elemento —x = (—z1,...,—x,) satisfaz
(z1,...,xp) + (=21, .. . 2n) = (21, ..., —2p) + (21,...,2,) = (0,...,0), ou seja, tem-se
x+ (—x) = (—x) +x=0.

MEA1 a multiplicagdo escalar é distributiva em relagdo a adicdo em R: Vo, 8 € R, Vx € R, (a+
B)x = ax + fx.

MEA2 a multiplicagdo escalar é distributiva em relacdo a adicdo em R™: Va € R, Vx,y €
R" a(x+y)=ax+ay.

ME1 a multiplicagdo escalar satisfaz a associatividade mista: Vo, € R,¥Vx € R", «(fx) =

(aB)x.
ME2 vx € R", 1x =x.
O conjunto R™ com a adi¢do e multiplicacdo por um escalar acima definidas é um exemplo de uma
estrutura algébrica conhecida por espago vetorial (real) e é chamado espago Euclideano de dimensdo

n (ou a n dimensdes). Os elementos de R™ s3o usualmente designados por vetores, podendo também
ser referidos como pontos de R".

Nota: Se tivermos em atencdo a maneira como definimos a adicio de vetores coluna de R™*1

1 Y1 1+

T2 Y2 T2 + Y2
+1 . 1= )

T Yn Tpn + Yn

e a forma como definimos a adicdo em R"

(55175'327-“71’71)+(y1a92,---73jn) = (x1+y17‘r2+y27'”7wn+yn)

verificamos que essas operagdes sao totalmente idénticas: o que fazemos é apenas somar os elemen-
tos nas posicdes correspondentes. O mesmo se passa relativamente a multiplicacdo por um escalar.
Vemos, assim que, no fundo R™*! e R™ sio “o mesmo”espaco, apenas diferindo na forma como
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apresentamos os seus elementos. Por esse motivo, identificaremos R™*! com R” e usaremos indis-
1

Z2
tintamente a notacdo de vetor coluna x = . ou de n-uplo x = (x1,...,2,), para um certo

Ln

vetor x € R”, conforme seja mais conveniente.

6.3.1 Produto escalar em R"

Para estender as nogdes de distancia, comprimento (norma) dngulo para o espago R", comegamos
por introduzir a seguinte generalizacdo do produto escalar (Euclideano), dado para os casos n =2 e
n = 3.

Definicao 6.6 (Produto escalar de dois vetores). Dados dois vetores arbitrarios x = (z1,...,%,) €
y = (y1,...,yn) de R™, o produto escalar (Euclideano) desses vetores, representado por x -y, é o
escalar definido por
n
XY =Z1Y1 +T2Y2 + - + TpYp = Zxkyk (625)
k=1

Nota: Se escrevermos os vetores x e y na notacdo de coluna, o produto escalar x - y pode ser
escrito como

X y=x'y. (6.26)
O produto escalar goza das seguintes propriedades:
Proposicao 6.3. Sendo X,y e z vetores arbitrdrios de R™ e o um escalar qualquer em R, tem-se:
lL. xy=y-X
2 (x+y)z=x-z+y- -z

3 (ax) y=x-(ay)=a(x"-y)

4 x-x>0ex-x=0 < x=0.

Dem: Como exercicio.

6.3.2 Norma Euclideana em R"”

Definicao 6.7 (Norma de um vetor). Dado um vetor x = (z1,22,...,%,) de R", a norma (Eucli-
deana) de x (ou comprimento de x), denotada por ||x||, é o nimero dado por

”XH = (X.X)I/Z — \/ZU%‘FIL‘%-F“'—I-ZE%. (6.27)
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O seguinte teorema, que daremos sem demonstracdo, é uma das desigualdades mais importante
de Algebra Linear.

Teorema 6.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se x = (z1,...,2,) ey = (y1,--.,Yn) sdo dois
vetores quaisquer de R", tem-se

-yl < lIxllyll-

Na seguinte proposicao estdo enunciadas as propriedades da norma.

Proposicao 6.4. Dados quaisquer dois vetores x,y € R™ e sendo @ € R um escalar qualquer,
tem-se:

I x| >0 e [[x]|=0 <= x=0
2. [jox|| = |allx]|

3 x+yll < lIxIl + llyll
Dem:

1. E uma consequéncia imediata da propriedade 4. do produto interno.

2. Temos
lax||? = (ax)"(ax) = (axT)(ax) = a®(xx) = |af?||x|*
O resultado segue-se de imediato, tomando a raiz quadrada de ambos os membros da igualdade
anterior.
3. Temos ) - - -
Ix+yll"=&x+y) x+y)=x" +y )(x+y)
=x'x+x'y+y' x+y'y
2 2
= lxl"+2(x-y) + Iyl
2 2
< %"+ 2[x - y| + [y
< [JxI1? + 2l |y [l + Iy 1|
= (lIx[l + Iyl

onde, na pendltima passagem, fizemos uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Tomando a
raiz quadrada de ambos os membros (e, tendo em conta que as quantidades envolvidas sdo
ndo negativas), obtém-se o resultado pretendido.
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6.3.3 Angulo entre vetores de R"

Definicdo 6.8 (Angulo entre vetores). Dados dois vetores ndo nulos x e y em R", o dngulo 0 entre
esses vetores é definido por

6 = arccos ,
[l

<7 (6.28)

Nota: A definicdo anterior faz sentido, uma vez que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
sempre
x -yl
=yl —
ou seja, temos
Y _ <
— iyl —

Definicao 6.9 (Ortogonalidade). Dados dois vetores x e y em R, dizemos que eles sdo ortogonais,
e escrevemos XLy, se e s6 se
x-y=0. (6.29)
E, entdo, imediato reconhecer que temos

XLy<:>X:00uy:00u9:g, (6.30)

onde 0 designa o angulo entre x e y, se esses vetores forem ambos n3o nulos.

6.3.4 Distancia Euclideana

Definicao 6.10. Dados dois pontos x = (x1,22,...,Zn) € Yy = (y1,Y2,-..,Yn) de R, a distdncia
(Euclideana) entre esses pontos, denotada por d(x,y), é definida por

A, y) =[x~ vl = /(@1 — )2+ (@2 — 2P+ + (2 — )2 (6.31)

Como consequéncia imediata da definicao da distancia Euclideana e das propriedades da norma
Euclideana enunciadas na Proposicdo 6.4, obtém-se os resultados contidos na proposicao seguinte.

Proposicao 6.5. Dados quaisquer vetores x, y e z de R", tem-se:

1. d(x,y) >0 ed(x,y) =0 <= x=y

2. d(x,y) = d(y,x)
3 d(x,z) <d(x,y)+d(y,z).
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6.3.5 Retas e Hiperplanos em R"

Definicao 6.11 (Reta em R™). Dados um ponto Py = (p1,p2,...,Pn) € um vetor ndo nulo v =
(v1,...,v,) de R™, chama-se reta que passa por Py e tem a diregdo de v ao conjunto de pontos
P = (x1,x2,...,2,) de R" que satisfazem

P—Py=MAv, paraleR. (6.32)

A equagdo (6.32) — chamada equago vetorial da reta — pode, naturalmente, ser escrita noutras
formas; por exemplo, separando as diversas componentes dos dois lados da igualdade anterior, obtém-
se as chamadas equacdes paramétricas da reta:

T1 —p1 = Av1
T2 — P2 = A2
. ,AER,

Tp — Pn = )\UTL

de onde se obtém as seguintes equagdes, chamadas equagdes normais da reta:

T1—P1 _T2—P2 _  _ ZTn—Pn
U1 U2 vp
Definicdo 6.12 (Hiperplano em R™). Dados um ponto Py = (p1,p2,...,pn) € um vetor ndo nulo
a= (a1, a,...,a,) de R™ chama-se hiperplano que passa por Py e é ortogonal a a ao conjunto de
pontos P = (z1,...,2,) de R que satisfazem
(P—Py)-v=0. (6.33)

A equagdo (6.33) pode escrever-se como
ar(x1 — p1) + ao(z2 — p2) + - + an(zn — pn) =0,

ou seja, como
a1r1 + axx2 + -+ - + apx, = d, (6.34)

onde d = aip1 + agps + « - - + anpn-
Nota:

1. A definicdo de reta em R”™ coincide, naturalmente, com a definicdo usual de reta (que passa
por um ponto e é paralela a uma dada diregdo), nos casos n =2 ou n = 3.9

2. Os hiperplanos de R3 s3o planos (definidos por um ponto e ortogonais a uma dada direc3o).

3. Os hiperplanos de R? s3o retas (definidas por um ponto e ortogonais a uma dada direc3o).

9N30 fizemos revisio de retas em R?, por ser este um assunto amplamente estudado no Ensino Secundario.
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6.4 Exercicios

Exercicio 6.1. Determine o valor de k para o qual os vetores x = (1,-2,2) e y = (—1,0, k) sdo
ortogonais.

Exercicio 6.2. Considere os trés pontos A = (1,7,3), B = (0,7 —1) e C = (—1,6,2) do espago
R3.

(a) Use o produto escalar para mostrar que os trés pontos sdo os vértices de um tridngulo
retangulo.

(b) Calcule a drea desse tridngulo.

Exercicio 6.3. Determine um vetor de comprimento igual a 1, perpendicular aos vetores x = (2, -1, 3)
ey =(—4,3,-5).

Exercicio 6.4. Considere trés pontos A = (1,—1,4), B = (2,0,1) e C = (0,2,3) em R3,
(a) Mostre que eles ndo sdo colineares (i.e. ndo estdo sobre uma mesma reta).

(b) Determine um vetor perpendicular ao plano definido por esses trés pontos.

(c) Calcule a drea do tridngulo cujos vértices sdo A, B e C.

Exercicio 6.5. Determine a equacdo vetorial, as equacOes paramétricas e as equacoes normais da
reta que:

passa pelo ponto Py = (3,4, —5) e é paralela ao vetor v = (1,2, 3);

(a)

(b) passa pela origem e pelo ponto P = (—6,3,5);

(c) passa pelo ponto P = (1,1,1) e é perpendicular ao plano XOY;
(d)

passa pelo ponto P = (1,2,0) e é paralela a reta de equagdes normais

r+1 2—y =z

7 3 2

Exercicio 6.6. Determine os pontos onde a reta que passa pelos pontos A = (—6,6,—4) e B =
(12, —6,2) interseta os planos coordenados.

Exercicio 6.7. Determine uma equacdo do plano que:

(a) passa pelo ponto P = (1,3,1) e é perpendicular ao vetor a = (2,1, —1);
(b) passa pelo ponto P = (1,—1,5) e é paralelo ao plano de equagdo 2z — 3y + 4z = 0;
(c) passa pela origem e pelos pontos P = (1,1,1) e Q = (1,-1,3);
(d) passa pelo ponto P = (2,4,6) e contém a reta r de equagdes paramétricas
r=7—3\
y=3+4\ , AcCR.
z=5+4+2\
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Exercicio 6.8. Considere o plano « de equagdo 2x —y + z = 0 e o ponto P = (3,1, 5).

(a) Verifique que o ponto P n3o pertence ao plano «.
(b) Determine a equagdo da reta r que passa por P e é perpendicular a a.

(c) Determine as coordenadas do ponto de intersecdo da reta r (determinada em b)) com
o plano a.

(d) Calcule a distancia do ponto P ao plano «.

Exercicio 6.9. Determine a equacg3o do plano que passa pelo ponto P = (1,3, —2) e contém a reta
de interse¢do dos planos x +y+ 2z =5e 3z —y = 4.

Exercicio 6.10. Mostre que a reta de intersecdo dos planos x +y— 2 =0ex —y — 52 = -7 ¢
paralela a reta
r+3 y—-1 Y
3 =2 '

Exercicio 6.11. Determine se os seguintes vetores de R* s3o ortogonais:

(a) x=(—-4,-6,-10,1) ey =(2,1,-2,9)
(b) x=(0,3,-2,1)ey =(5,2,-1,0)
Exercicio 6.12. Sejam x e y dois vetores em R", ortogonais.
(a) Mostre que
I + 117 =[x + lly[I*
Que resultado conhecido é este, no caso n = 27

(b) Mostre que
%+l = lx -yl

Interprete este resultado geometricamente, no caso n = 2.

Exercicio 6.13. (a) Determine a equac3o do hiperplano de R? que passa pelo ponto Py = (1,1) e
é ortogonal ao vetor a = (2, 3).

(b) Reescreva a equagdo anterior na forma mais usual o2 = mx1 + b de uma reta em R?
(correspondente a forma y = max + b, se designarmos por (z,y), em vez de (z1,z2), as
coordenadas de um ponto genérico dessa reta). Qual é o declive dessa reta?

(c) Determine a tangente do angulo que o vetor a = (2, 3) faz com o semieixo positivo OX
(ou seja, o declive de uma reta paralela ao vetor a). Que relagdo tem este valor com o
declive da reta obtida na alinea anterior?

Exercicio 6.14. Determine a equagdo do hiperplano de R* que passa pelo ponto Py = (1,-2,1,3)
e é ortogonal ao vetor a = (2,3,1,4).

Exercicio 6.15. Considere a reta © de R* que passa pelo ponto Py = (1,2,3,4) e tem a direcio do
vetor v = (5,6,7,8). Diga se o ponto Q = (11,14,17,18) pertence a r.
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