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Introducéao

Na actual sociedade da informacdo, existe uma cada vez maior facilidade de acesso e interesse na
recolha de grandes quantidades de dados. De facto, a quantidade de dados disponiveis tem crescido

a um ritmo impressionante nos ultimos tempos.

Uma questao que se coloca, naturalmente, perante esta super abundancia de dados é a seguinte:

como tirar partido e extrair significado desses dados?

Os meios computacionais existentes actualmente permitem-nos processar, resumir e analisar
grandes quantidades de dados de forma muito rdpida e eficiente, para deles extrair informacdo

relevante.

Podemos dizer, de um modo informal, que o principal objectivo da estatistica é precisamente o

de extrair informacdo a partir de dados.

Mais especificamente:

A Estatistica pode ser definida como o conjunto de instrumentos, procedimentos e técnicas que
permitem, de forma adequada, recolher, organizar, explorar, descrever, analisar e interpretar dados.
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1.1 Conceitos basicos

e Chama-se populagao ao conjunto de todos os objectos/individuos/etc. que tém em comum
uma ou mais caracteristicas sobre as quais temos interesse em efectuar um estudo estatistico.

e A cada elemento da populagao di-se o nome de unidade estatistica.
e Cada uma das caracteristicas em estudo? é chamada variavel.

e Uma observacao é o valor que a varidvel assume numa determinada unidade estatistica.

?As quais, naturalmente, sé nos interessam quando ocorrem em diferentes quantidades ou tipos, isto é, quando n3o
tém um valor constante para todos os elementos da populag3o.

Exemplo 1.1. Como exemplos de populacbes, tém-se:

1. o conjunto de todos cidadaos portugueses;
2. o conjunto de todos os livros existentes na biblioteca da Universidade do Minho;

3. o conjunto de todos os parafusos produzidos por uma certa fabrica (num determinado periodo
de tempo);

4. o conjunto de todos os possiveis lancamentos de um dado (um nimero infinito de vezes).!

Em relacdo com cada uma das populacées anteriores, as varidveis a estudar poderiam ser, por exemplo
(respectivamente):

1. sexo, cor dos olhos, altura, peso;

2. ano de publicacio, tipo de encadernacdo (hardback, paperback), nimero de exemplares exis-
tentes ;

3. tipo de parafuso (de cabega chata, de cabeca redonda), qualidade do parafuso (defeituoso,
ndo defeituoso);

4. nidmero da face obtida (1 a 6), paridade do nimero da face obtida (par/impar);

Dada a impossibilidade de observar toda uma populacdo — ou devido a sua dimens3o, ou pelo facto
de a observacao poder implicar a sua destruicdo — ou apenas por razoes de economia, comodidade

Trata-se, neste caso, daquilo a que chamamos uma populacdo hipotética, uma vez que nio consiste de objectos
realmente existentes.
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ou tempo, é fundamental recolher um subconjunto, que se pretende que seja representativo, dessa

populagdo. Tem-se, entdo, a seguinte defini¢3o.

e Dada uma populacdo relativa a um certo estudo estatistico, chama-se amostra a um sub-
conjunto finito dessa populagdo (usado para estudar as caracteristicas que nos interessam na
populagdo).

e A cada observacdo da varidvel (ou varidveis) em estudo respeitante a cada unidade estatistica
pertencente a amostra, chamamos dado estatistico.

Nota: Por vezes, chama-se populagdo ao conjunto de potenciais valores que a varidvel em estudo
assumiria na populacdo, por exemplo, fala-se na populagdo das alturas ou dos pesos dos alunos
inscritos na Universidade do Minho no ano lectivo 2010/2011; neste caso, chamar-se-4, amostra ao
conjunto dos dados estatisticos (i.e. ao conjunto dos valores da varidvel observados nos diversos

elementos do subconjunto da populagdo seleccionado). A amostra é, nesse caso, uma lista de dados.

E fundamental que a amostra seleccionada seja representativa da populagdo. Um dos processos de
garantir essa representatividade é fazer amostragem aleatéria simples, em que todos os elementos
da populagdo tém as mesmas hipéteses (i.e. igual probabilidade) de ser incluidos na amostra.? Uma
amostra mal recolhida, também chamada viciada, enviesada ou tendenciosa, levard naturalmente a
conclusdes e previsdes distorcidas; ver, e.g. [Ath07, p.14] para um exemplo interessante (previsdo

dos resultados das eleicdes americanas de 1936, que opuseram F. D. Roosevelt a A. Landon).

1.2 Classificacao das variaveis

Para a descricdo dos fenémenos é importante a classificacdo das varidveis em estudo. As varidveis

distinguem-se (quanto a sua natureza) em:

1. varidveis qualitativas (também ditas categéricas ou factores);

2. varidveis quantitativas.

As varidveis qualitativas variam em tipo ou qualidade, mas n3o em quantidade; os seus valores
sdo intrinsecamente n3o numéricos. Exemplos de varidveis qualitativas, com indicacdo de seus

possiveis valores, sdo: cor do cabelo (preto, castanho, louro, ruivo); sexo (masculino, feminino);

2Este método pode ser de dificil execucio em populacdes de dimensio muito elevada, mas pode sempre recorrer-se
a métodos que simulam essa aleatoriedade (como por exemplo, a amostragem estratificada, por grupos, etc.); ver. e.g.
[Ath07, p.13] ou [PVO08, p. 56].
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grupo sanguineo (A+,B+,AB+,0+,A—,B— ,AB—,0—); classificagdo obtida numa entrevista (insufi-
ciente, suficiente, bom, muito bom); nivel de satisfagdo com a alimentagdo na cantina universitdria

(muito insatisfeito, insatisfeito, satisfeito, muito satisfeito); dureza dos minerais na escala de Mohs
(1,2,...,10).

Note-se que, por exemplo, no caso da dureza dos minerais, o que estd em causa é uma carac-
teristica (a resisténcia ao risco) a qual é intrinsecamente n3o numérica, sendo a escala numérica de
1 a 10 uma simples convenc3o.

As variadveis quantitativas variam em quantidade, sendo os seus valores intrinsecamente numéricos.
S3o exemplos de varidveis quantitativas: altura; peso; idade; nimero de filhos; nimero de dentes

saos; temperatura (em graus Celsius), temperatura absoluta (medida em graus Kelvin), hora do dia.

As varidveis quantitativas podem ainda distinguir-se entre:

1. variaveis discretas: quando assumem apenas um nimero finito ou infinito numerdvel (isto
é, contavel) de valores; estdo associadas, geralmente, a processos de contagem, por exemplo:
nimero de filhos, niimero de dentes s3os, niimero de parafusos defeituosos,etc.

2. variaveis continuas: quando podem tomar valores num conjunto infinito ndo numerdvel (por
exemplo um certo intervalo de nimeros reais); estdo, geralmente, associadas a processos de
medida: peso, altura, tempo de vida (de um ser humano), temperatura (em graus centigrados)
temperatura absoluta (em graus Kelvin), etc.

Note-se que as observagdes (medi¢des) de uma varidvel continua sdo sempre arredondadas (isto
é, sdo dadas até uma certa precisdo), uma vez que ndo é possivel medir uma varidvel continua
exactamente. Por exemplo, no caso da altura poderemos arredondar os dados até ao cm e usar
175¢m para alturas tais como 175,123...cm ou 174,9235...cm; no caso do tempo de vida (idade)
de um ser humano, € usual medirmos a idade em nimero inteiro de anos, etc. Assim, os dados
amostrais com que trabalharemos sdo sempre conjuntos discretos (na realidade, conjuntos finitos),
ainda que, em certos caso, sejam tratados como dados continuos, no sentido em s3o aproximagdes

de ndmeros que, teoricamente, podem assumir valores num “continuo”de pontos.

1.3 Escalas de medida

Existem quatro tipos de escalas de medida que podemos usar quando lidamos com dados estatisticos
(resultantes de observagdes/medi¢cdes de uma varidvel).
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1. Nominal ou categérica: usada para as varidveis qualitativas, para distinguir diferentes cate-
gorias ou classes de individuos, quando a ordem das categorias ou classes (ainda que rotuladas
com ndmeros) n3o tem qualquer significado; aos individuos da mesma categoria ou classe é
atribuido o mesmo nome ou cédigo; por exemplo, para a varidvel sexo, a escala poderd ser F
para o sexo feminino e M para o sexo masculino (ou, se preferimos , 1 para o sexo feminino
e 2 para o sexo masculino). Neste caso ndo faz sentido efectuar operagdes aritméticas sobre
os “nomes”das classes ou categorias, ainda que estes estejam representados por niimeros. Os
métodos estatisticos apropriados para a andlise de dados em escala nominal s3o os que se

baseiam em contagens de efectivos de cada classe ou andlise de proporcdes.

2. Ordinal: usada para as varidveis qualitativas, para distinguir diferentes categorias ou classes
de individuos, quando a ordem das categorias ou classes ja tem significado; por exemplo, no
caso da varidvel anteriormente referida relativa ao grau de satisfacdo com a alimentagao na
cantina, faz sentido considerar o grau de satisfacdo por ordem crescente: 0-muito insatisfeito,
1-insatisfeito, 2-satisfeito, 3-muito satisfeito; o mesmo se passa com a escala de Mohs para a
dureza dos minerais. Para os dados em escala ordinal, para além de usarmos métodos baseados
em contagens e propor¢des, também podemos usar métodos baseados nas ordens ou ranks das
observagdes; [PV08].

3. Intervalar: usada para varidveis quantitativas; trata-se de uma escala numérica em que pode
haver um zero, mas em que esse zero é apenas convencional, n3o significando “auséncia”da
caracteristica medida; por exemplo, a escala Celsius ou a escala Fahrenheit para medir tem-
peraturas; 0° Celsius n3o significa auséncia de calor (note-se que 0°C corresponde a 32° F);
neste tipo de escala faz sentido ordenar as medi¢des (32°C é uma temperatura superior a
16°C), fazer operagdes aritméticas envolvendo somas e diferencas (por exemplo achar a média
das temperaturas maximas registadas ao longo de certos dias ou calcular a amplitude térmica
diurna), mas ndo faz sentido fazer divisGes ou razdes; uma temperatura de 32°C n3o é o dobro
de 16°C (basta converter na escala Fahrenheit para perceber porque n3o faz sentido dizer que

uma temperatura de 32°C é duas vezes uma temperatura de 16°C).

4. Absoluta (ou de razbes): usada para varidveis quantitativas; trata-se de uma escala numérica
em que o zero n3o é uma simples convencdo, mas corresponde, na realidade, a auséncia da
caracteristica medida. Por exemplo, a escala Kelvin para temperatura ou a escala em kg
para o peso. Neste caso, faz sentido, para além das operagdes aritméticas ja referidas para
a escala intervalar, fazer também divisGes (comparagdes por quocientes). Um individuo com
100 kg pesa, efectivamente, o dobro de um com 50 kg (se converter o peso noutras unidades,

a relagdo serd sempre a mesma).
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As escalas anteriores estdo apresentadas em grau crescente de complexidade. Cada nivel de
complexidade acrescenta qualquer coisa ao nivel anterior:

1. Nominal: nivel mais baixo, sé nomes tém significados;
2. Ordinal: acrescenta uma ordem aos nomes;
3. Intervalar: acrescenta sentido as diferencas;

4. Absoluta: acrescenta sentido as razdes.

Os dados quantitativos podem ser categorizados e, consequentemente, transformados em fac-
tores: por exemplo a idade de uma pessoa, varidvel quantitativa em escala absoluta, pode ser
convertida num factor com, por exemplo, 5 classes etdrias (primeira infancia, infancia, adolescéncia,

adulto, idoso) tornando-se uma varidvel qualitativa em escala ordinal.

De facto, é sempre possivel passar de dados expressos numa escala complexa para uma escala
mais simples, mas o contrario n3o faz sentido.

1.4 Principais fases da andlise estatistica

As anilises estatisticas sdo, essencialmente, compostas por trés fases:

1. recolha de dados — amostragem ou planeamento de experiéncias;

2. tratamento inicial de dados, que inclui a sua ordenacdo, resumo (cdlculo de algumas das
suas caracteristicas), apresentagdo (em tabelas, gréficos, etc.) e exploragdo desses dados —
estatistica descritiva e analise exploratéria de dados;

3. indug¢do, a partir do que se verifica numa amostra, para a populacdo de que esta foi extraida
— inferéncia estatistica.

Neste curso introdutério, debrucar-nos-emos apenas sobre alguns aspectos das fazes 2. e 3. da
andlise estatistica.
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Analise Inicial dos Dados

2.1 Dados qualitativos

Os dados provenientes de varidveis qualtitativas sdo geralmente descritos usando tabelas de frequéncias

(absolutas ou relativas) e graficos, tais como gréficos de barras ou diagramas circulares.

e Uma tabela que lista as diversas categorias e as correspondentes frequéncias com que ocorrem
(isto é, a contagem do nimero de individuos que estdo em cada categoria) é chamada uma
tabela de frequéncias (absolutas).

e As frequéncias absolutas podem ser divididas pelo nimero total de individuos para obter as
chamadas frequéncias relativas (por vezes expressas em percentagem).

A distribuicdo do nimero total de observagdes pelas diversas categorias diz-se uma distribuicao de
frequéncias.

Exemplo 2.1. Foi recolhida uma amostra de 400 estudantes a viver em residéncia universitaria e estes
foram inquiridos relativamente ao seu grau de satisfagdo com as condigcées de alojamento, na seguinte
escala: Muito Insatisfeito, Insatisfeito, Razoavelmente Satisfeito, Satisfeito, Muito Satisfeito. Os
resultados indicaram que: 28 escolheram a categoria “Muito Insatisfeito”, 60 escolheram a categoria
“Insatisfeito”, 160 escolheram a categoria “Razoavelmente Satisfeito”, 120 escolheram a categoria
“Satisfeito”e 32 escolheram a categoria “Muito Satisfeito”.

Uma tabela de frequéncias (absolutas e relativas) para os dados recolhidos poderd ser apresentada
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da forma seguinte:

Opiniao de estudantes sobre o alojamento na residéncia

Grau de satisfacdo Frequéncia Frequéncia Frequéncia
absoluta relativa relativa (%)

Muito Insatisfeito 28 0.07 7
Insatisfeito 60 0.15 15
Razoavelemente Satisfeito 160 0.40 40
Satisfeito 120 0.30 30
Muito Satisfeito 32 0.08 8
Total 400 1 100

Estando os dados em escala ordinal, podemos também apresentar na tabela de frequéncias,
as chamadas frequéncias acumuladas (absolutas ou relativas), as quais se obtém adicionando as

frequéncias.

Exemplo 2.1 (cont.) Considerando os dados do Exemplo 2.1 , ter-se-ia a seguinte tabela.

Opiniao de estudantes sobre o alojamento na residéncia

Grau de satisfacio Frequéncia Frequéncia Frequéncia Frequéncia
absoluta absoluta relativa relativa

acumulada acumulada
Muito Insatisfeito 28 28 0.07 0.07
Insatisfeito 60 38 0.15 0.22
Razoavelmente Satisfeito 160 248 0.40 0.62
Satisfeito 120 368 0.30 0.92
Muito Satisfeito 32 400 0.08 1

Total 400 1

Na constru¢do de um grafico de barras ou diagrama circular, deve ter-se em atencdo que:

1. as alturas das barras (num gréfico de barras) ou as amplitudes dos diversos sectores (num

diagrama circular) sdo proporcionais as respectivas frequéncias;

2. num grafico de barras, estas devem estar igualmente distanciadas umas das outras, e podem

ser representadas na horizontal ou na vertical;

3. os diagramas circulares utilizam-se apenas quando o nliimero de categorias em que a variavel é

classificada é pequeno.
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Exemplo 2.1 (cont.) Na Figura 2.1 apresentam-se dois graficos de barras e na Figura 2.2 um

diagrama circular relativos aos dados do Exemplo 2.1.

A funcdo do Mathematica apropriada para esbocar gréaficos de barras é a fun¢do BarChart. Para
diagramas circulares podemos usar a fun¢do PieChart ou a fun¢do PieChart3D.

Frequéncia
sl
B Muito Insatisfeito
. | nsatisfeito
| m Razoavelm . Satisfeito
| m Satisfeito
: B Muito Satisfeito
50
Muito Satisfeito
Satisfeito
Raz. Satisfeito
Insatisfeito
Muito Insatisfeito
o5~ Frequéncia

Figura 2.1: Graficos de barras relativos aos dados do Exemplo 2.1.

2.2 Dados quantitativos

Os dados quantitativos correspondentes a varidveis que ndo tomem um grande niimero de valores
podem, de modo andlogo ao que é feito para varidveis qualitativas, ser apresentados através de
tabelas de frequéncias. Quanto a representacdo gréfica destes dados, é usual usar graficos de linhas

(mas, por vezes, também graficos de barras) para os representar.

Os dados provenientes de varidveis que tomam um ndmero pequeno de valores podem ser repre-
sentados também através de diagramas circulares.
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ye Satisfeito
(30%)

Muito Sat.
®)

I =

Muito Ins. —

_

%)

_

/ Razoavelm . Sat.
(40%)
Insatisfeito |
(15%) [

Figura 2.2: Diagrama circular relativo aos dados do Exemplo 2.1.

Exemplo 2.2. Registou-se o nimero de irm3os de cada um dos 20 alunos de uma dada turma de
um liceu, tendo-se obtido os seguintes dados:

x=(1,1,3,2,0,1,0,3,1,1,4,0,2,2,1,1,0,1,1,1)

A tabela de frequéncias correspondente aos dados anteriores é:

Numero de irmaos dos alunos de uma turma

N° irm3os Frequéncia Frequéncia
absoluta relativa (%)

0 4 20

1 10 50

2 3 15

3 2 10

4 1 5

Total 20 100

Um gréfico de linhas correspondente a estes dados € apresentado na Figura 2.3.

10
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freg
10

ln°irm(§1os
0 1 2 3 4

Figura 2.3: Grafico de linhas relativo aos dados do Exemplo 2.2

No caso de uma varidvel continua, ou no caso de uma varidvel discreta que tome um elevado
nGmero de valores, a sua apresentacdo numa tabela e respectiva representacdo grafica pressupde um
agrupamento de dados em classes, as quais, salvo casos excepcionais, devem ser intervalos de igual
amplitude, designada por intervalo de classe. Isto significa que os dados s3o categorizados. As
classes em que os dados sdo categorizados devem ser exaustivas (isto €, a unido das classe deve
conter todos os dados) e mutuamente exclusivas (as classes ndo se podem sobrepor, pelo que cada

um dos dados ird pertencer a apenas uma classe).

As primeiras questdes que se levantam s3o as seguintes:

1. Qual deve ser o nimero de classes a considerar?

2. Qual deve ser a amplitude de cada classe?

Existem diversas regras para calcular o nimero de classes. A mais usual é a chamada regra de
Sturges que estabelece que, para uma amostra de dimens3o n, o nimero k de classes a considerar

€ o menor inteiro tal que
2kl >pl

De notar que a regra de Sturges (ou outras regras existentes para a determinagdo do ndmero
de classes) sdo meramente indicativas. A prética, a experiéncia e o bom senso sdo os melhores

“guias” para a escolha do niimero de classes a utilizar.

!Este valor de k pode ser obtido pela férmula k& = [log,(n) + 1] onde [x] designa o menor inteiro nio inferior a .

11
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Descrevemos agora a forma mais usual de obter as classes.

Supondo que os dados amostrais que estamos a considerar sdo x = (z1,2,...,%,), vamos
representar por (x(l), T2y, - - ,x(n)) a sequéncia obtida ordenando os dados x;, por ordem crescente.
Chamamos-lhe amostra ordenada.

A quantidade
R= Tn) —2() = max{xi} — min{xi}.
é chamada amplitude da amostra.

Ap0ds a escolha do ndmero de classes, k, determinamos o valor h* = % e tomamos um valor A tal
que h > h*, o qual serd a amplitude de cada classe. O valor de h a utilizar devera ser razoavelmente

simples.

Determinamos, entdo o valor ¢ = kh — R e tomamos para primeira classe o intervalo, aberto a
direita e fechado a esquerda® dado por

[ € € . h)
T(1) — =, T(1) — = ;
(1) 2’ (1) 2
a classe seguinte serd, entdo,
€ €
[:E(l) — 5 + h,x(l) — § + 2h)
e assim sucessivamente, sendo a ultima classe dada por
€ €
Um exemplo de aplicacao do processo acima descrito, é apresentado de seguida.

Exemplo 2.3. Considere-se a seguinte amostra de 100 dados:

x = (193,193,171,197,197, 177, 186, 180, 187, 163, 169, 176, 171, 183, 168, 168, 183, 189, 175, 176,
158,167, 182, 165, 180, 178, 186, 185, 182, 168, 170, 202, 200, 194, 165, 172, 173, 174, 181, 188,
194,172,174,173,187, 172,194, 167, 193, 187, 182, 170, 184, 166, 171, 176, 188, 169, 180, 170,
168,191,194, 196, 173, 167, 184, 166, 180, 166, 163, 184, 173, 161, 173, 158, 187, 184, 184, 177,
192,161, 167, 169, 197, 182, 160, 200, 188, 201, 188, 199, 176, 196, 191, 166, 192, 187, 188, 175)

Como 2° = 64 < 100 e 27 = 128 > 100, usando a regra de Sturges, devemos considerar um niimero

de classes k tal que k —1 =7, ou seja, devemos usar k = 8. Temos, além disso () = max;{x;} =

2E esta a convencio que adoptamos aqui, por ser a que mais se ajusta ao uso do Mathematica, embora sejam
possiveis outras escolhas.



Andlise Inicial dos Dados

202 e x(1) = min;{z;} = 188, pelo que R = 202 — 158 = 44. Neste caso, tem-se h* = 44/8 = 5.5
e é razodvel considerar h = 6. Entdo, vem ¢ = 6 x 8 — 44 = 4. Ent3o, a primeira classe sera o

intervalo
[x(l) —€/2, x(1) — €/2+ h) =[158 — 2,158 — 2 + 6) = [156, 162)

e as sete restantes classes serdo
[162,168), [168,174), [174,180), [180,186), [186,192), [192,198) e [198,204).

Para construir a tabela de frequéncias absolutas (e relativas) de cada classe, teriamos de contar os
efectivos de cada classe (e dividir pelo nimero total de elementos). Essa tabela seria a seguinte:

Classe Frequéncia Frequéncia
absoluta relativa
[156, 162) 5 0.05
[162,168) 12 0.12
[168,174) 21 0.21
[174,180) 11 0.11
[180, 186) 17 017
[186,192) 15 0.15
[192,198) 14 0.14
[198,204) 5 0.05
Total 100 1

O correspondente histograma € apresentado na Figura 2.4.

Por vezes, desenha-se o chamado poligono de frequéncias, unindo por segmentos de recta os
pontos médios do topo dos rectdngulos; os pontos médios dos rectangulos inicial e final sdo unidos
até aos pontos, situados no eixo dos xx, cujas abcissas s3o os pontos médios das classes que seriam

adjacentes as classes inicial e final; veja-se Figura 2.5.

Os histogramas podem também ser feitos usando frequéncias relativas no eixo dos yy, em vez de
frequéncias absolutas, o que permite comparar mais facilmente diferentes distribuicdes; o respectivo

poligono de frequéncias é, nesse caso, o chamado poligono de frequéncias relativas.

O Mathematica dispée de uma funcdo apropriada para desenhar histogramas: Histogram. O seu
uso (com escolha adequada de pardmetros) serd explorado nas aulas préticas.

2.3 Medidas de localizacao, de dispersao e de forma

As tabelas de frequéncias e os graficos constituem processos de reducdo de dados. No caso de

dados quantitativos, é possivel resumir de uma forma mais drastica esses dados, calculando certas

13
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Figura 2.4: Histograma relativo aos dados do Exemplo 2.3
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Figura 2.5: Histograma e poligono de frequéncias relativo aos dados do Exemplo 2.3.

caracteristicas amostrais.

Chamamos estatisticas as caracteristicas numéricas da amostra e parametros as caracteristicas
numéricas da populagdo; as caracteristicas amostrais (empiricas, obtidas a partir dos dados) sdo
estimativas das correspondentes caracteristicas populacionais, que estudaremos posteriormente.

Trés aspectos importantes de um conjunto de dados sdo a sua localiza¢do (ou tendéncia central),
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a sua variabilidade (ou dispersdo) e a sua forma.

2.3.1 Medidas de localizacao

No que se segue, dada uma amostra x = (z1, ..., ), designaremos por (z(1), - -, Z(y)) a respectiva
amostra ordenada por ordem crescente.

Dado uma amostra x = (z1,...,2,), a média amostral (ou média da amostra), denotada por

Z, é definida por

_ 1 1 ¢
x:n(x1+x2+‘--+$n)=n;$k~ (2.1)

O quantil p amostral (ou quantil p da amostra) definido para p € [0, 1], que representaremos por
qp €, "grosso modo”, o valor que separa os p x 100% valores menores da amostra dos (1 —p) x 100%
valores maiores da amostra. Ou seja, o quantil p separa os p x 100% primeiros valores da amostra

ordenada dos (1 — p) x 100% ultimos valores dessa amostra.

E importante salientar que existem diversas formas de definir os quantis, nem sempre coincidentes.
Por exemplo, por vezes exige-se que o quantil seja um dos valores da amostra, outras vezes o quantil
pode ser um valor situado entre dois valores da amostra (determinado de acordo com um certo

critério).

No Mathematica, se usarmos a fun¢ao Quantile, sem especificar quaisquer parametros adicionais,
para determinar os quantis, estes serdo sempre valores da amostra. A funcdo Quantile pode, no
entanto, ser usada com outros pardmetros para permitir calcular os quantis de acordo com diversas
definices.

Alguns quantis especialmente importantes, correspondem aos casos:

e p=1/2, o qual é designado por mediana amostral;

e p=1i/4;i=1,2,3, que sdo os chamados quartis amostrais (respectivamente primeiro quartil,
segundo quartil e terceiro quartil);

e p=1i/10;i=1...,9, que sdo os chamados decis amostrais;

e p=1/100,7i = 1,2,...,99, que sdo os chamados percentcis amostrais.
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O Mathematica tem fungbes préprias para calcular a média, a mediana e os trés quartis: Mean,
Median e Quartiles, respectivamente. A mediana calculada com a funcdo Median do Mathematica
corresponde ao uso da férmula

T(ni1y, se n for impar

Q2 = (2.2)

% (ac(%) + x(%ﬂ)) , sen for par

Note-se que, quando n é par, o valor da mediana n3ao é um dos valores da amostra, mas sim
uma média dos dois valores ‘“centrais”. Isto significa que a mediana assim definida n3o pode ser
calculada com a fun¢do Quantile com os parametros por defeito; para a calcular, se x designar a
“lista” com a amostra, teremos de usar a fun¢do Quantile com a seguinte escolha de parametros :
Quantile[x,1/2,{{1/2,0},{0,1}}].

Uma situacdo idéntica se passa com os quartis: os quartis dados com a funcdo Quartiles sé
coincidem com os dados pela fungdo Quantile se usarmos Quantile[x,1/4,{{1/2,0},{0,1}}],
Quantile[x,1/2,{{1/2,0},{0,1}}] e Quantile[x, 3/4,{{1/2,0},{0,1}}].

De notar que a funcdo Quartiles da como resultado os trés quartis.

A moda amostral é o valor (ou valores) da amostra que ocorre com maior frequéncia. Pode
haver uma ou mais modas amostrais. No primeiro caso, dizemos que os dados sio unimodais,
dizendo-se pluriomodais no segundo caso.

Todas as medidas referidas acompanham a mudanca de localizacdo dos dados, i.e. se forem
considerados novos dados obtido por translacdo
Y = Tk + b7
tem-se, por exemplo,
y==z+b,
0 mesmo se passando com as restantes medidas (moda, mediana, quantis).

Se os dados sofrerem uma transformac¢3do linear, yr, = axp + b, entdo a média, a moda e a
mediana acompanham essa transformacao; por exemplo, tem-se

iy =aZ+b.

2.3.2 Medidas de dispersao

No que se segue, continuamos a considerar uma amostra x = (x1,...,2,) € a respectiva amostra
ordenada (z(1y, .., T(n))-
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A variancia amostral (ou varidncia da amostra) que representamos por var(x) ou s2 é a média

(corrigida) dos quadrados dos desvios dos dados em relagdo a média amostral, sendo dada pela

férmula
n

var(x) = s> = ! Z(wk - 7). (2.3)

n—1
k=1

Nota: A razio de considerarmos a média corrigida — isto &, de dividirmos por n — 1 e n3o por n —
serd explicada posteriormente; note-se, no entanto que, para valores de n grandes, o uso de n ou n — 1 no
denominador fard pouca diferenca. Por vezes, define-se a variancia pela férmula >_;_;(zx — Z)?, sendo a

expressdo calculada pela férmula (2.3) designada por varidncia corrigida.

Note-se que quanto mais concentrados estiverem os dados em torno do valor médio Z, mais

pequena serd a varidncia amostral e quanto mais dispersos estiverem, maior serd a variancia amostral.

Uma vez que a unidade de medida da varidncia ndo é a mesma dos dados (por exemplo, se os
dados estiverem expressos em cm, a variancia vird expressa em cm2) é usual recorrer-se a sua raiz
quadrada, s, que j3 se expressa na mesma unidade de medida. O valor s é chamado desvio padrao

amostral (ou desvio padrdo da amostra), sendo, portanto, dado pela férmula

n—1
k=1

s = 1 Z(mk —7)2

A amplitude amostral (ou amplitude da amostra), R é, tal como referimos anteriormente, a

diferenca entre o valor maximo e o valor minimo da amostra, isto é, é dada por

R =z, — 2(1)- (2.4)

A amplitude inter-quartis da amostra, AI(Q), é a diferenca entre o terceiro e o primeiro quartis

amostrais, isto é, é dada por
AlQ = q3/4 — q1/4- (2.5)

O coeficiente de dispersdo da amostra (definido apenas quando a média é positiva) é definido

como o quociente entre o desvio padrdo e a média, isto é, é dado por
, =>0. (2.6)

Quando o coeficiente de dispersio é expresso em percentagem, obtemos o chamado coeficiente de
variacao, C'V:

CV =2 x100%, z > 0. (2.7)

SRR
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O Mathematica dispde de fungbes préprias Min, Max, InterQuartileRange, Variance,
StandardDeviation para calcular, respectivamente o valor minimo, o valor maximo (e, portanto,
facilmente calcular a amplitude da amostra), a amplitude inter-quartis, a varidncia e o desvio-padr&o,
respectivamente.

Quando os dados sofrem uma transformacgio linear, yr = axy + b, tém-se as seguintes expressdes

para a variancia e desvio-padrdo dos dados transformados:

var(y) = 32 = a?s2 = a®var(x)

sy = |a|sg.
Note-se que a constante aditiva (que estd associada a uma mudang¢a de localizagdo, ou mudanga

de origem, dos dados) n3o afecta a varidncia nem o desvio padrdo; ja a constante multiplicativa

(associada a uma mudanca de escala nos dados) afecta a variancia e o desvio-padrgo.

Outliers

Designam-se por outliers as observacdes demasiado afastadas dos 50% valores centrais da amostra
(ordenada). Mais precisamente, um dado da amostra é considerado um outlier se estiver situado

fora do intervalo
(q1/a — 1.5A1Q, q3/4 + 1.5AIQ),

em que AIQ) é a amplitude inter-quartis, dada pela férmula (2.5), sendo considerado um outlier

severo se estiver situado fora do intervalo

(q1/4 — 3AI1Q, q3/4 + 3AIQ).

Um outlier ndo severo é também chamado um outlier moderado. Os outliers s3o elementos a
que devemos dar especial atencdo, porque podem desvirtuar totalmente uma analise estatistica. A
primeira coisa a fazer é ver se n3o houve erros de registo; se tal ndo aconteceu, serd aconselhdvel
fazer uma andlise com e sem esses dados, de forma a avaliar o efeito que eles tém na andlise e na

interpretacdo dos resultados.

Diagramas de caixas-com-bigodes

O chamado diagrama de caixa-com-bigodes ou diagrama de extremos-e-quartis é um grafico
com duas caixas centrais limitadas pelos trés quartis e umas linhas que se prolongam para fora das

18
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caixas até ao valor minimo e maximo da amostra (ou, se quisermos evidenciar os outliers, até ao

menor e maior valores que ndo sejam outliers, sendo os outliers identificados por simbolos préprios).

O Mathematica tem uma fungdo especifica para desenhar diagramas de caixas-com-bigodes —
BoxWhiskerChart — a qual serd usada nas aulas praticas.

Exemplo 2.4. Considere-se a seguinte amostra
x = {1,700, 800, 1100, 1200, 1000, 900, 1000, 2500},
a qual corresponde a amostra ordenada

(1,700, 800,900, 1000, 1000, 1100, 1200, 2500).

Neste caso, tem-se min;{x;} = 1 e max;{z;} = 2500. Os quartis (calculados usando a funcdo
Quartiles) sdo qi/4 = 775, g1 = 1000 e q3/4 = 1125, pelo que a amplitude inter-quartis &
AIQ = 350. Vemos, entdo, que os outliers sdo os valores 1 (outlier moderado) e 2500 (outlier
severo). Nas figuras 2.6 e 2.7 sdo apresentados exemplos de dois diagramas de caixas-com-bigodes,
feitos usando a funcdo BoxWhiskerChart do Mathematica, relativos a esta amostra. No primeiro,
ndo ha indicagdo dos outliers, sendo estes apresentados no segundo. Note-se que o Mathematica
usa simbolos diferentes (“pontos”de intensidade de cinzento diferentes) para distinguir os outliers

moderados (mais escuros) dos outliers severos (mais claros).

2500[- E 5

1500: ]

1000 J

Figura 2.6: Diagrama de caixa-com-bigodes relativo ao Exemplo 2.4 (sem indicag¢do de outliers).
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Figura 2.7: Diagrama de caixa-com-bigodes relativo ao Exemplo 2.4 (com indicagdo de outliers).

2.3.3 Medidas de forma

A forma de uma distribuicdo dos dados é medida em duas perspectivas: assimetria e achatamento.

Comegamos por definir o que se entende por momento central (empirico) de ordem r, deno-

tado por m,.:
n

me = ;(xk —Z)", parar=12.... (2.8)

Note-se que m; = 0 (verifique!) e que my é a varidncia amostral (ndo corrigida, ou seja, obtida

dividindo por n e ndo n — 1).

O coeficiente de assimetria (empirico) é dado por

(2.9)

Nota: A divisio por (1/m2)? é feita para uniformizar esta estatistica, a qual deixa, assim, de ser
expressa em unidades.
O coeficiente de achatamento ou de curtose empirico é dado por
maq

by = —a. (2.10)
m

O coeficiente de assimetria da indicagdo sobre o peso relativo das caudas (direita e esquerda);
ver Figura 2.8. Note-se que a assimetria pode ser negativa, positiva ou nula. Nas distribuicdes

assimétricas unimodais com cauda direita prolongada, tem-se, geralmente

20
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Figura 2.8: Histogramas com diferentes assimetrias: Esquerda: b3 > 0; Centro: b; = 0; Direita:
b1 <0

moda< mediana < média (e b1 > 0)
e, nas com cauda esquerda prolongada, tem-se
média< mediana < moda (e b; < 0).

O coeficiente de achatamento ou curtose da indicagdo sobre o maior ou menor achatamento (ou,
de outro modo, sobre a maior ou menor concentracdo a volta do valor médio, ou ainda, se quisermos,
sobre a existéncia de caudas “leves’ ou de caudas “pesadas”). Note-se que o achatamento é sempre

positivo.

Dizemos que distribuicio dos dados é platicurtica®, mesocurtica ou leptocuirtica*, conforme

seja #1 < 3, f1 = 3 ou B1 > 3, respectivamente. Note-se que sé faz sentido falar de achatamento

para distribuicBes que sejam (quase) simétricas. > © 7

3plati... — elemento de origem grega de composicio de palavras que exprime a ideia de plano, chato, dilatado; do
grego platys, “largo”, “chato”.

“lepto... — elemento de origem grega de composicdo de palavras que exprime a ideia de delgado, ténue, subtil; do
grego leptds, “delgado”

%A razdo da classificacdo das distribuicBes, no que respeita ao achatamento, depender da comparacio do coeficiente
de curtose com o valor 3, sera entendida mais a frente, quando falarmos na chamada curtose empirica e mostramos que,
para a distribuicdo normal ou Gaussiana (que o aluno ja deve conhecer bem do Ensino Secundario), ela tem precisamente
o valor 3; assim, de certo modo, a classificacdo depende de uma comparagdo com a curtose da Gaussiana.

0s nomes de leptociiricas — no sentido de “delgadas” e platiciirticas — no sentido de “achatadas’ foram originalmente
escolhidos porque em geral, para a maioria das distribuicdes simétricas, as leptocdrticas sdo de facto mais “delgadas”e
as platictrticas mais “achatadas”; veja a Figura 2.9.

"Na prética, consideramos como mesoctirticas distribuicdes para as quais se tenha 31 ~ 3, chamando lapticdrticas
aquelas para as quais (2 € claramente inferior a 3 e leptociirticas aquelas para as quais 3> é claramente superior a 3.
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alll, L

Figura 2.9: Histogramas com diferentes curtoses: Esquerda: by < 3; Centro: by = 3; Direita: b, > 3

2.4 Dados bivariados: estudo de relacoes entre variaveis

Até este momento, temos estado a estudar caracteristicas de dados correspondentes a uma sé varidvel
(dados univariados). Nesta secgdo, consideramos a relagdo entre duas varidveis. Por exemplo, é
natural pensar que a altura e o peso de um individuo estdo relacionados ou que o preco de um

determinado produto (por exemplo, vinho) e o montante da colheita também estdo relacionados.

Quando se fala de uma relac3o deterministica, fala-se numa correspondéncia biunivoca entre duas
varidveis. Por exemplo, o perimetro P de uma circunferéncia e o raio r da mesma circunferéncia
estdo relacionados; a relacdo que liga essas duas varidveis é definida e inalterdvel e pode expressar-se

pela seguinte férmula: P = 27r.

Quando falamos numa relac3o estatistica, como por exemplo a relacdo entre o peso e altura de
um individuo, pode suceder (e sucede) que individuos com a mesma altura tenham pesos diferentes,
mas, em média, quanto maior é altura de um individuo, maior é o seu peso; no caso do prego do vinho,
em média, quanto maior é a colheita, menor é o preco. Assim, uma relacdo estatistica entre duas
varidveis ocupa-se da variacdo em média. Os fendmenos n3o estdo ligados de forma deterministica,
mas a intensidade de um é acompanhada pela intensidade do outro no mesmo sentido (associagdo

positiva) ou no sentido inverso (associa¢do negativa).

Vamos, entdo, dedicar-nos ao caso em que temos uma amostra de dimens3o n constituida por
pares de observagdes (zy,yr); k = 1,2,...,n, em que a primeira entrada do par é relativa a medigdo

de uma varidvel x no individuo k£ e a segunda entrada é relativa a medicao de uma varidvel y no

mesmo individuo k.

2.4.1 Dados quantitativos (em escala intervalar)

Para ja, vamos supor que as varidveis em causa s3o quantitativas e expressas em escala (no minimo)

intervalar.
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Figura 2.10: Diagramas de dispersdo: Esquerda: sugere uma relacdo linear; Direita: n3o evidencia
qualquer relacdo

Para uma primeira indicagdo do tipo de associa¢do eventual entre as varidveis, é conveniente
elaborar o chamado diagrama de dispersao, o qual é, simplesmente, a representacdo grafica dos

pontos (zx,yx) (como pontos de um plano).

No caso de os pontos do diagrama de dispersdo tenderem a colocar-se aproximadamente sobre
uma recta, dizemos que as varidveis estdo linearmente correlacionadas. Para medir, numericamente,
o grau de associag3o (correlagdo) linear entre duas varidveis podemos usar uma estatistica, conhecida
por coeficiente de correlacdao amostral de Pearson, o qual é definido por

n

1 Tp—TYp— Y
= 2.11
" n1k2:1 S Sy ( )

onde s, e s, representam os desvios padrdes amostrais das amostras provenientes das varidveis x e

1, respectivamente.

Note-se que permutando as duas amostras, isto ¢, considerando a amostra emparelhada (yx, zx),
o valor do coeficiente de correlacio mantém-se inalterado. Também se mostra facilmente que este

coeficiente é invariante para mudangas de localizag3o e escala dos dados.
Pode provar-se que o coeficiente de correlacdo r satisfaz as seguintes propriedades:
e —1<r<1;

e r = +1 se e sé se os n pontos (zy,yi) estiverem sobre uma recta, isto ¢, se e sé se existir

uma relac3o linear perfeita entre x e y;
e se as varidveis ndo estiverem relacionadas, entdo r = 0;

e se 7 = 0, entdo n3o existe relagdo linear entre as varidveis (podendo, no entanto, existir uma

relagdo ndo linear entre as varidveis).
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Em resumo, podemos dizer que  mede o grau de relacdo linear entre as duas varidveis. Quanto mais
préximo se encontra r, em valor absoluto, de 1, mais forte é a associacdo linear entre as variaveis.

Se as varidveis n3o aparentam qualquer padrdo ou, havendo padrio, este n3o for linear, entdo r ~ 0.

7

E importante salientar que uma grande correlacdo ndo significa necessariamente uma relagcdo
de causa e efeito; poderd, por exemplo, acontecer que ambas as varidveis estejam positivamente

correlacionadas com uma terceira varidvel (chamada varidvel de confundimento).

2.4.2 Dados em escala ordinal

Quando pelo menos uma das varidveis esta apenas em escala ordinal, utiliza-se o chamado coeficiente
de correlacio ordinal de Spearman®, o qual coincide com o coeficiente de correlacio de Pearson,
mas aplicado as ordens dos dados. Assim, cada par (z, yx) € substituido pelo par (ord(zy), ord(yx)),
onde ord(zy) representa a ordem da observagdo xj na colec¢do dos dados (com significado andlogo
para ord(yy)) e calcula-se o respectivo coeficiente de correlagdo de Pearson. Pode mostrar-se que

tal equivale ao uso da seguinte férmula

6 dp

=1 2zk=1%
"s n(n?—1)’

onde dj = ord(xy) — ord(yx). Tem-se, tal como no caso anterior, —1 < rg < 1. Além disso, se a
ordenac3o for totalmente concordante, teremos d, = 0, para k = 1,...,n donde vird rg = 1; se a

ordenacdo for totalmente discordante (se uma ordenagdo for inversa da outra), pode mostrar-se que

< 5 n(nz—l) .
serd de =—3 donde vird rg = —1.
k=1

Exemplo 2.5. [Kit98, p.177]

Pediu-se a ambos os membros de um casal que ordenassem 10 determinados factores, na ed-
ucagdo dos filhos, do mais importante (10) para o menos importante (1). Os dados recolhidos estdo

apresentados na tabela seguinte:

8Este coeficiente é também aplicivel a dados em escala intervalar e absoluta, bastando para tal, converté-los em
escala ordinal.
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Factor | Ord. Marido | Ord. Mulher
1 6 6
2 3 3
3 1 2
4 7 9
5 2 1
6 8 7
7 4 5
8 9 8
9 5 4

10 10 10

Calculemos o coeficiente de correlacdo de Spearman relativo a estes dados.

Como os dados estio ja na forma de ordens, basta aplicar-lhes directamente a férmula rg =

n 2
1— S2hatl Neste caso, tem-sed; =0, dp =0, ds = =1, dy = —2, ds = 1, dg = 1, dr = —1,

dg=1,dg =1 edip =0, vindo, entdo
_6><(1+4+1+1+1+1+1) 60

=1—-— =0.939.
10 x 99 990

rg =1

Como rg esta bastante proximo de 1, podemos, portanto, concluir que existe uma grande con-

cordancia entre o casal sobre quais os factores mais relevantes na educagcdo dos seus filhos.

2.5 Andlise de Regressao

Vimos como um diagrama de dispersdo é um processo grafico para detectar, visualmente, relagdes
entre dados bivariados; vimos também como o coeficiente de correlagao pode ser usado para medir
a associacdo linear entre duas varidveis. A andlise de regressdo, que estudaremos agora, fornece-
nos ferramentas para descrever, numericamente, relacdes entre varidveis, de modo a permitir fazer
previsdes. Ao contrario da correlacdo, na regressdo hd que distinguir entre a varidvel resposta ou
dependente - aleatdria - e a varidvel independente ou varidvel preditora (em muitas situa¢des, con-
trolada pelo experimentador) - ndo aleatéria, que supomos medida sem erro. Em geral, designamos
a variavel dependente por y e a variavel independente por z. Como exemplo, consideremos uma
experiéncia laboratorial em que sdo administradas doses zj (escolhidas, e portanto, controladas e
ndo aleatdrias) de um certo medicamento, em diversos animais, e se medem determinadas respostas
yr da administracdo dessas doses de medicamento. Neste caso, ndo faz sentido trocar os papéis
de = e y, sendo indispensavel distinguir entre a varidvel independente ou preditora x e a varidvel

dependente ou resposta, y.
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O diagrama de dispersdo pode evidenciar alguma relacdo funcional entre x e y. Quando tentamos
“encontrar’essa relagdo funcional, isto é, quando ajustamos um modelo y = f(xz), falamos de
regressdao de y em x (ou de y sobre x).

2.5.1 Regressao linear simples

No caso da regressdo linear simples pressupde-se haver uma relagdo de linearidade entre as varidveis
x e y. Existe assim um modelo da forma § = a + bz, considerando-se que os valores observados
yr sdo flutuagdes amostrais (com erro) em torno dos valores fornecidos pelo modelo — chamados

valores previstos ou valores ajustados de y — isto é dos valores
Jr = a + bxy. (2.12)

O erro de predicao, desvio ou residuo ¢;, correspondente a k-ésima observacdo é a diferenca entre

o valor observado y;, e o valor previsto i, isto é, é dado por
ex = Yk — k- (2.13)

Um dos critérios mais usados para encontrar a recta § = a+ bx que “melhor” se ajusta aos dados
é usar o chamado processo dos minimos quadrados: neste caso, os valores dos pardmetros a e
b que definem a recta § = a + bx sdo determinados de forma a que seja minimizada a soma dos
quadrados dos residuos SSE.

Note-se que o valor absoluto do residuo |eg| é a distancia entre o ponto (xj,yx) € o ponto,
(zk, k), isto é, o ponto alinhado com este, na vertical, mas situado sobre a recta. Assim, ao
minimizarmos a soma total dos quadrados dos desvios, estaremos a minimizar a soma total dos

quadrados das distancias, medidas na vertical, dos pontos (x, yx) a recta a + bx; ver Figura 2.11.

Pode mostrar-se que este problema de minimizacdo tem por solucdo os valores de a e b dados

por

a=y-—bz, (2.14)

D (wk =3y —9) Y wkyr —nEy
= =1

b=rL ==z (2.15)
> (ke —3)? i

k=1

A recta §j = a + bx assim obtida é chamada recta de regressao de y em x.
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Figura 2.11: Recta de regressdo

Propriedades da recta de regressao

Facilmente se verificam as seguintes propriedades.

RR1 A recta de regressdo passa pelo ponto (Z, %), isto é, tem-se

iy =a+bx (2.16)
RR2 O valor de b pode ser obtido através de
b=rY, (2.17)
Sz

onde r é dado pela férmula (2.11) do coeficiente de correlagdo de Pearson para os dados

(@, Yk).-
RR3 " "
Z € — Z(yk — Qk) = V. (2.18)
k=1 k=1
RR4 . .
= bk (2.19)
k=1 k=1
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2.5.2 Qualidade do ajustamento

Representacao grafica dos desvios

Tendo encontrado a recta de regressdo para os dados, a préxima questdo que, naturalmente se

levanta, é a de tentar aferir a qualidade do ajustamento obtido.

Uma vez que os residuos medem a discrepancia entre a recta e os dados observados, um grafico
de dispersdo dos valores (zy, er) pode ajudar a pér em evidéncia as eventuais deficiéncias de consi-

derarmos a + bx como modelo para a relagdo entre y e x.

A inferéncia estatistica baseada neste modelo assenta no pressuposto que os erros de ajustamento
tém um comportamento aleatério normal, com valor médio nulo, n3o estdo correlacionados e tém

variancia constante. Por isso, na representacdo grafica dos residuos:

e ndo devem existir padroes ou tendéncias, devendo a distribuicao dos pontos no plano ter um

aspecto aleatdrio;

e 0s pontos devem estar dispostos (ao acaso) numa banda horizontal (uma vez que se espera
varidncia constante para os desvios) centrada no eixo dos xz (uma vez que se espera uma

média nula para os desvios).

Coeficiente de determinacao
Comecemos por observar que, uma vez que a recta de regressdo passa pelo ponto (7, %), se tem
Uk —yJ=a+bry —y=a+bxry— (a+bZ)=bzxy —T).

Mas, entdo, tem-se

n

3

Z(Z/k =)k —9) = ) (yk — § — bz — Z)) (b(zy, — T))
k=1 k=1
=0 (@ =Dk —7) —b> (zx— 3| =0,
k=1 k=1
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onde, na dltima igualdade se usou a expressdo (2.15) do coeficiente b. Entdo, temos
n

S -9 =

(Y — D + Ok — 9)°

M:

k=1 k=1
n n n
= (e =06+ D O =87 +2> (v — 0:) 0k — )
k=1 k=1 k=1
n n
=> =9+ _(vk — 9r)°
k=1 k=1
A equac3o anterior costuma escrever-se como
SST = SSA + SSE (2.20)

em que SST, SSA e SSE representam, respectivamente, a soma de quadrados total (> ;_;(yx —

7)?), a soma dos quadrados devida ao ajustamento (}_7_;(9x — 7)?) e a soma de quadrados devida

ao erro (3_}_;(yx — x)?). Entdo, tem-se

e no caso de um ajuste perfeito (relagdo linear perfeita), serda SSE = 0, donde

SSE 0 e 1- SSE 1
SST SST
e num ajustamento totalmente desadequado (auséncia total de relagdo linear), serd SSA = 0,
donde
SSE SSE

Ss7 -t ¢ loggr =0

e num ajustamento intermédio (relagdo linear imperfeita), terse-a SSA # 0 e SSE # 0, donde

Mas,
SSE  SSA iy (O — 7)?
T SST T SST Yy (uk— 0)?
_ b 22:1(3316 - 5)2 _ 23925 2
Sioilus — 9?2 52
2

onde r é o coeficiente amostral de Pearson (veja a férmula (2.17)) para os dados (xg, y). Assim, r,

que varia entre 0 e 1, mede o grau de linearidade dos dados e chama-se coeficiente de determinacao.
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Este é tanto maior quanto mais o modelo linear se adequa aos dados. Em resumo, temos a seguinte

férmula para o coeficiente de determinagdo

SSE
2 — —_
rc=1 ST (2.21)

Dividindo ambos os membros da equagdo (2.20) por n — 1, obtém-se

2 _ 2, 2
sy = 83 + s¢, (2.22)
em que s2 representa a varidncia total da amostra dos vy, s2 representa a varidncia explicada pelo

Y Y

ajustamento (i.e. pela regressio linear de y em x) e s2 representa a variancia residual, devida a

erro (note-se que > 1 (yk — Gk)> = Dp_ie2 = > (ex — €)?, uma vez que é = 0, pelo que
—L_(yr — )? é de facto a varidncia dos desvios e;,). Temos também

2 _ 2@ =9 8
Sy —9)? s

representa a fraccdo (ou percentagem) da varidncia total que é devida ao

SN

r )

<N

o que mostra que 72

ajustamento.

Exemplo 2.6. Considere-se a seguinte amostra de pares (xy, yi):

{(0.1,2.51649), (0.2, 2.64119), (0.3, 2.7158), (0.4, 2.8884), (0.5, 2.99668),
(0.6,3.10415), (0.7, 3.19486), (0.8, 3.31053), (0.9, 3.52461), (1., 3.57375),
(1.1,3.68104), (1.2,3.89518), (1.3,3.98911), (1.4, 4.05582), (1.5, 4.24346),
(1.6,4.33153), (1.7, 4.42073), (1.8, 4.55742), (1.9, 4.72277), (2., 4.86406) }.

Na Figura 2.12 apresenta-se o diagrama de dispersdo dos dados, o qual evidencia uma relacido

linear entre = e y.

Neste caso, calculando a recta de regressdo §j = a + bx, usando as férmulas (2.14) e (2.15),
obtém-se
9§ = 2.37366 + 1.2264x.

Na Figura 2.13 apresentam-se novamente os pontos (xr,yx), sobrepondo, no mesmo grdfico, a
recta de regressdo acima obtida, sendo patente o “bom”ajustamento da recta aos pontos consider-

ados.
Na Figura 2.14 estdo representados os pontos (zy, ex) onde ex = Y — k.

Neste caso, o valor do coeficiente de determinacdo é r2 = 0.9981 (valor muito préximo de 1).
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.
[ ] il
4sf ® -
L [ ] 1
°
[ ]
401 ° ® 5
L ° J
[ ]
L ° J
351 [ ] J
[ ]
[ ]
L ° J
30 ) J
L ° J
[ ]
L ® J
250, , . . . ! . . . . ! . . . . ! . . . . 1=
0.0 05 10 15 20

Figura 2.12: Diagrama de dispersdo dos dados do Exemplo 2.6.
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Figura 2.13: Recta de regressao para os dados do Exemplo 2.6.

2.6 Outros modelos

A regressao linear simples § = a + bz insere-se no caso mais geral de um modelo linear, isto é, de
um modelo da forma
J=a+bix1+bxo+---

(Trata-se de um modelo linear nos parametros a, by, by, ...). Nesta férmula, z1,z2,... podem ser

diferentes varidveis (teremos um modelo de regressdo linear miltipla), podem ser fungdes de uma
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Figura 2.14: Grafico dos desvios relativos a recta de regressdo do Exemplo 2.6.

mesma varidvel (dizemos entdo que temos regressdo curvilinea), por exemplo
A 2
J=a+bix + bz,
podendo ainda ter-se uma combinac¢ao dos dois casos, por exemplo,
7 =a+ bixy + byxo + b333% + bg cos x5.

Todos estes casos sdo resolvidos de forma semelhante a regressdo linear simples, pelo critério dos

minimos quadrados, sendo os parametros a,bi,by, ... determinados de forma a minimizar a soma

dos quadrados dos desvios Zek = Z Uk — yk) Um caso particularmente importante deste tipo

k=1 =1
de modelos é o da regressao polinomial, em que se procura ajustar aos dados um polinémio de um

determinado grau m,
§=a+bix+b?+...+bpa™

Também ¢é possivel (embora seja um problema de mais dificil resolugdo) ajustar um modelo nao

linear, ou seja, um modelo da forma

g:f(x7a7b17b27"')

em que a, by, bo, ... sdo pardmetros e f é uma fungdo ndo linear desses parametros. Por exemplo,

um modelo desse tipo serd
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(modelo de crescimento/decrescimento) exponencial). Outros modelos deste tipo serdo estudados
nas aulas prdticas. Veremos também que, para grande parte dos modelos, o Mathematica pode ser
usado com relativa facilidade para determinar os parametros. Ha que ter em atencdo, no entanto, que
no caso de um modelo n3o linear, a determinacdo dos parametros envolve resolucdo de equacdes nio
lineares, as quais passam pelo uso de métodos iterativos (e, por vezes, necessitam de uma indicagdo

de uma aproximag3o inicial “razodvel” para os parametros.)
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De seguida apresenta-se o cédigo Mathematica que gerou tudo aquilo que compde cada um dos

exemplos deste capitulo.

exemplo 2.1

® dados

dados = {28, 60, 160, 120, 32};

® gréfico de barras

Bar Chart [dados, ChartStyl e - " Dar kRai nbow’,
ChartLegends -» {("Miito Insatisfeito ", "Insatisfeito ",
"Razoavel m. Satisfeito ", "Satisfeito ", "Miito Satisfeito "},

AxesLabel - {None, "Frequénci a"}, I mageSi ze - 400]

® um segundo grafico de barras

Bar Char t [dados, Chart Label s » {("Miito Insatisfeito ", "Insatisfeito
"Razoavel m. Satisfeito ", "Satisfeito ", "Miito Satisfeito "},
Bar Origin - Left, AxesLabel -» {"Frequénci a'}, 1 mgeSize - 500]

B diagrama circular

Pi eChart [dados, Chartlabels » {"Miito Sat. \n (8%)",
"Satisfeito \n (30%)", "Razoavel m . Sat. \n (40%)",
"Insatisfeito \n (15%)", "Miito Ins.\n (7%)"}, |1mageSi ze » 400]

Atente-se na utilizagdo do comando nova linha, \n, na opgdo ChartLabels do comando PieChart,
que permitiu escrever duas linhas de informacio.

Como alternativa ao comando PieChart, experimente usar o comando PieChart3D para gerar o

grafico circular.
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exemplo 2.2

® dados

dados = {1, 1, 3, 2,0, 1,0, 3,1, 1, 40, 2, 2,1, 1, 0, 1, 1, 1};

® tabela de frequéncias

Uni on[dados]

t abel aDados = Tabl e[
{k, Count [dados, k], N[100 % Count [dados, k] / Lengt h[dados], 3]}, {k, 0, 4}]

G i d[Prepend[t abel aDados,
{"N° irnmdos", "freq. absoluta", "freq. relativa (%)"}1,
Frame -» Al |, Spacings -» {3, 1}]

® grafico de linhas

cont agens = Tal | y [dados]

Li st Pl ot [cont agens, AxesOrigin- {-1, 0}, Filling - Axi s,
FillingStyle - Thick, AxesLabel - {"n° i rmaos", "freq" }, 1 mageSize » 600]

As contagens efectuadas inicialmente para a construcdo da tabela de frequéncias sdo feitas mediante
a informacg3o dos valores distintos presentes nos dados. Por outras palavras, sé depois de sabermos
que nos dados temos apenas os valores 0,1, 2,3 e 4, é que vamos proceder a contagem do nimero

das respectivas repeticdes, afirmando que a varidvel discreta k deve tomar valores inteiros de 0 a 4.

Para a obtencdo do grafico de linhas das frequéncias absolutas dos dados foi utilizado um comando
muito especifico, Tally, que, de uma forma automaética, efectua a contagem do niimero de repeticdes
de cada valor presente nos dados. Observe o aspecto curioso das contagens obtidas pelo comando
Tally surgirem por ordem do aparecimento dos valores nos dados e ndo por ordem crescente desses

valores.
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exemplo 2.3

® dados

dados = {193, 193, 171, 197, 197, 177, 186, 180, 187, 163, 169, 176, 171, 183, 168,
168, 183, 189, 175, 176, 158, 167, 182, 165, 180, 178, 186, 185, 182, 168,
170, 202, 200, 194, 165, 172, 173, 174, 181, 188, 194, 172, 174, 173,
187, 172, 194, 167, 193, 187, 182, 170, 184, 166, 171, 176, 188, 169,
180, 170, 168, 191, 194, 196, 173, 167, 184, 166, 180, 166, 163, 184,
173, 161, 173, 158, 187, 184, 184, 177, 192, 161, 167, 169, 197, 182,
160, 200, 188, 201, 188, 199, 176, 196, 191, 166, 192, 187, 188, 175};

® agrupar os dados em classes

Lengt h[dados]

25 < Lengt h[dados] < 27
M n[dados]

Max [dados]

(Max [dados] - M n[dados]) /8

® tabela de frequéncias

f reqAbs = Bi nCount s [dados, {156, 204, 6}]

Gid[{{"classes", "freq. absolutas", "freq. relativas (%)"},

{" [156, 162)", fregAbs[1], N[100 = freqAbs[1] / Lengt h[dados], 3]},
{"[162, 168)", fregAbs[2], N[100 = f r eqAbs[2] / Lengt h[dados], 31},
{"[168, 174)", fregAbs[31, N[100 = freqAbs[3] / Lengt h[dados], 31},
{"[174, 180)", fregAbs[4], N[100 = freqAbs[4] / Lengt h[dados], 31},
{"[180, 186)", fregAbs[5], N[100 = freqAbs[5] / Lengt h[dados], 31},
{"[186, 162)", fregAbs[6], N[100 »freqAbs[6] / Lengt h[dados], 31},
{" [156, 162)", fregAbs[71, N[100 = freqAbs[7] / Lengt h[dados], 31},
{" [156, 162)", fregAbs[81, N[100 = freqAbs[8] / Lengt h[dados], 31}},
Frame -» Al |, Spacings -» {3, 1}]
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® histograma

mar casC asse = Tabl e[159 +6 (k-1), {k, 1, 8}]

graf 1 = Hi st ogram[dados, {156, 204, 6}, Autonati c,
Label i ngFuncti on -» Above, Ti cks » {marcasC asse, None}, | nageSi ze -» 500]

® histograma com poligono de frequéncias
pol i gono = Append [Prepend [fregAbs, 0], 01;

abci ssas = Append [
Prepend[mar casC asse, First [marcasC asse] -6], Last [marcasCl asse] +6]7;

graf 2 = Li st Li nePl ot [Tabl e[ {abci ssas[n], pol i gono[n]},
{n, 1, Length[poligono]l}], PlotStyle -» {Red, Thick}];

Showl[ {graf 1, graf2}, Pl ot Range - Al |, | mageSi ze » 500]

A construcdo da tabela de frequéncias foi efectuada com a introdugdo explicita de todos os seus
elementos. Naturalmente que tal forma de proceder sé é admissivel quando o niimero de classes ndo

seja muito elevado, caso contrario ter-se-ia que utilizar o comando Table.
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exemplo 2.4

® dados

dados = {1, 700, 800, 1100, 1200, 1000, 900, 1000, 2500};

® medidas de localizag 8o

N[Mean [dados], 6]
Medi an [dados]

Conmonest [dados]
Quartil es[dados]

Quantil e[dados, 0.1, {{1/2, 0}, {0, 1}}]

®" medidas de dispersao

Var i ance [dados]

N[St andar dDevi at i on[dados], 5]
Max [dados] - M n[dados]
Interquartil eRange[dados]

N[St andar dDevi ati on[dados] / Mean [dados], 3]

® diagramas de caixas-com-bigodes

BoxWhi sker Chart [dados, | nageSi ze - 500]

BoxWhi sker Chart [dados, "Qutliers", | nageSi ze - 500]
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exemplo 2.5

® coeficiente de Spearman
marido = {6, 3, 1, 7, 2, 8, 4, 9, 5, 10}
mul her = {6, 3, 2, 9, 1, 7, 5, 8, 4, 10}
ds = (mari do - mul her )?

6 Tot al [ds
N[l- [as]

4]

Length[ds] (Length[ds]®-1)
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exemplo 2.6

® dados

dados = {{0.1, 2.51649}, {0.2, 2.64119}, {0.3, 2.71580}, {0.4, 2. 88840},
(0.5, 2.99668}, {0.6, 3.10415}, {0.7, 3.19486}, {0.8, 3.31053},
(0.9, 3.52461}, {1.0, 3.57375}, {1.1, 3.68104}, {1.2, 3.89518},
(1.3, 3.98911}, {1.4, 4.05582}, {1.5, 4.24346}, {1.6, 4.33153},
(1.7, 4.42073}, {1.8, 4.55742}, {1.9, 4.72277}, {2.0, 4.86406}}

® recta deregresséo

grafl =
Li st Pl ot [dados, Frame -» True, Axes - Fal se, Pl ot Styl e » {Poi nt Si ze[0. 01]}]

recta[t_] =ax*xx+b /. FindFit [dados, a*x +b, {a, b}, x]
graf2 =Pl ot [recta[x], {X, 0.1, 2.0}, PlotStyl e » {Red, Thi ckness[0.005]}1;

Show[ {graf 1, graf2}, | mageSi ze -» 500]

® desvios relativos arecta de regressao

XXs = Tr anspose [dados] [1]
yys = Transpose [dados] [2]
desvi 0s = yys -rect a[xxs]
pont osDesvi 0s = Tr anspose [ {xxs, desvi 0S}]

Li st Pl ot [pont osDesvi os, Pl ot Styl e » {Red, PointSi ze[0.01]},
Pl ot Range » {-0. 06, 0.06}, | mageSi ze - 500]

® quadrado do coeficiente de determinacgao

Correl ati on[xxs, yys]?
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Probabilidade e Variaveis Aleatdrias

Ja referimos que em geral, é impossivel estudar toda uma populacdo, pelo que nos limitamos a
estudar uma amostra dessa populacdo. A partir das propriedades da amostra, inferimos propriedades
da respectiva populacdo. Naturalmente, as decisGes ou predicOes sobre a populacdo baseadas numa
amostra dela retirada envolvem sempre um certo grau de incerteza. Para “medir’esta incerteza é

necessario o recurso a probabilidade.

Neste capitulo comegamos por fazer uma muito breve revisdo dos principais conceitos e resultados
basicos sobre teoria da probabilidade (conceitos e resultados que os alunos ja estudaram no ensino
secunddrio, mas que s3o aqui revistos, essencialmente com o objectivo de uniformizar as notagdes).

De seguida, estudamos as chamadas varidveis aleatdrias.

3.1 Probabilidade

Chama-se experiéncia aleatdria a uma experiéncia que satisfaca os trés requisitos seguintes:
e pode ser repetida em condi¢Ges andlogas;
e conhecemos, a partida, todos os possiveis resultados que podem ocorrer;

e o resultado que obtemos em cada realizagdo da experiéncia é incerto (variando com as diferentes
realizagdes da experiéncia).

Por oposicao as experiéncias aleatdérias temos as experiéncias deterministicas, que, quando realizadas
nas mesmas condicées conduzem aos mesmos resultados.

“Isto é, um procedimento que permite a obtencdo de observaces.
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Como exemplo tipico de uma experiéncia aleatdria, tem-se a experiéncia de langamento de um dado

(com as faces numeradas de 1 a 6) com a observagdo de qual a face que fica virada para cima.

e Ao conjunto de todos os resultados possiveis de uma experiéncia aleatéria, chamamos espaco
amostral ou espaco de resultados associado a essa experiéncia; este conjunto serd denotado
por Q.

e Aos subconjuntos do espaco amostral Q chamamos acontecimentos. Estes conjuntos s3o,
geralmente, designados por letras maiidsculas do inicio do alfabeto latino, 4, B,C,....

e O conjunto Q (sendo um subconjunto de si préprio) é um acontecimento, chamado acontec-
imento universal.

e Ao conjunto vazio () (que é um subconjunto de Q) chamamos acontecimento nulo.

e Um subconjunto de Q formado apenas por um elemento {w} é chamado acontecimento
elementar.?

e Ao efectuar uma realizacdo da experiéncia, dizemos que que um determinado acontecimento
A ocorreu ou se realizou, se o resultado da experiéncia foi um dos elementos de A.

?Por vezes, por uma questdo de simplicidade, denotamos o acontecimento elementar {w}, simplesmente por w.

No caso do exemplo anterior do langamento de um dado, o espago amostral seria o conjunto
Q ={1,2,3,4,5,6}. Um possivel acontecimento seria o conjunto A = {1,3,5} (que poderiamos
descrever como “saida de face com um ndmero impar”). Este acontecimento ocorreria se, ao langar

o dado, saisse, por exemplo, o niimero 3.

3.1.1 Definicao axiomatica de probabilidade

Naturalmente, gostariamos de associar a cada acontecimento A uma “probabilidade”, que, de algum

modo, medisse o “grau de certeza/incerteza” da sua ocorréncia.

Numa abordagem empirica de probabilidade, poderiamos tentar definir a probabilidade de A do
seguinte modo: repetir-se-ia a experiéncia n vezes (nas mesmas condi¢cdes) e contar-se-ia 0 nimero m
de ocorréncias de A nestas n repeticdes da experiéncia; o quociente f,(A) = " é chamada frequéncia
relativa de ocorréncia de A. Este valor f,(A) deve ser uma aproximagdo para a probabilidade de
A, devendo essa aproximacdo ser tanto melhor quanto maior for o valor de n; se observarmos,
empiricamente, que f,,(A) tende para um certo valor p4 quando n cresce, serd natural considerar esse
valor p4 como a “probabilidade de A". Esta definicdo frequencista de probabilidade ¢, no entanto,

pouco rigorosa do ponto de vista matematico (de facto, o conceito de “tende para”que usdmos

)
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aqui, um pouco informalmente, n3o coincide com o conceito matematico associado a um limite,
usado vulgarmente em andlise). Na pratica, contudo, interpretamos geralmente a probabilidade em
termos de frequéncias relativas; assim, quando dizemos que um determinado acontecimento tem
probabilidade 0.5, esperamos que, numa repeticdo da experiéncia em causa um grande nimero de
vezes, A deva ocorrer aproximadamente em metade das repeticoes.

Note-se que a frequéncia relativa f,,(A) satisfaz os seguintes propriedades: f,(A) > 0e f,(R) =
1; além disso, se A e B forem acontecimentos disjuntos (i.e. tais que A N B = ()), teremos
fn(AU B) = fu(A) + fu(B). De facto, estas trés propriedades bésicas das frequéncias relativas
inspiraram a definicdo axiomdtica de medida de probabilidade (introduzida por Kolmogorov, 1933)

e que apresentamos de seguida.

Chama-se medida de probabilidade a uma fungdo que a cada acontecimento A C Q associa um
valor real, P(A), designado por probabilidade de A, e que satisfaz os seguintes axiomas:

P1 P(A)>0
P2 P(Q)=1
P3 Se Ay, Ay, ... sdo acontecimentos disjuntos dois a dois (isto é, se A; N A; = (), para i # j),

entdo P(A1 U Ay U...) = P(A1) + P(A2) + - -~

Nota: Quando Q2 é um conjunto infinito ndo numeravel, existem alguns subconjuntos “patoldgicos”de
Q aos quais ndo é possivel associar uma probabilidade; estes conjuntos s3o ditos ndo-probabilizdveis ou ndo-
mensurdveis; em teoria elementar da probabilidade, ignoramos estes conjuntos. De aqui em diante, quando
nos referirmos a um acontecimento, isto é, a um subconjunto de 2, assumimos sempre que esse conjunto é

probabilizavel.

Da definicdo axiomatica, resultam as seguintes propriedades importantes, validas para quaisquer
A, BCQ:

Prop P1 P(A) =1 — P(A), onde A designa o complementar de A (em ), isto ¢, A = {w € Q:
wée A}

Prop P2 P(0) =0.

Prop P3 P(A) <1.

Prop P4 Se A C B, entdo P(A) < P(B).

Prop P5 P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).
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3.1.2 Definicao classica de probabilidade

No caso de 2 ser finito, com n elementos, um caso muito particular de medida de probabilidade
consiste em atribuir a cada acontecimento elementar a probabilidade % e a cada acontecimento A a
probabilidade

numero de elementos de A
P(A) = - )

Este quociente também se costuma escrever na forma

numero de casos favordveis a A

P(A) = , —
nimero de casos possiveis

Dizemos ent3o que estamos no caso de resultados igualmente provaveis. Por exemplo, no caso do

lancamento do dado que temos vindo a referir, esta atribuicdo de probabilidade corresponde ao caso

de o dado ser equilibrado ou perfeito para o qual a probabilidade de sair cada face é %. Este caso de

resultados elementares igualmente provaveis corresponde a primeira definicdo formal de probabilidade

(defini¢do cldssica de probabilidade), introduzida por Pierre Simon de Laplace, em 1812, na sua obra

Théorie Analytique des Probabilités.

3.2 Probabilidade condicional; acontecimentos independentes

Apds a realizacdo de uma dada experiéncia aleatéria, suponhamos que ocorreu um determinado
acontecimento B, tal que P(B) > 0. Um dado acontecimento A terd agora uma nova probabili-
dade associada (eventualmente diferente da que tinha inicialmente) chamada probabilidade de A
condicional a B que denotaremos por P(A|B), e que é definida por

P(ANB)

P(AIB) = =55

(3.1)
Por exemplo, no caso do lancamento do dado, suponhamos que sabemos que ocorreu o acontecimento
“saida de face far" (B = {2,4,6}) e que pretendemos saber a probabilidade de ter saido a face com
o ndmero 2, isto é A = {2}. Entdo

_P({21n{246)) P({2})) 5 _1
P(AB) = P({2,4,6})  P({2,4,6}) % "3
A férmula (3.2) pode também ser escrita como
P(ANn B) = P(A|B)P(B). (3.2)
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Se a probabilidade inicial P(A) e a probabilidade condicional P(A|B) coincidirem, dizemos que
A é independente de B.

Nesse caso, tem-se
P(ANB) = P(A)P(B),

donde se segue (supondo que P(A) > 0) que

P(ANB)

pay &)

o que significa que P(B|A) = P(B), pelo que B também serd independente de A, fazendo, portanto,
mais sentido dizer simplesmente que A e B sdo acontecimentos independentes (um do outro).
Em resumo, dizemos que dois acontecimentos A e B s3o independentes se

P(AN B) = P(A)P(B). (3.3)
Dizemos que n acontecimentos Aj,..., A, sdo mutuamente independentes se, para qualquer
escolha de r (com r = 2,3,...,n) desses acontecimentos a probabilidade da intersec¢cdo destes for

igual ao produto das respectivas probabilidades, isto &, tivermos
P(Az N AJ) = P(Al)P(AJ),VZ,j S {1, . ,TL}, 1 # 7,
P(A; N Aj NAg) = P(A,L)P(A])P(Ak),VZ,], ke{l,...,n} (i,j,k distintos),

P(Al NA... ﬂAn) = P(Al)P(Ag)P(An)

3.3 Varaveis aleatérias

Ao efectuar experiéncias aleatdrias, os resultados podem ser descritos de varias formas. Por exemplo,
na experiéncia do langamento de uma moeda, os acontecimentos podem ser descritos por palavras,
como ‘“saida de cara’ou “saida de escudo’!, ou usando, o simbolo C' para “saida de cara”, e E
para “saida de escudo”, pelos dois simbolos C' e F; ao retirar uma carta de um baralho, os diversos
resultados podem ser descritos por uma mistura de nimeros e palavras (e.g. “sair o 10 de espadas”),
no lancamento de um dado com as faces numeradas, os resultados podem ser descritos simplesmente
pelos nimeros 1,2,3,4,5,6.

Do ponto de vista de matematico, seria bem mais simples se todos os resultados das experiéncias

estivessem associados a ndmeros (reais). Tal pode ser feito, através da atribuicdo de um cddigo

10Ou Euro...
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numérico para os diversos resultados da experiéncia. Por exemplo, no caso do langamento da moeda,
bastaria associar o cédigo 0 para “saida de cara”ou “C"e 1 para “saida de escudo”ou “E"; no caso do
baralho, bastaria numerar as diversas cartas do baralho de 1 a 52 e os diversos resultados passariam
a estar associados a cada um desses niimeros; no caso do dado, temos j& niimeros associados ao

diversos resultados da experiéncia.

No fundo, o que pretende, é definir uma funcdo de Q (espaco amostral original) em R. Tal

funcdo é chamada uma variavel aleatdéria. Mais precisamente, tem-se a seguinte definicio:

Chama-se variavel aleatéria (v.a.)? a toda a fungdo X do espago amostral Q em R, isto é

X Q—->R
w i X (w)

?Associada a uma dada experiéncia aleatdria, a qual corresponde uma certo espaco amostral Q.

No caso anteriormente considerado do langamento da moeda, a fun¢do X seria definida por X(C) =0
e X(E) =1.

Ao definirmos uma varidvel aleatdria estamos, no fundo, a substituir o espaco amostral € por
um novo espa¢o (mais familiar em matemadtica), o conjunto R. Se o espa¢o amostral for ja R (ou
um seu subconjunto), ndo serd necessaria a introdugdo de qualquer fungdo adicional, ou, se assim

preferimos, podemos associar-lhe a v.a. identidade isto ¢, a aplicagdo de Q em R tal que X (w) = w.

As varidveis aleatdrias s3o vulgarmente designadas por letras maitsculas do final do alfabeto:
XY, etc.

Até este momento, definimos probabilidade para acontecimentos, isto é, para subconjuntos do
espa¢o amostral. No entanto, estamos muitas vezes interessados em fazer afirmagbes envolvendo
probabilidades de (valores de) varidveis aleatdrias, por exemplo, dizer que “a probabilidade de a v.a.
X assumir valores (ou “estar”) entre a e b é 0.5". Tal é feito, transformando as afirma¢des acerca

dos valores de X em afirmagdes acerca de subconjuntos de €2, do seguinte modo.

Dado B C R, definimos a “probabilidade de X assumir valores em B", e escrevemos P(X € B),
como sendo a probabilidade do conjunto formado pelos elementos de € cuja imagem por X estd em
B,? isto ¢,

P(X € B) = P({w €Q: X(w)e B}). (3.4)

2Este conjunto chama-se a imagem inversa de B por X e denota-se por X ~*(B).
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Exemplo 3.1. Consideremos a experiéncia aleatéria que consiste no lancamento de duas moedas
equilibradas e seja X a v.a. que representa o ‘niimero de caras que ocorrem”. Neste caso, o
espaco amostral seria, por exemplo, Q = {(C,C),(C, E),(E,C),(E,E)} e X : Q — R dada por
X(C,C)=2 X(C,E)=1,X(E,C)=1e X(E,FE)=0. Sendo as moedas equilibradas, cada um
dos resultados possiveis, (C,C), (C,E), (E,C) e (E, E) tem probabilidade 3 e portanto, tem-se,

por exemplo

P(X=0)=P({weQ: X(w) =0}) = P({(E.B)}) = %

P(X=1)=P{weQ: X(w)= 1}) - P({(E, o), (C, E)}) = %

(w:X(w)=1ouX(w) =2 ou X(w) = 3})
3

{(C,0).(B,0).(C.E)}) = 7.

(
(
P(1<X <4)= P(X c [1,4)) - P({w €0 X(w) e [1,4)})
(
( .

3.3.1 \Variaveis discretas

Uma v.a. diz-se discreta se o seu contradominio, também chamado suporte da v.a., for um conjunto
discreto, i.e. for um conjunto {z1,...,z,} (finito) ou um conjunto {z1,22,23...} (infinito, mas
numerdvel) de pontos. No que se segue, para designar um qualquer deste tipo de conjuntos, usaremos
uma notagdo compacta {z; : k € K}, onde K designa o conjunto de todos os naturais K =
{1,2,3,...} ou uma sua parte inicial K ={1,2,...,n}.

As varidveis aleatdrias discretas ocorrem em muitos problemas, especialmente em casos em que
estamos interessados em contar o niimero de vezes que qualquer coisa acontece. Por exemplo, se X
representa o nimero de parafusos defeituosos de um conjunto contendo 1000 parafusos, entdo X é

uma v.a. cujos valores possiveis sdo 1,2,...,1000.

Funcdo massa de probabilidade (f.m.p.)

Quando temos uma v.a. discreta, interessa-nos ndo sé conhecer os valores que ela pode tomar, mas
também a probabilidade com que assume cada um desses valores. Designa-se por funcao massa
de probabilidade (f.m.p.) de uma v.a. discreta X a fungdo que associa a cada elemento do

contradominio dessa v.a. a respectiva probabilidade. Sendo {zj : k € K} o contradominio da v.a.
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X, é usual designarmos por pi a probabilidade do elemento zy, isto €,
pr = P(X = xp).

E frequente explicitar-se a f.m.p. de uma v.a. discreta na forma
X - { xr, kekK
Pk
onde na primeira linha se indicam os pontos que constituem o suporte da varidvel e na segunda
linha a probabilidade de cada um desses pontos. A f.m.p. pode também ser descrita na forma
{(zk,pr) : k € K} ou, se ndo houver dividas na identificagdo do seu suporte, simplesmente por

{pr : k € K}.

Exemplo 3.1 (cont.) No caso do Exemplo 3.1, do langamento das duas moedas equilibradas, a v.a.
X associada ao nimero total de caras, teria a seguinte f.m.p.:

o 1 2
X { 1011
4 2 4
As f.m.p. podem também representar-se graficamente de modo idéntico aos diagramas de linhas

referidos no capitulo anterior.

Exemplo 3.1 (cont.) No caso do Exemplo 3.1, a representacdo grdfica da f.m.p. seria a apresentada
na Figura 3.1.

probab .

05+

0.251-

> n° caras

Figura 3.1: Fung¢ao massa de probabilidade do Exemplo 3.1.

Uma f.m.p. deve satisfazer as seguintes propriedades:

FMP1 Vk €K, pj, > 0.

FMP2 Zpk =1
keK
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Além disso, facilmente se mostra que

P(X€B)= Y p (3.5)
k:xzxeB

Exemplo 3.1 (cont.) Assim, tem-se, relativamente a f.m.p. do Exemplo 3.1,

1 1
P(O§X<2):P(X:O)+P(X:1):§+Z:%

Funcao de distribuicdo (f.d.)

A v.a. X também fica completamente caracterizada pelo conhecimento da chamada funcao de
distribuicdo (f.d.), a qual é definida, para todo o = € R, por

Fx(z) = P(X < x). (3.6)

No caso que estamos a considerar, de uma v.a. discreta com f.m.p. {(zx,pr)} (e onde supomos que

os x, estdo ordenados por ordem crescente), a respectiva f.d. serd dada por

Fx(z)= Y pi (3.7)

k:zp<x
Exemplo 3.1 (cont.) No caso do Exemplo 3.1, ter-se-ia

x <0,
0<x<l,
1<z <2,
x> 2.

Fx([E) =

= MW aR O

A funcdo F'x é uma fungdo em escada, n3o decrescente, com descontinuidades nos pontos xy,
(valores do suporte de X'), sendo continua a direita e com limite finito a esquerda de cada um desses
pontos. Além disso, tem-se

Iim Fx(z)=0 e lim Fx(x)=1.
T——00 X( ) T—>—+00 X( )

Vimos que, a partir da f.m.p. podemos construir a f.d. de uma v.a. discreta X. Reciprocamente,

se tivermos uma v.a. discreta da qual conhecamos a f.d., podemos reconstruir a respectiva f.m.p.
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(os x's sdo os pontos de descontinuidade de F' e p; é o valor do salto no ponto xi, i.e. pr =
Fay) — F(ay).
Logo, uma v.a. discreta fica caracterizada quer através da sua f.m.p., quer através da sua f.d.
Note-se também que temos
Pla < X <b)=Fx(b)— Fx(a), a,beR. (3.8)

Exemplo 3.1 (cont.) A fung¢do de distribuicido da v.a. discreta do Exemplo 3.1 € apresentada na

Figura 3.2.

Figura 3.2: Funcdo de distribuicao do Exemplo 3.1.

3.3.2 Variaveis continuas

Funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.)

Consideremos, por exemplo, a v.a. X que representa a dose de um determinado medicamento que
deve ser dada a um certo doente até que este reaja positivamente. Neste caso, os valores possiveis
desta v.a. sdo todos os valores do intervalo (0,00) de R, o qual é um conjunto ndo numerdvel.
Naturalmente, neste caso n3o é possivel definir a f.m.p da maneira que fizemos para o caso de uma
varidvel discreta. No entanto, podera existir uma funcdo f que desempenhe uma papel semelhante
ao da f.m.p para o caso discreto. Tal fungdo, chamada fung¢ao densidade de probabilidade (f.d.p.),

deverd satisfazer as seguintes propriedades:

FDP1 fx(z)>0, V&

FDP2 /00 fx(z)de =1
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Note-se que as condi¢cdes anteriores equivalem a afirmar que a area da figura plana limitada pela

“curva” fx e pelo eixo dos zx é igual a 1.

Neste caso, o cdlculo de probabilidades efectuar-se-a através da férmula

P(X € B) = / fx(@)dz, VB CR. (3.9)
B

Em particular, se B for um intervalo da forma [a, b], (a, b], (a,b] ou (a,b), tem-se

b
P(X € B) :/ fx(x)dx. (3.10)

Neste caso de existéncia de uma funcdo com as propriedades FDP1 e FDP2 e para a qual tenhamos
3

(3.9), dizemos que a varidvel em causa é continua.

P(a<X<b)

Figura 3.3: Interpretagdo geométrica de P(a < X <b)

Note-se que, de (3.9) se segue que

P(X = 2) = / " px(t)dt =0,

ou seja, a probabilidade de uma v.a. continua assumir um valor particular € zero.

No entanto, se considerarmos um intervalo infinitesimal (z,z + dzx] com dx ~ 0, podemos dizer

que
r+ox

P(X € (2 + 6a]) = / Fx()dt ~ fx()oz,

T

3Devemos referir que existem v.a.’s que n3o s3o nem discretas nem continuas, tendo um comportamento misto. No
entanto, neste curso n3o estudaremos este tipo de varidveis.
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se aproximarmos o integral fsz fx(t)dt, que corresponde a drea abaixo da curva fx entre x e
x + dz, pelo valor fx(x)dx, que corresponde a area do rectdngulo que tem por base dx e por altura
fx(x); ver Figura 3.4.

X X+6X

Figura 3.4: Interpretacdo probabilistica da f.d.p.

Exemplo 3.2. Seja X a v.a. cuja f.d.p. é dada por
3(4r—227), 0<z<2,
fx(z) =

0, restantes valores de x

O grdfico desta funcdo € apresentado na Figura 3.5. Note-se que temos, de facto, fx(xz) > 0 para

3
4

Figura 3.5: Funcdo densidade de probabilidade do Exemplo 3.2
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todo o x € R (uma vez que, para 0 < z < 2, se tem %(43: —222) > 0) e também

0o 2
/ fx(z)dz = / §(456 — 2?)dx
o o 8
3 2,377
== 222 - =1
8 |: ! 3 :|a:_0

Neste caso, tem-se, por exemplo,

0 2
P(X>1)= /1 fx(x)dx = 2/1 (4z — 22°)dz = =.

Funcao de distribuicao (f.d.)

Tal como para o caso discreto, também no caso de uma v.a. continua é possivel definir a funcio de

distribuicdo, a qual é dada, para = € R, por

Se X tem f.d.p. fx, entdo

Fy(2) = / (. (3.11)

Graficamente, o valor de Fx(z) é a drea da figura compreendida entre o eixo das abcissas e a curva

fx(t), para t < x; ver Figura 3.6

Fx(X)

Figura 3.6: Interpretacdo geométrica de Fx(z)
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A equagdo (3.11) mostra mostra que Fx é uma primitiva de fx. Assim sendo, tem-se

Pla<z<b)=Pla<z<b)=Pla<z<b)=Pla<z<b)=Fx(b)— Fx(a).

A funcdo F'x é continua, ndo decrescente e tal que

lim Fy(z)=0, lim Fx(z)=1.

T——00 T—>+00

Exemplo 3.2 (cont.) No caso da v.a. considerada no Exemplo 3.2, tem-se:

e parax <0, Fx(z) = / fx(t)dt = / 0dt =0;
0 0

e para0 <z <2,
Fr(z) = g / (4t — 22)dt
0

2137
23]
t=0

8 3
3 2 CC3

e parazx > 2,

0, x <0
Fx(z) =43 -2), 0<z<2
1, x> 2

O gréfico de Fx(x) € apresentado na Figura 3.7.

3.4 Caracteristicas tedricas ou populacionais

Tal como em estatistica descritiva, interessa agora o calculo de medidas de localizacdo central,

dispersdo e forma que caracterizam as distribuicées de probabilidade de uma v.a. X. Estas carac-
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Figura 3.7: Funcdo de distribuicdo correspondente ao Exemplo 3.2

4

teristicas s3o ditas caracteristicas tedricas ou populacionais® e correspondem as caracteristicas

amostrais estudadas no capitulo anterior.

No que se segue, supomos que X é ou uma v.a. discreta com f.m.p. {(zx,p) : k € K} ou uma

v.a. continua com f.d.p. fx(z).

3.4.1 Valor médio ou valor esperado

O valor médio de X, ou valor esperado de X, ou esperanca de X, designado por px (por vezes,
apenas por i) ou E(X), é definido do seguinte modo:

Z TEPk, no caso discreto,
keK
ux = E(X) = - (3.12)
/ xfx(x)dx, no caso continuo.
—0oQ

Vemos assim que o valor médio de X é a média pesada (de acordo com a f.m.p., no caso discreto,

ou com a f.d.p., no caso continuo) dos valores de X.

Nota: O valor médio é dado pelos expressoes indicadas, apenas quando a série, no caso discreto,

*Quando estamos interessados no estudo de uma dada varidvel aleatéria X associada a uma certa populacio,
podemos pensar na populacdo ndo como o conjunto de todos os individuos, mas como o conjunto de todos os valores
que podem ser assumidos por essa varidvel. Nesse sentido, a f.m.p. (caso discreto), a f.d.p. (no caso continuo) ou f.d.
da v.a. X, ou seja a “lei de probabilidade”ou “distribuicdo”da v.a. X caracterizam a populagdo, sendo razoavel falar
em caracteristicas populacionais.
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ou o integral, no caso continuo, forem absolutamente convergentes, i.e. tivermos E |zg|pr < 0o e
keK

o0
/ |z| fx (x)dz < oo. Se tal ndo acontecer, dizemos que o valor médio n3o existe. °
o

Exemplo 3.3. Se X for a v.a. correspondente ao “numero obtido no lancamento de um dado

equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6", cuja f.m.p. é

1 2 3 4 5 6
Xi{l 101 01 1 1
6 6 6 6 6 6
ter-se-a 1 1 1 1 1 1
B(X)=1x-+2x ~ S 4axz - -
(X) ><6+ ><6+3><6+ ><6+5><6+6><6
1 7
— 2(14+2---4+6)= —
gl T2 0 =3

7
7 2 7
que X pode assumir (i.e., ao langar o dado, o resultado nunca serd a “saida do nimero %) O que

Convém salientar que, neste caso, o valor médio ou valor esperado de X ndo é um dos valores
serd de esperar é que, se lancarmos o dado um grande nimero de vezes e acharmos a média dos

valores obtidos, esta deve ser aproximadamente 7/2.

Exemplo 3.2 (cont.) No caso da v.a. considerada no Exemplo 3.2, tem-se

r=2

o 3 /%, 3 3423 2*
E(X)—/_Ooxfx(x)d:z:—g/o (4z° — 2x )dx—g [3—2]3:_0—1.

Valor médio de uma funcao de X

Suponhamos que temos uma v.a. X com uma certa distribuicdo de probabilidade e que estamos
interessados em calcular o valor médio, ndo da varidvel X, mas sim de uma certa funcdo de X,
digamos g(X) (por exemplo, calcular o valor médio da v.a. Y = X2, que corresponderia a tomar

g(t) = t?).6 A seguinte proposicio diz-nos como tal pode ser feito.

Proposicao 3.1. Sendo g uma fungdo real, tem-se

Z 9(zk )Pk, no caso discreto,
keK

Eg(X)] =14 .~ (3.13)
/ g(z)fx(x)dx, no caso continuo,

®De notar que, se, por exemplo, a série > 1 Tkpr fosse apenas convergente, sem ser absolutamente convergente, a
sua soma dependeria da ordem dos termos, pelo que o valor médio n3o estaria bem definido.

®Estamos implicitamente a assumir que g é tal que Y = g(X) define uma nova v.a.
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desde que a série e o integral sejam absolutamente convergentes.
Da proposicdo anterior, segue-se facilmente o resultado seguinte.

E(aX +b) =aE(X)+b, paraquaisquer a,b € R. (3.14)

Em particular, se a = 0, obtém-se E(b) = b, ou seja, tem-se que o valor médio de uma (v.a.)

constante é igual ao valor dessa constante.

Exemplo 3.1 (cont.) Retomando a v.a. discreta considerada no Exemplo 3.1, tem-se, por exemplo,

1 1 1 3
E(X?)=02x>+4+12x-+22x> =12,
(X7 =077 "2 472

Exemplo 3.2 (cont.) No caso da v.a. continua considerada no Exemplo 3.2, tem-se

E(X?) = /00 2 fx (x)dx

—00

3 (%, 2
=— | z°(4x — 22%)dx
8 Jo

3[4 2x5r 6
0

8

T — —

5

3.4.2 Variancia populacional

Se X é uma v.a. com valor médio px, a variancia de X, denotada por var(X) ou Ug(, ou por vezes,

apenas por o, é definida como

var(X) = 0% = E((X - MX)2). (3.15)
Temos, assim
Z(azk — 1x )i, no caso discreto,
5 keK
var(X) = o = (3.16)

oo
/ (z — px)?fx(z)dz, no caso continuo.

—00

Tem-se, também
var(X) = E((X — ,uX)2) = B(X? - 2uxX + p%)
= B(X?) = 2ux E(X) + pk = B(X?) — 2u% + 1k
= E(X2) _M§(7
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ou seja, tem-se
var(X) = B(X?) — (E(X)>27

sendo esta a férmula mais usual para efectuar célculos.

Exemplo 3.1 (cont.) No caso do Exemplo 3.1, j& vimos que E(X) =1 e B(X?) = % pelo que sera

3 1
= — — 1 == .
var(X) > 5

Exemplo 3.2 (cont.) No caso da v.a. continua considerada no Exemplo 3.2, jd vimos que E(X) =1

e B(X?) = %, pelo que vird, para a varidncia de X :

var(X) = B(x?) ~ (B(X)) =2 ~1= .

Propriedades da variancia

Temos:

var(aX +b) = a®var(X), para quaisquer a,b € R.

De facto, tem-se

Em particular, para a = 0, obtém-se

e, considerando a = 1, vem
var(X +b) = var(X).

Finalmente, considerando b = 0, tem-se
var(aX) = a®var(X).
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A quantidade \/var(X) = o é chamada desvio padrao tedrico da v.a. X.
O resultado seguinte, cuja demonstra¢do (muito simples) deixamos ao cuidado dos alunos, serd

usado com frequéncia.

Normalizacdo (ou standardizacio) de uma v.a.
Teorema 3.1. Se X é uma v.a. com valor médio E(X) = yu e varidncia var(X) = o2 (desvio padrio

o) (finitas), entdo a v.a.
X —p

g

Y =
tem média nula e varidncia igual a 1 (logo, o seu desvio padrdo também € igual a 1), i.e. tem-se

EY)=0 e var(Y)=1

3.4.3 Mediana e quantis tedricos

Quanto aos quantis tedricos, denotados por x,,, sdo definidos de forma andloga aos quantis empiricos.

O quantil (de probabilidade) p, x,, é definido por

Xp = inf{z : Fx(z) > p}. (3.18)

De salientar que, acordo com esta definicao, o quantil x, € sempre uma valor assumido pela varidvel,
ou seja, o seu calculo com o Mathematica deve ser feito usando a fungcdo Quantile com os
parametros por defeito. Neste caso, contudo, para varidveis discretas, o valor dado pela fungao
Median[x] ndo coincide necessariamente com o dado pela fungdo Quantile[x,1/2]. No caso de
variaveis continuas, o uso de qualquer das funcdes produz o mesmo valor.

No caso continuo, se desenharmos o grafico da f.d.p. fx, p x 100% da drea compreendida entre a
curva fx e o eixo dos zx estard para a esquerda de x, e (1 — p) x 100% para a sua direita; ver
Figura 3.8.

Ainda no caso continuo, se F'x for injectiva (ou equivalentemente, estritamente crescente), entdo
Xp = F~1(p); ver Figura 3.9.

De notar também que, no caso continuo, se a distribui¢do for simétrica (com valor médio p),
entdo os quantis X, e x1-, estdo situados simetricamente em relacdo a y; ver Figura 3.10.

Tal como no caso dos quantis empiricos, o quantil x1 /> é chamado mediana (tedrica) de X e, xp
para p =1/4,2/4,3/4 sdo chamados quartis (populacionais) (respectivamente primeiro, segundo e

terceiro quartis).
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Figura 3.8: Quantil p, x,

Xp

Figura 3.9: Quantil p, x,
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Figura 3.10: Quantis x;, e x1—p de uma distribuicdo simétrica

3.4.4 Moda(s) tedrica(s)
Um valor z,, é dito uma moda de X (ou diz-se que X tem uma moda em z,,), se verificar

e P(X = x,,) = maxgek pk, no caso discreto

o fx(xm) = maxzer{fx(x)}, no caso continuo. ’

Exemplo 3.4. Por exemplo, no caso da v.a. discreta considerada no Exemplo 3.1 tem-se que z,, = 1
é (a dnica) moda.

No caso da v.a. continua do Exemplo 3.2, tem-se que a fungdo fx(x) tem um mdximo absoluto

no ponto x =1, pelo que 1 é uma (a unica) moda de X.

3.4.5 Coeficiente de assimetria e coeficiente de achatamento

O coeficiente de assimetria populacional, 1, é a caracteristica populacional correspondente ao

coeficiente de assimetria empirico b1, dado por (2.9), e é definido por

1
= g (zr — 1)3pe, no caso discreto,
g
By = kelk (3.19)
1 [e.e]
3/ (z — p)®f(z)dz, no caso continuo.
g —0o0

"Por vezes consideram-se também modas relativas, i.e. consideram-se os pontos onde a funcio densidade tem
maximos locais, chamando-se, por exemplo, bimodal a uma distribuicdo cuja f.d.p. tenha dois maximos locais, ainda
que sé tenha um maximo absoluto.
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O coeficiente de assimetria di-nos alguma indicacdo de quanto a distribuicdo se “afasta”de uma

distribuicdo simétrica. Se a distribuic3o é simétrica, entdo 3; = 0.8

O coeficiente de achatamento ou de curtose populacional, 35, é definido por

1
2 Z(mk — 1)*pr, no caso discreto,
o
keK
By = , o (3.20)
4/ (z — p)*f(x)dz, no caso continuo.
g — 0o

3.5 Pares aleatdrios; vectores aleatdrios

Em muitas situagdes, tem interesse considerar duas ou mais varidveis em simultdneo e estudar o seu
relacionamento mutuo. Deste modo, somos levados a generalizar o conceito de v.a., introduzindo
o conceito de vector aleatério. Chamamos vector aleatério de dimensdo n (n € N), o qual
denotamos, em geral, por X = (X1, Xp,...,X,,), a uma funcdo de Q em R",

X =(X1,X2,...,X,) Q= R"
w (X1(w), Xo(w), ..., Xp(w))-
Quando n = 2, temos os chamados pares aleatdrios, vulgarmente representados por (X,Y).
E este o caso que estudaremos primeiramente.

No caso em que as v.a.'s X e Y que formam o par (X,Y’) sdo ambas discretas, este par fica
caracterizado pelo conhecimento da fungcao massa de probabilidade conjunta, i.e., pela fun¢do que
a cada ponto (z, y¢) onde zj pertence ao suporte de X e y; ao suporte de Y associa a probabilidade
pre dada por

pre = P(X =21, Y = yp).

Tem-se, ppe >0e D> ). >y pre = 1.

A distribuicdo deste par é, no caso em que X e Y tém suporte finito, dada geralmente dada na

forma de uma tabela de dupla entrada que contém os valores de X, os valores de Y e os valores de

8Embora o reciproco n3o seja necessariamente verdadeiro.
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pLj.
X\Y | v1 v . oy ...
X1 puin P12 ... P --- | DL
x2 P21 p22 ... P2 ... | D2
T Pk1 Pk2 .-+ Pkt --- | Dk.
p1 P2 . Di .- |

Exemplo 3.5. Considere-se a experiéncia de lancamento de duas moedas equilibradas e seja X a
variavel ja anteriormente considerada, correspondente ao ‘“nidmero de caras obtidas”, e seja Y a
variavel correspondente a ‘diferenca entre o nimero de caras e o niimero de coroas”. A f.m.p.
conjunta do par aleatério (X,Y) é dada na tabela seguinte:

X\Y |y1=-2 yp=0 y3=2

71=0| 1/4 0 0 |1/

T =1 0 1/2 0 1/2

z3=2| 0 0 1/4 | 1/4
14 12 1/4

No caso em que as v.a.'s X e Y s3o continuas, o par aleatério fica caracterizado pela funcao
densidade de probabilidade conjunta

fR>SR
(z,y) = f(z,y)

tal que f(z,y) >0e [7 [7 f(z,y)dedy = 1.

De modo analogo ao caso univariado, temos para qualquer conjunto C' C R?,

Z Z Dkt no caso discreto

k7f:(mkayl)ec

P((X,Y)eC) = (3.21)
// f(z,y)dzdy, no caso continuo.
c

A funcdo de distribuicdo conjunta para um par aleatério (X,Y) é definida, para cada (z,y) €
R? por
F(z,y)=P(X <z,Y <y). (3.22)
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Tem-se, entdo

Z Z Dke; no caso discreto,

kizp<e (ye<y

Fla,y) =1 & 4
/ / f(u,v)dudv, no caso continuo.
—o00 J—00

As distribuicdes de X e Y, chamadas distribuicoes marginais, obtém-se facilmente.

No caso discreto, comecemos por notar que o acontecimento {X = x} pode ser escrito como
a unido, para todos os valores de ¢, dos acontecimentos mutuamente exclusivos {X = x,y = ys},
isto é,
X =z =X =20 =}
¢

Ent3o, usando o axioma P3 da medida de probabilidade, tem-se, denotando por pi. a probabilidade
de X = Tk, i.e. Pk. = P(X = a:k),

pr.=PX =x)=P <U{X = Tk, Y = yz]’)
¢
=Y P(X =ax,y=w)
1
= pre
¢

De modo anélogo se obtém

pe=PY =y) = pre,
B

onde p, denota a probabilidade de Y assumir o valor yy, i.e. py = P(Y = y;). Assim, sabida
a f.m.p conjunta, consegue sempre determinar-se a f.m.p de cada uma das varidveis, somando as
probabilidades conjuntas ao longo dos diferentes valores da outra variavel (estas probabilidades estdo

indicadas na tabela anterior).

Note-se, contudo, que o reciproco ndo é verdadeiro, ou seja, o conhecimento das probabilidades
pr. = P(X = zx) e po = P(Y = yy) ndo permite determinar a probabilidade conjunta pyy = P(X =
TE, Y = Yp).

No caso continuo, o resultado é semelhante. Se A e B sdo dois conjuntos de R, sendo C' =
{(z,y) :x € A,Y € B}, vemos, de acordo com (3.21), que

P(X €AY € B) = /B /A o, y)dzdy = /A /B @, y)dydz.
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Ent3o, tem-se
P(X € A)=P(X € AY € (—00,00))

[ [tz

= /Afx(x)dx,

fx(z) = /_OO f(z,y)dy

é, portanto, a funcdo densidade de probabilidade de X (fungao densidade marginal de X). De

onde

modo andlogo, a densidade marginal de Y é dada por
)= [ty

O caso de vectores aleatérios de dimensdo n é andlogo ao caso bivariado sendo as f.m.p. e f.d.p.

conjuntas fung¢des de n varidveis.

3.5.1 Variaveis independentes

O conceito de acontecimentos independentes estende-se, de um modo natural, ao caso de varidveis.
Duas varidveis X e Y s3o ditas independentes se, para quaisquer conjuntos A e B tivermos
P(X € A)Y € B)=P(X € A) P(X € B).

Pode mostrar-se que isto é equivalente a ter-se
Pke = Pr.p.e, ho caso discreto
e a ter-se

f(z,y) = fx(x)fy(y), no caso continuo.

Assim, as v.a. serdo independentes se a f.m.p. conjunta, no caso discreto (respectivamente a f.d.p
conjunta, no caso continuo) for igual ao produto das f.m.p. marginais (respectivamente, igual ao
produto das f.d.p. marginais).

Exemplo 3.5 (cont.) Relativamente as varidveis aleatdrias consideradas no Exemplo 3.5, tem-se,
por exemplo:
P12 = P(X = xl,Y = y2) = P(X = O,Y = O) = O,
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p=P(X =m)=P(X=0)=;
e
Pz—P(Y=y2)=P(Y:0):%
ou seja,
p12 # pr.p.2;
pelo que X eY ndo sdo independentes.
Dizemos que n varidveis X1, ..., X, sdo independentes, se, para quaisquer conjuntos B, ..., B,

tivermos
P(X;€B1,X2€ By,...,X,, € B,) =P(X1 € B1)P(X2 € By)...P(X,, € By),
o que é equivalente a ter-se
P(Xi=x1,Xo=22,..., X, =a,) = P(X1 =21)P(X2 = x2) ... P(X,, = xp),
no caso discreto, ou a ter-se
[y, 22, wn) = fxy(21) fxo(22) - - fx, (@),

no caso continuo.

Claro que se usarmos o conceito de funcdo de distribuicdo conjunta, teremos que X1, Xo,..., X,
sdo v.a.'s independentes se e s6 se a f.d. conjunta do vector (X1, X»,...,X,,) for igual ao produto
das suas marginais, isto é, se para todo o (z1,x2,...,z,) € R" se tiver,

F(xi,22,...,0p) = P(X1 <21, X0 < 2p,..., X, <)
= P(Xl S xl)P(Xg S 1?2) . P(Xn S xn)
= Fx,(21)Fx,(72) - - - Fx,, (zn)-

3.6 Operacoes com variaveis aleatoérias

Sendo as v.a.'s fungdes, as operagdes entre elas (soma, diferenga, produto,etc) sio definidas do modo
habitual. Por exemplo, sendo X e Y duas v.a.’s associadas ao mesmo espaco amostral €2, define-se

X +Y como sendo a v.a. dada por
(X+Y)(w)=X(w)+Y(w), we.

N3o é dificil de mostrar que a soma X + Y, a diferenga X — Y, o produto XY e o quociente X/Y
(definido quando {w : Y (w) = 0} = (}) s3o novas v.a.’s.
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3.6.1 Valor médio da soma de variaveis aleatérias

Dadas duas v.a.'s X e Y, pode provar-se que
E(X+Y)=E(X)+ E(Y)
(desde que E(X) e E(Y) existam). Mais geralmente, tem-se: tem-se
Teorema 3.2. Dadasn v.a’s X1, ..., X,, tem-se
EXi+Xo+ -+ X,) = E(X1)+ E(X2) + ...+ E(X,), (3.23)

desde que E(X;);i=1,...,n existam.

3.6.2 Covariancia de duas variaveis aleatodria; varidncia da soma de variaveis aleatdrias

Acabamos de referir que o valor médio da soma de v.a.'s é a igual a soma dos respectivos valores
médios. Relativamente a variancia, o mesmo tipo de resultado ndo é, em geral, verdadeiro. Por

exemplo, tem-se

var(X 4+ X) = var(2X) = 22var(X) = 4var(X) # var(X) + var(X).

Comecamos por introduzir o seguinte conceito.

Dadas duas v.a.'s X e Y, a sua covariancia, denotada por cov(X,Y), é definida por
coV(X,Y) = B((X — px)(Y — py))
Segue-se, de imediato, da definicdo, que
cov(X,Y) = cov(Y, X)

e que
cov(X, X) = var(X).

Além disso, tem-se

cov(X,Y) =
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A covariancia goza também da propriedade seguinte:
cov(X +Y,7Z) =cov(X, Z) £ cov(Y, Z),
de onde se obtém facilmente o seguinte resultado
cov(X £Y, X +£Y) = cov(X, X)+2cov(X,Y) + cov(Y,Y).

Tem-se, entdo o seguinte resultado:

var(X £Y) = var(X) + var(Y) £ 2cov(X, Y). (3.24)
Pode provar-se também o seguinte resultado importante. Se X e Y sdo v.a.’s independentes, entdo

cov(X,Y)=0
e, portanto, nesse caso, tem-se
var(X £Y) = var(X) + var(Y).
Mais geralmente, tem-se:

Teorema 3.3. Se X1,...,X,, sdo v.a.’s independentes, entdo

var(Xi + -+ X)) = var(Xq) + - - - + var(X,,)
(desde que var(X;);i=1,...,n existam).

Chama-se correlacao populacional de X e Y e designa-se por px y, ou simplesmente por p, a
quantidade dada por

(X — px)(Y — MY))

3.25
vor (3.25)

p:PX,Y:E<

E imediato concluir que
~ cov(X,Y)

oX0y
A correlacdo populacional tem propriedades semelhantes a correspondente versao empirica:

1. —1<p<1
2. |p| =1 se e sé se existir uma relagdo linear entre X e Y.°

3. Se X e Y s3o independentes, entdo p = 0 (a reciproca ndo é verdadeira).

%i.e., tivermos P(Y = aX +b) = 1, para algum a e algum b em R,
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Modelos Paramétricos

Existem certo tipo de distribuicdes que, quer do ponto de vista tedrico, quer do ponto de vista
pratico, desempenham um papel especial na Estatistica. Neste capitulo, estudaremos algumas dessas

distribuicdes. Outros modelos serdo estudados nas aulas praticas.

4.1 Modelos Discretos

4.1.1 Distribuicao uniforme em n pontos

Se X é uma varidvel aleatéria cujo contradominio é o conjunto de n pontos, {z1,...,z,}, e é tal

que todos os pontos do seu contradominio tém igual probabilidade, isto é, se a f.m.p. de X é dada

por
1
P(X =xr)=—k=12,...,n,
n
diz-se que X tem uma distribuicao uniforme nos n pontos z1, ..., , e escreve-se, abreviadamente,

X ~U{z1,...,2n}.

Exemplo 4.1. Como exemplo de uma v.a. com distribuicdo uniforme, temos a v.a. que representa
o ntimero obtido no lancamento de um dado equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6, a qual

tem distribuicdo uniforme no conjunto {1,2,...,6}.

No caso de ser n = 1, diz-se que a distribuicao é degenerada no ponto z1, tendo-se, entdo

P(X = 1) =1, isto é, a probabilidade 1 estd totalmente concentrada num ponto dnico ponto xj.
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Caracteristicas tedricas do modelo uniforme

Sendo X ~ U{1,2,...,n}! pode mostrar-se que se tem:
o px ="
o o} =15
e a distribuicao é plurimodal

X1/2 = L%J
® 51 =0

e 5=2303— 57)

No Mathematica, a funcdo asociada a distribuicdo uniforme em n pontos é a funcao
DiscreteUniformDistribution.

4.1.2 Distribucao de Bernoulli e distribuicao binomial

Distribuicao de Bernoulli

Suponhamos que se efectua uma experiéncia cujos resultados s3o apenas dois: um, que designaremos
por “sucesso”e outro, que designaremos por “insucesso”. Uma experiéncia deste tipo é dita uma

experiéncia de Bernoulli. Se for X a v.a. cujo valor é X = 1 quando o resultado é “sucesso”e

X =0, quando o resultado é “insucesso”, entdo a f.m.p. desta varidvel aleatéria é da forma

0 1
X = ,
{1—p P

onde p(0 < p < 1) é a probabilidade de “sucesso”(e, claro estd, 1 — p é a probabilidade de
“insucesso”). Uma v.a. cuja f.m.p. é deste tipo, é dita uma variavel aleatéria de Bernoulli (ou
modelo de Bernoulli) com parametro p.2 Se X tem uma distribuicio de Bernoulli com parametro p,
escrevemos X ~ Ber(p).

'Por uma quest3o de simplicidade, consideramos a distribuicdo uniforme nos pontos z1 = 1,22 = 2,..., %, = n.

2Esta distribuic3o tem o nome do matemitico suico Jacob Bernoulli, que viveu entre 1654 e 1705.
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Caracteristicas tedricas do modelo de Bernoulli

Se X ~ Ber(p), com 0 < p <1, tem-se:

® [ix =P

0% =p(l—p)

0 é modade X,sep< %; 1 é modade X, sep > %; assim, X é bimodal se p = % e unimodal
se p # %

_ _1-2p
p p(1-p)

_ 1-6p(1—p)
Po=3+ p(1-p)

A distribui¢do Ber(p) é simétrica quando p = % tem assimetria positiva quando p < é e assimetria

negativa quando p > %

No Mathematica, a fungdo asociada a distribuicio de Bernoulli, ¢é a funcao
BernoulliDistribution.

Distribuicao binomial

Suponhamos agora que efectuamos n repeticdes de uma experiéncia de Bernoulli (com probabilidade
p de “sucesso”e (1 —p) de “insucesso”). Se X representa o nimero de sucessos que ocorrem nestas
n repeticdes, entdo X diz-se uma v.a. binomial com pardametros n e p e escreve-se X ~ Bi(n,p).
Note-se que X pode também ser vista como a soma de n v.a.'s independentes X1,...,X,,, em que
cada X; ~ Ber(p). O caso em que n = 1 corresponde, naturalmente, ao de uma distribui¢do de
Bernoulli. A f.m.p. de uma v.a. binomial com pardmetros n e p, emquen € Ne0 < p < 1, é dada

por

P(X =k) = (Z)pk(l—p)n_k, k=0,1,2,....n. (4.1)

Caracteristicas tedricas do modelo binomial

Se X ~ Bi(n,p), entdo pode mostrar-se que:

® jx =np

o 7% = np(1—p)
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o [p(n+1)] é moda de X

_ _1-2p
* b= v/ np(1-p)
* Go= 3+ A5

Nas figuras 4.1 — 4.3 apresentam-se gréficos da f.m.p. do modelo binomial para diferentes valores
de p, para n = 10.

04
0.3;

0.2

01

e 3
L.
L

Figura 4.1: Fun¢do massa de probabilidade do modelo Bi(10,0.25)

04r
03+
02- 14 4

011

Figura 4.2: Fungdo massa de probabilidade do modelo Bi(10,0.5)

Tal como a distribuicdo de Bernoulli, a distribuicdo Bi(n,p) é simétrica quando p = % tem

assimetria positiva quando p < % e assimetria negativa quando p > %
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04
0.3; [ )

0.2 [ ]

Figura 4.3: Fungdo massa de probabilidade do modelo Bi(10,0.8)

No Mathematica, para trabalhar com a distribuicio binomial, deve wusar a funcao
BinomialDistribution.

4.1.3 Distribuicdo de Poisson

Uma v.a. X com contradominio 0,1,2,... diz-se uma variavel de Poisson com pardmetro A (A > 0),

se a sua f.m.p. for dada por

Y
k!’

Se X tem uma distribui¢do de Poisson com pardmetro \, escrevemos X ~ Poi(\).

P(X=k)=e k=0,1,2,.... (4.2)

Caracteristicas tedricas do modelo de Poisson

Se X ~ Poi()), tem-se:

o uxy = A
° ogf =
e |\| é moda de X (e, se A é inteiro, entdo A e A — 1 sdo modas de X).

1 = - (a distribuicio tem sempre assimetria positiva, sendo esta tanto mais acentuada

VA

quanto menor for o valor de \)
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o 3 =3+ % (a distribuicdo é leptociirtica e a curtose é tanto maior quanto menor for o valor
de \).

Nas figuras 4.4 — 4.6 apresentam-se graficos da f.m.p. da distribuicdo Poi(\) para diferentes valores
de A3

o6t

04
03f °
02f

o1f

56
L 3
o

Figura 4.4: Fungdo massa de probabilidade do modelo Poi(0.5)

[ ] [ )
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[ ]
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o10F
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[ ]
| | | ° . e &
2 4 6 8 10

Figura 4.5: Fungdo massa de probabilidade do modelo Poi(2)

O modelo de Poisson tem uma grande quantidade de aplicacdes em diversas dreas, porque
pode ser usado como uma aproximacdo para o modelo binomial com parametros n e p, quando

n é grande (n é maior que 150, digamos) e p é pequeno (p < 0.01, digamos), o que significa

3A distribuicdo de Poisson foi introduzida por Siméon Denis Poisson (1781-1840), no seu trabalho intitulado
Recherches sur la probabilité des jugements en matiére criminelle et civile, publicado em 1838.
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014} o o
012 °
010" .

008

002k

Figura 4.6: Fungdo massa de probabilidade do modelo Poi(8)

que o “sucesso”é um acontecimento raro. De facto, pode mostrar-se que a distribuicdo Bi(n,p),
desde que n seja suficientemente grande e p suficientemente pequeno, coincide praticamente com a
distribuicdo de Poisson com pardmetro A = np. Este facto justifica o nome de “lei dos acontecimentos
raros” atribuido geralmente ao modelo de Poisson. Para ver que assim é, seja X ~ Bi(n,p) e seja

A = np. Entao,
n _
P(X =k)= (k)pk(l —p)* "

“a () ()

Para n grande e p pequeno, tem-se

n k
(1—/\> ~e n(n 1)}5n k+1)%1 e <1—)\> ~ 1.
n

n

Vemos assim que, para n grande e p pequeno, se tem

)\k
P(X = ~ oA
( _k)Ne kl’

onde A = np.
Alguns exemplos de v.a.'s que obedecem (aproximadamente) ao modelo de Poisson s&o:
1. o nimero de erros tipograficos contidos numa pagina de um livro;

2. o nimero de pessoas de uma certa comunidade que tém mais de 100 anos de idade;

75



Modelos Paramétricos

3. o niimero de lampadas que fundem na primeira hora de utilizacao;

4. o nimero de chamadas telefénicas recebidas num call center, por minuto.

No Mathematica, a fun¢do associada ao modelo de Poisson é a fun¢do PoissonDistribution.

4.2 Modelos Continuos

4.2.1 Distribuicdo uniforme num intervalo

Diz-se que uma v.a. X tem distribuicdo uniforme no intervalo [a,b] C R e escreve-se, abreviada-
mente, X ~ Ula,b], se a sua f.d.p. for dada por

1
2 , sea<xz<b,
fx(z) = —a (4.3)
0, outros valores de x.
fx (%)
I O —
b.a [ [
| |
| |
| |
l l
| | x
a b

Figura 4.7: Fun¢ao densidade de probabilidade do modelo uniforme

A funcido de distribuicdo correspondente é dada por

0, sex <a
Fx(z) = Jgia, sea<xz<b (4.4)
—a
1, sex>b
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F(X)

Figura 4.8: Funcdo de distribuicdo do modelo uniforme

Caracteristicas tedricas da distribuicao uniforme

Se X ~ Ula,b], tem-se:

® ,UX:(IT—H)
o 0% =0gF
o X1/2—a7+b
e 51 =0

e =7 = 1.8 (a distribuicdo ¢ platicirtica).

No Mathematica, a funcdo associada a distribuicio uniforme é a funcdo
UniformDistribution.

4.2.2 Distribuicao exponencial
Uma v.a. X cuja funcdo densidade de probabilidade seja dada, para A > 0, por
0, se x < 0,

Xe ™™ sex>0

(4.5)
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fx (%)

Figura 4.9: Funcao densidade de probabilidade do modelo exponencial

diz-se uma v.a. exponencial com parametro \ (ou ter distribuicdo exponencial com pardmetro \).

Se X tem uma distribuicdo exponencial com pardmetro \, escreve-se X ~ Exp(\).

A func3o de distribuicdo correspondente é dada por

0, se x < 0,

1—e ™ sex>0,

Fx(X)

Figura 4.10: Funcao de distribuicdo do modelo exponencial

A distribuicio exponencial estd geralmente associada a varidveis que medem a quantidade de
tempo que decorre até que um acontecimento especifico ocorra: por exemplo, o tempo (contado

a partir deste instante) que decorre até que ocorra um tremor de terra, ou até que recebamos
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uma chamada telefénica por engano ou o intervalo de tempo entre falhas consecutivas de um dado

aparelho etc.

Caracteristicas tedricas da distribuicao exponencial

Se X ~ Exp(A) A > 0, tem-se:

1

® HX =X
2 1
.O'X—v

e 0 é modade X

_ log2
® X1/2 = —x

e 31 = 2 (a distribui¢do tem sempre assimetria positiva, para qualquer \)

B2 =9 ( a distribui¢do é sempre leptocirtica, seja qual for o valor de \)

No Mathematica, para trabalhar com a distribuicio exponencial, devera usar a funcio
ExponentialDistribution.

4.2.3 Distribuicao normal (ou Gaussiana)

Das distribuicdes continuas, tem especial importancia a distribuicio normal ou Gaussiana*, que os
alunos ja conhecem bem do Ensino Secundério, mas que vamos agora revisitar. Diz-se que uma v.a.
X distribuicao normal ou Gaussiana com pardmetros i e o (0 > 0), e escreve-se abreviadamente
X ~ N(u,0), se tiver f.d.p. dada por

Fxla) = 3 (51) (4.7)
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Figura 4.11: Fung3o densidade de probabilidade do modelo N(u, 0): Esquerda: u = 0;0 = 0.75,1, 2;
Direita: p=-1,0,2;,0 =15

Assim, os parametros p e o da v.a. X ~ N(u,0) sdo o seu valor médio e o seu desvio padréo,

2

respectivamente (ou seja, se preferimos, o< é a varidncia de X).

A distribuicdo normal é simétrica e a sua f.d.p.tem a bem conhecida “forma de sino".

Uma propriedade importante da distribuicdo normal é que, se X ~ N(u,0), entdo Y = aX +
também tem uma distribuicdo normal. Atendendo as propriedades do valor médio e da variancia —
veja as equagdes (3.14) e (3.17) — e ainda ao resultado relativo a standardizagdo de v.a's — Teorema
3.1 — é imediato concluir que a varidvel Z definida por

X—p
R

Z (4.8)

é normal com valor médio 0 e varidncia 1, i.e. Z ~ N(0,1). Neste caso, diz-se que Z é normal
reduzida ou standard. A f.d.p. da normal reduzida é usualmente denotada por ¢ e a sua expressao,
obtida de (4.7) considerando =0 e o =1 é dada por

1
P(z) = ——e /2. (4.9)
A funcdo de distribuicdo da normal reduzida Z é usualmente designada por ® e é dada por

®(z) = \/127? /_ g (4.10)

Note-se que esta fungdo ndo tem uma expressdo analitica, uma vez que a fungdo ¢(x) ndo é integravel

analiticamente.

*0 termo Gaussiana vem do nome do matematico alemado Carl Friedrich Gauss (1777-1855), que desenvolveu e
aplicou este modelo; o termo normal parece ter sido proposto por Francis Galton, matemdtico e estatistico inglés que
viveu entre 1822 e 1911.
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Caracteristicas tedricas do modelo normal

Seja X ~ N(p,0). Tem-se, ent3o:

® Lx = [
2 _ 2.
e 0y =05,

e 4 é (a Unica) moda de X;

® X1/2 = I

e 01=0;

° = 3 (a distribui¢do tem sempre a mesma curtose, independentemente do valor dos pardmetros
)5

No Mathematica, a fungdo associada a distribuicdo normal é a fungdo
NormalDistribution.

Outras propriedades do modelo normal

Para além das propriedades ja referidas, o modelo normal goza ainda de outras propriedades impor-

tantes.

MN1 A somadev.a.'sindependentes com distribuicdo normal é ainda uma distribuicdo normal. Mais
precisamente, se X1 ~ N(u1,01), Xo ~ N(u2,02),..., Xn ~ N(tn,0n) € X1,X0,..., X,

sdo independentes, entdo

Sp=(X1+Xo+ -+ X,) ~N(u,0), onde p =

Em particular, se as n varidveis X1,...,X,, sdo independentes e todas delas tém uma dis-

tribuicdo normal com a mesma média e varidncia , i.e. se X; ~ N(u, o), entdo

Sp=(X1+ X2+ -+ X,,) ~ N(np,oy/n).

®Este resultado justifica, como referimos anteriormente, a classificacdo das distribuicdes (em platicirticas,
mesocurticas e leptocirticas) através da comparagdo do seu coeficiente de curtose com o valor 3; no fundo, esta-
mos a considerar como “standard”o achatamento da distribui¢do normal.

81



Modelos Paramétricos

MN2 Usando o resultado anterior em conjugacdo com a propriedade que ja referimos de que, se
X ~ N(u,0) e Y =aX + 3, entdo Y também é normal, tem-se que se X7 ~ N(u1,01),...,
X, ~ N(up,o0n) e X1,Xo,...,X, sdo independentes, entdo

(1 X1+ -+ apnXy) ~ N(u,0) onde,u:Zaiuiecr: Za}

Em particular, se se Xi,...,X, sdo independentes e todas as varidveis tiverem a mesma
distribuicio X; ~ N(u, o), se designarmos por X a v.a. definida por

. X440 X
X — Q’ (4.11)
n
a que chamaremos média das v.a's Xi,..., X,, tem-se
— o
X ~ N(p, —). (4.12)

N

Note-se que a varidncia da (v.a.) média X é menor do que a das v.a's individuais X; (uma
0-2 2 . P ~ . . ;. -

vez Z- < 0°), ou seja a média X tem tendéncia a estar mais préxima do valor médio y do que

a de cada uma das varidveis individuais X;. Esta tendéncia aumenta a medida que o ndmero

de variaveis aumenta. Como consequéncia imediata do resultado 4.12, temos que

X

— M /n~ N(O,1). (4.13)

g

Como j4 referimos, algumas outras distribuicdes interessantes serdo estudadas nas aulas préticas.

4.3 Teorema Limite Central e Lei dos Grandes Nuimeros

4.3.1 Amostragem

Consideremos uma dada experiéncia aleatéria (por exemplo, langamento de um dado com as faces
numeradas de 1 a 6) e seja X uma v.a. associada a essa experiéncia, por exemplo, a v.a. que
corresponde ao nimero da face que fica voltada para cima. Considerem-se n repeticGes nas mesmas
condi¢Oes dessa experiéncia e sejam X3, X»,..., X, as v.a.'s associadas a cada uma das repeti¢oes.
Ent3o essas varidveis aleatdrias sdo, naturalmente, independentes e, além disso, todas elas tém a
mesma distribuicdo de probabilidade (distribui¢do igual a da v.a. X) — dizemos entdo que as varidveis
sdo independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.).

Consideremos agora uma outra situacdo. Suponhamos que temos uma populagdo com uma v.a.

X em estudo (por exemplo, a varidvel altura na populagdo dos estudantes da Universidade do Minho).
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Consideremos uma v.a. X; associada a altura de um individuo escolhido aleatoriamente dessa
populagdo (i.e., o individuo é escolhido ao acaso, e supomos que todos os individuos da populagdo
tém igual probabilidade de serem escolhidos); seja X» a v.a. associada a altura de novo individuo
escolhido aleatoriamente da populagdo, e assim sucessivamente, até termos n (n € N) varidveis
aleatdrias correspondentes, respectivamente, as alturas de n individuos escolhidos aleatoriamente da
populagdo (individuos esses que constituem uma amostra casual da populagdo). Isto corresponde a
escolher ao acaso, com reposi¢do, uma amostra da populagdo (apds “extrairmos’um individuo da
populac3o, ele é reposto na populacdo) e a considerar as varidveis aleatdrias associadas a cada um

dos elementos da amostra.®

As variaveis X1, Xo, ..., X, assim obtidas sao também independentes e igualmente distribuidas,

sendo a distribuicao de cada X igual a distribuicdo de X.

e Quando, dada uma v.a. X com uma certa distribuic3o, tivermos n v.a.'s X1, Xo,..., X,
i.i.d's com a mesma distribuicdo de X, dizemos que o vector aleatério X = (X1,..., X,,)
é uma amostra aleatéria de dimensao n de X.

e Se x = (x1,...,2,) for um valor observado do vector aleatério X = (X1,...,X,)
dizemos que x = (z1,...,%,) € uma amostra aleatéria observada.

“No caso de segundo exemplo acima considerado, 1 seria a altura do primeiro individuo seleccionado, > a
altura do segundo individuo seleccionado, etc.

Nota: Neste momento, interessa-nos fazer a distincdo entre a amostra aleatéria, enquanto vector
aleatério X = (Xi,...,X,), e a amostra observada (ou amostra de observa¢des), constituida por
dados, x = (x1,...,y). Como ja referimos anteriormente, por vezes chamamos amostra ao conjunto

dos dados, ndo sendo tao “rigorosos” nesta disting3o.

4.3.2 Teorema Limite Central (TLC)

Vimos, na Secc¢do 4.2.3, que a média X de uma amostra aleatéria X = (X1, ..., X,,) da distribuicdo
T . X
normal X ~ N(u, o) tem uma distribuicdo normal N(p, ﬁ) ou, equivalentemente, que =—#./n ~
N(0,1).
Nesta seccdo apresentamos um teorema que contém um dos resultados mais interessantes da

teoria da Probabilidade — o chamado Teorema Limite Central — o qual pode ser visto como uma ex-

®Na prética, é frequente fazer-se amostragem sem reposicdo (por exemplo, quando se faz uma sondagem, os
individuos seleccionados s3o auscultados uma dnica vez) ; no entanto, desde que a dimensio N da populagdo seja
elevada e n seja pequeno, relativamente a N, podemos considerar que a amostragem com reposicao é praticamente
equivalente a amostragem sem reposi¢ao.
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tens3o dos resultados acima enunciados. Informalmente, o TLC estabelece que, sob certas condi¢oes,
mesmo quando as varidveis X; n3o sdo normais, mas apenas i.i.d., a distribuicio da sua média X,
embora n3o normal, pode ser “bem aproximada” por uma distribuicio normal. Mais precisamente,
tem-se:

Teorema Limite Central

2

Sejam X3, X, X3,..., v.a.'s i.i.d. com valor médio u e varidncia finita o< e sejam

Spn=X1+---+ X, (4.14)

X1 +Xo+---+ X,
- .

X=X,=

(4.15)

Considerem-se, ainda, as v.a's Y;, e Z,, definidas por

Sn — np X —pu

= TP a— . 4.16
av/n € o Vo (4.16)

Ent3o, a funcdo de distribuicido de Y;, e a funcio de distribuicdo de Z,, convergem pontualmente

para a fungdo de distribuicdo ® da v.a. Z ~ N(0, 1), ou seja, tem-se

W =

lim P(Yn < ac) —d(z) e n'LmooP<Z“ < ac) = o(z),

n—0o0

onde ®(z) é a fungdo definida por (4.10). ?

“Dizemos, neste caso, que Y, e Z, convergem em distribuicdo para Z ~ N(0, 1) e escrevemos

Yo% Z~N0,1) e Z,%Z~N(0,1)

Por outras palavras, S, é aproximadamente N (nu,o/n) e X é aproximadamente N (u, %) desde
que n seja suficientemente grande. Por vezes, escrevemos

— o
Sp &~ N(np,o/n) e X = N(u, %)
com o significado acima indicado.

Na pratica, isto significa que podemos aproximar probabilidades referentes a varidvel soma S, =
X1+ ---+ X, ou a varidvel média X, por probabilidades calculadas a partir do modelo normal,
seja qual for a distribuic3o subjacente 3s v.a.’s i.i.d X; 7, desde que n seja grande. Se as v.a.'s n3o

forem muito assimétricas, basta que seja n > 30 para obtermos uma aproximagdo razoavel.

"Desde que estas tenham varidncia finita
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Por exemplo, se X; ~ Bi(1,p), temos que S, ~ Bi(n,p) e o Teorema Limite Central diz-nos
que, para n grande, S,, tem distribuicdo aproximadamente N(np, \/np(1 — p)).

Na Figura 4.12, apresentam-se, em sobreposi¢cao no mesmo grafico, a f.m.p. de uma distribuicdo
Bi(100,0.5) e a f.d.p. da N(50,5) (note-se que, para n = 100 e p = 0.5, vem /np(l —p) =
V25 = 5), onde é patente o “ajuste”.

0.08-

0.06-

0.02-

Figura 4.12: f.m.p Bi ~ (100,0.5) (azul) e f.d.p. N(50,5) (vermelho).

O TLC permite também explicar, de certo modo, por que razao se constata que muitos fenémenos
naturais tém uma distribuicdo semelhante a normal, uma vez que muitos deles podem ser considerados

como a ‘“‘soma” de varios “acontecimentos” aleatdrios.

4.3.3 Lei dos Grandes Numeros

Apresentamos agora outro resultado muito importante da teoria da probabilidade, conhecido por Lei
dos Grandes Niimeros (LGN).® Informalmente, podemos dizer que a LGN descreve o que acontece
quando se repete uma mesma experiéncia um grande nimero de vezes. De acordo com a LGN, a
média dos resultados obtidos com um elevado nimero de repeticGes deve estar préxima do valor

esperado (ou valor médio) da distribui¢do correspondente a experiéncia em causa, tornando-se cada

8A LGN foi provada inicialmente por por Jacob Bernoulli, na quarta parte do seu trabalho Ars Conjectandi, publicado
postumamente em 1713.
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vez mais proxima quando o nimero de repeticdes aumenta. De um modo mais rigoroso, tem-se:

Lei dos Grandes Nimeros (LGN)

Seja X1, X»,..., uma sequéncia de v.a.’s i.i.d., cada uma delas com valor médio E(X;) = u. Para
n €N, seja X =X, = % a média de X3, ..., X,. Entdo, para qualquer ¢ > 0, tem-se

nI|_>moo P(|X —ul<e)=1.

Dizemos que X,, converge em probabilidade para ji e escrvemos X, LN .

Como aplicacdo imediata da LGN, suponhamos que efectuamos uma sequéncia de repeticdes inde-
pendentes de uma dada experiéncia aleatdria. Seja A uma acontecimento fixo e seja p = P(A) a
probabilidade desse acontecimento ocorrer nessa experiéncia e 1 — p a probabilidade de n3o ocorrer.
Seja
X, — {1, se A ocorre na i-ésima repeticdo
0, se A n3o ocorre na i-ésima repeticdo

Entdo X; sdo v.a.'s i.i.d. com distribuicio Bi(1,p) e u = E(X;) = p. Neste caso, a v.ia. X =
% representa a frequéncia relativa da ocorréncia de A nas n repeticdes da experiéncia, f,,(4).
A LGN estabelece, portanto, que f,(A) converge (em probabilidade) para p = P(A). Assim sendo,
faz sentido aproximar P(A) pela frequéncia relativa da sua ocorréncia, quando n for suficientemente

grande.

4.4 Distribuicoes relacionadas com a distribuicao normal

4.4.1 A distribuicao qui-quadrado

Consideremos uma amostra aleatéria Z = (Z1, Z»,...,Zy,) dav.a. Z ~ N(0,1), i.e. sejam Z; v.a.s
i.i.d. tais que Z; ~ N(0,1). Chama-se distribuicdo qui-quadrado com n graus de liberdade a
distribuicdo da variavel

Q=Qn=25+2Z5+ -+ 7). (4.17)

Se @ tem uma distribuicdo qui-quadrado com n graus de liberdade, escrevemos @ ~ x2. Pode
mostrar-se que a f.d.p. de Q ~ x2 é dada por

0, para x < 0,

fo(X) = fu(z) = (4.18)

1 —x2/2,.n/2—1
2”/2r(n/2)€ T , para x >0,
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onde I designa a chamada fun¢do gama. °

015~

0.051-

Figura 4.13: f.d.p. da distribuicdo x2;n = 5,10, 15.

Caracteristicas teéricas da distribuicdo x2

Se X ~ x2, tem-se

e Ux =n
. 03(2271
e max{n — 2,0} é moda de X

f1 = 1/8/n (quando n aumenta, o coeficiente de assimetria aproxima-se de zero).

B> =3+ 12 (quando n aumenta, a curtose aproxima-se da curtose da normal).

s

E uma consequéncia imediata da definicdo que a soma de duas v.a.'s independentes com dis-
tribuicdo de qui-quadrado ¢é ainda uma v.a. com distribuicdo de qui-quadrado. Mais especificamente,
se X ~ X2 eY ~ x2, so independentes, entdo (X +Y) ~ x2 ..

Pelo TLC, uma vez que a distribuic3o de qui-quadrado é uma soma de n variaveis independentes!®
ela converge para uma distribuicdo normal. Mais especificamente, se X ~ X%, entdo, quando

°A fungdo gama pode ser vista como uma extensdo da fungdo factorial; tem-se [(n) = (n —1)!, se n € N, e
Ma)= [;" 2% e "dx, para a > 0.

WSendo Zi, ..., Z, independentes, pode provar-se que Z?2, ..., Z2 também s3o independentes.
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n — 00, )\(/;7’;‘ converge (em distribuicdo) para a normal Z ~ N(0,1), ou seja, para n grande, x2 é

aproximadamente N(n,/2n)); veja a Figura4.18.

No Mathematica, a fungdo associada a distribuicdo qui-quadrado é a funcao
ChiSquareDistribution.

4.4.2 A distribuicao ¢t de Student

Se Z e (Q, sdo v.a.’s independentes tais que Z ~ N(0,1) e Q ~ X2, entdo dizemos que a v.a.

T =T, definida por
Z
T=T,=——\/n 4.19
om (4.19)

tem uma distribuicdo ¢ de Student (por vezes apenas referida como distribuicdo t) com n graus de
liberdade. Se T" tem distribuicdo ¢ de Student com n graus de liberdade, escrevemos simplesmente
T ~t,. Pode provar-se que a f.d.p. de X ~ t,, é dada por

ntl 2
)= 130 = e (1 5)

Na Figura 4.14 apresentam-se graficos de f.d.p. da distribuicdo t¢,, para diversos valores de n.

, z€R. (4.20)

Figura 4.14: f.d.p. da distribuicdo ¢,,;n = 1,2, 10.

Caracteristicas tedricas da distribuicao ¢ de Student

Se X ~ t,, entdo:
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Paran > 1, ux =0 (para n =1, ux ndo existe)

e Paran > 2, ag( =15 (paran <2, ag( ndo existe)
e Paran >3, f1 =0 (para n < 3, B1 ndo existe)
e Paran >4, 3, =3+ -2 (para n <4, B, ndo existe)

Pode provar-se que esta distribuicdo é aproximadamente N(0,1) para valores de n grandes.

No Mathematica, a fun¢do associada a distribuicdo ¢ de Student é a funcdo
StudentTDistribution.

4.4.3 A distribuicao F' de Fisher-Snedecor

Se X e Y sdo duas v.a.'s independentes tais que X ~ X% eY ~ an, entdo dizemos que a variavel

V' = Vj,m definida por
X/n
V=Vam=—— 421
tem uma distribuicdo F' de Fisher-Snedecor (ou apenas uma distribuicdo F') com n e m graus
de liberdade. Nesse caso, escrevemos V ~ F}, ,,,. Pode mostrar-se que, se V' ~ Fj, ,,,, entdo a sua

f.d.p. é dada por

0, para x < 0,
fam(z) = £(n=2)/2 (4.22)
Cn,m (m + na) /2 para z > 0,
onde . 2 m/2
r nr—m n m
oy = 2 Tm (4.23)
’ rz)rz)

Na Figura 4.15 apresentam-se graficos da f.d.p. da distribui¢cdo F;, ,,, para n = 2,5,20 e m = 10.

Caracteristicas tedricas da distribuicao F'

Se X ~ F), ,, entdo:

e Param > 2, ux = -5 (para m < 2, ux nio existe)

2 _ ~ .
e Param >4, 0% = % (para m < 4, 0% nio existe)

89



Modelos Paramétricos

10

3 — n=2,m=10
0.8

— n=5m=10

0.6

04l —  n=20m=10

Figura 4.15: f.d.p. da distribui¢do F}, ,,;n = 2,5,20; m = 10.

N3o damos aqui as expressdes do coeficiente de assimetria 81 e do coeficiente de curtose [, por

terem expressdes complicadas.

No Mathematica, para trabalhar com a distribuicdo F', deve usar a funcdo FRatioDistribution.
Pode usa-la, por exemplo, para determinar as expressoes dos coeficientes de assimetria e de curtose.

4.4.4 Distribuicoes por amostragem

Seja X = (X1, X2,...,X,) uma amostra aleatéria da varidvel X e suponhamos que X tem valor
médio 1 e varidncia 0. Relembremos que a média amostral de X71,..., X, é a v.a. dada por
Y- )(14»...+_Xn7
n

e que se tem

2

EX)=pn e var(X)=2. (4.24)
n

Definimos agora uma nova v.a., a que chamamos variadncia amostral, e que denotamos por S2, do

seguinte modo

§2= 13 (x - X2 (4.25)

n—1 pt
A v.a. S = /52 é chamada desvio padrao amostral.

N3ao é dificil de mostrar que
E(S?) =0? (4.26)
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isto é, que o valor médio da v.a. variancia amostral é igual a varidncia populacional.

Distribuicoes por amostragem de uma v.a. normal

No caso particular em que X = (X1, Xp,...,X,,) é uma amostra aleatéria de uma v.a. N(u,0), ja

sabemos que a v.a. X também é normal. Mais precisamente, sabemos que

e, portanto, que -
X—p
g

Vi~ N(0,1).

O teorema seguinte (que ndo demonstraremos) diz-nos qual a distribuicdo da v.a. varidncia

amostral, S?, e garante, além disso, que X e S? s3o v.a.’s independentes.
Teorema 4.1. Se X = (X1,...,X,) € uma amostra aleatdria da distribuicdo N(u, o), entdo:
1. X e S? sdo v.a.’s independentes
2. X ~ N(u, %)
2
3 (n— 1)% ~ Xh-1-

Nota: O resultado 2. ja tinha sido referido anteriormente, sendo aqui apenas relembrado, por uma

questdo de completude.

Como corolario imediato do teorema anterior, tendo em atenc3o a definicdo da distribuicdo ¢ de

Student, tem-se o seguinte corolario.

Corolario 4.1. Nas condicoes do teorema anterior, tem-se

X —
S Iu\/ﬁ"’tn—l

O teorema seguinte caracteriza a distribuicdo do quociente das varidncias de duas amostras
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aleatérias independentes provenientes de distribuicGes normais.

Teorema 4.2. Sejam X = (Xi,...,X,) uma amostra aleatdria de dimensdo n de uma distribuicdo
N(p,0) e Y = (Y1,...,Y,,) uma amostra aleatdria de dimensdo m de uma distribuicio N (', o)
e suponhamos que as amostras sdo independentes uma da outra. Entdo, tem-se

82/0'2
5/2/0"2 ~ Fn—l,m—l

4.5 Distribuicao normal bivariada

Quando temos simultaneamente duas varidveis em estudo, X e Y, eventualmente relacionadas, é
necessario recorrer a pares aleatérios (X,Y), isto é, a distribui¢des bivariadas. De entre as dis-
tribuicGes bivaridas, tem especial importancia a normal bivariada ou binormal, a qual pode ser vista

como uma generaliz¢do da normal para duas varidveis.

Sejam X e Y duas v.a.'s com distribuicdo normal, X ~ N(ux,0;) e Y ~ N(uy,oy). Diz-se
que o par aleatério (X,Y) tem uma distribuicdo normal bivariada ou binormal ou que é um par

gaussiano, se a sua funcao densidade de probabilidade conjunta for dada por

1 .
z,y) = flz,y) = e 201-p)?, 427
Ixy(z,y) = f(z,y) 2rovoy VI 2 (4.27)
onde ) )
2= 2(ayy) = () —2p($_“X)(y_“Y)+(y_“Y) (4.28)
ox ox0y oy

e onde p designa a correlagdo de X e Y. Nestas condi¢des, escrevemos (X,Y) ~ N(ux, uy,ox,0yv, p).

Neste caso, é facil de ver que, se p = 0, entao

z— 2 _ 2
fxy(z,y) = miwe%hff) —3 ()

U S 1 -0 M S 0
\/%O'X \/%O—Y
= fx(x)fy(y)

ou seja a funcdo densidade de probabilidade conjunta é o produto das densidades marginais, isto &,
as v.a. X e Y sao independentes.

Como sabemos, o reciproco é também verdadeiro, isto é, se X e Y s3o independentes, entdo
p = 0. Assim, no caso de um par aleatério (X, Y’) com distribuicdo normal bivariada, tem-se que X
e Y sdo independentes se e sé se p = 0.
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E também imediato reconhecer que, se X ~ N(ux,0,) e Y ~ N(uy,oy) e X e Y forem
independentes, entdo (X,Y’) tem distribuicdo normal bivariada (mas o reciproco ndo é verdadeiro).
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Inferéncia Estatistica

A inferéncia estatistica compreende um conjunto de métodos que tém por objectivo usar a informacao

constante nos dados (amostra) para responder a questdes especificas sobre a populaggo.

Tornamos a relembrar que, dada uma v.a. X com uma certa distribuicdo, dizemos que X =
(X1,X2,...,X,,) é uma amostra aleatéria de X (de dimensdo n), se as v.a.'s X; sdo i.i.d. com
X, isto é, sdo réplicas independentes de X. A um valor observado x = (z1,...,z,) desse vector

aleatdrio, chamamos amostra aleatéria observada.

No ambito da inferéncia estatistica chamamos estatistica a qualquer funcdo das v.a.'s que
constituem a amostra aleatéria, desde que tal fun¢do n3o inclua pardmetros desconhecidos. Note-se
que, neste sentido, uma estatistica é ainda uma v.a.. Também chamamos estatistica a um valor

observado dessa v.a.

Suponhamos que conhecemos a distribuicdo da qual os dados provém, a menos de um ou mais
parametros. Por exemplo, suponhamos que sabemos que os dados provém de uma v.a. com dis-
tribuicdo normal N(u, o), mas que ndo conhecemos i, ou que desconhecemos mesmo . € o, ou que
sabemos que os dados vém de uma distribuigdo Poi()), cujo valor médio A é desconhecido.

Problemas em que a forma da distribuicdo subjacente aos dados é especificada a menos de um
conjunto de parametros desconhecidos e em que pretendemos estimar esses parametros sao chamados
problemas de estimac3ao paramétrica ou de pardmetros.
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5.1 Estimacao de parametros

5.1.1 Estimacao pontual

Suponhamos entdo que conhecemos o modelo X do qual provém os dados, a menos de um ou mais
pardmetros, i.e., por exemplo, que conhecemos a sua f.d. F(x;0), a qual depende de um pardmetro
0 (ou de um vector de pardmetros 0 = (6y,...,0,)) ndo conhecido. P&e-se entdo o problema de

estimar o valor do pardmetro desconhecido 6 (ou de cada um dos pardmetros 6;).

Conhecida uma amostra aleatdria concreta x = (z1,...,%,), podemos interpretar essa amostra

como uma realizagdo de uma amostra aleatéria X = (Xy,...,X,) de X.

Qualquer estatistica (no sentido de v.a.) 7, baseada na amostra aleatéria X, isto é, qualquer
funcdo da amostra aleatéria que n3o envolva o pardmetro desconhecido 6, usada para estimar @, é
chamada um estimador de 6.

O valor observado de T), na amostra concreta x = (z1,...,%,) é chamado uma estimativa de

Assim, um estimador é uma v.a. (com uma certa distribuicdo) e uma estimativa é um niimero
real (que, com uma “boa"escolha do estimador, deverd ser uma “aproximacdo razodvel” para o valor

do parametro).

Por exemplo, um estimador usualmente utilizado para estimar a média u de uma distribuicdo
normal N(u, o), baseado numa amostra aleatéria X = (X1,...,X,,) dessa populagdo é a (v.a.)
média amostral X = 21240 ¢ ym valor 7 = Z+42n obtido a partir da amostra observada (i.e.

concreta) x = (71,...,T,) € uma estimativa de i (correspondente ao estimador X).

H4 varios métodos para encontrar estimadores pontuais e varios critérios que especificam o que

se entende por um “bom estimador pontual’do pardmetro 6.

Seja T = T;, um estimador de um dado parametro 0.} Dizemos que 7T}, é um estimador:

e centrado ou nao enviesado de § se verificar
E(T,) = 0.
A E(T,) — 6 chamamos viés do estimador T}, para 6.

e assimptoticamente centrado se verificar

lim E(T,) = 9.

n—oo

!Usamos o indice n para salientar qual o tamanho da amostra aleatéria em que se baseia o estimador.
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o eficiente se verificar

nl|_>moo var(T,,) =0

e consistente se T,, convergir (em probabilidade) para 6 (na prética isto significa que, para n

grande, a probabilidade de T;, estar préximo de 6 é préxima de 1).

Dados dois estimadores centrados, diremos que é mais eficiente aquele que tiver menor variancia

(devendo esse ser o utilizado).

Nalguns modelos paramétricos, é possivel encontrar um estimador do pardmetro, centrado e
com varidncia minima (i.e. com varidncia inferior & de qualquer outro estimador centrado desse
pardmetro).

Pode mostrar-se que se T,, for um estimador centrado (ou assimptoticamente centrado) e efi-

ciente, entdo T, é consistente.

Exemplo 5.1. Considere-se uma amostra aleatdria (de tamanho n) Xi,...,X,, proveniente do
modelo N(u,1). E natural considerar a média amostral X como estimador para ji.. Como sabemos
(veja 4.12), tem-se E(X) = p e var(X) = %2 = L. Entdo, podemos concluir que a média amostral
€ um estimador centrado e eficiente, pelo que é um estimador consistente. Pode provar-se que este é
o “melhor”estimador centrado que existe para i, no sentido de que ndo ha outro estimador centrado
para [ que tenha menor varidncia do que X.

Exemplo 5.2. No modelo N(u, o), a varidncia amostral S? = ZZZ%TXV é um estimador consis-
tente de o2. De facto, se relembramos o Teorema 4.1, sabemos que

2

—1D=5 ~ 2
(n )0_2 Xn—1

Por outro lado, também sabemos que E(x2 ;) = n — 1 e que var(x2_;) = 2(n — 1); veja a
subseccdo com as caracteristicas tedricas da distribuicdo de qui-quadrado. Assim sendo, temos,

devido as propriedades do valor médio e da varidncia,

E((n—1)f§):n—1:» "l p(s?) = n 1= B(S?) = 02
e
var((n — 1)52) =2(n—-1)= (n(;lyvar(sa) =2(n —1) = var(5?) = 7120_41'

Como E(S?) = 02, concluimos que S? é um estimador centrado para o2. Por outro lado, como

var(S?) — 0 quando n — oo, concluimos que o estimador € eficiente, pelo que serd também
consistente.

Mais geralmente, pode mostrar-se que, em qualquer modelo, S?> é um estimador consistente da

variancia o2.
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Estimativas (e estimadores) de maxima verosimilhanca

Dos varios métodos de estimacdo pontual que existem, referimos, de forma muito breve, o chamado
método da maxima verosimilhanga, que permite, em geral, obter estimadores dos parametros com

boas propriedades.

Novamente, suponhamos que temos uma amostra x = (z1,...,%,) de uma v.a. X, vista como
um valor observado de uma amostra aleatéria aleatéria de X, X = (X1,...,X,,). Designemos por
f(x1,22,...,2,;0) a f.m.p. conjunta, no caso de X; serem discretas ou a f.d.p. conjunta, quando

X sdo continuas. Estamos a supor que f(z1,...,2,;0) é conhecida, a menos do pardmetro 6.

Podemos pensar nessa funcdo como descrevendo a probabilidade de observar a amostra concreta

x = (x1,...,%,), para um determinado valor 6.

A estimativa de maxima verosimilhanga (m.v.) de 6, denotada por 6, é obtida determinando
o valor de 6 que maximiza a fun¢do f(x1,...,xy;0) (considerando os valores de x1,...,z;, fixos).
Dito de outro modo, ao calcular a estimativa 6 de m.v., respondemos a questdo: para que valor do

pardmetro 6 é que é “mais verosimil” que os dados observados tenham sido obtidos?

Segue-se um quadro com as estimativas de m.v. dos pardmetros de alguns modelos mais usuais

Modelo Parametro Estimativa m.v.
Bi(1,) y P=2
Poisson()\) A A=z
N(p, o) I p=%
N(p,0) a b =ymg =/ 3y (zi — 7)?
Exp()\) A A=1/z
Ula, b] a a =z = min;{z;}
Ula, b] b b= T(n) = maxi{z;}.

As estimativas de maxima verosimilhanca tém a chamada propriedade de invaridncia, a qual significa

que a estimativa de maxima verosimilhanca de uma funcdo de 6, 7(6), é dada por 7(0), i.e. que se
tem
7(0) = 7(0).
Dada uma estimativa de m.v., a correspondente estatistica (enquanto v.a.) designa-se por esti-

mador de maxima verosimilhanca.
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Assim, por exemplo, sendo a estimativa de m.v. da média p, no modelo normal N(u,o),

dada pela média amostral (baseada na amostra observada x = {z1,...,2,}), X = LFtin o

n
correspondente estimador de m.v. serd a (v.a.) média amostral X = %

De notar que, de acordo com a tabela acima (e atendendo a propriedade de invaridncia das
estimativas de m.v.), temos que o estimador de m.v. da varidncia populacional ¢ é o momento
centrado de ordem 2,

1< —
My==> (X; - X)°.

n
i=1

Este estimador ndo é centrado, embora seja assimptoticamente centrado e consistente.

5.1.2 Estimacao intervalar

Como acabdmos de ver, no caso da estimacdo pontual para um certo parametro 6, é escolhido um
estimador, i.e. uma estatistica 7' (fungdo da amostra aleatéria X = (X3,...,X,)), com "“boas

propriedades” e calcula-se uma estimativa para 6 com base no valor observado dessa estatistica.

Na chamada estimagcdo intervalar, a ideia é encontrar duas estatisticas 71 e T3, tais que 17 <
T, e para as quais se tenha 77 < € < T, com uma determinada probabilidade (grande e fixada
a priori). Mais precisamente, escolhido um determinado valor de « (pequeno, tipicamente a =
0.05,0.01,0.005), encontram-se duas estatisticas 77 e T para as quais seja

P(T1<9<T2):1—a.

Nesse caso, dizemos que o intervalo (aleatdrio) cujos extremos sdo essas estatisticas 77 e 15, i.e. o
intervalo (71,7%), é um intervalo de (1 — «) x 100% de confianga ou um intervalo com uma
margem de erro de o x 100% para 6. Em vez de um estimador pontual para 6, temos agora um
estimador intervalar para esse pardmetro.

Assim por exemplo, fixada uma probabilidade 1 — « = 0.95, falaremos num intervalo de 95% de
confianga para o pardmetro que estamos a estimar ou diremos que esse intervalo tem uma margem
de erro de 5%.

Quando consideramos valores observados das estatisticas que definem os extremos dos intervalos
aleatdrios, encontramos entdo verdadeiros intervalos da recta real, os quais sdo estimativas inter-
valares para o pardmetro em causa. A estes intervalos chamamos também intervalos de confianga

(neste caso, deterministas, ou seja, ndo aleatdrios) para esse parametro.
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Intervalo de confianca para o valor médio em popula¢dao normal N(u, o), com o conhecido

Comecemos por analisar o caso correspondente a uma amostra aleatéria X = (X1,...,X,,) prove-

niente da distribuicdo normal N(u, ), em que o é conhecido, mas p é desconhecido. Vimos, no

#(X)
1-«
a2 a2
Zo/2 21-q/2

Figura 5.1: Quantis —c = x,/2 € ¢ = X1_q/2 da distribuicdo N(0,1)

capitulo anterior — relembre o Teorema 4.1 —, que a v.a. %\/ﬁ tem uma distribuigdo N(0,1).

Assim, se representarmos por z;_,/» 0 quantil de probabilidade 1 — a/2 da distribuicdo Z ~ N(0,1)

(donde, serd —z;_,/» o quantil de probabilidade a/2) — veja a Figura 5.1 — temos que

P(—zl,a/g < X- M\/ﬁ < zl,a/z) =1-«a

g

ou seja, podemos escrever, explicitando y na dupla desigualdade

— o —
P(X_Zlfa/27n</~"<X+Zlfa/2 =1-a.

7)
vn vn
Podemos, pois, afirmar que o intervalo aleatério

g

(Y — zl,a/Qﬁ,Y—i— zl,a/2%>

(5.1)

contém o valor p desconhecido, com probabilidade 1 — «, ou seja, que o intervalo dado por (5.1)

é um intervalo de (1 — «) x 100% de confianga para p, no contexto de uma populagdo N(u, o),

supondo o conhecido.

Neste caso, as duas estatisticas 77 e T> de que faldmos anteriormente sdo 77 = T3(X7, . ..

X — Zl—a/Z% elh = Tg(Xl, .. .,Xn) =X+ Zl—a/2%-

99
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Nota: Repare que a amplitude dos intervalos de confianga (5.1), que é dada por 2271—04/2%'
diminui quando o tamanho da amostra, n, aumenta e aumenta quando a margem de erro diminui
(ou seja, a confianca aumenta): quando « diminui, i.e quando 1 — « aumenta, o quantil 21-a/2

aumenta, ja que a fun¢do ®(z) é crescente.

Ao afirmarmos que o intervalo dado por (5.1) é um intervalo de (1 —«) x 100% de confianga para
1 queremos dizer que, se calculdssemos intervalos concretos, com base em sucessivas amostras, a
proporcdo de intervalos obtidos contendo o pardmetro p convergiria (em probabilidade) para (1 —«).
Ou, de outro modo, se considerarmos um numero elevado N de amostras, a frequéncia relativa

nimero de intervalos que contém pu
N

In=
deverd ser proxima de 1 — a.

Exemplo 5.3. Admita que a varidvel aleatdria que representa o tempo de vida (em horas) de uma
determinada bactéria tem distribuicio normal N(u,0) com o = 0.18. Foi estudada uma amostra
aleatdria de 8 bactérias desse tipo e o tempo médio de vida dessas bactérias foi de 1.63. Determine

um intervalo de 95% de confianca o pardmetro . dessa distribuicdo.

Resolugdo: Temos T = 1.63, 0 = 0.18 , n = 8 e a« = 0.05. Se determinarmos o quantil de
probabilidade p = 1 — a/2 = 0.975 da distribuigdo N(0,1), tem-se que zp 975 = 1.96. Entdo, vem

7 106218 012,

Z — = 1.

pelo que um intervalo de 95% de confianca para . é
(1.63 — 0.12,1.63 + 0.12) = (1.51,1.75).

E importante salientar que, ao dizermos que (1.51,1.75) € um intervalo de 95 x % de confianga para
W, ndo estamos a afirmar que a probabilidade de p pertencer ao intervalo (1.51,1.75) é de 0.95.
Este intervalo, obtido com a amostra particular, ou contém ou ndo contém p — ndo resta nenhuma
aleatoriedade quando usamos a amostra concreta, por isso falar em probabilidade ndo faz qualquer
sentido. Quando dizemos que esse intervalo é um intervalo de 95% de confianca para p, isto deve
ser interpretado apenas no seguinte sentido: “esse intervalo foi obtido por um processo que, em
aproximadamente 95% dos casos, fornece intervalos que contém p.”

Nota: O intervalo de confianga (5.1) para o valor médio, supondo a varidncia conhecida (finita),
pode também ser utilizado para um modelo n3o normal, no caso de termos uma amostra de grande

dimens3o, em consequéncia do Teorema Limite Central. Mais precisamente, neste caso apenas
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poderemos afirmar que, para n grande, se tem
_ o — o
P(X — Zlfa/zﬁ <p< X+ Zlia/z%) ~1-—a.
Assim sendo, dizemos que o intervalo (Y — zl,a/zﬁ,y + zl,a/2%> é um intervalo de aprox-
imadamente (1 — a) x 100% de confianga para p, ou que é um intervalo de (1 — «) x 100% de

confianga assimptdtico para o valor médio L.

Intervalo de confianca para o valor médio em populagao normal N(u, o), com o desconhecido

Vejamos agora o caso (mais realista) de termos uma amostra aleatéria X = (X7, ..., X,,) proveniente
da distribui¢do normal N(u,0), em que 1 e o sdo ambos desconhecidos. Neste caso, o intervalo
(5.1) ndo é um estimador intervalar para p, uma vez que os seus extremos envolvem o pardmetro
desconhecido o, ou seja, ndo sdo estatisticas. Mas, sendo X ~ N(u, o), sabemos, pelo Teorema 4.1,
que a v.a. @ n, em que S é a v.a. desvio padrdo amostral, tem distribuicdo ¢ de Student com
n — 1 graus de liberdade. Assim sendo, tendo em conta a simetria da distribuicdo de t de Student,
se designarmos por t,_;1_,/2 0 quantil de probabilidade 1 — «/2 de ¢, 1, teremos

X —p

S

P(~th_11-a/ < Vi <tp_11-qp)=1-a

ou seja, teremos que

_ S o g
P(X - tn—Ll—a/ZW <p< X+ tn*l,l*(x/Z%) =1—-«a

ou seja, podemos dizer que

_ S S
(X - tn—l,l—a/2%7X + tn—l,l—a/Z%)

é um intervalo de (1 — a) x 100% confianga para o valor médio u, no contexto de uma distribuicdo

(5.2)

N(p, o) com o desconhecido.

Intervalo de confianca para a varidancia em popula¢do normal N(u, o)

Suponhamos agora que temos uma amostra aleatéria X = (X1, ..., X,,) proveniente da distribui¢do
normal N(u,0), em que o é desconhecido, e que pretendemos obter um intervalo de confianga para

o (ou para a variancia o2).

2 . . -~ H
Sabemos que a v.a. (n — 1)% tem uma distribuicdo X%—r Sendo u,—1,1—a, O quantil de

probabilidade 1 — «/2 da distribuicdo X%fl € Up_1,4/2 O quantil de probabilidade a/2 da mesma
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distribuicdo (neste caso, como X721—1 ndo € simétrica ndo temos u,_1 /> = —Un—1,1-a,), Podemos

escrever )

S
P(“n—17a/2 <(n— 1); < un—l,l—a/2) =1l-«a
de onde se obtém . .

Up—1,1—a/2 Up—1,0/2
Concluimos, assim, que
n—1 n—1
( S2, 52) (5.3)
Up—1,1—a/2 Un—1,a/2

2

é um intervalo de (1 — «) x 100% de confianga para 0. Consequentemente, ter-se-3 o seguinte

intervalo de (1 — «) x 100% de confianga para o desvio padrdo o, no dmbito de uma distribui¢do

-1 -1
( n S, |- S). (5.4)
Up—1,1—a/2 Up—1,0/2
No quadro seguinte, apresenta-se uma tabela dos intervalos de confianca em populagdo normal
N(u,0).

Notacoes

normal N(u,o):

Em tudo quanto se segue, os quantis p das distribuicdes Z ~ N(0,1), T ~t, , U ~x2 eV ~ Fum
serao denotados por 2y, typ, Unp € Unmp, respectivamente.

INTERVALOS DE DE CONFIANGA EM POPULAGAO NORMAL N(u, o)

e Intervalo de (1 — ) x 100% de confianca para p (o conhecido)

(Y = Zl—a/2% , X + Zl_a/Q%)

e Intervalo de (1 — ) x 100% de confianca de para i (0 desconhecido)

— S — S
(X - tnfl,lfa/2% , X +tn71,1fa/2%>

e Intervalo de (1 — a) x 100% de confianca para o

( n—1 2 n—1 S2>

Up—1,1—a/2 Un—1,a/2
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Intervalo de confianca (assimptético) para p em populacdo Ber(p)

Seja X uma v.a. de Bernoulli com pardmetro p (desconhecido) e X = (X7y,...,X,,) uma amostra

aleatdria de X, i.e. Xi,..., X, sdo independentes e X; ~ Ber(1,p). Como sabemos, o valor médio

de X; é 4 = p e a sua variancia é dada poris2 = p(1 — p). Assim sendo, pelo Teorema do Limite

Central, se n for grande, temos que a v.a. —~—2—./n pode ser aproximada pela N 0,1). Entdo, se
g q m\f p p pela N(0,1)

¢ = 21_o/2, Podemos escrever, se n for grande

X -
V(1 =p)

Com base na desigualdade anterior, e com algum esforco, pode entdo obter-se o seguinte intervalo

P<—0< \f<c>~1—a

de 100(1 — )% de confianga (assimptdtico) para p:

<2nX +c? — zl,a/2\/4nf 12X X + A+ c\/4ny +c? — 4nX2) B
2(n+ c?) ’ 2(n+ c?) O A2
(5.5)
Como a expressdo do intervalo anterior é bastante complicada, usa-se muitas vezes um intervalo de

confianga aproximado mais simples, dado por

INTERVALO DE CONFIANGA EM POPULAGAO Ber(p)

Intervalo de (aproximadamente) (1 — ) x 100% de confianga para p

7 l—X
X —z_ a/z\/ , X + 21 a2\ — )

Nota: A justificagdo deste outro intervalo de confianca assimptdtico baseia-se no facto de se
oder mostrar que a v.a. Y = —2=2_ /i, onde j é o estimador de m.v. de p (ou seja, p = X) ser
p q m\f P p (ou seja, p = X)
aproximadamente N (0, 1), quando n é grande.

Intervalo de confianca para a diferenca dos valores médios de duas populacdoes normais
(amostras independentes, o e ¢’ conhecidos)

Passamos agora ao caso do estudo de duas amostras, comecando com o caso de duas amostras

independentes provenientes de modelos normais.

Consideremos, entdo, duas amostras aleatérias Xi,..., X,, e Y1,...,Y,,, independentes (uma da
outra), provenientes de duas v.a.'s X ~ N(u,0) eY ~ N(u/,0'), em que pu e i/ sdo desconhecidos,
mas em que o e o’ sio conhecidos. Neste caso, devido aos resultados estabelecidos no Capitulo 4
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(relativos a combinagdes lineares de v.a.'s normais e independentes) facilmente se conclui que a v.a.
== 5 . . -~ 2 2 . P
X —Y tem distribuicio N(u — ', 0*) onde o* = /% + % Isto significa que temos

XV —(u—p)

O-*

~ N(0,1).

Ent3o, de modo andlogo ao que fizemos para encontrar um intervalo de confianga para o valor médio
numa populagdo normal (com o conhecido), obtém-se o seguinte intervalo de (1 — a) x 100% de

confianca para a diferenca dos valores médios p — '

(Y —Y — 210", X -Y + zl,a/20*>,

onde, como habitualmente, reservamos a notagdo z, para o quantil de probabilidade p da normal
reduzida Z ~ N(0,1).

Intervalo de confianca para a diferenca dos valores médios de duas populacdes normais
(amostras independentes, o e ¢’ desconhecidos, o = ¢”)

No caso em que o e o’ sdo desconhecidos, mas iguais entre si, isto é, no caso de sabermos que

o = o', pode provar-se que a v.a.
XY ()

Sey/E+ %

n —1)8? + (m — 1)S"
n+m-—2
tem uma distribuicdo ¢ de Student com n + m — 2 graus de liberdade. Assim, fazendo uso dessa

T

onde

51%:(

)

variavel, facilmente se determina o seguinte intervalo de (1 —a) x 100% de confianga para a diferenca

dos valores médios, neste caso:

- = 1 1 & = /1 1
(X -Y - ZL’n-l-m—Z,l—oz/ZSP -+ X-Y+ tn+m—2,1—a/25P -+ 7) :
n m n m

Intervalo de confianca para a diferenca dos valores médios de duas populacdoes normais
(amostras independentes, o e ¢’ desconhecidos)

Se o e o’ s3o desconhecidos e quaisquer, é ainda possivel obter uma férmula aproximada para o
intervalo de confianga para a diferenga dos valores médios (aproximagdo de Welch-Satterhwaite), o
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qual envolve uma modificacdo nos graus de liberdade da distribuicdo de ¢ de Student. A expressdo

do intervalo de (aproximadamente) (1 — a) x % confianga ¢ a seguinte:

— — S22  gr2z __ 2  gnr
(X_Y_ty,l—a/Z ?+F,X_Y+ty,l—a/2 e

onde v é natural mais préximo de

2
S2 S/2
(7 T W)

S4 Sr4
n2(n—1) + m2(m—1)

(S
Il

Intervalo de confianga para o quociente das variancias de duas populacdes normais (amostras
independentes)

No caso que temos vindo a considerar, de duas amostras independentes provenientes de modelos

normais X ~ (u,0) e Y ~ (u/,0’), sabemos, pelo Teorema 4.2, que a v.a.

_ 52/0.2

V= 5/2/0/2

tem uma distribui¢do Fj,—1,—1 (i.e. uma distribuicdo F' de Fisher-Snedecor com n —1 e m — 1
graus de liberdade). Com base nesta v.a., é facil de obter o seguinte intervalo de confian¢a de

(1 — a) x 100% para o quociente de varidncias 02 /0"?:

( 1 52 1 52 )
Un—1,m—1,1-a/2 52 Un—1,m—1,0/2 S2)°
onde v,_1,m—1, designa o quantil de probabilidade p da distribuicdo Fj,_1 1.

Nota: Se substituirmos os extremos deste intervalo de confianca, pelas suas raizes quadradas,

obteremos um intervalo de confianca para o quociente dos desvios padrdes o /o’

No quadro seguinte, apresenta-se uma tabela dos intervalos de confianga para a diferenca de
valores médios e para o quociente de variancias em duas populagdes normais, no caso de amostras

independentes.
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INTERVALOS DE DE CONFIANGCA EM DUAS POPULAQ@ES NORMAIS
Amostras Independentes

e Intervalo de (1 — a) x 100% de confianga para p — 1/ (o, o’ conhecidos)

- N 0'2 0-/2 _ . 0-2 0-12
(X_Y_zl—a/2\/;+ﬁv X—Y—i‘zl—a/z\/;—i‘E)

e Intervalo de (1 — «) x 100% de confianca para p — ¢/ (0 = o’ desconhecido)

L, 1 1 — /1 1
<X -Y - 75n—&—m—2,1—oe/ZSP = = X-Y+ 75n—&—m—2,1—oz/ZSP —+ 7)3
n m n m

\/(n—l)S2+(m—1)S’2
Sp =
n+m—2

e Intervalo de ~ (1 — ) x 100% de confianga para ;. — 1/ (0,0’ desconhecidos)

— S2 gr __  __ S22 gr
(X =¥ —tiaapy 5 + 0 T =Tt turap 5+ 1),
2
52 Sl2
(W + W)

S4 Sr4
n2(n—1) + m2(m—1)

v natural mais préximo de 7 =

e Intervalo de (1 — a) x 100% de confianga para 02 /c"

( 1 S? 1 S )

27 !’
Vp—1m—1,1-a/2 9 Un_1m-1,0/2 5"

Intervalo de confianga assimptético para a diferenga de propor¢oes em modelos Ber(p) e
Ber(p') (amostras independentes)

Consideremos agora o caso de duas amostras aleatdrias independentes, de dimensdes n e m, prove-

nientes de distribuicdes Ber(p) e Ber(p'), respectivamente, em que p e p’ sdo desconhecidos. Ent3o,
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como consequéncia do Teorema Limite Central, podemos concluir que, desde que n e m sejam

grandes, se tem

X-Y=N p—p’,\/ +

n m

- = p(1—p) p’(l—p’))

ou seja, que -
X-Y—(p-7)

7 =
\/p(ln—p) + p'(1-p’)

~ N(0,1).

m
Com base neste resultado, é possivel encontrar um intervalo assimptético de aproximadamente (1 —
«)100% de confianga para a diferenca dos pardmetros p e p’. Tal como no caso do intervalo de
confianga para p, também aqui a expressdo obtida directamente usando a v.a. Z acima é complicada.

Um intervalo de confiangca (menos preciso), mas mais simples, é o seguinte.

(X_Y_Zl_a/z\/xu—)() \Ya-v X_Y+Zl_a/2\/X(1—X) +Y(1—Y))'

n m n m

Intervalo de confianca para a diferenca de valores médios (amostras emparelhadas, modelo
binormal)

No caso de duas amostras aleatdrias que n3o s3o independentes entre si, mas sim emparelhadas,
(X1,Y1),...,(X,,Ys), podemos encard-las como uma amostra aleatéria de dimensdo n de um par

aleatdrio (X,Y) (em que as varidveis X e Y ndo s3o necessariamente independentes).

Por exemplo na amostra emparelhada anterior, se as v.a.'s X e Y representam, respectivamente,
o peso de um individuo antes e depois de um certo tratamento de emagrecimento, cada par (X;, Y;)
diz respeito aos pesos antes e depois do tratamento do individuo i. Se a amostra é aleatéria, este par
é independente de qualquer outro par (X;,Y;). No entanto, para cada i, X; e Y; estdo relacionados
(ndo sdo independentes).

No que se segue, vamos considerar o caso em que amostra provém de um par aleatério (X,Y)
com uma distribuicdo binormal N(u, i, 0,0’,p). Neste caso, pode provar-se que a v.a. diferenca,
D = X —Y, tem uma distribuigdo normal, com valor médio u — /' (e com varidncia dada por
02 + 0% —2cov(X,Y) = 0% + 0> — 2poo’, onde p é a correlagio de X e Y). Se usarmos o
intervalo de confianca usual para uma populagdo normal com varidncia desconhecida para a amostra
Di=X1—-Y1,...,D, = X,, — Y, proveniente desta v.a. D, obtemos de imediato o intervalo de
(1 — @) x 100% de confianga para a diferenca dos valores médios 1 — i’ apresentado no quadro

seguinte.
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INTERVALO DE DE CONFIANGA EM POPULAQFAO BINORMAL
Amostras Emparelhadas

Intervalo de (1 — &) x 100% de confianca para p — 1/ (o, o’ desconhecidos)

= Sp — 5} 1 < —
(D - tn—l,l—a/ZTDﬁ ) D + tn—l,l—a/ZT%)a SD = b Z(D’L - D)2
i=1

Intervalos unilaterais

Todos os intervalos de confianca referidos até agora s3o intervalos bilaterias, baseados no uso de duas
estatisticas 77 e T, para as quais se tem P(77 < 0 < T>) = 1 — o. Podemos também considerar
outro tipo de intervalos, ditos unilaterais, com um dos extremos infinito. Mais precisamente, se
encontramos uma estatistica 71 tal que P(71 < 0) = 1 — «, entdo diremos que o intervalo (T4, +00)
é um intervalo (unilateral) de (1 — a)% de confianga para §. De modo andlogo, se tivermos uma
estatistica 1> tal que P(6 < T») = 1—c, diremos que o intervalo (—oo, T2) é um intervalo (unilateral)
de (1 — ) x 100% para 6.

Consideremos novamente o caso de uma amostra X = (Xi,..., X;) proveniente de uma dis-
tribuicdo normal N(u, o) com o conhecido. Como Z = %\/ﬁ ~ N(0,1), se z1_q for o quantil

de probabilidade 1 — « da normal reduzida, podemos afirmar que

X —
P<7M\/ﬁ< 21_a> —1-a
g

ou seja, que
o

P(Y—zl,a\/ﬁ<u) =1-aq.

Temos, ent3o, o seguinte intervalo de (1 — «) x 100% de confianga unilateral para p:

— o
(X - Zl_a% s +OO> . (56)
De modo andlogo, temos também (tendo em conta que z, = —21_4)

X —
P( M\/ﬁ>—z1_a):1—a
o

ou seja, temos

X —
P( “\/ﬁ>—zl_a) —1-q,

g
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de onde se obtém

P(u <Y—|—zl,a%) =1-q.

Tem-se, assim, outro intervalo de (1 — «) x 100% de confianca unilateral para p:

— o

(—oo, X+ zl_a—). (5.7)
NLD

Outros intervalos de confianca unilaterais correspondentes as casos bilaterias anteriormente estudados

seriam obtidos de modo andlogo. Por exemplo, deixamos ao cuidado dos alunos verificar que um

intervalo de (1 — «) x 100% de confianca para a diferenca de valores médios i — 1/, em populagdes

normais, com variancias conhecidas, serd

(Y—?—zl,aa*,ﬂm), onde ox=14/2 + 2.
n

5.2 Testes de Hipoteses

5.2.1 Generalidades

Os chamados testes estatisticos constituem uma parte muito importante da inferéncia estatistica.
Neste curso introdutdrio, limitamo-nos a estudar alguns exemplos de testes paramétricos, i.e. testes
sobre valores de parametros de uma distribuicdo. Tal como no caso da estima¢do de um parametro,
partimos de uma amostra, (z1,...,%,), que admitimos ser uma realizacdo de uma amostra aleatéria
(X1,...,X,) de uma determinada populagdo, cuja distribuicdo F'(x;6) é conhecida a menos de
um parametro 6 (ou de um vector de parametros #).? Contudo, em vez estimar explicitamente um
pardmetro desconhecido, o que pretendemos agora € usar essa amostra para testar uma hipdtese (i.e.

uma conjectura) particular sobre esse pardametro desconhecido.

Uma hipétese estatistica é, em geral, uma conjectura ou afirmagdo sobre um (ou mais) parametro(s)

de uma distribuicdo. E chamada uma hipdtese, porque n3o sabemos se é verdadeira ou falsa.

Por exemplo, considere-se uma distribuicdo normal N(u, 1), com valor médio desconhecido e
cuja variancia é conhecida (igual a 1). A afirmagdo “u é igual a 1”é uma hipdtese estatistica, bem

como a afirmacdo “u é menor do que 1".

2Consideramos o caso de uma tinica amostra, por uma questio de simplicidade na descricdo; no entanto, iremos
também estudar testes envolvendo duas populagdes, por exemplo, caso estejamos interessados em fazer testes para a
diferenca de médias, etc.
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Chamamos hipétese nula a hipdtese que pretendemos testar e designamo-la por Hy. Em geral,
é formulada uma hipétese alternativa, que designamos por H1.3 Nesse caso, dizemos que estamos
perante um teste de hipdteses (sobre o pardmetro que estamos a testar) e que vamos testar a hipdtese
Hy versus a hipétese H; (escrevemos, abreviadamente Hy vs Hi). Quando referimos que H; é uma
hipétese alternativa, queremos dizer que Hp e H; devem ser incompativeis, i.e., se se verificar Hy

nao pode verificar-se Hi.

Exemplo 5.4. Suponhamos que temos uma moeda e que pretendemos saber se ela é ou ndo equili-
brada. Estamos, assim, perante um modelo de Bernoulli Ber(p), em que p € a probabilidade de sair
cara. Neste caso, portanto, queremos testar a hipotese Hy : p = % vs Hy :p # %

Chama-se teste de uma hipdtese estatistica a uma regra usada para decidir se rejeitamos ou n3o

a hipétese Hy.

Essa regra vai ser baseada na utilizacdo de uma estatistica de teste, que é uma funcdo
T = T(X1,...,X,) da amostra aleatéria X = (Xi,...,X,). Nos casos que vamos considerar,
essa estatistica envolve sempre um estimador do pardmetro que estamos a testar e é tal que a sua

distribuicdo, supondo a hipétese nula verdadeira, é totalmente conhecida.

Por exemplo, suponhamos que estamos perante uma amostra proveniente de uma distribuicdo
N(u, o), com u desconhecido e o conhecido, e que pretendemos testar Hy : = po vs H1 @ i # po.
Neste caso, serd natural considerar como estatistica de teste a v.a. T = T(Xy,...,X,) = X
(uma vez que X é um “bom”estimador para i) ou, se for mais conveniente, T = T'(X1, ..., X,) =
@ n, a qual envolve o estimador X para 1 e é tal que, se it = jio, tem uma distribuic3o conhecida,
N(0,1).

Com a ajuda desta v.a. T" e dependendo de um valor « de probabilidade, por nés fixado, vamos
definir uma regido do plano, ¥ = ¥ («), a chamada regiao critica ou regidao de rejeicao, sendo o

teste da da forma: ‘“rejeite-se Hyp seesdseT € €.

Na pratica, naturalmente, a hipdtese Hy sera rejeitada se e sé se o valor observado da estatistica,

T(x1,...,xy), estiver na regido critica €.

Note-se que ao tomar a decisdo de rejeitar ou ndo a hipdtese nula, podemos cometer dois tipos de
erro: o primeiro consiste em rejeitar Hy, sendo Hy verdadeira e o segundo, consiste em nao rejeitar
Hy, sendo H; verdadeira (e, portanto, sendo Hy falsa). No primeiro caso dizemos que cometemos
um erro de tipo | ou erro de primeira espécie e no segunda caso dizemos que cometemos um
erro de tipo |l ou erro de segunda espécie.

3Alguns autores preferem a notacio Ha.



Inferéncia Estatistica

Em geral, consideramos mais grave cometer um erro de tipo | do que um erro do tipo Il. Assim,
especificamos um certo valor a pequeno (tipicamente v = 0.1, « = 0.05 ou v = 0.005) e escolhemos
um teste que garanta que a probabilidade de cometer um erro do tipo | seja igual a «. A este este

valor de o, chamamos nivel de significancia do teste.

Denota-se por 5 a probabilidade de cometer um erro de segunda espécie, i.e.
B = P(n3o rejeitar Hy| Hverdadeira).

O valor 1 — 3 (i.e. a probabilidade de rejeitar Hy sendo H; verdadeira) é a chamada poténcia do
teste.

5.2.2 Testes paramétricos em modelo normal

Testes sobre o valor médio em populagdo normal (o conhecido)

Suponhamos que dispomos de uma amostra observada (z1, ..., ;) correspondente a uma amostra
aleatéria (X7, ..., X,) proveniente de uma distribuicdo N(u, o), com u desconhecido e o conhecido

e que pretendemos testar a hipdtese nula
Ho:p=po

versus a hipdtese alternativa
Hy > po,
onde o é uma certa constante dada. Este tipo de hipdtese alternativa é dita uma hipdtese unilateral.
Como X é um estimador natural de 1, faz sentido, atendendo a forma da hipdtese alternativa
Hjy, procurar uma regido de rejeicdo definida por uma expressdo da forma

X > k. (5.8)

Assim, se desejarmos um teste com nivel de significincia «, devemos determinar o valor k para o

qual se tenha um erro de tipo | igual «, isto é, k deverd ser tal que se tenha

P(Y > k| Hp verdadeira) = P(Y >klp= uo> =a. (5.9)
Neste caso, como ¢ é conhecido, se a hipdtese nula se verificar, isto é, se ;1 = g, sabemos que a
v.a. _
X _
z=2"H 5
o
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tem distribuicdo N(0,1). Ent3o, a equacdo (5.9) é equivalente a ter-se

P(Z > K _0“0 ﬁ) - a. (5.10)

Conclui-se entdo que %\/ﬁ deverd ser o quantil de probabilidade 1 — « da distribuicio normal
standard, i.e. deve ter-se

ou seja, devera ter-se
(5.11)

Figura 5.2: Quantil de probabilidade 1 — « da distribuicdo N(0,1), 21—

Substituindo o valor de k dado por (5.11) na equagdo (5.8), vemos que o teste (ao nivel de

significAncia «) é descrito do seguinte modo:

Rejeite-se Hy se e s6 se
— o
X > po+21-a—F—

n

ou, de modo equivalente,

Rejeite-se Hy se e s6 se

X — o

Z = \/ﬁ > Z1—a-

Claro estd, que, perante a amostra observada concreta x = (x1,...,%,), a decisdo serd de rejeitar
Hy se e sé se valor observado da estatistica de teste Z estiver na regido critica, i.e. se e sé se for

T —
Mo\/ﬁ > Zl1-a-
g
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Note-se que

g
V> ziq <= o <T—21-0—F

Vn

_ o
— po ¢ (m - Zl—a%, +OO)

T — o

Mas, (f—zl_a% , +oo> é o intervalo de confianc¢a unilateral para p, no caso o conhecido, deduzido
anteriormente; veja a Equagdo (5.6). Em conclusdo: este teste equivale a tomar a decisdo com base
num intervalo de confianca unilateral para u — rejeita-se Hy se e sé se 1o nao pertencer a esse

intervalo de confianca.

Seguindo uma metodologia totalmente anidloga se obtém os testes para o caso de outra hipdtese
unilateral
Ho:p=po vs Hi:p <o

ou para o caso de uma hipdtese bilateral
Ho:p=po vs Hy:p# po.

No primeiro caso, o teste serd equivalente a tomar a decisdo com base no outro intervalo de
confianga unilateral para p, dado por (5.7); no segundo, a decisdo deve ser tomada com base no

intervalo de confianca bilateral correspondente a (5.1).

Valor de probabilidade p (valor-p)

Em alternativa a abordagem de fixar a priori o nivel de significancia do teste (e, consequentemente,
rejeitar ou ndo Hy em fungdo do valor observado da estatistica do teste), pode calcular-se o chamado
valor-p (ou nivel de significancia do resultado), o qual é dado pela probabilidade de observar um
valor da estatistica de teste t3o ou mais “extremo”do que aquele que foi observado, supondo Hj
verdadeiro. Por exemplo, no caso do teste para a média de uma populagdo normal N(u, o) com o

conhecido, em que queiramos testar i = pg vs pu # ', o valor p é dado por
p="P(121=I2),

onde z é o valor observado da estatistica de teste, z = @ n, e em que que Z ~ N(0,1).

A decisdo de rejeicdo é, entdo, baseada nessa probabilidade. Assim, se ao valor observado da
estatistica corresponder um determinado valor-p, ndo ha razbes para rejeitarmos H, para niveis
de significancia inferiores a esse valor, mas rejeitaremos Hy para niveis de significincia iguais ou

superiores a esse valor. Por exemplo, se o valor-p calculado for inferior a 0.05, considera-se o
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resultado significativo ao nivel 5%, havendo evidéncia para rejeitar Hy (a esse nivel). Se o valor-p
for inferior a 0.01, considera-se o resultado significativo ao nivel 1%, havendo grande evidéncia para

rejeitar Hy.

Até aqui considerdmos apenas o caso em que a hipdtese nula é da forma Hp : u = pg. No
entanto, pode mostrar-se que, se, por exemplo, pretendermos testar a hipdtese Hy : pu < po vs
> po, podemos considerar a mesma regido critica que no caso p = po vs Hy : > po. De modo
analogo, a regido critica para Ho : u > po vs H1 @ o < po é a mesma do que a correspondente as
hipéteses Hy : 1w = o vs Hy 1 o < pp.

Testes sobre o valor médio em populagdo normal (o desconhecido)

Consideremos agora o caso em que a amostra provém de uma distribuicdo normal N(u, o), mas em
que o é desconhecido. Suponhamos que pretendemos testar a hipdtese Hg : 1 = pg vs a hipdtese
Hj : po > po. Neste caso, em analogia com o que fizemos para o caso dos intervalos de confianca

para o valor médio com o desconhecido, a v.a. apropriada para usar como estatistica de teste serd

Y_
T="g"n,

a qual, como sabemos, tem uma distribui¢do t,,—; (¢ de Student com n — 1 graus de liberdade).
Seguindo o processo descrito na seccido anterior passo a passo, com as devidas adaptaces, facilmente

se conclui que o teste, ao nivel de significancia «, consistird no seguinte:

Rejeite-se Hy se e s6 se

X — o
T = T\/ﬁ > tn11-a;
onde ?,,_1,1— designa o quantil de probabilidade 1 — « da distribui¢ao ¢,,_1.
De modo andlogo se deduzem os testes adequados a outras hipdteses, neste caso em que o €
desconhecido. No quadro seguinte indicam-se as regides de rejei¢do dos testes (nivel de significancia

«) para o valor médio x em modelo normal, em cinco casos diferentes de hipdteses, quer para o

conhecido quer para o desconhecido.

Nota Uma vez mais, recordamos que denotamos por 2, tnp, Unp € Unmp, 05 quantis de
probabilidade p das distribuicdes Z ~ N(0,1), T ~ t,, U ~ X2 e V ~ Fy, .
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TESTES SOBRE O VALOR MEDIO EM POPULAGAO NORMAL N(u, o)

e Caso o conhecido

Hipdteses Regido de rejeicao

Ho:p=ypo (ou Ho:pp<ypo) vs Hi:p>po 22210
Ho:p=po (ou Ho:p>po) vs Hi:ip<po  Z<-z1-q

Ho :p= o vs Hy : pu # o 1Z] > z1_4/2

e Caso o desconhecido

Hipdteses Regido rejeicao

Ho:p=po(ouHo:pu<po) vs Hi:p>po T 2>ty 110
Ho:p=po(ouHo:p>po) vs Hi:ip<po T<—~th11-a

Ho :p=po vs Hy : ju # g 1T > tph—11-a/2

Exemplo 5.5. [Ros87, p.208]

Sabe-se que, quando um sinal com valor ;1 € enviado de uma certa localidade A para uma
localidade B, ele é recebido em B com uma distribuicdo N(u,2) (por outras palavras, o ruido
adicionado ao sinal na transmissdo tem uma distribuicio N(0,2)). Suponha que um determinado
sinal foi enviado, independentemente e nas mesmas condicbes, 5 vezes, e que a média dos valores
recebidos foi T = 9.5. Diga, se, ao nivel de significincia de 5%, podemos aceitar que o sinal enviado
foi = 8.

Resolucao: Neste caso, estamos perante um teste bilateral Hy : = po vs Hi : p # po,
com g = 8, no dmbito de um modelo normal com desvio padrdo conhecido, 0 = 2. A amostra

seleccionada tem dimensdo n = 5 e o nivel de significincia é a« = 0.5. O valor observado da
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estatistica de teste €

o
Por outro lado, temos z1_q /> = 20.975 = 1.96. Como |z| = 1.68 < 1.96, o valor observado da
estatistica nao esta na regido de rejeicdo, pelo que ndo rejeitamos a hipdtese p = 8.
Vejamos como seria a abordagem usando o valor-p.

Neste caso,
p="P(12] = |21) = P(17] = 1.68) = 2P(Z > 1.68)

- 2(1 _P(Z < 1.68)) - 2(1 - q>(1.68)) — 0.093.

(Na expressdo acima, ¢ denota a funcdo de distribuicdo da normal reduzida; o valor $(1.68) pode
calcular-se facilmente usando o Mathematica.) Como p = 0.093 > 0.05, ndo rejeitamos Hy ao nivel

de significancia 5%.

5.2.3 Alguns outros testes

Para todos os casos de intervalos de confianca estudados na Seccdo 5.1.2, vamos encontrar testes de
hipéteses ‘“correspondentes”, seguindo uma metodologia andloga a descrita acima. Limitamo-nos,

aqui, a apresentar quadros-resumo desses testes.

No quadro seguinte, apresentamos os testes para a igualdade de valores médios de duas amostras
aleatérias independentes (x1,...,2,) € (y1,-..,Ym) provenientes de popula¢des normais N(u, o) e

N(i/,0"), respectivamente. Note-se que testar Hp : u = ' equivale a testar Hy : p — 1/ = 0.
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e Caso o e o’ conhecidos

Hipdteses Regiao de rejeicao

Ho:p=p' (ou Hy:p<p') vs Hy:p>p! 7> 21 q
Ho:p=p' (ouHo:p>p) vs Hiip<p'  Z<-214

Ho:p=p' vs Hy:p# 1Z| =2 21-a/2

XV (-
7 (1 u)‘

2 2
a g
n + m

e Caso 0 = ¢’ desconhecido

Hipdteses Regido de rejeicao

Ho:p=p' (ou Hy:p<p') vs Hy:p>p T > tmtn—21-a

HO = H' (OU HO e > /J‘/) vs Hjy: p< /Jfl T < _tn+m—2,1—a

Ho:p=yp" vs Hy:p# IT| 2 tntm—21-as2

X-V—(u—p
T— (1 —n')

S5+ 3

,  (n—1)82 4 (m—1)87?
SP: o
n—+m—2
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e Caso 0,0’ desconhecidos

Hipdteses Regiao de rejeicao

Ho:p=p' (ou Hy:p<p') vs Hy:p>p! T>ty1-a
Ho:p=p' (ouHo:p>p) vs Hiip<p'  T<—t14

Ho:p=p" vs Hy:p# T > t,1-a/2

____ ol
o XY (-4

Sz S/2
Viw T
2
S2 SIQ
(7 + W)

v natural mais proximo de 7 = — o
n2(n—1) + m2(m—1)

Testes para a igualdade de médias relativos a amostras emparelhadas (modelo binormal)

O quadro seguinte diz respeito ao caso de termos uma amostra aleatéria bivariada ((z1,y1), - - -, (Zn, yn))
proveniente de uma distribui¢do binormal (X,Y) ~ N(u, i, 0,0’, p).
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Hipoteses Regido de rejeicao

Ho:p=p' (ouHy:p<p') vs Hy:p>p/ T>ty-11-a
Ho:p=p' (ouHo:p>p') vs Hiip<p'  T<—th 110

Ho:p=p' vs Hy:p# pf T > th-11-a/2

D 1 < _
T=— D=X-Y, =,|—— D; — D)2.
SD\/ﬁa ) SD n_lzzzl( 7 )

Testes sobre varidancias em modelos normais

2

No quadro seguinte apresentam-se os testes para a varidncia o em popula¢do normal N(u, o).

Hipdteses Regido de rejeicao
Hp:02=03 (ou Hy:0%<03) vs Hy:02> 03 U>up—11-a
Hy: 0% = 0’% (ou Hp : 0% > 0(2)) vs Hy:0%< 08 U<Lup_1,a
Ho:02=03 vs Hj:o0%+# 0} U<up_1a200U2uy 11 /2
(n —1)8?
90

Tém-se também os seguintes testes de igualdade de variancias em duas populagdes normais
N(p,0) e N(i/,0"), baseados em duas amostras independentes extraidas dessas populacdes.
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Hipdteses Regido de rejeicao
Ho:0%2=0" (ou Hy:0%2<0?) vs Hy:0%> 0" V > vp—1m-11-a
Ho:0%=0" (ou Hy:0%>0") vs Hy:0%< 0 V£ 0l ol
Hy:02=0? vs Hy:0%# o V < Up_1m-1,a/2
ou

V2 U 1m11-a/2
S2
V=—.
S/2
Testes relativos a proporcdes (modelos de Bernoulli)

Segue-se um quadro contendo a descricdo de testes sobre o valor de uma propor¢do p relativa a uma
amostra aleatdria retirada de uma populagdo Ber(p)

Hipdteses Regido de rejeicio

Hy:p=po (ouHo:p<po) vs Hi:p>po Z>21_q
Ho:p=po (ouHy:p>po)vs Hi:p<po Z < zq
Ho:p=po vs Hi:p#po 1Z] 2 21-a/2

X —po

2= = polin

O quadro seguinte contém a descrigdo de testes sobre a igualdade de propor¢des a partir de duas
amostras aleatdrias independentes extraidas de duas populacdes Ber(p) e Ber(p').
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Hipdteses Regido de rejeicao

Ho:p=p' (ouHo:p<p) vs Hi:p>p  Z>z4

Ho:p=p' (ouHo:p>p') vs Hi:p<yp 7 < 24

Ho:p=p vs H:p#yp 1Z] > 21-a/2
X-Y . nX+mY
Z= - S~ L ntm
\/p(l—p)(ﬁJra)



[Ath07]
[Hay02]

[Kit98]

[PV08]

[Ros87]

[Zar84]

Bibliografia

M. E. Athayde. estatistica.R. Departamento de Matematica, Universidade do Minho, 2007.
Anthony J. Hayter. Probability and Satistics for Engineers and Scientists. Duxbury, 2002.

Larry J. Kitchens. Exploring Statistics: A Modern Introduction to Data Analysis and Infer-
ence. Brooks/Cole Publishing Comp., 1998.

D. D. Pestana and S. F. Velosa. Introducdo a Probabilidade e a Estatistica. Fundacdo
Calouste Gulbenkian, 3 edition, 2008.

Sheldon M. Ross. Introduction to Probability and Statistics for Engineers and Scientists.
John Wiley, 1987.

Jerrold H. Zar. Biostatistical Analysis. Pentice Hall, 1984.

122



