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Introdugdo Nota¢Ses

Equacdes Diferenciais

Muitos modelos usados para descrever fenémenos fisicos envolvem
equagdes que contém uma ou mais derivadas de uma fung¢do desconhecida.

Tais equagbes sdo chamadas equacées diferenciais.
Exemplos

(1]
72h = — eda de um ave
m m qu u rav
lt2 g, g

h(t) - altura acima do solo (no instante t) do objeto, m - massa do
objeto, g - constante de gravitacao

° 0 0?
871; = B(?TZ’ equacdo do calor (ou difus3o)

u(x,t) - temperatura na posicdo x e instante ¢ quando o calor se
propaga apenas ao longo do eixo dos xx (por exemplo, ao longo_de
um fio condutor), 3 - constante de difusividade do material.

\'/
-1~
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Introducdo Notacdes

EDQO’s e EDP’s; Ordem

d2
ordindrias (EDO’s) — Ex: g g + y(x) = 3cosx
T
Eq. Dif.
02 0?
de derivadas parciais (EDP’s) — Ex: 8—;; + 8—;; =0
Ordem
d
° d—gz =1+y* - 12 ordem
d? d
° d—;;+£:ex — 22 ordem
0%u  0%u
o w—'—@:o— 2§0rdem
mjs/rs (dma) EDO's de primeira ordem

set 2011 3 /49



Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDOs)

Neste primeira parte do curso, trataremos apenas do caso de equagdes
diferenciais ordinarias, i.e. equag¢des da forma:

F (x,y,y’(m),...,y(”)(x)) =0 (1)

Por vezes, é possivel escrever a equagdo (1) na forma

y(n) :f<$7y77y(n_1)) (2)

As equacdes diferenciais ordindrias classificam-se em

o lineares se se puderem escrever na forma

an(@)y" (@) +an—1 (2)y "D (@) +. . +ai (@)y (@) +ao(2)y(2) = f(x)

@ nao lineares - caso contrario.
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Introducdo Notacdes

Exemplos
° d
el +ay=1 linear
dx
° 2
d .
dixz; + J:2y =cosx linear
° 2
d“y dy .
— —~ = cos nao linear
dz? +ydm . I
° d
w__Z nao linear
dx Y
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ez dbs sallisizs
Solucdo explicita

Considere-se uma equacdo diferencial ordindria de ordem n
F (:v,y,y’(ﬂf)w-',y(")(w)) =0 (3)
Uma fungdo ¢ diz-se uma solugdo explicita de (3) num certo intervalo

I =(a,b) de R? se ¢,¢',..., ") estiverem definidas e forem continuas
em [ e satisfizerem

F (x,¢(x),¢'(w), .. .,¢(")(aj)) =0, Vrel.

?Onde poderd ser a = —oo e/ou b = +0o0

Nota: De acordo com a definicio, se ¢ é solucio da equacdo diferencial num certo
intervalo aberto I, também & solucdo em qualquer intervalo aberto I’ C I; quando
falamos da solu¢do num intervalo I, entende-se que I é o maior intervalo possn’vel

EDO's de primeira ordem YT



Introducdo Natureza das solugdes

Exemplo (solugdo de uma EDO)

A funcio
Bla) =
¢ solucdo explicita da equac3o diferencial
(@) +y(@) =0

em [ = (—00,+00).

Q ¢(z) =e " e ¢(r) = —e 7 estdo definidas e s3o continuas em
I = (—o0, +00).

@ Tem-se ¢'(z) + ¢(x) = —e " 4+ e =0, para todo o z € I.

EDO's de primeira ordem T



ez dbs sallisizs
Solucdo implicita

Uma relagdo G(z,y) = 0 diz-se uma solugao implicita de (3) num
intervalo I, se define uma ou mais funcdes que sdo solugdes explicitas de
(3) em I.

d
Exemplo: A relacio 22 + 32 — 25 = 0 é solucdo implicita de = + yd—y =0
XL

em I = (—5,5).
Q > +y*-25=0=y=+V25—22
— d¢ __ z
Q ope % estdo definidas e sdo continuas em I = (—5,5) e tem-se

d
e o VEE L 0 weel
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Natirezaldasieollicaes
Solucdo formal
A relagdo
r+y+e? =0 (4)
serd solucdo implicita da equacdo diferencial
(1+me$y)%+exyy—|—1 =07 (5)

Neste caso, ndo conseguimos explicitar y a partir de (4)!
Admitindo que (4) define implicitamente y como funcdo diferencidvel de x
num certo intervalo I e derivando (4) implicitamente (em ordem a z), vem

d d d
14 Yoo (4222 :0@(1+me”)—y—l—e”y—|—1:0
dx dx dx

-1~
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Introducdo Natureza das solugdes

Solugao formal (cont.)

Deixando de lado o problema de saber se a relagdo (4) define ou ndo uma
fungdo de z, obtivemos (5) a partir de (4). (Tratou-se de uma dedug3o
puramente formal, porque envolveu uma derivacdo que ndo sabemos sequer se faz
sentido!). Dizemos, entdo, que a relagdo (4) é uma solugcao formal da
equagdo diferencial (5).

A solugao formal pode ser ou ndo uma solugdo implicita. J

- d
Exemplo: 22 + y? + 25 = 0 é soluc3o formal de z + ydﬁ =0e no
x
entanto, n3o é solucdo implicita dessa equacdo.
@ Derivando implicitamente 22 + y2 + 25 = 0 (em ordem a z, admitindo que y

é funcdo diferencidvel de z), vem

d, d,
2z + 2y% =0 << z+ y% — é solugdo formal.

Q@ 22 +1y>+25=0 <= 22+ y? = —25 — impossivel para qualquerz K

mjs/rs (dma) EDO'’s de primeira ordem set 2011 10 / 49



Notas

@ Em certos casos, é possivel mostrar que uma relagdo G(z,y) = 0 define
implicitamente uma fungdo y = ¢(x) diferencidvel, usando o chamado
Teorema da Funcdo Implicita. Neste caso, se G(z,y) for uma solu¢do formal
de uma certa equacio diferencial, sera solucdo implicita. !

@ Muitas vezes, neste curso, limitar-nos-emos a encontrar solugdes formais.

© Quando nos referirmos a solucdo de uma equacio diferencial podera
significar tanto uma solu¢do implicita como explicita, ou até mesmo, apenas
uma solugdo formal.

!Teorema da Funcao Implicita Suponhamos que G(z,y) tem derivadas parciais
continuas num retangulo R = {(z,y) : a < z < b,¢ < y < d} que contém o ponto
(zo,y0). Se G(zo,y0) =0 e %(azo, yo) # 0, entdo existe uma fun¢do y = ¢(z)
diferencidvel num certo intervalo I = (zo — h, zo + h) que satisfaz e
G(z,p(x)) =0,Vx € I.

mjs/rs (dma) EDO'’s de primeira ordem set 2011 11 / 49




Problema de Valores Iniciais

Em geral, uma equacdo diferencial de ordem n admite uma familia de
solucdes, dependente de n constantes ci,co, ..., Cy.

Exemplo:

Qualquer fung3o da familia de fungdes ¢(x) = c1e™ + c2€?* é solugdo da
equacdo diferencial ¥y’ —y' — 2y =0 em I = (—o0, +00).

S3o0, assim, necessdrias n condicées adicionais para determinar o valor das
constantes e se obter uma tnica solu¢3o.

Quando essas condicGes s3o a exigéncia de qual o valor que a solucdo y e
as suas derivadas (até a ordem n — 1, no caso de uma EDO de ordem n)
devem assumir num determinado ponto xg, dizemos que estamos perante
um problema de valores inicias (PVI). 2

\'/
-1~

2Em muitos problemas, a varidvel independente representa o tempo e zo sera
visto como o instante inicial, dai a referéncia a valores iniciais.
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Introducdo Problemas de Valores Iniciais

Problema de Valores Iniciais (cont.)

Resolver um Problema de Valores Iniciais (PVI) consiste, assim, em
determinar uma fung¢do y = ¢(x) que seja solu¢do de uma dada equagdo
diferencial F(z,y(x),y (x),...,y" (x)) = 0 num certo intervalo I e que
satisfaca, além disso, condi¢des do tipo:

y(l‘o) = Yo,
y/(iﬂo) = Y1,

y(n_l) (‘TU) = Yn,

onde xg € I e yp,...,y, sao constantes dadas. As condi¢des impostas a y
e as suas derivadas no ponto x(y sdo chamadas condicoes iniciais.

v
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Introducdo Problemas de Valores Iniciais

Exemplo

Considere-se o seguinte PVI:

! /

y —y —2y=0,
y(0) =1
y(0)=-1
Vejamos que ¢(z) = e~ " é solugdo deste problema, em I = (—o0, +00).
Q dx)=e*=¢(x)=—e% ¢ (x)=e" ¢, ¢ e ¢ estio
definidas e sdo continuas em [ = (—00, +00).
@ Tem-se ¢"'(z) — ¢'(x) — 2¢(x) = ™% — (—e™ %) + 2% =0, para
todooz € .
— ¢ é solucdo da equacdo diferencial.

@ $(0)=e"=1,¢'(0) = - = -1

— ¢ satisfaz as condicdes iniciais.

N7
-1~
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Introducdo Problemas de Valores Iniciais

Existéncia e Unicidade de Solucao

Para um PVI associado a uma EDO de primeira ordem, pode provar-se o
seguinte teorema.

Teorema (de Picard): Seja dado o PVI

dy

5 = xz, ) z = )

o = (@) y(zo) = o

e suponhamos que f e %5 sao continuas num retangulo
R={(z,y):a<x <b,c<y<d} que contém o ponto (xg,%0). Entdo o
problema admite uma e uma sé solucdo definida num certo intervalo
I=(x9—h,zo+h), h>0.

e
-1~
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EquacBes Separdveis
Equacdes separdveis
Vamos agora estudar métodos para resolver alguns tipos especiais de

equacgoes diferenciais de primeira ordem. As primeiras a considerar serdo as
chamadas equagées separaveis:

Uma equacdo que se possa escrever na forma

Y = 9(@)py),

é dita separavel.

Exemplo:
d 2 2
o oy _xtay x ty — é separdvel.
de  y?+1 ~~y>+1
9(x) ~—~—
p(y)
dy A .
(2] =1+ zy— nao é separdvel. SIE
dx
EDO'’s de primeira ordem

set 2011 16 / 49



EdliagaesiSeparaveis
Equagdes separaveis (Resolugdo)
Considere-se uma equacgao separavel

% = g(x)p(y).

Dividindo ambos os membros desta equagdo por p(y) (admitindo que
p(y) # 0), vem

)
ply) dz ¢
——
h(y)
Tem-se, entao
M) % = g(a), (6)
1
onde h(y) = o)

mjs/rs (dma) EDO'’s de primeira ordem set 2011 17 / 49



Equagdes de Primeira Ordem Equagdes Separaveis

Sejam H(y) e G(x) primitivas de h(y) e g(z), respetivamente (i.e. fun¢des
tais que dH =h(y) e fﬁ = g(x)). A equagdo (6) escreve-se, entdo, como

dHdy dG
dy de ~ dz’

Tendo em conta a regra da derivagdo da fungdo composta (regra da
cadeia), vemos que a ultima equagdo é equivalente a

dH(y(z)) _ dG(x)
dz dx (7)

Integrando ambos os membros da equacdo anterior em ordem a x, vem

Hy(z)) = G(z) +C, CeR. (8)

(Note-se que, ao integrarmos ambos os membros da equagio (7), ndo necessitamos de
usar duas constantes de integracdo, i.e. escrever H(y(z)) + C1 = G(x) + Cs,

\'/
-1~

porque isto é equivalente a usar-se C = C2 — C1.)
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Resolugdo de equagdes separdveis (cont.)

Em conclusido, todas as solu¢es da equacio diferencial satisfazem a
relacdo

H(y(z)) =G(z)+C, CeR.

Contudo, esta relacdo define apenas solugcées formais. Para encontrar as
verdadeiras solugbes serd necessario um estudo adicional, ja que estas
terdo de ser fungdes continuamente diferencidveis num certo intervalo
aberto I (o qual, em geral, vai depender do valor da constante C).

Como ja referimos, neste curso, quando falamos em “resolver a equagdo
diferencial” tal pode significar, apenas, obter a relacdo H(y(z)) = G(x) + C.

-1~
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Equagdes de Primeira Ordem Equagdes Separaveis

Na pratica, podemos resolver as equagdes de uma forma mais simples,

d

considerando y/'(x) = ¥ como o quociente de dois diferenciais, dy e dz,

d

vistos como duas entidades préprias que podem ser separadas; isto
permite-nos “separar as varidveis”, da forma como se indica de seguida.

© 0 © o

Resolucao de Equacoes Separaveis
(Método de separagao de variaveis)

% =g(z)p(y) — ﬁ dy = g(x)dx (sep. varidveis)
h(y) = 5y — My) dy = g(z) dz

[ hy)dy = [ g(x)de —[H(y) = G(x) + O, C R

Se possivel, explicitar y.

-1~
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Exemplo (resoluc;éo de uma equacgido separa’vel)

Reescrevendo a equacdo anterior na forma

v dy = 2 dx
e integrando ambos os membros desta equacdo, obtém-se
3 3
Y x
—=—+C, CeR
3 3

Neste caso, é facil explicitar ¥, vindo

y=va3+3C, CeR,

ou, de forma equivalente

y=va3+k, keR.

-1~
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Exemplo (cont.)

2

o y(ZE) = \3/173 +k — yl(l') = W

Quando k # 0, a derivada de y n3o estd definida para 22 +k =0 ou
seja, para = —v/k. Assim, para cada k # 0, temos como solucdes
da equacgdo dada, as fungGes:

o yi(2) = Va3 +k parax €I, = (—o0,—Vk);
o yo(z) = Va3 + k, para z € I = (—Vk, +00);

e Tem-se ainda a solugdo y(x) = z, definida em I = (—o0, +00)
(correspondente ao caso k = 0).

@ Note-se que, neste caso, o intervalo de existéncia da solucdo depende
da solugdo considerada (isto é, do valor de k).

-1~
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Equagdes Separaveis

Exemplo (cont.)

I~
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Alguns cuidados

@ Solucao formal
Método separacido varidveis pode conduzir apenas a solucoes formais.
Obtengdo de solugdes implicitas (ou explicitas) requer algum cuidado
com as constantes arbitrarias.

Exemplo
d
dﬁz—f — ydy = —xdr — 2>+ =C, CeR.
T Yy

A equagdo anterior sé define uma solug¢do para C' > 0 (solugdo essa

definida em I = (—/C,V/C)).

-1~
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Alguns cuidados

© Possivel perda de solucoes
Consideremos a equagao

% = g(z)p(y) (9)

Quando, ao usar o método anterior, dividimos por p(y), assumimos
que p(y) # 0.

Se r é uma solu¢do da equagdo p(y) = 0, entdo a fung¢do constante
y(x) = r é uma solugdo da equagdo diferencial (9) (Porqué?) que
podemos perder quando dividimos por p(y).

-1~
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Exemplo (perda de solugdes)

dy 2/3 1
—~ =(x—3 1 ————dy = (zx — 3)d

2
3y +1)3 = %—33:4—0, CeR
de onde se obtém
x? 3
y:<6—x+k> -1, keR (10)
Neste caso, tem-se p(y) = (y +1)>/> =0 <= y = —1, pelo que a

fun¢do constante y(z) = —1 é solugdo da equacdo dada; mas, esta solugdo
nao pertence a familia de solugdes (10)!

N7
-1~
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Equagdes de Primeira Ordem Equagdes Exatas

Equacdes exatas

Uma equacido diferencial da forma

d

M(x,y) + N(a,y) 22 =0 (11)
dx

diz-se exata num certo retangulo R = {(z,y) :a < x < b,c <y < d}?, se

existir uma fungdo F'(z,y) definida e continua em R, com derivadas

parciais %—5 e %—Z continuas em R e que satisfaca

) =My e Go(ny) =N (12)

para todo o (z,y) em R.

“N3o é estritamente necessdrio considerar um retidngulo; poderiamos considerar um
dominio D convexo de R?.

d
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Equagdes de Primeira Ordem Equagdes Exatas

Equagdo exata (exemplo)

A equagdo (y — 322) + (z — 1) % = 0 ¢ exata.
Basta notar que a fungao

F(z,y) =2y —2° —y
estd definida e é continua em R = R? e é tal que

sendo, além disso, estas fun¢des continuas em R.

-1~
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iy BEiEe
Resolucdo de equacoes exatas
Dada uma equagdo exata, se encontrarmos a fun¢do F'(z,y) em (12), é

muito simples resolver a equacdo dada. De facto, sendo y uma fungdo de
x com derivada continua num certo intervalo I, tem-se, para x € I:

dy OF  OF dy
M(: N(z,y) 2 = 9T LY
d
— %F(w,y(x)):o

<~ F(z,y)=C, CeR.

Conclusao: as solugdes da equagdo dada sdo as fungdes (continuamente
diferencidveis num certo intervalo I de R) que satisfazem

F(z,y)=C, CeR. J
4
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Resolugdo de equagdes exatas (cont.)

Nota: Se F(x,y) satisfaz (12), i.e., se %—f =M(z,y) e ?TI; = N(z,y), também

F(x,y) + ko, com kg € R, satisfaz as mesmas equagdes, ou seja, a fungdo
F(x,y) esta definida a menos de uma constante. No entanto, como a relagdo que
obtemos para as solugdes é da forma

F(z,y)=C (13)

o papel dessa constante ¢ irrelevante, ja que “pode ser sempre absorvido” pela
constante C do lado direito de (13), i.e. ter-se F(z,y) + ko = C, com ko e C
constantes arbitrrias, equivale a ter-se F'(x,y) = k, com k = C — kg arbitréria.

©@ Como saber se uma equacido é exata?

@ Como encontrar F(z,y)?

-1~
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Equagdes de Primeira Ordem Equagdes Exatas

Equagdes exatas (cont.)

O teorema seguinte responde a primeira questdo.
Teorema (Teste de exatidao): Seja dada a equagdo
dy
M (x, N(z,y)— =0
(z,y) + N(z,y) -

e suponhamos que as primeiras derivadas parciais de M (z,y) e N(z,y)
sao continuas num certo retangulo R. Ent3o, a equagdo dada é exata se e
sé se

oM ON
aﬁy(%?/) = %(l’vy)

para todo (z,y) em R.

e
-1~
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Equagdes de Primeira Ordem Equagdes Exatas
Dem: =)

M(x,y) + N(z,y) % =0 exata

COF(z,y) OF (z,y) _
OM(x,y) _ 9*F(z,y)  ON(w,y) _ 9*F(,y)
oy  Oyox or  Oxdy
Mas, (Teorema de Schwarz)
O*F(x,y) _ 9*F(z,y)
oydx  0Ox0y
logo, tem-se
OM(z,y) _ ON(z,y)
oy  ox
g.e.d. '
<) Ver Ross, pp. 28-30. i
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ErliacoesiEatas
Vejamos, com um exemplo, como proceder para encontrar F'(x,y)
(sabendo que a equagio é exata).
Considere-se a seguinte equacdo exata em R = R? (verifique que é exata):

d
(322 + day) + (222 + 2y) d—y =0.
x
o M(x,y) =32 +4zy=75 9L ¢ N(v,y)=22>+2y= %—Z
OF
° o = 32° + 4wy < F(z,y) = /(3x2+4xy)dx—|—g(y)
x
= F(z,y) = 2° + 22%y + g(y)
~~
?
OF
° 5 =207 + 2y <= 222 + ¢/(y) = 22° + 2y <= ¢/ (y) = 2y <=
Y
gy) =v* + ko, ko €R.
e Tomando, por exemplo, g(y) = y* (i.e. ko = 0), vem
F(x,y) = 2 + 20y + y°.
As solu¢bes satisfazem:
2%y 4+9y°=C, CeR. i
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Equagdes de Primeira Ordem Equagdes Exatas

Resolucao de Equacoes Exatas
OF

(1) % = M(z,y) <= F(z,y) = /Ma:y)d:c+g() (%)

@ Derivar (em ordem a y) ambos os lados da equagdo (x):

(?JI; ay{/Mxy dx}+g()

F
© Substituir g por N(z,y) para obter ¢'(y).

© Integrar ¢'(y) para obter g(y) (a menos de uma constante, mas
podemos escolher arbitrariamente o valor da constante).

© Substituir g(y) em (x) — F(z,vy).
@ Solugdes satisfazem F(z,y) =C, C €R.
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Equagdes de Primeira Ordem Equagdes Exatas

Nota:
Na determinagdo de F(x,y), poderiamos ter comegado por integrar
N(x,y) em ordem a y, de modo a obter

F(z,y) = / Nz, y) dy + h(z),

prosseguindo depois de modo andlogo ao anterior para determinar h(x).

Devemos ver qual das fun¢des M (z,y) ou N(x,y) é mais facil de integrar!J

Exemplo:

d
(14 €y + ze®y) + (xe” + 2) % =0.

(Experimente!)

-1~
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Fator integrante

Uma equacgdo pode n3o ser exata, mas transformar-se numa equacao exata
se for multiplicada por um fator conveniente.
Exemplo: A equacio

dy
+ 22 — =
Y dx
ndo é exata, mas, se multiplicarmos ambos os membros por ¥, vem
d
y? +2ay 5L =0,
dx

que é uma equagdo exata. (Verifique!)

Um fator p(z,y) que transforma uma equagdo n3o exata numa equagdo
exata (essencialmente) equivalente? a primeira chama-se um fator
integrante.

?Essencialmente equivalente, porque poderd haver perda ou ganho de solucdes
quando multiplicamos por u(z,y).

v
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Equacdes lineares

Uma equacgdo de primeira ordem, linear, é da forma

dy
r)— +ag(x)y = j(x).
ay(z) o +ao(z)y = f(z)
No que se segue, supomos que a1, ag e f sdo continuas num certo
intervalo aberto I de R e que a;(z) # 0, Vz € I. Dividindo ambos os
membros da equagdo anterior por aj(x), obtém-se uma equagido na forma

% + P(z)y = Q(x), (14)J
onde P(z) = ngi e Q(z) = a1 ( z))

A forma (14) é dita forma candnica de uma equagio linear de primeira
ordem.

-1~

mjs/rs (dma) EDO'’s de primeira ordem set 2011 37 /49



Equagdes de Primeira Ordem Equagdes Lineares

Equagdes lineares (cont.)

A equagdo % + P(z)y = Q(x) pode escrever-se como

dy
(P(a:)y - Q(x)) + L =0 (15)
N~ N(x,
M(z,y) )
M N
Esta equacgdo sé serd exata se By = P(x) = %x =0.

No entanto, vamos ver que existe um fator integrante u(z) (que é apenas
apenas fun¢do de z) para esta equacio!

-1~
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______ FEquacesdePrimeira Ordem [MSTLCICEY
Equacdes lineares

Determinacdo do fator integrante p(x)

Multipliquemos a equagdo (15) por p(x) e tentemos determinar p(x) de
modo a que a equacgao resultante

d
(#@) P@)y - Q@) + pla) T2 =0 (16)
—~~ dx
M(z,y) N(z,y)
seja exata.
Tem-se
oM ON _ dp

Ty —H@P@) e 5=l

Logo, a equagdo (19) serd exata se e sé se u(x) satisfizer

ggzwﬂm@. éni
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Equagdes de Primeira Ordem Equagdes Lineares

A equagao anterior pode escrever-se como
1
—dp = P(x)dx (18)
i

que é uma equacao separavel. Resolvendo-a, obtém-se a seguinte solucdo
particular (note-se que sé precisamos de encontrar um fator integrante)

in (a)| = [ Plo)ds.?

i(w) = +exp < / P) da:) .
1(z) = exp ( / Pz) d:c) .

3H4 aqui um pequeno abuso de linguagem; o simbolo J P(z)dz, geralmente
reservado para uma familia de primitivas, é aqui usado para designar uma primitivi

ou seja, vem

s

E natural escolher

particular de P(z), por exemplo, a que corresponde a tomar a constante de
integracdo igual a zero.
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ErliacaesllinaTes
Podemos, entdo, usar o fator integrante u para converter a equacdo dada
numa equacgdo exata, resolvendo-a de seguida da forma habitual.
Mas, podemos também observar o seguinte:
Multiplicando a equag¢do na forma candnica por p(x), obtemos

dy
pla) L+ ul) Py = p(@)Qe). (19)
Da equagdo (18), vem p(x)P(z) = %, pelo que a equacio anterior pode

ser escrita como

p@) P+ Py = u(@)Q(), (20)
ou seja, como J
o= (1(@)y) = p@)Q(x). (21)

Se integramos em ordem a x, vem

N7
-1~

pu(x)y = /,u(w)Q(sc) dx+C, CeR.
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Equagdes de Primeira Ordem Equagdes Lineares

Resolvendo em ordem a y, obtemos

o) = o) ([ woQ) e +.0) (22)

onde

W) = ;(I) o <—/P(x) dx) .

Exemplo: Considere-se a seguinte equag3o linear (ja escrita na forma
candnica)

d

e + 2y = 3¢”.

dx

Temos P(z) = 2, pelo que podemos tomar p(z) = exp ([ P(z)dz) =

2x

N7
-1~
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ErliacaesllinaTes
Multiplicando a equacg3do por este fator integrante, vem

d
eQxiy 4 26296y — 3€3x7
dz

ou seja, tem-se
d 2x 3
—(e =3e”".
(™)
Integrando ambos os lados desta equagdo, vem
2¢, _ 3z
ety=e*+C, CeR
de onde se obtém

ylz)=e*+Ce ™, CecR.

(As solugBes estdo todas definidas em I = (—o0, +00)).

-1~
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ErliacaesllinaTes
Resolucao de Equacoes Lineares

@ Escrever a equacdo na forma candnica

D+ Py = Q).

@ Calcular o fator integrante p(x) pela férmula

wlx) = exp(/ P(z) dac).

© Multiplicar a equagdo na forma candnica por u(x) e notar que se
obtém
d

7 ((@)y) = p@)Q(=).

© Integrar esta ultima equagdo.

© Resolver em ordem a y, dividindo por p(z).
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Equagdes de Primeira Ordem Equagdes Homogéneas

Equacdes homogéneas

Uma equacgdo diferencial
dy

dx

diz-se uma equacdo homogénea, se f(x,y) for apenas uma fun¢do do
quociente y/x, isto é, se existir uma fungdo G tal que f(z,y) = G(y/x).

Exemplo: A equagdo % = % é homogénea, pois pode escrever-se como

@_g_lzG(%), com G(v):=v—1

dr =z

e
-1~
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Equagdes de Primeira Ordem Equagdes Homogéneas

Equagdes homogéneas (cont.)

Teorema: A equacao
W — fa.y)
I f(r
du Y

é homogénea se e sé se
[tz ty) = f(2,y),

paratodoot € R, t #0.

Dem:
=) Seja

dy
dx

= f(z,y) com f(z,y) = G(%) Entdo, para t # 0, vem

it ty) = GG = G(2) = f(w,v).

e
-1~
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Equagdes Homogéneas
<) Seja % = f(z,y) com f(x,y) tal que f(tz,ty) = f(x,y), t#0.
Ent3o, tem-se

fay) = flax Lex )= 1. = a2, = 0.

X

dy y
Teorema: Uma equacdo homogénea —— = G(=) transforma-se numa

equacdo separdvel através de uma mudanca de varidvel definida por

vy
v

v

Dem: v=Y%—=y=vaz<= 3 =2 % + v. Substituindo na equagdo

diferencial, vem
r— +v=_G(),

a qual é uma equagdo separavel, pois pode ser escrita como

dv 1 Sk
e E(G(v)fv).
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Exemplo (resolugdo equagdo homogénea)

Considere-se a equacgao
dy y—=x

dz x
Tem-se f(z,y) = *=*. Entdo, para t # 0, tem-se
te —ty  tlx—y)

f(te, ty) = - = f(z,9)

— A equacgdo é homogénea.
Seja y = vz. Entio,
dy dv
ar =z ar +v.
Substituindo na equacdo diferencial, vem
dv _vr -
T ' T T g

ou, de modo equivalente

dv 1

= RS
dz x
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Equagdes de Primeira Ordem Equagdes Homogéneas

Integrando a equagdo (separavel, embora um pouco especial. . .) anterior,

obtemos
v=—Inlz|+C, CeR.

Voltando a varidvel y vem, finalmente:
y=z(—lnlz|+C), CeR.

Nota: A férmula acima da-nos uma familia de solucdes formais; para determinar as
solucdes explicitas haveria que discutir em que intervalos, dependentes de (', as solugSes

estariam definidas.

Resolucao de Equacoes Homogéneas

@ Fazer a mudanca de varidvel y = vz (= dy = ZL’ Y +v).
@ Resolver a equagao separavel resultante.

© Voltar a variavel y.

-1~
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