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Interpolacao Polinomial

Problema de Interpolacao Polinomial

Dados
> x1,...,T, distintos
> Y1,---5Yn

Construir um polinémio P € &,,_1 que satisfaca

Plx;) =y, 1=1,2,...,n.

> Pn — 1 = espago dos polinémios (de coef.reais) de grau n3o superior a n — 1

> Geralmente y; = y(x;); nesse caso, dizemos que P interpola y nos nés z;.
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INTERPOLACAO POLINOMIAL

Interpolacao Polinomial
Existéncia e Unicidade

Teorema

Sejam x1, ..., z, € R, distintos, e sejam y1, . ..,Yy, ndmeros reais dados.
Entao, existe um e um sé polinémio P € &, _1 que satisfaz

Pz) =yi;i=1,2,...,n. (1)

Dem:
Existéncia
Se encontrarmos n polinémios de grau n — 1,L1(x), Lo(x), ..., Ly(z), tais
que L;i(z;) =1sei=je Li(x;) =0 sei# j, entdo o polinémio P dado
por

P(z) = Li(z)y1 + La(@)y2 + ... + Ln(@)yn

estard em &, e satisfard (1).
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Como encontrar os polinémios L;(z) ?

o
L;degraun—1e Lj(z;)=0;j#4
— Li(x)=Ai(z —z1) ... (x —xi_1)(x — Tiz1) ... (x — p)
(2]
Ll(xz) =1 << Al(iliz — .Tl) - (.Z'z — {Eifl)(l'i — $i+1) A (.CEZ‘ — xn) =1
1
— A, =
(@i —x1) .. (s —wim) (@i — Tigr) -+ - (@ — Tn)
Logo:

Li(a:):ﬁ(;i__zjj>;i:1,...,n. (2)

j=1
J#i

Defini¢do (Polinémios de Lagrange)

Os polinémios dados por (2) sdo chamados polinémios de Lagrange
relativos aos pontos x;.
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Conclusao:
O polinémio dado por

P() =§ 1;[ (2=2) bw ()

¢ o Unico polinémio de grau n3o superior a n — 1 que satisfaz as condi¢Ges
de interpolagdo
P(x;)=ypi=1,...,n.

Definicao
A forma (3) do polinémio interpolador é dita forma de Lagrange ou forma
cardinal desse polinémio.

Nota: Em geral, designaremos o polinémio anterior por P, _;, para explicitar qual o
seu grau.
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Dem (cont):
Unicidade

Sejam P e @ polinémios em &,,_; tais que
Plz;))=y; e Qz;)=wyi;i=1,...,n.

Consideremos o polinémio D que é a diferencade Pe Q, i.e. D:= P — Q.
Entdo:

@ D é um polinémio em £, _q;

(2]
D(z;) = P(z;) = Q(z) =yi —yi = 0;i=1,...,n

De %, 1 etemn zeros = D = P — () é o polinémio identicamente nulo = P
e () sdo o mesmo polinémio.
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Exemplo (Interpolacdo Linear, n = 2)
T1, L2, Y1, Y2 — P=P e
T — X9 r — I
Liw) = 222 L) =2=%
Tl — T T2 — T1
r — T2 r — I
Pi(z) = Y1+ Y2
Tl — X9 ro — X1
r—T1+ X1 — X2 T — T
= Y1+ ——Y2
xr1 — o T2 — T1
Y2 — U
=y + (—) (x — 1)
Tro9 — X1
1
Equagdo da reta que passa pelos pontos (z1,y1) e (z2,¥2).
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Exemplo
x; | 1.82 250 3.65 4.03
yi | 0.00 1.30 3.10 2.52
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Demostracao féormula do erro

» Se x = x; para algum i, o resultado é trivialmente verdadeiro.

» Se x n3o é nenhum dos pontos de interpolacdo, definamos a seguinte
funcdo, na varidvel t, considerando o valor de x fixo:

V(@) =) - Pt - { L2 ),

onde II,,(¢) := H(t — x;). Ent3o:
i=1

QYe C"[a,b]:.
Q Y(x;) =y(xi) = Poo1(wi) — Eni(x ) =0; i=1,...,n.
Q Y(2) = En1(z) — Ena(2)1 g J=0.

I (T. Rolle generalizado)
3¢, € (min{xy, ..., 2z, 2}, max{zy,...,zy,x}) : Y(”)(gx) =0.
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Erro em Interpolacao Polinomial
yi = y(z;) — y(z) = Poor(z) — y(z) — Poa(z) 7

Teorema

Seja P,_1 o polinémio de grau < n — 1 interpolador de uma dada funcio
y em n pontos distintos x1,xa, ..., x,. Sey € C"[a,b], onde [a,b] € um
intervalo que contém os pontos x;, entdo, para todo o ponto x € [a, b,
existe &, = &, (x) € (a,b) tal que

(n) n
En_i(z) :=y(x) — Ppo1(z) = Y n('éz) H(m —x;)
i=1

Nota: Se x € [min{z1,...,z,}, max{z1,...,z,}] — interpolago.
Se x ¢ [min{z1,...,z,}, max{z;...,2,}] — extrapolagdo.
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Demostracao (cont.)

e (n) (m) gy _ En=1(2)
Yi(t) =y (t) I, (2) n!,
donde, temos
(&) =0 y<"><sz>—E"E(Q)C) =0
= B = L) ),
— E,1(z) ) ljllx—xz

como pretendiamos provar.
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Erro em Interpolacao Polinomial

Em geral, n3o conhecemos 3™ nem &, = &(x). Se conhecermos M, tal
que maxX,c[q |f™(z)| < M, teremos o seguinte majorante para o erro
(em valor absoluto)

a0 = oe) = Faa ()] < S Tk -

Para um valor de x concreto podemos usar a férmula anterior.
Interessa-nos também obter um majorante que seja valido para qualquer
ponto x no intervalo definido pelos pontos z;, isto é, para todo o x em
[min{x;}, max{z;}]. Para isso, bastard encontrar o maximo valor de

n
H|$_$1|
i=1
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Forma de Newton do polinémio interpolador

P,,_o — pol. interpolador dos valores y; ..., y,—1 nos pontos x1,...,Tp_1.
P,,_1 — pol. interpolador dos valores y1,...,%Yn_1, Yn NOS pontos

L1ye-oy Tn—1s Tn-

Problema

Obter uma representacdo do polinémio interpolador que permita obter
P,_1, a partir de P,,_», por juncdo de mais um termo; isto é, determinar
Qn—1(z) de tal modo que

Pn—l(x) = Pn—2(x) + Qn—l(x>; n=23,...,
Po(z) =

Q@ Q.1 deve ser um polinémio de grau < n — 1.
Q Poa(wi) =Pua(w) =ypi=1,...,n—1
=>Qn_1(aci) =0t=1...,n—1
= Qn-1(x) = apn—1(z — 1) ... (x —Tp_1).
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Exemplo (Interpolagdo Linear n = 2)

Temos

9(@) ~ Pi@)] < 2@ — )@~ z2)]

Se h := x9 — 1, facilmente se verifica que

max |(z —x1)(x — x2)| =

z€[z1,T2]

Assim, tem-se

| >
| >
=
[N

h2
‘El(l’)‘ < §M2, Vo € [xl,xg].
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Forma deNewton do polindmio interpolador

P, 1(x) = Py_a(z) + an—y H(Jc — ;)

Problema
Determinacao da constante a,,_ 1.
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Temos

Igualando o coeficiente de 2! nas duas expressdes acima, tem-se

= )

n
S
n—1 — T /.. N\
._ Hj:l (5171
=1 i
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Diferenca dividida

Definigdo (Diferenga dividida)
Chamamos diferenca dividida de ordem n — 1 dos valores y1, ..., yn

(relativa aos pontos z1,...,x,) e denotamos por [yi, ..., ¥y, o valor dado
pela expressdo anterior, i.e.

n

Yi
(Y155 Yn] = —_——
ol =20\ Moy
- e )
Se y; = y(x;), usamos também a notagdo y[x1,...,x,] e falamos da
diferenca dividida da funcdo y relativa aos pontos z1, ..., Ty,.
Nota
A diferenc¢a dividida [y1, ..., yn] (relativa aos pontos z1,...,z,) é o
coeficiente de 2"~ do polinémio P,_; interpolador de 41, ..., y, em
Llyee.yTp.
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Exemplo (Polinémio linear)

Temos x1, z9 (distintos) e y1, ya.
A diferenc¢a dividida [y1, y2] é dada por

Y1 Y2
Y1, Y2| = +
[ ] (x1 —x2) (22 —71)
_ Y2 — Y1
Tr9 — X1

Temos, ent3o

Pi(z) = y1 + [y1, 2] (2 — 21)

Y2 — Y1 (:c
1

To — X —.%‘1)

— Forma mais habitual da equacdo da reta que passa pelos pontos
(z1,91) e (z2,Y2).

mjs (dma) an2 2013/2014 19 / 208

Polinémio interpolador
Forma de Newton com diferencas divididas

Assim, temos a seguinte expressdo para o polindmio F,,_; interpolador de
YL, - - -, Yn NOS pontos &1, ..., Ty, a que chamamos forma de Newton com
diferencas divididas:

Poo1(x) = y1 + [y, 2l (@ — 21) + [y1, 92, y3)(z — 21)(z — 22)

+- YLy, Ul —x) (@ —x2) L (2 — )

n

=g+ [y yl@—a) - (@ = mioa)
=2
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Relembremos

n

Yi
Y1,92,-- -5 Y ZE m .
| g i=1 [[i=1 (i — )
J#L
© Porqué o nome diferencas divididas?

@ Haverd uma forma mais simples de as calcular?

Comecemos por notar que a férmula acima mostra que o valor de uma

diferenca dividida [y, ..., yn] é independente da ordem dos seus
argumentos, isto é, se p for uma permuta¢do do conjunto {1,...,n},
tem-se

[Y1,92, - Ynl = [Up1)s Up(2)s - -+ Yp(n)]-
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Seja P,—1(x) o polinémio interpolador de y1, ..., ¥y, nos pontos
Tly+eey Ly

Consideremos a sua construcdo na forma de Newton com diferencas
divididas, tomando a seguinte ordem dos pontos de interpolag3o:
L2y -3 Tn—1,L1, Tp-

Po_1(z) =y2+ [y2, y3l(w —x2) + ...+ [y2, - Yn—1. 1) (@ — 22) ... (T — Tp—1)
+ Y2, Yn—1, Y1, Yn)(@ — 22) .. (& — zp1) (x — 21)

Considerando agora os pontos de interpolacdo pela ordem zo,...,xy_1,%,, 21,
tem-se

Poo1(®) =92 + [y2, y3](xz —22) + ..+ [Y2, - Y1, Yn| (2 — @2) . (T — Tp1)
+ W2 Un-1, Yo yi) (@ — 22) (2 — 21 (@ — )
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Cancelamento o termo (x — x2) ... (z — x,—1), comum a todas as parcelas
de ambos os lados da igualdade anterior, vem

1,92, - yn—1] + [y1, Y2, - yn] (2 — 21)
— [y27 e 7yn—1ayn] + [ylay27' . ,yn](:r - l’n)

de onde se obtém
Y1, Y2, Un]( =21 =2+ 20) = [Y2, - Yn—1,Yn) — [Y1, Y25 - - s Yn—1],
ou, finalmete

[y2a v 7yn—layn] - [y17y27 v 7yn—1]
ITp — X1

[3/17927‘ . 7yn] =
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Igualando estas duas formas do mesmo polinémio e cancelando os termos
iguais, vem

[y27 s )yn—lyyl](x - IQ)- . (l‘ - zn—l)
+ (Y25 o Yn—1, Y1, Yn]( — x2). . (T — Tp—1)(z — 27)
= [y2y-- -, Yn-1,Yn)(x — 22).. (T — Tp_1)

+ [y27‘ . 'ayn—laynayl](x - 172). . (IE - xn—l)(x - an)

Tendo em conta o que referimos sobre as diferencas divididas serem
independentes da ordem dos argumentos, vem

[y17y27 cee ayn—l](l' - 352)- . (I - In—1)
+ [y1, 92, yn)(@ — 21)(x — 22). . (T — Tp—1)
=[Y2, .y Yn—1,Yn] (@ — 22).. (T — Zp_1)

+ [ylayQa' . )yn](‘r - xQ)' . ('T - l'n_l)(ili - ‘Tn)
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Calculo recursivo das diferencas divididas

Concluimos assim que as diferencas divididas podem calcular-se pela
seguinte férmula recursiva:

[y27"'ayn] - [ylv"'ayn—l]

Tp —T1

[y17"'7yn] =

onde as diferencas de ordem zero [y;] devem ser entendidas como ;.

Exemplo (n = 4)
z |y [ ] [ 0] [0 ]
1 | Y1
[yla yz]
z2 | Y2 [yla Y2, y3]
[y27 y3] [y17 Y2, Y3, y4]
3 | Ys [y27 Ys, y4]
[3/3, y4]
T4 | Y4 4
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Formula do erro com diferencas divididas

Seja P,_1 o pol. interp. de y em x1,...,Zn.
Seja x # x; e seja P, o pol. interp. de y em x1,...,x, € x. Entdo

Po(t) = Paci(t) + Y[zt - o n, 2]t — 21) . (E— ),
pelo que
Po(z) = Paci(z) + ylat, ...z, @) (@ — 21) .. (& — 2).
Mas, P,(z) = y(z), donde, temos
y(x) = Poy(z) + y[r1, .. 2 2] — 1) .. (x — 2)
ou seja, temos
Eo1(z) = y(@) — Poy(2) = ylot, ..., on, ) — 21) .. (7 — ) -

Para calcularmos y[z1, ..., x,, x| precisariamos de saber o valor de y(z)!
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Diferencas divididas e derivadas

Teorema
Sey € C" Ya,b] ex1,...,2, € [a,b] (distintos), entio,
(n—1)
_ Yy

y[x17x27 e ,xn] = m
para um certo £ € (a,b).
Dem: Seja P,_o o pol. interp. de y em z1,...,z,_1. Entdo, temos

(n—1)
y(xn) — Ph—a(zy) = y(nfl()g')(x” —21) .. (Tp — Tp—1)

Por outro lado, temos também

y(xn) — Po—a(xn) = ylz1, 22, .. o, 2| (@ — 21) .o (T, — Tp1)

e o resultado segue-se de imediato.

Nota: Caso n = 2 é o Teorema do Valor Médio.
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E,_1(zx) =y(x) — Poo1(z) = y[z1, ..y zp, z)(z —21) . (T — 20) -

Se as diferencas divididas de ordem n n3o variarem muito, podemos tomar
ylx1, ..., Tn, Tyr1] como aproximagdo para ylzy,. .., Ty, x], obtendo,
assim, a seguinte estimativa para o erro:

E, 1(z) = ylr1,. ..., Zn,2pp1](x —21) .. (2 — 2p)

Estimativa do péximo termo

A férmula anterior mostra que o erro é dado, aproximadamente, pelo valor
do “préximo termo”.
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Interpolacao em pontos equidistantes

Se os pontos de interpolacdo forem igualmente espacados, é possivel
escrever férmulas mais simples para o polindmio interpolador, com as
chamadas diferencas finitas .

No que se segue, assumimos que s3ao dados valores y; correspondentes a
uma sequéncia de pontos igualmente espacados

ri=x1+ (1 —1hji=1,2,....

Podem definir-se diferencas finitas descendentes, ascendentes ou
centradas. Neste curso, vamos apenas falar de diferencas adescendentes e
ascendentese e referir formas do polindmio interpolador com esse tipo de
diferencas.
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Diferencas descendentes

Definicdo (Diferencas descendentes)

Chama-se diferenca descendente de ordem k de y; e denota-se por AFy;
(ou, por vezes, apenas por Af) a quantidade definida por:

» Aly, =y —ui
» Parak=2,3,..., AFy, = A(AF1y)

Nota: Escreve-se simplesmente Ay; para denotar Aly;.

Exemplo
Y A A2 A3
Y1
Ayy
Y2 A%y
Ay Ay
Y3 A2y,
Ays
Ya )
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Propriedades das diferencas finitas

Q Afy, = VFy,

Q@ Aky; = i(—l)k” (k) Yiti

i=0 ’
Q Vky, = Z(—l)J ( ) Yi—k+j
=0 !
Ak_lyl
Q [y1,42, - U] = BTk —1)!
vk—lyn
Q [ynr - ynrt] = Ji Ty

Dem: A demonstracio de todas estas propriedades faz-se por inducdo
sobre k.
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Diferencas ascendentes

Definicdo (Diferengas ascendentes)

Chama-se diferenca ascendente de ordem k de y; e denota-se por VFy;
(ou V¥) & quantidade definida por:

» Vi =yi—yia1

» Para k=2,3,..., VFy, =V(VF1y)
Exemplo

y| v | v2 | v3

Y1
Vs ,

Y2 VZys ,
Vys ) V24

Y3 V=ya
Vs

Y4 )
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Forma de Newton com diferencas descendentes

Relembre:
(1]
P,_1(z)=uy1 + Z[yl, oyl —x1) (2 — xp1)
k=2
(2]
. ARy,
ZT; —$C1+(’L—1)h:> [y17y27"'7yk] = m

Entdo, no caso de nds igualmente espagados, temos:

—~ Ay,
P,_1(z) =y + Z hk——l)'(x —x1)...(x — xf—1)

—1
= Pk
n—1 Aky
1
—y1+z R (x —x1)...(x — )
k=1

mjs (dma) an2 2013/2014 32 /208



Forma de Newton com diferencas descendentes

Efetuemos uma mudanca de varidvel definida por

Xr — T
h

S =

— zrz=2z1+sh
Temos
x=x1+sh <= z—x;=xz— (x1+ (@ —1)h) = (s —i+ 1)h.

Vem, ent3o

Pnfl(:El—l—Sh y1+z l)h...(s—/{:—l—l)h

hk k'

— Ak Y1
:y1+z x s(s—=1)...(s—k+1)
k=1
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Polindmio interpolador
Forma de Newton com diferencas ascendentes

De modo totalmente andlogo se deduz a forma de Newton do polinémo
interpolador com diferencas ascendentes (escrita na forma encaixada),
para o caso de nés igualmente espacados:

t+1 t+2
Py 1(zn 4+ th) = yn + t{Vyn + %{V% + (L?)){V?’yn

vy, CFE g, L

n—1
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Forma de Newton com diferencas descendentes
(forma encaixada)

A férmula anterior pode escrever-se também na seguinte forma, conhecida
por forma encaixada do polinémio interpolador com diferencas
descendentes

—1 -2
P,_1(x1 +sh) =y + S{Am + (32—){A2y1 + %{Ag’w

.{An—zyﬁ%m—lm}...}}},

a qual, em relagdo a férmula anterior, tem a vantagem de diminuir o
nimero célculos a efetuar.
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Diferencas de valores de um polinémio

Seja y(x) = pp(x) um polinémio de grau n e sejam dados os valores y; = p,,(z;)
num conjunto de pontos igualmente espacados x; = x1 + (i — 1)h,,i =1,2,....
Atendendo a relacdo entre diferencas divididas e derivadas e as férmulas que
relacionam diferencas finitas (ascendentes ou descendentes) com diferengas

divididas, podemos concluir que diferengas finitas de ordem n + 1 desse polinémio
serdo nulas.

Exemplo
y(z) =ps(x) =23 —z+1

x| ps | A |AZ|A3] A%
1
6
2 7 12
18 6
3| 25 18
36 6
4| 61 24
60 6
5121 30
90 6
6 | 211 36
126
7| 337

4
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Diferencas de valores arredondados de um polinémio

Consideremos agora o caso das diferencas de um polinédmio, mas em que
os seus valores n3o sao dados exatamente, mas sim arredondados para um
certo nimero de casas decimais.

Exemplo
y(x) = pa(z) = % — valores arredondados para 4 casas decimais.
x| B A A2 A3
1] 0.2667
0.3333
21 0.6000 0.1334
0.4667 —0.0001
3 | 1.0667 0.1333
0.6000 0.0000
4 11.6667 0.1333
0.7333 0.0001
5 | 2.4000 0.1334
0.8667 —0.0001
6 | 3.2667 0.1333
1.0000
7] 4.2667
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Escolha do grau do polinédmio interpolador com base
no comportamento de uma tabela de diferencas

Sejam dados valores aproximados de uma fungdo y num conjunto de
pontos igualmente espagados

xi=x1+ (i —1)h;i=1,2,...,N +1,

sendo as aproximag¢Oes dadas com uma precisdo de d casas decimais.

Se, ao formarmos a tabela das diferencas relativas a esses valores,
verificarmos que, para um certo inteiro n (0 <n < N — 1) as diferencas
de ordem n + 1 sdo, em mddulo, n3o superiores a 2™ x 1074, isto &, se
essas diferencas se comportarem como as de um polinémio de grau n com
valores arredondado para d casas decimais, farad sentido interpolar y por
um polinédmio de grau n.
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As diferencas de ordem 3 ja ndo s3o nulas, mas “oscilam”em torno de
zero!

> Se os valores de um polinédmio p de grau n sdo arredondados para d casas
decimais (i.e. |E, ()| < 0.5 x 107%), as diferencas de 1% ordem terdo um
erro que, em valor absoluto, n3o excede

2x05x107%=10"1=2"x 1071

> as diferencas de 22 ordem terdo um erro ndo superior 2 x 107¢ = 2! x 1074

> as diferencas de 32 ordem terdo um erro ndo superior 4 x 107¢ = 22 x 107¢

> As diferencas de ordem n + 1 (que deveriam ser nulas, se os valores do
polinémio n3o tivessem sido arredondados) terdo um erro que, em valor
absoluto, nio excede 2" x 10~¢, ou seja: as diferencas de ordem n + 1
serdo, em médulo, n3o superiores a 2" x 10~ %.
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Exemplo

y(x) = log,o(z) — arredondamento para 5 c.d.

z | g2 A A2 A3 Al AP AS
2.1 | 0.32222

0.02020
2.2 | 0.34242 —0.00089

0.01931 0.00006
2.3 | 0.36173 —0.00083 0.00002

0.01848 0.00008 —0.00005
24038021 | " | 000075 | | —0.00008 | 0.00009
2.5 | 0.39794 —0.00070 0.00001

0.01703 0.00006
2.6 | 0.41497 —0.00064

0.01639
2.7 | 0.43136

e max |Ey| < 0.5 x 1075

e max |A| = 0.02020 > 2° x 1075 = 0.00001

e max |A?| = 0.00089 > 2! x 10~° = 0.00002

e max |A®| = 0.00008 > 22 x 10~° = 0.00004

e max |A%| = 0.00003 < 22 x 1075 = 0.00008

As diferencas comportam-se como as de um polinémio de grau 3 arredondado
para 5 c.d. = Serd razodvel fazer interpolagdo por um polinémio ciibico.

V.
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Consideracoes sobre o erro de interpolacao

Férmula do erro em interpolacdo polinomial

™ (&)

y(w) = Paa(a) = L)

(x—z1)...(x —xp)

Se max,c[q ] ly™(z)] < M, entdo

9(&) ~ Pa(e)| € 27 (@ — ) )]
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> Suponhamos que os pontos de interpolacio sdo igualmente espacados no
intervalo [a, b],
xvi=a+(—Dhi=1,....n
onde h = (b—a)/(n—1). E fcil de mostrar que

h™(n—1)!
max|(z —x1)...(x —z,)| < %
e, portanto, tem-se
h"™M,,
e [y(z) = Paca(@)] < =

Assim, se a fungdo y for infinitamente derivavel e tiver derivadas
uniformemente limitadas em [a, b], ou seja, se existir uma constante K,
independente de 7, tal que, para todo o z € [a, D], se tem |y (z)| < K,
poderemos concluir que a sequéncia de polinédmios interpoladores (P,,)
(construidos aumentando sucessivamente o ndmero de pontos de
interpolagdo) convergird uniformemente para a fungdo y em [a, b],ou seja,
teremos

lim max |y(z) — P,(z)| =0.

n—00 zr€la,b)

Este serd o caso, por exemplo, da funcio y(x) = sin(z) no intervalo [0, 7.
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2501

50

Gréfico de |z(x — 1)(x — 2) ... (z — 5)|

» O produto |(x — x1)...(x — x,)| tende a crescer quando z se aproxima dos
extremos do intervalo de interpolagdo e cresce muito rapidamente a medida
que x se afasta de [a, b] (Extrapolacdo). O produto é relativamente pequeno
para z situado no “meio”"dos nds. Por outro lado, o erro é nulo quando x é
algum dos pontos de interpolacdo, devendo, por continuidade, ser
“pequeno”se x estiver préximo de um né. = Devemos interpolar em nés
situados a volta do ponto onde pretendemos o valor de P, _.
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Fendmeno de Runge

» No entanto, existem fung¢des para as quais a interpolagdo num ndmero
crescente de pontos ndo produz uma sequéncia de polinémios convergindo
uniformemente para y. Um exemplo cldssico é a chamada funcao de
Runge, definida, em [—1, 1], por

1

Y(@) = Tose

Esta funcdo é infinitamente derivavel. No entanto, sendo P,, o polinémio de
grau n3o superior a n interpolador de y em n + 1 pontos igualmente
espacados no intervalo [—1, 1], pode provar-se que a sequéncia de polinémios
(P,,) ndo converge uniformemente para y no intervalo [—1, 1], tendo-se

lim max |y(z) — P,(x)] = 4o0.

n—oo re—1,1]
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Fendmeno de Runge

D8 oF o4 02 0 0z 04 05 08 s o5 o4 w2z 0 02 05 05 08

D5 oF o4 02 0 0z 04 05 08 s o5 o4 w2z 0 02 05 05 08

Interpolagio da fungdo de Runge por Py, Ps, Ps e Pip (nds igualmente espagados)

mjs (dma) an2

Algumas notacoes

» Uma sequéncia de pontos §,, = {z;}7"_;, onde
a=21<Tyg< < Xp_1<Tp=>,

é chamada uma sequéncia de nés no intervalo [a, b].
» Os nés x3,...,T,_1 sdo chamados nds interiores.

» Os nés x1 = a e x,, = b s3o chamados nds fronteiros.

mjs (dma) an2

2013/2014

Interpolacao segmentada

} Vimos que a interpolagdo num nimero crescente de nés ndo conduz
necessariamente a melhores resultados (em todo o intervalo de
interpolag3o).

J Polindmios de grau muito elevado oscilam muito...

1 “Partir” o intervalo de interpolacdo em subintervalos e usar polinémios
diferentes nos subintervalos (polinémios segmentados). Por exemplo,
podemos tomar, em cada subintervalo [x;_1, z;], o polinémio linear
interpolador dos pontos (z;,v;) € (41, Yi+1) — interpolagdo linear
segmentada .

Interpolagdo polinomial de grau 5 e interpolagdo linear segmentada de 6 pontos
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Funcoes spline

Definicao
Seja dada uma sequéncia de nés Q, :a =21 < x5 < ... < x, = b de um
intervalo [a,b] e seja k € N. Uma fungdo s : [a,b] — R diz-se uma
funcdo spline de grau k com nés 2, se:
» Em cada intervalo [z;, z;11], s é um polinémio de grau n3o superior a
k;
» s € C*Da,b].

Nota: Como sé definimos splines de grau k > 1, teremos sempre funcdes continuas.
Por esse motivo, na definicdo anterior podemos usar os intervalos [z;, z;4+1] fechados em
ambos os extremos, ndo havendo qualquer incompatibilidade na definicdo de s nos nés

interiores.

De entre as fungbes spline, sdo especialmente importantes as fun¢des spline
cubicas e serad destas que iremos tratar de seguida com mais pormenor.
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Splines cubicas interpoladoras

Seja dada uma sequénciade nés Q, :a =21 < x93 < ... < x, =bdeum
intervalo [a,b] e n valores y; (em geral, valores de uma dada fung¢do y nos
nds x;.)

Problema
Determinar uma fun¢do spline cibica s, com nds €2,,, e interpoladora dos
valores y; nos nés x;. Por outras palavras, pretende-se encontrar uma
funcdo s, que satisfaca:
» Em cada um dos subintervalos [z;,z;41];i=1,...,n—1, s é um
polinémio de grau n3o superior a trés;
> s € C%a,b);

> s(z) =y i =1,2,...,n.

Graus de liberdade: 4 x (n —1) =4n —4

Condicdes a impor: Continuidade de s,s’ e s” nos nés interiores + condicdes de
interpolacdo — 3 x (n — 2) +n = 4n — 6 = o problema n3o esta totalmente
definido, sendo necessario especificar duas condi¢des adicionais.
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Integrando duas vezes a express3o anterior, vem

1 — )3 M — 2.3 M.
S($) _ (‘T1+1 .IJ) zg;l(x xz) i+1 + Az + B,

com A, B constantes. Por uma questdo de conveniéncia, reescrevamos a
expressao acima como

(i1 — @)’ M + (2 — @3)° M1 | ; 5

s(x) = h +A(ziy1 —z)+ Bx —x;).  (4)
Da condigdo de interpolagdo s(z;) = y;, vem
h3 ~
—M; + Ah = y;
on it Y

de onde se obtém a seguinte expressdo para A:

Y b
A=2L_ 2, 5
i B, (5)
De modo andlogo, usando a condi¢do s(z;41) = yi+1 obtém-se a seguinte
expressao para B:

= Yir1 h
B= g — s My (6)
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Caso de nés igualmente espacados

Por uma questdo de simplicidade, consideramos apenas o caso em que os
nds sao igualmente espacados, com espacamento h, i.e., em que temos

b—a

n—1

ri=a+(i—1)hi=1,2,...n, h=

Vamos introduzir a seguinte notacdo para os valores que a segunda
derivada de s assume em cada um dos nds

M; := s"(x;)

Se os valores M; forem conhecidos, facilmente se obtém a expressdo do
polinémio cubico que “forma”a fungdo spline s num dado intervalo

[T, Zig1].

De facto, em [x;, 211], a segunda derivada de s serd um polinémio linear,
cuja expressao serd dada por

§(z) = (ig1 — ) M; + (x — ) M
; )

(Porqué?)
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Expressao da spline em [z;, x;.]

Substituindo as expressdes (5) e (6) em (4), obtemos a seguinte expressdo
para o polinémio clibico que define s no intervalo [z;, x;1]:

. — 23 M. — )3 M. .
s(z) = (@it — )" Mi + (& — 2i)" M n (Z/z h

6h ﬁ — Mz) (xi—l—l — SL‘)+

6
i h
+ (yh—H — 6Mi+1> (:L‘ — .’Ez)
(7)
Problema J

Como determinar os valores M; a usar na férmula acima?
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A func3o s cuja expressdo, em cada um dos intervalos [z;, z;11], é dada por (7) é

tal que s(z; ) = s(z]) = y; e s""(x;) = s”(x]) = M; em cada né interior. Para

que s seja uma fungdo spline cibica, deveremos também ter

saf)=5(x7)i=2,...,n—1
Mas:
> Em [z;,2,41];i=1,2,...,n — 1, tem-se
/ —(xig1 — )2 M + (x — 2)*Miy1 | Yiy1—Yi D
s'(z) o + n 6( +1 )
> Em [x;-1,2];4=2,3,...,n— 1,n, tem-se
/ —(xi — )My + (# —2;-1)°M; | yi—yi1 b
2 2h L 6! )
Assim, tem-se
Y Yi+1 — Yi -
S($i)__ MZ—F A *(Mi+1—Mi),Z—1,2,...,7’l—1
¢ h h
$(x7) = oM+ LY=L N - M), i=2,3,. . n—1,n
2 h 6
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Condicoes finais
Spline natural e spline completa

As escolhas mais usuais para as condi¢des finais sdo as seguintes, tomando
as respetivas funcées spline os nomes indicados:

> §"(x1) = §"(xn) = 0 — spline natural.

» s'(x1) =dy e §'(x,) =dy, com d; e d, dados —> spline completa.

Geralmente construimos este tipo de fun¢do spline quando estamos a
interpolar uma fun¢do y nos nés z;, isto é, quando y; = y(z;) e, além
disso, conhecemos os valores da primeira derivada de y nos nés
fronteiros 1 e x,; nesse caso, devemos tomar d; = ¢/(z1) e

dn - /(xn)-
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Relacoes de consisténcia para os )/,

Igualando as expressdes anteriores (para i = 2,...,n — 1) e efetuando
alguma manipulacdo simples, vem que teremos de ter

M1 +4M; + My = % (Yi-1 —2yi + yit1);i=2,...,n — L.
As n — 2 equacoes anteriores sdo conhecidas como relacdes de consisténcia
para os valores M; = s”(x;).
Elas ndo s3o suficientes para determinar as n incégnitas M;;i=1,...,n
necessdrias para a construcdo de s.
Uma vez mais confirmamos que o problema da determinacdo de uma funcio
spline cibica interpoladora de certos valores nos nds, i.e, satisfazendo as
condicdes de interpolacio s(x;) = y;; i =1,...,n, ndo estd completamente
definido, sendo necessario especificar duas condi¢des adicionais. Essas condicbes
s3o, geralmente, impostas nos nés fronteiros (ou em nds préximos destes) e
tomam o nome de condigdes finais.
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Condigoes finais (cont.)
Spline sem-né

» sO(2f) =sC(x5) e s®(axt ) =5O)(x, ) — spline sem-né.

A condicao de continuidade imposta a terceira derivada de s no né s
(juntamente com a continuidade de s, s’ e s” nesse ponto) implica
que as cubicas que definem a spline nos intervalos [z1, 23] e [z2, 23],
sejam a mesma, isto é, que n3o haja um verdadeiro n6é em 3 (o
mesmo se passando, naturalmente, com o né x,_1). Isto justifica a
designacdo escolhida para esta fungdo spline.

Naturalmente, teremos de verificar que, para quaisquer das condicoes
finais indicadas, o problema da construcio da respetiva funcdo spline
interpoladora tem uma e uma sé solugao.
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Spline cubica natural interpoladora
Existéncia e unicidade

Analisemos, entdo, o caso da spline natural.

As relagdes de consisténcia fornecem-nos n — 2 equacgdes para a
determinacdo dos valores M;; como, neste caso, M| = M,, =0, na
realidade hd apenas n — 2 incdgnitas a determinar.

O sistema para a determinacg3o dessas incégnitas é dado por

4Ms + M3 = by
M; 1 +4M; + My = bz =3,...,n — 2,
Mn—2 + 4Mn—1 = bn—l

onde

6
by = ﬁ(yiq —2y; + Yit1)-
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De modo andlogo, embora um pouco mais trabalhoso, se podem analisar
os casos das funcdes spline sem-né ou spline completa. Haverd, nestes
casos, que expressar as condi¢cOes finais respetivas em termos dos M;; por
exemplo, as condigdes finais s'(z1) = d; e s'(x,,) = d,, da spline completa
podem escrever-se como

6 6
2M; + My = ﬁ(@& —y1) — Edl

6 6
Mn—l +2M,, = Edn - ﬁ(yn - yn—l)a

respetivamente. (Verifique!) Adicionando estas duas equagdes as n — 2
relacGes de consisténcia, obtém-se novamente um sistema de matriz de
diagonal estritamente dominante e tridiagonal.
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A matriz do sistema anterior é

41 0 0 - 0
1 4 1 0 - 0
00 -~ 1 4 1
0o 0 .- 1 4]

Trata-se de uma matriz de diagonal estritamente dominante, portanto
invertivel, pelo que o sistema correspondente tem soluc3o tnica. Podemos,
assim, concluir que o problema da determinacdo de uma func3o spline
cubica natural interpoladora de n valores y; em n nés x; tem uma e uma
sé solucao.

Nota: Além disso, a matriz do sistema ¢é tridiagonal, o que torna o sistema
especialmente simples de resolver.
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Construcao de splines cubicas interpoladoras

Passos na constru¢ao de uma spline clbica interpoladora:

@ Uso das relagdes de consisténcia + condigdes finais (expressas em
termos dos M;) para obter um sistema para determinagdo dos M;.

@ Resolucdo desse sistema

© Uso da férmula (7) para obter a expressdo de s em cada intervalo
(i, Tit1]-
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Erro em interpolacao por splines completas

Teorema

Seja s a funcdo spline ctibica completa interpoladora de uma dada funcio
ynosnésx; =a+ (i—1)h,i=1...,n; h= fﬁ. Suponhamos que

y € C*a,b] e seja My tal que max e[, ) |y (x)| < My. Entdo, tem-se o
seguinte resultado:?

5 4
— < — .
;(;I?ﬁfi] |s(z) — y(z)] 33 WMy (8)

“Estamos aqui a admitir que os valores d; e d,, usados nas condicdes finais
s30 os valores da primeira derivada de y nos extremos, isto &, que di = y/(z1) e
/
dn =Y (zn).

Omitiremos a demonstragao, por ser demasiado ténica; ver, e.g, Hall, C.A., Meyer, W.,
Optimal Error Bounds for Spline Interpolation , J. Approx. Theory,16, 105-112 (1976).
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Na figura seguinte apresenta-se novamente a funcdo de Runge e a fungdo
spline ctbica sem-né interpoladora dessa fungdo em 11 nés igualmente
espagados no intervalo [—1, 1].

4 point
spling
f.Runge []

Figura : Func¢3o de Runge e fung3o spline clibica sem-né interpoladora em 11 pontos
igualmete espagados
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O resultado anterior costuma escrever-se, usando o simbolo de Landau O,
da seguinte forma:

I = vl = ma |s(z) — y(z)| = O(h"),
quando h — 0.
Podemos assim concluir que, se (s,) for uma sequéncia de splines
completas interpoladoras de uma determinada funcdo y € C*[a,b] em n
nds igualmente espagados nesse intervalo [a, b], entdo (s,) converge
uniformemente para y quando n — oo (ou seja, quando o espagamento h
entre os nés tende para zero).
Pode provar-se também que a funcdo spline sem-né satisfaz

4
Is = ylloo = O(R7),
ou seja que a ordem de convergéncia deste tipo de splines é idéntica a da

spline completa.
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Quanto a fungdo spline natural, tem-se o seguinte resultado
Is = ylloo = O(h?)
Ylleo .

Isto significa que, contrariamente ao que o nome natural possa sugerir, a
interpolagdo por este tipo de splines é, do ponto de vista da aproximacgao
obtida, pouco recomendavel.

Nota: No entanto, pode mostrar-se que a influéncia negativa das condicdes finais
da funcao spline natural diminui a3 medida que se consideram valores de x mais
“interiores” no intervalo de interpolagdo.
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Algumas notas » Um spline é um instrumento mecanico usado para tragar curvas
suaves passando por determinados pontos (por exemplo, pontos de

» Pode provar-se que, de todas as funcdes f duas vezes continuamente um mapa, estabelecendo a rota de um navio). Entende-se, assim, a
diferencidveis num certo intervalo [a, b] e cujo gréfico passa por um certo escolha deste nome para designar as fungdes que temos vindo a
conjunto de pontos (z;,y;) (com x; abcissas distintas em [a, b]), a fungdo estudar.

spline ctibica natural interpoladora s é a (tnica) que minimiza

b
J(f) = / ")) da.

Esta propriedade é conhecida por propriedade mimimal da spline cubica
natural.

> Como f”(z) é um indicador da curvatura da curva plana definida por
y = f(z), o valor f; [ (x)]? dz pode ser visto como uma espécie de
“curvatura média”da curva no intervalo [a, b].
Podemos, assim, interpretar a propriedade minimal da spline natural, do
seguinte modo: De entre todas fungdes duas vezes continuamente

diferencidveis cujo grafico passa por determinados pontos, a spline
interpoladora natural é aquela a que tem menor “curvatura média”. Figura : Um spline mecanico
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Quadratura Numérica

O problema da integracdo numérica ou quadratura numérica® é o de

. . b .
estimar o valor de um certo integral [ f(x)dz, o qual supomos existir.?

Existem vdrias razdes que justificam a necessidade do recurso a métodos
numéricos para aproximar integrais.

» Ha fungdes cuja primitiva ndo é uma fungdo que se possa expressar em
QUADRATURA termos de funcdes elementares. Exemplo: ¢(z) = e=2".

> Por vezes, embora a primitiva da fun¢do a integrar seja conhecida, a sua
expressdo é de tal modo complicada que n3o é eficiente o seu uso.

» Poderemos ter necessidade de integrar uma fun¢do da qual conhecemos
apenas um conjunto de valores, obtidos, por exemplo, experimentalmente.

!Quadratura é um termo histérico associado ao calculo de &reas.

2Para j4, consideramos a e b finitos.
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Regras basicas

Grande parte dos processos de integracao numérica para estimar o valor de
um integral

b
1= [ fads ©)

consistem na utilizagcdo de férmulas simples, chamadas férmulas ou regras
de quadratura, as quais sdo, geralmente, do tipo

Qulf] = wif(x) (10)
=1

Assim, o integral é simplesmente substituido por uma combinac3o linear
de valores da fun¢do integranda em certos pontos.

» Os pontos z; sdo chamados abcissas (ou pontos de quadratura) da
regra de quadratura.

» Os coeficientes w; sdo chamados pesos dessa regra.
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Regras de Newton-Cotes (fechadas)

As chamadas regras de quadratura de Newton-Cotes (fechadas) sdo uma
familia @, (n € N,n > 2) de regras do tipo (10). A regra @), tem:

@ como abcissas, os n pontos igualmente espagados no intervalo [a, b],

xi=a+(@—1)h; i=1,....,n; h=

(12)

@ como pesos, os valores obtidos substituindo a funcdo integranda f
pelo polinémio P,,_1 de grau n3o superior a n — 1 que interpola f nas
n abcissas.
Nota: Estas regras s3o conhecidas como regras de Newton-Cotes fechadas porque
incluem os extremos do intervalo de integracdo como abcissas; existem também regras
de quadratura de Newton-Cotes abertas, em que a e b ndo sdo tomados como pontos de
quadratura. Se nada dissermos em contrério, quando nos referirmos a regras de

quadratura de Newton-Cotes, queremos significar as regras fechadas.
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Erro de quadratura

Nota: Em geral, os pesos e as abcissas ndo dependem da fun¢do
integranda f e, além disso, os pesos satisfazem

n
g w; = b—a.
i=1

Ao erro resultante da substituicao do integral pelo valor dado pela regra,
chamamos erro de quadratura da regra em questdo. Designando por E,,[f]
o erro de quadratura associado a regra @, [f], tem-se, entdo

b
/fmm—%m+am (1)
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Pesos da regra de Newton-Cotes com n abcissas
Relembrando a férmula de Lagrange do polinémio interpolador P, _1:

n

Poi(@) =) Lix) f(z:),

i=1

onde L;(x) = [[i=1 ( A ) , temos, ent3o, que

b b n
Qn[f]:/ Pn,l(x)dx:/ {ZLi(x)f(mi)}dx

n b
=1 a

w;

= Os pesos w; da regra de Newton-Cotes com n abcissas sdo dados por

b
wiz/ Li(x)dz;i=1,...,n,

onde L;(x) sdo os polinémios de Lagrange relativos as abcissas 1, ..., Z,.
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Erro nas formulas de Newton-Cotes

Quanto ao erro de quadratura da regra @, temos

BN - [ " fayde - / P () = / T @) Paa(e) de

=1

Supondo que f € C"[a,b], e tendo em conta a expressdo deduzida
anteriormente para o erro em interpolacdo polinomial, vem, ent3o:

Tn (n n
E,[f] = / ! g‘” [[@— =) da (13)

1 =1

A férmula anterior mostra que a regra de quadratura de Newton-Cotes @,
correspondente ao uso de n abcissas é exata (ou seja, tem erro nulo)
quando for aplicada a um polinémio de grau n3o superior a n — 1.
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Caso n = 2 - Regra do trapézio
Consideremos o caso em que n = 2, ou seja, 0 caso em que temos apenas
dois pontos de quadratura, z1 = a e x9 = b, sendo h = b — a. Neste caso,

Liz) = ="—= e Lo(a) =

Assim, os pesos desta regra sdo dados por

B T2 - 1 T2 B 1 ($—£B2)2 29 - h
fwl—/z Ll(a:)dac——ﬁ/x (a:—a:z)da:——ﬁ[TLl =3

1 1

a:—xl
h

B T2 _1 T2 _1 (l‘—l’1)2 352_h
wg—/z Lg(a:)dx—ﬁ/xl (m—xl)d$—E[T]xl =3

1

Logo, a regra de quadratura de Newton-Cotes para n = 2 é dada por

Q1) = 5[ + 7).
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Grau de exatidao de uma regra de quadratura

Definicao

Diz-se que uma regra de quadratura tem precisdo m ou é de grau (de
exatiddo) m se for exata para todos os polinémios de grau n3o superior a
m e existir, pelo menos, um polinémio de grau m + 1 que n3o é integrado
exatamente por essa férmula.

Nota: Vemos assim que a precisdo da regra de Newton-Cotes com n
abcissas é, no minimo, n — 1.

Vamos deduzir agora a expressdo das regras de quadratura
correspondentes aos primeiros valores de n.
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Regra do trapézio

Esta regra é conhecida pelo nome de regra do trapézio, por razbes que a
seguinte figura ilustra claramente.

I R T T R PR |

Regra do trapézio
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Erro da regra do trapézio

O erro de quadratura da regra do trapézio é dado por

Blf) =5 [ " FO () (@ — o) (@ — wa)da.

Tendo em conta que o produto (z — x1)(z — x2) ndo muda de sinal no
intervalo (x1,x2), vem, aplicando o Teorema do valor médio para integrais,

1 z2
E[f] = §f(2)(77)/ (x —z1)(z — x2)dx
x1
h3
— 1 r®
AL
para um certo 1 € (z1,x2).
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Caso n = 3 - Regra de Simspon

Neste caso, a funcdo integranda f é aproximada pelo polinémio de grau
< 2 que a interpola nos trés pontos a = x1, x5 = x1 + h,

x3 = x1 + 2h = b, onde h = (b — a)/2. Temos, entdo, para pesos desta
regra

x3 1 xr3 h
wy = / Li(x)dx = W/ (r — z2)(x — x3)dx = 3
4

wy = / Lo(2)da = —% /(;p o) — ws)da = ?h
wy = / Lo(2)d = 2—22 /(m o) (@ — wa)da = g
Assim, tem-se
[ s@as~ @i = 5[r@) + s+ s )

onde o = 1 + h, h = (3 — x1)/2. Esta regra de quadratura é conhecida
por regra de Simpson.
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Podemos, entdo, resumir os resultados anteriores no seguinte teorema.

Teorema (Regra do Trapézio e Erro)

Seja f uma fungdo duas vezes continuamente diferencidvel num certo
intervalo [x1,x2] e seja h = x9 — 1. Entdo,

[ e =4 [0+ stea)] - 100

para um certo n € (x1,x2).
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Regra de Simson

Regra de Simpson
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Quanto ao erro de quadratura, tem-se, supondo f € Cg[a, b],

Es(f] = 311/963 FO (&) (@ — a1) (@ — 22)(z — 23)da.

Neste caso, II5(z) = (z — x1)(z — x2)(x — x3) muda de sinal em (x1,x3), pelo
que nao podemos aplicar o Teorema do valor médio. Pode, no entanto, provar-se
o seguinte resultado (veja, e.g. Valenca, M.R., Andlise Numérica, Univ. Aberta
(1996), pp. 211-212): Se f € C*[a,b], entdo

e
BEs(f) = —— .
3(f) =—go/ )
Assim tem-se o seguinte teorema.

Teorema (Regra de Simpson e Erro)

Seja f € C*a,b] e sejam z; = a+ (i — 1)h,i=1,2,3;h = (b—a)/2.
Entéo,

b=x3 5
| apdo = 2 [fa) + 45(a2) + flan)] - 5o D)

=x

para um certo 1) € (x1,3).

v
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U resultado anterior mostra que a regra de Simpson (caso n = 3 das

regras de Newton-Cotes fechadas) tem ordem de precisdo 3, ou seja tem

Regras de Newton-Cotes fechadas

n C, w1 wa w3 wa ws En(f)
2| 2 ! Ll
510 b LRI
S I )
5 2 7 32 12 _% © ()
N 5 )
7| 5 | 41 216 27 272 — 9 £(8) ()
8 | tois5 | 751 3577 1323 2989 — 818310 £(8) ()
9 | ok | 989 5888 —928 10496 —4540 | —2368h p(10)(y)
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De um modo andlogo ao que fizemos para deduzir as regras do trapézio e
de Simpson, podem deduzir-se regras de Newton-Cotes fechadas para
outros valores de n.

Apresentamos, de seguida, uma tabela com os pesos e a expressdo do erro
das férmulas de Newton-Cotes (fechadas) paran =2,...,9.

Para simplificar a tabela, consideramos as férmulas escritas na forma

Qulf] = Cuh|wifi+ ... +wnfo

e indicamos, em cada caso, o valor de C,, e dos coeficientes

wi;i=1,...,[(n+1)/2]; os restantes coeficientes w; podem ser obtidos
por simetria, isto é, wy41—; = W;.
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> As regras de Newton-Cotes para n > 9 tém pesos grandes em valor
absoluto, alguns positivos e outros negativos. O uso destas regras &,
assim, mais sujeito ao aparecimento de cancelamento subtrativo, pelo
que elas s3o raramente utilizadas.

> A observagdo da tabela mostra que as regras com n impar tém grau
de exatiddo n (e n3o apenas de grau n — 1, como seria de esperar).
N3o se trata de uma coincidéncia para as regras ai apresentadas, mas
de um resultado valido em geral, como indica o teorema seguinte
(cuja demonstragdo omitiremos).
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Teorema

Designemos por E,(f) o erro da férmula de Newton- Cotes correspondente
ao uso den abcissas v; = a+ (i —1)h;i=1,...,n;h = . Entdo:

» Sen épare feC"a,b],In € (a,b) tal que

b n
E.(f) = % ™), com K, = / H(m — z;)dx
’ @ =1

» Sen éimpare f € C"a,b],3n € (a,b) tal que

Kn

b n
E.(f) = mf(”""l)(n), com KC,, = / T H(m — x;)dx
’ a 4=l
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Nota: Por uma questdo de simplicidade, usamos a notagdo f; := f(z;).
A regra anterior é conhecida por regra do trapézio composta (com N
intervalos) e designada por Tv[f].

Regra do trapézio composta
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Regras compostas

A ideia das regras compostas é subdividir o intervalo de integra¢3o [a, b]

num certo nimero de subintervalos e aplicar regras simples em
subintervalos.

Regra do trapézio composta

Seja NeNesejamuz; =a+ (i—1)hji=1,...
h = (b—a)/N. Temos, entdo

/ab::N+1 f(z)dx = é/:wl f(x)dx

Usando a regra do trapézio em cada subintervalo [z;, z;11], vem

[ LI

=1

=S+ )+ (et o)+

,N+1, com

N’l@“l\le‘

[f1+2(f2+ A IN)+ e
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Erro da regra do trapézio composta

Quanto ao erro desta regra, tem-se, supondo que f € C?[a,b], e
recordando a expressao do erro da regra do trapézio,

b
Erylf] = / f(@)dz — Tulf)

onde n; € (x;, zi+1). Aplicando o Teorema do valor médio para somas,

vem

_ (b=a)
atendendo a que N = 7%,
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+(fv-1+ fn) + (v + fN+1)]
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Regra do trapézio composta e erro

Temos, assim, o seguinte teorema.

Teorema (Regra do trapézio composta e erro)

Seja f € C?[a,b] e sejam x; =a+ (i —1)h,i=1,...,N + 1, com
h = b_T“ N € N. Entdo, tem-se

b h 2
/ f(x)dwz§[f1+2(f2+---+fN)+fN+l} -——

para um certo 1 € (a,b).

Nota

O caso N =1 corresponde a regra do trapézio (simples).
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A regra anterior é conhecida por regra de Simson composta com N = 2m
subintervalos e denotada por Sa,.

Nota
O caso m =1 (i.e. N = 2) corresponde a regra de Simpson (simples). J

Quanto ao erro desta regra, vem
b
B, [f] == / F(@)dz — o]
he &
=g )

R
Z—%mf (77)

(b—a)

ht 4
= _Wf( (), n € (a,b),

onde se usou, uma vez mais, o Teorema do valor médio para somas e se

__b—a
teve em conta que m = “5;°.
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Regra de Simpson composta
Consideremos agora o intervalo [a, b] partido num nimero par N = 2m de

subintervalos, isto é, sejam z; =a+ (i —1)h; i =1,...,2m + 1, com
h = I;—m“. Temos, ent3o

/ab—w2m+1 f(z)ds = /:3 f(z)dz + /g:) flz)dz + -+ /Ew2m+1 f(x)dx

=T 2m—1
T2i+1
= Z/ f(x)dx.
251

i=1

Usando a regra de Simpson em cada duplo subintervalo [z2;_1, Z2;+1], vem

/ab f(z)dz ~ i[g (faic1 + 4f2 + f%H)}

<

_h
~ 3

1
|:f1+4(f2+"'+f2m)+2(f3+"'+f2m—1)+f2m+1j|
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Regra de Simpson composta e erro

Temos, assim, o seguinte teorema.

Teorema (Regra de Simpson composta e erro)

Seja f € C*[a,b] e sejam z; =a+ (i —1)h;i=1,...,2m +1, com
h = (b—a)/2m. Ent3o,

b h
/ f(l“)dfl?:g[f1+4(f2+---+f2m)+

+2(f+ o+ fam1) + fomt

(b—a)h4 ( )
- T:Of g (n)

para um certo 1 € (a,b).
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Quadratura Gaussiana

As regras de quadratura de Newton-Cotes sao da forma
b n
1= [ fadde 3" wif(a) (15)
a i=1

onde as abcissas x; sdo igualmente espacadas em [a, b] (e onde os pesos
~ b o . A~

w; sdo dados por fa L;(x)dx). Tais férmulas, como vimos, tém grau de

exatiddo n — 1, se n é impar e grau de exatidao n, se n é par.

E, no entanto, possivel obter regras do tipo (15) que sejam exatas para
todos os polinémios de grau (n3o superior a) 2n — 1, escolhendo as
abcissas e os pesos apropriadamente. Esta é a ideia basica das regras de
quadratura Gaussiana.

Nota: E muito simples de provar que uma regra do tipo (15) n3o pode ter grau
de precisao superior a 2n — 1, pois existe sempre um polinémio de grau 2n que
ndo pode ser integrado exatamente por uma tal regra. (Qual?)
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Exemplo (cont.)

Temos, entdo, que a regra sera exata para todos os polinémios de grau
nao superior a 3 se s s6 se tivermos

1
/ lde = w1 x 14+ wgy x 1

—1l w] + wy = 2
1
zdr = w1T1 + WwaTs w11 + wexy = 0
—1
1 =
2 2 2 w122 + wox? = 2
r dr = wiz] + wax) 141 242 = 3
=i
1 w13 + wazhy =0
3y — 3 3
r°dr = w1T| + waxy
=i
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Exemplo

No que se segue, vamos considerar que [a,b] = [—1,1].
Note-se que temos sempre

I:/abf(x)dx:(b;—a)/llf<a—2|—b+b;au>du,

pelo que n3o ha perda de generalidade na hipdtese acima considerada.
Vejamos, ent3do, se serd possivel encontrar uma regra de quadratura do
tipo

1
1f] = / Fa)do =~ w (@) + w2 (22) (16)

que seja exata para todos os polindmios de grau n3o superior a 3.
Como a integragcdo é um processo linear, a férmula (16) serd exata para

polinémios de grau < 3 se e s6 se integrar exactamente os polindmios

p1(z) = 1,p2(2) = z,p3(z) = 22 e p3(z) = 23.
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Exemplo (cont.)

Facilmente se verifica que w1 =wy =1 e 21 = _\/Tg, To = \/Tg é solucao

do sistema n3o linear anterior.
Temos, entdo, que a seguinte regra de quadratura
! V3 V3
[ fpom 1=+ 1) (17)
=il
é exata para polinémios de grau n3o superior a 3; como ela n3o pode ter
grau de precisdo superior a 3, concluimos que tem grau precisdo 3.
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O processo descrito para obter a regra anterior pode generalizar-se: para
obter um regra de quadratura da forma

1
I _/ f@)de = wif(x1)+ ...+ wnf(zy)
-1

que seja exata para polindmios de grau < 2n — 1, deveremos resolver as
seguintes 2n equac¢des nado lineares

n
ijxfzak;k‘:(),...ﬂn—l,
j=1

onde . )
—=—. se k par
ak:/ $kdz:{ k+17 P

1 0, se k impar

Pode provar-se que tais equa¢des tém solucdo (real), pelo que, se
encontrarmos a sua solucdo, obteremos os pesos w; e as abcissas x; que
procuramos.
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Intermezzo....
Polinébmios Ortogonais Reais

Referéncia: P.J. Davis, Interpolation and Approximation, Dover Publ., New York,
1975.

Espacos com produto interno

Seja ' um espaco vectorial real e considere-se uma aplicacdo

(.|.) : E x E — R que satisfaca as seguintes propriedades:

Pll Ve E, (zlx)>0 e (z|z) =0 < x=0.

P2 Vz,y € E, (z|y) = (y|z).

PI3 Vx,y,z € E,Vo, B € R, (ax + By|z) = az|z) + B(y|z).
Ent3o, (.|.) diz-se um produto interno em E (e E é dito um espago com
produto interno).
Nota: Pode dar-se uma definicdo andloga para e.v. complexos; nesse caso, a
condigdo PI2 deve ser substituida por (z,y) = (y, ).
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Esta abordagem algébrica de obter estas regras de quadratura n3o é, no
entanto, muito adequada.

Na realidade, é possivel deduzi-las por um processo diferente (analitico), o
qual tem ainda a vantagem de determinar uma férmula para o erro de
quadratura associado a cada uma das regras.

Para fazer essa deducdo, necessitariamos, no entanto, de resultados sobre
interpolagdo (nomeadamente a chamada interpolagdo de Hermite) que ndo
fazem parte do programa deste curso, pelo que esta n3o nao sera
apresentada aqui.

Ainda assim, serd conveniente, a este propdsito, efetuar um estudo breve
sobre os chamados polinémios ortogonais cldssicos, o qual apresentamos
de seguida.
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Exemplos
El. E=R"e .
(zly) = sz’xz‘ym w; > 0.
i=1
E2. E = Cla,b] (a,b finitos) e

b
U@z/wwmmwm,

onde w(x) é uma fun¢do positiva e integravel em (a, b).
E3. E = 2, onde & designa o espaco de todos os polinémios de
coeficientes reais e

b
o) = [ w@p(@a(o)is (19)

(a e b ndo necessariamente finitos), onde w(z) designa uma fun¢do
positiva definida em (a, b) e tal que f;w(a:)\$]”dac existe e é finito para
todoon > 0.
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Como casos particulares do produto interno considereado no Exemplo E3
salientam-se, pela sua importancia, os seguintes:

E3()) a=-1,b=1, w(z)=1.

E3(ii)) a=—1, b=1, w(x) = =

1—x2°

E3(iii) ¢ =0, b =400, w(z) =€e"".

E3(iv) a = —00, b= +o0, w(z)=e"".
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Facilmente se prova o seguinte resultado.

Teorema

Se S C E € um conjunto ortogonal de elementos ndo nulos, entdo S é
formado por vectores linearmente independentes (I.i.).

O teorema anterior admite o seguinte “reciproco parcial”.

Teorema (Processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt)

Seja x1,x2,x3,... uma sequéncia de vetores linearmente independentes de
um espaco com produto interno (.|.). Entdo, a seguinte sequéncia de
vetores

-1
(vk|z})

T =71, T = Tp — (:r’flxi-) Tk =23,
j=1 V317

tem as seguintes propriedades:

» & formada por vetores ortogonais (dois a dois);

» para cada n, o espaco gerado pelos vetores por x7,...,x" coincide
1 n
com o espaco gerado por T1,...,Ty.
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Ortogonalidade

Definicao
Seja E' um espago com produto interno (.|.).

» Dois elementos z,y € E dizem-se ortogonais se (z|y) = 0.

» Um subconjunto S C F diz-se ortogonal se (z|y) = 0, para quaisquer
x,y €S, x#uy.

Facilmente se verifica que a aplicagdo ||.|| definida em E por

1/2

|zl = (z|z)"/

€ uma norma, a qual se diz induzida pelo produto interno.

Se S C E é ortogonal e, além disso, se tiver ||z|| = 1, para todo o z € S,
dizemos que S é ortonormado (o.n.).
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Sequéncia de polinédmios ortogonais

A partir de agora, vamos considerar o caso em que E = & (espa¢o
vectorial real de todos os polinémios de coeficientes reais) e onde se supde
definido um produto interno da forma descrita no Exemplo Eg.

Definicao
Uma sequéncia (py);2, de polinémios diz-se uma sequéncia de
polinémios ortogonais (relativa a um produto interno (-|-)), se:

(i) Cada polinémio py tem grau exatamente igual a k;
(ii) Polinémios distintos sdo ortogonais, i.e., (pg|p;) =0, j # k.

Nota: Se (pi) for uma sequéncia de polinémios ortogonais relativa a um certo
produto interno, entdo é imediato reconhecer que qualquer sequéncia da forma
(agpr), com g # 0, é também uma sequéncia de polinémios ortogonais relativa
ao mesmo produto interno (verifique). E, por vezes, conveniente trabalhar com
sequéncias de polindmios ortogonais “normalizados” de uma certa forma; por
exemplo, poderd interessar que os polinémios py sejam modnicos (i.e. que o
coeficiente do termo de maior grau de cada polinémio seja igual a 1) ou que a

soma dos coeficientes de cada polinémio seja iguala 1 (i.e. que os polinémios
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Questdes
@ Fixado em & um produto interno, existird sempre uma sequéncia de
polinémios ortogonais relativa a esse produto interno?
@ Serd que, a haver uma sequéncia, essa sequéncia é tnica (a menos,

naturalmente, do produto de cada polinémio por uma constante
arbitrdria ndo nula)?

A resposta a primeira questdo é afirmativa: basta notar que a sequéncia de
polindmios (p,)52, onde pi(z) = 2*,k =0,1,2--- é formada por polinémios
linearmente independentes e que, se lhe aplicarmos o processo de Gram-Schmidt,
obtemos uma sequéncia (pj;) de polinémios, ortogonais dois a dois, e onde cada
polinémio p; tem grau exatamente igual a £, ja que o coeficiente de z* em D é
igual a 1 (ou seja esta sequéncia é formada por polinémios ménicos).

A resposta a segunda questdo é também afirmativa, como demonstraremos nas
aulas praticas; mais precisamente, demonstraremos que n3o existem duas
sequéncias distintas de polindmios ortogonais médnicos relativas a um dado
produto interno.
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A demonstragdo de algumas destas propriedades serd feita nas aulas
praticas.

Os casos especiais de polinémios ortogonais relativos a cada um dos
produtos internos E3(i) — E3(iv) referidos anteriormente foram estudados
intensivamente, constituindo os chamados polinémios ortogonais
classicos. Damos, de seguida, um resumo dos resultados mais
importantes relativos a esses polinémios.
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Propriedades dos polindmios ortogonais
Seja (pr)j2, uma sequéncia de polinédmios ortogonais, relativa a um

produto interno do tipo (p,q) = fb

. w(@)p(z)q(x)dz. Entdo, sdo validas as
seguintes propriedades:

PO1 Os primeiros n 4+ 1 polinémios, pg, p1,- - -, Pn, formam uma
base do espaco &, dos polindmios de grau n3o superior a n.

PO2 Dado n € N, o polinémio p,, é ortogonal a qualquer
polinémio de grau inferior a n, isto é,

<pn‘Q> =0,Yq € 1.

PO3 Os polinémios ortogonais py, satisfazem uma relacdo de
recorréncia a trés termos do tipo:

Pry1(r) = Ap(z — Br)pr(x) — Crpr—1(z); k=2,3,.. .,

com pg e p1 dados.
PO4 Os zeros de py (k > 1) sdo reais, simples e estdo no intervalo

(a,b).
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Polindmios de Legendre

Simbolo: P,
Normalizagdo: P,(1) =1
Noma: ||P,||? = f P%(z )dx—m

Relagdo de recorréncia: (n+ 1)Ppt1(z) = 2n+ 1)zP,(z) — nPp_1(x)
Expressdo explicita: Py (z) = 5 Z[n/2]( n™(") (2"_2m)x”_2m

n

Férmula de Rodrigues: P,(x) = CU! g {(1=a2*)"}

2np! dx™

Desigualdade: |P,(z)| <1, z € [-1,1].
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Primeiros polindmios de Legendre

n P,

1

—_

X
1 2
(523 — 3z)
(3521 — 3022 + 3)
(632 — 702 + 152)
(23125 — 3152* + 10522 — 5)

S Ot e W N
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Primeiros polindmios de Chebyshev

n T,

0 1

1 x

2 22 — 1

3 423 — 3z

4 8% — 822 + 1

5 1625 — 2023 + 5z

6 | 3225 — 48z% + 1822 — 1
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Polindmios de Chebyshev

1—a2
Simbolo: T},
Normalizagdo: T, (1) =1
Norma: . . 5 0
L e UL B s
Relagdo de recorréncia: T11(x) = 22T, (x) — Ty—1(x)

Expressdo explicita: T),(z) = cos(n arccos z)

4 : . —1)"(1—z2)1/2/7 gn nol
Férmula de Rodrigues: T),(z) = ( Q)nilr(nl%)‘fm (1—22)""2}
Desigualdade: |T,,(x)| <1, z € [-1,1].
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Polindbmios de Laguerre

Simbolo: L,

Normaliza¢do: L,(z) = (_nﬁx” + -

Norma: ||Ln||? = [;° e L2 (x)de =1

Relagdo de recorréncia: (n+1)Lp41(z) = (2n+ 1 —2)Ly(z) — nly—1(x)

Expressdo explicita: Ly (z) = Y0 _o(=1)™(," ) o 2™

m=0 n—m/ m!

Férmula de Rodrigues: Ly (z) = -1 4 {z"e %}

nlre=* dx
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Primeiros polindomios de Laguerre

n L,
0 1
1 —(z—1)
2 3(z? —dx +2)
3 —&(2% — 922 4 18z — 6)
4 o (@ — 1623 + 7222 — 86 + 24)
5 — 135 (2® — 252" + 2002 — 600z% + 600z — 120)
6 | 735(28 — 362° + 4502 — 240023 4 540022 — 4320z + 720)
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Primeiros polindmios de Hermite
n H,
0 1
1 2x
2 4o — 2
3 83 — 12x
4 162* — 4822 + 12
5 322° — 16023 + 120
6 | 642% — 4802* + 72022 — 120
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Polindmios de Hermite

a=—o0, b=o0,

Simbolo: H,,

Normalizagdo: H,(x) =2"a" + ...

Norma: ||[Hp||? = [72. e~ H2(z)dx = \/72"n!

Relagdo de recorréncia: Hyy1(x) = 20H,(x) — 2nH,—1(x)
Expressio explicita: H,(z) = n! Z["/:?(])(—l)mM

m m!(n—2m)!

Férmula de Rodrigues: Hy,(z) = (—1)"e® 4 {e~="}

dx™
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De volta as regras de quadratura...

Se consideramos o polinémio de Legendre de grau 2
L, o
Py(z) = 5(3$ -1,

vemos que os seus dois zeros siao

ou seja, sdo precisamente as abcissas da regra de quadratura (17)
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anteriormente deduzida (a que, com apenas dois pontos de quadratura, é

exacta para polinémios de grau < 3).

N3o se trata de uma mera coincidéncia, mas de um resultado particular do

seguinte teorema.
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Regras de Gauss-Legendre

Teorema
Uma regra de quadratura da forma

1 n
[ rade~ Y wif@) (19)
- =1

€ exata para todos os polinémios em P, 1, se e s6 se:
@ as abcissas x; forem os n zeros do polinémio ortogonal de Legendre
de graun;?
@ o0s pesos forem dados por w; = f L;(x)dx onde L; so os
polinémios de Lagrange (relativos as abc:ssas consideradas).

“Note-se que estes zeros s3o, de acordo com a propriedade PO5
anteriormente referida dos polinémios ortogonais, niimeros reais, distintos e
pertencentes ao intervalo (—1,1).

bPode provar-se que w; = fjl Li(z)dx = fil L?(x)dz, o que garante que
0S pesos s3o positivos.

v
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de Gauss-Legendre (com n pontos) e denotada por QG~.

Demonstracao (cont.)

<) Suponhamos que (1) e (2) se verificam e vejamos que a regra (19) com essas
abcissas e pesos é exata para todo o polinémio em %5, ;. Seja entdo p um
polinémio qualquer em Z?5,, 1. Esse polinémio pode escrever-se como

p(x) = q(z) P (2) + (),
onde P, é o polinémio de Legendre de grau n e ¢, € &, _1. Como
P, (z;) =0;i=1,...,n, segue-se que p(z;) =7(z;);i =1,...,n. Usando a
férmula de Lagrange do polinémio interpolador (e tendo em conta que r é um
polinémio em P, _1, pelo que coincide com o polinémio que o interpola em n
abcissas), temos

n n
r(z) = Zr(xi)Li(:r) = Zp(xl)Ll(a:)

i=1 1=1

Temos, entao

n

/_11 p(z)dx = /_11 q(z) Py (z)dx + /_11 r(z)de =0+ /_11 ; Li(z)pcw;)d
= p(x;) Z /11 L;(z)dx = gwlp(xz)
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Demonstracao
=) Suponhamos que a regra é exata para todos os polinémios em %, e
mostremos que 1, ..., Z, sdo os zeros do polinémio de Legendre de grau n. Seja

A,, o coeficiente de ™ do polinémio de Legendre de grau n, P,,. Consideremos o
polinémio ¢, (z) = A, (z —z1) ... (x — x,); 0 que pretendemos mostrar é que ¢,
coincide com P,,. Aplicando a férmula (19) aos polinémios
qn(z)z¥:k =0,1,...,n — 1, tem-se, atendendo a que esses polinémios estdo em
Pon_1, pelo que a regra serd exata para esses polindmios:

1 n
/ gn(z) 2P dz = Zwlqn(x,)gci~C =0.
-1 i=1
1

Isto mostra que ¢, é ortogonal a cada um dos polinémios 1,x,...,z" ", ou seja,
que é ortogonal a qualquer polinémio em &,,_1. Como ¢, e P, sdo ambos
polinédmios de grau n com o mesmo coficiente de x™, tem-se que

qn — P, € P,,_1. Assim sendo, temos

<Qn_PnaQn_Pn>:<q'n_Pn7Qn>_<Qn_Pn7Pn>:0«

Isto significa que ¢, — P, = 0 ou seja, que ¢, = P,.
Para demonstrar 2 basta aplicar a férmula cada um dos polinémios L;(z) e ter
em atencdo que L;(xg) = d;k-
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Erro da férmula de Gauss-Legendre

Pode mostrar-se que, se f € C?"[—1,1], é vélida a seguinte férmula para
o erro de quadratura relativo a regra de Gauss-Legendre com n pontos
(isto é, a regra referida no teorema anterior):

o f (2n) ()

(271) 5 N E (_]‘7 1)7

EGL ] /f Jdz — QSIS = Ca

onde
22n+1(n!)4

(2n+ 1)((2n)")2"

Cn =

Os pesos e abcissas das férmulas de Gauss-Legendre para n com interesse
pratico encontram-se tabelados; veja, e.g. Stroud, A.H. e Secrest, D.,
Gaussian Quadrature Formulae, Prentice-Hall (1966). Segue-se uma
tabela para alguns valores de n.
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Pesos e abcissas das formulas de Gauss-Legendre

n Z; Wy

2 £0.5773502691896258 1

3 0 0.8888888888888889
+0.7745966692414834  0.5555555555555556

4 £0.3399810435848563 0.6521451548625461
+0.8611363115940526 0.3478548451374538

5 0 0.5688888888888889
+0.5384693101056831  0.4786286704993665
+0.9061798459386640 0.2386191860831969

6 $0.2386191860831969 0.4679139345726910
+0.6612093864662645 0.3607615730481386
+0.9324695142031521  0.1713244923791704
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Por exemplo, uma férmula de quadratura do tipo
o n
/ e T f(x)dr ~ Zwif(a:i)dx
0 i=1

com x; os n zeros do polindmio de Laguerre de grau n e cujos pesos sdo
dados por

wi:/ e *Li(x)dx
0

é exata para todos os polinémios de grau < 2n — 1.3 Esta férmula é
conhecida por férmula de Gauss-Laguerre com n pontos.

De modo anilogo, tém-se regras de quadratura de Gauss-Chebyshev para
estimar integrais do tipo

1
1
——f(x)dx
| =@
e regras de Gauss-Hermite para integrais da forma

/ T e f(z)dz.

—00

3E esta é a (nica escolha de abcissas e pesos que garante esse grau de exatid3o.
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Outras férmulas de quadratura Gaussiana

As férmulas de Gauss-Legendre s3o, como vimos, do tipo

1 n
/ @y~ 3 wif @)
- =1

sendo portanto aplicdveis ao célculo de integrais que estejam na forma
f_ll f(x)dx. E também possivel obter férmulas de quadratura do tipo

b n
[ st =Y wis ),
a i=1

para outros valores de a e b e para outras fun¢des peso w(z), exatas para
polinémios de grau < 2n — 1, escolhendo para abcissas os zeros do
polinémio ortogonal de grau n correspondente ao produto interno
associado aos extremos a e b e a fungdo peso w.
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APROXIMACAO



O problema de aproximacao

O conceito se aproximacdo desempenha um papel essencial em
matemadtica, em especial, em matemdtica aplicada. De um modo muito
genérico, um problema de aproximacao pressupde a existéncia de:

» um determinado objecto u (uma fun¢do, um conjunto de dados, etc.)
que pretendemos aproximar;

» um conjunto A (de “aproximagdes”);

» um processo de seleccionar uma aproximacio para u de entre os
elementos de A.

E muito frequente escolher como aproximacdes elementos do espaco &2,
(dos polinémios de coeficientes reais, de grau ndo superior a 1, com
n € N, fixado ), sendo esse o caso a que nos dedicaremos neste curso.
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Distancia induzida por uma norma

Estaremos especialmente interessados em distancias que sejam induzidas
por normas. Mais precisamente, se (V|| - ||) é um espaco vetorial normado,
entdo é facil de verificar que a funcdo d: V x V — R definida por

d(u,v) = [lu — v (20)

(0N

uma métrica em V. Por outras palavras, todo o espag¢o vetorial normado
um espaco métrico e é neste tipo de espacos que iremos trabalhar.

D~
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Conceito de distancia

E, naturalmente, importante dispor de uma maneira de medir a qualidade
da aproximacgdo, isto é, de medir a “distancia” entre o objecto u a
aproximar e o elemento aproximador. A este propdsito, tem-se a seguinte
defini¢do.
Defini¢do (Distancia)
Seja F' um conjunto qualquer. Uma aplicagdo d : F' x F — R diz-se uma
métrica ou distancia definida em F', se verificar:

D1 Vf,g€F, d(f,g)>0.

D2 Vf,geF, d(f,g) =0 <= f=g.

D3 Vf,g € F, d(f,g) =d(g, f)-

D4 Vf.g,h € F, d(f,g) < d(f,h) +d(h,g).

Um conjunto no qual esteja definida uma métrica diz-se um espaco
métrico.
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Melhor aproximagao (num espaco normado)

Comegamos por introduzir a seguinte defini¢cdo.

Definicao

Seja (V|| - ||) um espago vetorial normado e seja A um subconjunto n3o
vazio de V. Dado um elemento v € V, dizemos que v* € A é uma melhor

aproximacgdo para v por elementos de A ou uma melhor A-aproximagdo
para v, se v* satisfizer

Jo— o]l < o — ull, Yu € A (21)

y

Por outras palavras, v* é uma melhor A-aproximacio para v se ndo existir
em A nenhum elemento cuja distancia a v seja inferior a de v*.

Nota: Naturalmente, se v € A,entdo v é a linica melhor aproximac3o para
v por elementos de A.
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Distancia de um elemento a um subconjunto

Definicao
Dadov eV el #ACV, ao valor d(v,.A) definido por

d(v, A) := inf [lv - (22)

chamamos distancia de v ao conjunto A.

Nota: Se v* € A é uma melhor A-aproximacdo para v, entdo

lv ="} = d(v, A) = min [Jv — u] (23)
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Exemplo

Seja, agora, A ={u € V : ||ul]| < 1}. Entdo, dado um qualquer elemento
v € R?, n3o existe v* € A tal que

o= vl < llo - ull, Vu € A

T . v
"’ LE Y
P ‘- v
# SN,
4 ]
.r‘ . ‘\
fa 7
1 T
0 ]
\ i
\ ]
* ]
y ’
\ ot
. ™
\‘\ "’
L PO - =
v
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Os dois exemplos seguintes mostram que uma melhor aproximacgio pode,
ou nao, existir.

Exemplo

Seja V = R2, com a norma euclidiana e seja A = {u €V : |ul| < 1}.
Facilmente se verifica que, para qualquer elemento v € R?, existe uma
melhor aproximagdo v* € A.

v
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Para além da quest3o da existéncia ou ndo de uma melhor aproximacao,
convém também referir que, quando ela existe, poderd n3o ser (nica.

Exemplo
Seja, agora A={u=(z,y) €V :|u[[ <1 e (z<0 ou y<0)}.

Neste caso, ambos os pontos v = (1,0) e v5 = (0, 1) sdo A- melhores
aproximagdes para v = (1, 1).
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Nas aplica¢bes, é especialmente importante o caso em que A = U, onde U é um
subespaco vetorial de dimens3o finita do espa¢o vetorial normado V. Neste caso,
pode estabelecer-se a existéncia de melhor aproximagao, ou seja, tem-se o
seguinte teorema (veja, e.g. G. Hamerlin e K.-H. Hoffmann, Numerical Mathematics,
p. 139.)

Teorema

Se U é um subespaco vetorial de dimens3o finita de um espaco vetorial normado
V, entdo todo o elemento v € V tem (pelo menos) uma melhor aproximagdo por
elementos de U .

Definicao
Seja (V. ||.]|) um espago vetorial normado. A norma ||| diz-se uma norma estrita
(e V diz-se um esaco estritamente normado) se for valida a seguinte propriedade:

Yu,v €V |lu+v| = |lul]| + ||v]| = u e vsdo linearmente dependentes.

Pode mostrar-se (demonstracdo nas aulas préticas) que, se U é um subespago
vetorial de um espac¢o estritamente normado, entdo todo o elemento de v € V/
tem, no maximo, uma melhor aproximacao por elementos de U.
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Num espagco com produto interno é vélida a seguinte desigualdade,
conhecida por desigualdade de Cauchy-Schwarz:

[{ulo)| < [[ull{lv]],
tendo-se, além disso:
|{(ulv)| = |Ju]| |v|| <= u e v sdo linearmente depededentes .

Pode mostrar-se (demonstra¢do nas aulas préticas) que a norma induzida
por um produto interno é uma norma estrita.
Assim, temos:

Melhor aproximacdo num espaco com produto interno

Se U for um subespaco vetorial de dimens3o finita de um espaco com
produto interno V, ent3o todo o elemento v € V' admite uma e uma sé
melhor aproximac3do por elementos de U.
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Em resumo, tem-se o seguinte resultado:

Melhor aproximacao num espac¢o estritamente normado

Num espago vetorial estritamente normado, qualquer elemento admite
uma e uma sé melhor aproximagao por elementos de um seu subespaco de
dimens3o finita.

Aproximacao em espacos com produto interno
Se V' for um espago onde esteja definido um produto interno (-|-), entdo é
possivel definir em V' uma norma, do seguinte modo:

[o]l = v/ {vlv).

Esta norma diz-se induzida pelo produto interno considerado.

Por outras palavras, todo o espaco com produto interno é um espaco
normado; quando, num espaco com produto interno, falarmos em norma
(e correspondente distancia) serd sempre a esta norma induzida que nos
queremos referir.

mjs (dma) an2 2013/2014 134 / 208

O teorema seguinte caracteriza essa melhor aproximacao.
Nota: No que se segue, por uma questdo de simplicidade, assumimos que V é
um espaco vetorial real; as adaptagdes para o caso complexo sdo muito simples.

Teorema

Seja V' um espaco vetorial com produto interno (-|-) e seja U um seu
subespaco vetorial de dimensao finita. Dado v € V, tem-se que v* € U é
a melhor U-aproximagdo para v se e s6 se v — v* for ortogonal a todos os
elementos de U, isto €, se e so se

(v—2*lu) =0, YueU. (24)

y

Nota: O subconjunto de V' formado pelos vetores que sdo ortognais a
todos os elementos de U é chamado complememto ortogonal de U (em
V) e denotado por U+, i.e.

Ut ={weV: (wu)=0,YuecU}.
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Demostracao

Condicdo Suficiente
Suponhamos que v* € U satisfaz a condi¢do (24). Dado um elemento arbitrrio
u € U, escrevamo-lo como

u=0v*"4 (u—2v"),
~——

w!

onde v/ = u —v* € U (porque U é um subespago vetorial de V). Ent&o, tem-se

lo = ull® = [lv —v* — | = flo — o"|* + [Ju'||* = 2 fv — v"|u)
———

=0
= llo = v + [/

(Na segunda igualdade usdmos o resultado do Exercicio 1. a) das folha de exercicios
sobre produto interno). Como ||u/||2 > 0, segue-se que |[v — v*||? < [Jv — u||? ou
seja, que

o — vl < flo - ull.

Relembrando que u é um elemento arbitrdrio de U, a desigualdade anterior
mostra que v* é (um)a melhor aproximagao para v por elementos de U.
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Corolario

Nas condicées do teorema anterior, a distancia v — v* é dada por

lv =™ = Vol — [|v*|? (25)

Dem: Temos

lol* = llv = v* + "
= [lv =" + lv"|1* + 2(v — v*]o")

= [lo — v*|* + [|lv*||?
ja que v* € U e, portanto, (v — v*|v*) = 0.Tem-se, entdo
lo = v*[1* = [lvl|* = |lv*]?

e o resultado segue-se de imediato.
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Demonstracao (cont.)

Condic3o necesséria

Seja v* a melhor U-aproximagdo para v e suponhamos que, para um certo
elemento u € U, se tem (v — v*|u) = ¢ # 0. Vejamos que isso leva a uma
contradicao. Note-se que, neste caso, u # 0 e considere-se, entdo, o vetor

. U

W=v +Cis-

[

Atendendo a que U é um subepaco vetorial de V e v* e u sdo elementos
de U, podemos concluir que w € U. Além disso, tem-se

—wl? _ B P L
lomwlP =t =epple = = o)

C 62

=l = v = 27— (v = v"|u) + s
HUH2 [[u]?

=l = v = s < v =7,

que contradiz o facto de v* ser a melhor aproximagdo para v por

elementos de U
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O teorema seguinte fornece um processo de determinacdo da melhor
aproximacdo para um dado elemento de um espaco com produto interno
por elementos de um seu subespaco de dimens3o finita.

Teorema

Seja V' um espago vetorial com um produto interno (.|.), seja U um seu
subespago de dimenséo finita e seja (uy,...,uy,) uma base de U. Dado
v €V, tem-se que v* € U é a melhor U-aproximacdo para v se e s6 se v*

for dado por
= Z CjUy (26)
=L

com os coeficientes c; satisfazendo

m
Z (uilujye; = (vlug); 1 =1,2,...,m. (27)
j=1
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Demonstracao

Como (u1,...,Uy,) é uma base de U e v* € U, é evidente que v* tem uma e
uma sé expansdo na forma (26). Resta-nos mostrar que os coeficientes c;

satisfazem as equac¢des (27). De acordo com o teorema anterior, sabemos que v*

é a melhor U-aproximacdo para v se e s6 se tivermos
m
(v—v*u)y = (v — E cjujluy =0, YueU.
Jj=1
Atendendo as propriedades do produto interno e a ao facto de (u;)™ ser uma
base de U, é imediato reconhecer que a condigdo anterior é equivalente as
seguintes equagdes

m

<vacjuj\ui> =0, i=1,...,m

=1
ou seja, a termos
m
Z ujluycj = (vlwg), i=1,...,m,
j=1

de onde se obtém de imediato o resultado, atendendo a que (u;|u;) = (u;|u;)

recorde que estamos a assumir que o espaco vetorial é real).
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Calculada a U-aproximagdo v* para v, a distancia d(v,U) = |jv — v*||
pode ser calculada facilmente. Tem-se (ver corolario da pg. 16)

o —v*[1* = Jlvl|* = [lv*]*.
Mas,

lo*)* = <v*|v*>=<v*—v+v\v*>

Assim, temos que

lo— o = ol = 3 esoly). (28)
j=1
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Equacoes normais

As equagdes (27) sdo chamadas equagdes normais para a determinagdo
dos coeficientes da melhor aproximagdo (na base escolhida).
Estas equacdes podem escrever-se na forma matricial como

Gé=b
onde:
» G =[gij], com g;; = (wiluy); i, =1,...,m
> 5:[61,...,Cm]T
> b=[b,...,bm]T, com b; = (v]u;)

A matriz G = [(u;|u;)] é dita matriz de Gram. Pode mostrar-se que esta
matriz é simétrica e definida positiva, o que confirma que o sistema tem
solugdo Unica (como teria de ser, uma vez que sabemos que a melhor
aproximag3o existe é Uinica, neste caso).
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Aproximacao Polinomial dos Minimos Quadrados
Aproximacao de uma funcdo (continua)

Consideremos agora o caso particular em que:
» V = Cla,bl;

» em V se considera um produto interno da forma

b
(flg) = / w(@) f(2)g(z)dz (29)

onde w(x) é uma fung3o definida em (a, b), positiva e integravel
nesse intervalo;

> se toma para subespaco U de aproximacgdes o espaco vetorial real &2,
dos polindmios de coeficientes reais de grau n3o superior an, n € N
(fixado). (Naturalmente, consideramos os polinémios como fungdes
restringidas a [a, b]).
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Note-se que &, é um subespaco vetorial de C|[a, b] de dimens3o n + 1.
Assim, dada uma fun¢do f € Cla,b], existe um e um sé um polinémio
pr € &y que, de entre todos os polinémios de &2, melhor aproxima f
relativamente a distancia correspondente a norma induzida pelo produto
interno, i.e., é, que satisfaz

b
I =22l = i 17 =5l = min [ (o) (7(0) —p(o) o (30

Tal polinémio p;, é chamado aproximagdo polinomial dos minimos
quadrados (ponderados, se w(x) # 1) de grau n para f ou, mais
simplesmente, polinémio (de grau n) dos minimos quadrados (ponderados)

para f.
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Exemplo

Seja V = ([0, 1] com produto interno (f|g) = fol f(z)g(x)dx e
suponhamos que escolhiamos para base de &2, a base candnica
1,z,...,2". Entdo, a matriz G das equag¢Ges normais seria G = [g;;] onde

1 A 1
Oy = / el e = ————:ij=1,...,n+1.
0 1 +] —1
Assim,

1 1 1
2 1
11 "
G — 2 3 n—.i-2
1 1 _1
n+1 n+2 "7 2n+1

seria a matriz de Hilbert de ordem n + 1, a qual, como sabemos, é uma
matriz mal condicionada (mesmo para valores de n razoavelmente
pequenos). O sistema das equagdes normais seria, assim, extremamente
sensivel a pequenas alteragdes nos seus coeficientes ou no vetor dos

termos independentes.
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De acordo com o teorema anterior, escolhida uma base (¢1, ..., ¢n+1)
para &, o polindmio p} admite uma e uma lnica expansdo nessa base

n+1

pr = ¢, (31)
j=1

sendo os coeficientes c; obtidos como solu¢do do sistema

n+1
> (dilei)e; = (floi): i=1,....n+1
j=1
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O exemplo anterior mostra como é importante a escolha da base de &2,
na qual se representa a aproximacao dos minimos quadrados.
A solucdo do sistema de equagdes normais serd particularmente simples se
escolhermos a base de &2, formada pelos primeiros n + 1 polindmios
ortogonais relativamente ao produto interno considerado. De facto, nesse
caso, tem-se

9ij = (ilj) =0, se i # j,
isto é, a matriz G' é uma matriz diagonal, vindo os coeficientes c¢; dados
simplesmente por

cz—iwi’@),z 1,...,n+1, (32)

nao havendo problemas de instabilidade no seu célculo.
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Exemplo

Determinar a aproximacao polinomial dos minimos quadrados de grau 3
para a fungdo f(z) = e*,x € [—1, 1], relativamente ao produto interno

(flg) = [, F(@)g(x)da.

Esta aproximagado é dada por
p5(z) = coPo(x) + c1 Pi(x) + caPo(x) 4+ c3P3(x),

onde Py, P, P>, P3 sdo os primeiros quatro polinémios de Legendre,
Py(z) =1, Pi(z) = z, Py(z) = 5(32% — 1), P3(z) = 3(52% — 3z), sendo
os coeficientes ¢; dados simplesmente por

oY
- Ay

i=0,1,2,3.

Mas (veja propriedades dos pol. Legendre), tem-se

2
(PIP) = IP|® = 5=

2+1

o
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Exemplo (cont.)

Na figura seguinte apresenta-se o grafico da fun¢do E(z) = ¥ — pi(x), no
intervalo [—1, 1].

axpla-pala
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Exemplo (cont.)

Resta-nos, portanto, calcular
1

1
o= = [ ede n=ifR) = [ seds

1 1
I = {f|P2) = %/_1(3x2—1)emd1‘ e Is=(f,Ps5) = %/_1(5x3—3x)ezd:c.

Tem-se (com 8 digitos de precisdo)

Iy = 2.3504024, I = 0.73575888, I = 0.14312574, I3 = 0.020130181,

pelo que
2.3504024 3 5 7
ps = T+§O.73575888x+10.14312574(3302—1)+ZO.020130181(5x3—3x)
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Aproximacao Polinomial dos Minimos Quadrados
Caso de um conjunto de pontos

Sejam dados m pontos (z1,¥1), .-, (Tm,Ym) (x; distintos), onde cada y;
foi, por exemplo, obtido experimentalmente e aproxima o valor de uma
certa fungdo y em x;, e suponhamos que se pretende “reconstruir’y, isto é,
determinar uma aproximacao para a fun¢do y, usando a informac¢ao dada.
Seja &, com n < m, o espaco de onde se pretende extrair essa
aproximacao.

Consideremos o espaco vetorial V' = R™, com um produto interno

<17:,1_)'> = Zwiuivi, w; > 0, (33)

=1

(nesta secgdo, por uma questdo de clareza, os vetores do espaco R™ serdo denotados
por @, U etc.) e correspondente norma

@]l = (@) = Zwu2 (34)
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Considere-se a aplicacao

T :%, — R™
p 0= [p(@1),. . plem)]

e seja U o seu contradominio, isto é:

U :=7(2,) = {[px1),...,p(xn)]T : pe 2,}.

E facil de verificar (verifique!) que:
» A aplicagdo 7 é injetiva (tenha em ateng¢do que n < m e relembre os
resultados sobre unicidade do polinédmio interpolador);

» o contradominio de m é um subespaco vetorial (de dimens3o finita,
naturalmente) de R™.
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Escolhida uma base (¢1,...,¢n4+1) de &y, é imediato verificar que

(¢1, 2, ..., bn), onde

—

o = () = [dr(21), ., Pk (m)]T

constitui uma base do espago U = n(Z,). Entdo, um decalque do estudo
que fizemos para o caso continuo permite-nos concluir que o polinédmio

n+1
P =Y cid
i=1
serd a aproximacao polinomial dos minimos quadrados de grau n para o
conjunto de pontos (z1,41), ..., (Tm,Ym) Se € s6 se os coeficientes c;
satisfizerem as equag¢des normais
n+1 o .
D (dildj)es = (@ld); i=1,...,n+1, (35)
j=1

onde o produto interno em causa é o produto que consideramos em R,
isto é

m
<1_l:|17> = Z W; Uz Vy.
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Como i = [y1,-..,Ym]* € R™, sabemos que existe um e um sé vetor i/*
no subespaco U, que melhor aproxima j relativamente a norma
considerada, isto é, tal que

1[G =gl < |y —all, Viel.

Mas, atendendo a defini¢do de U, U = 7(<2,,), sabemos que esse vetor y*
é necessariamente da forma

:’Tk = W(p;kt) - [p:(xl)v s 7p:(1"m)]T7

para um certo polinémio p} € #,. Como 7 € injetiva, esse polinémio p; é
univocamente determinado. Assim, podemos concluir que existe um e um
s6 polinémio p} € &, que satisfaz

> wilyi — i (:))? < wilys — plai))?, Vp € P,
i=1 i=1

A esse polindmio p; chamamos polinémio dos minimos quadrados
n
(ponderados, se os w; n3o forem todos iguais a 1) de grau n para os

pontos (xb yl)) cee (xma ym)
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Exemplo: Reta de regresao
Considere-se o caso em que sdo dados m pontos

(x’uy’b)7l: 17"‘7m7

e se pretende obter o polinémio dos minimos quadrados de grau < 1 para
esse conjunto de pontos (considerando os pesos w; = 1). Este polinémio é
vulgarmente designado por reta de regressao relativa a esse conjunto de
pontos.
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Ent3o, vem:

Sejam ¢1(z) =1 e ¢2(x) = x, os polinémios da base candnica de & e

=1
determinemos, entdo, as correspondentes equacdes normais. m m
Ter-se-4: (G1]d2) = (faldn) =D (ILxa)=>
> i=1 i=1
nd m m
L=7(p1) =[1,1,..., 1" oo 9
¢ (@1) = ] (faldpo) =D (wi x i) = af.
> i=1 i=1
b3 = m(h2) = [x1, 72, ..., Tm] - L - “
@) = (ix1)=> u
i=1 i=1
m
(o) = (yi x ws)
i=1
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Exemplo
Considerem-se os dados constantes da seguinte tabela
Assim, temos que T; | Yi x; | Yi
r(z) = a+ bz (36) 1 | 5.6644 6 | 15.5560
2 | 7.6427 7 | 17.5343
é a reta de regressdo para o conjunto de pontos {(z;,y;) :i=1,...,m} 3 | 9.6210 8 | 19.5127
se e sO se os coeficientes a, b forem solu¢do do sistema 4 | 11.5994 9 |21.4910
5 | 13.5777 10 | 23.4693
m m
m sz a Z Yi e representados graficamente na figura abaixo:
. i=1 — | = (37)
Do 2wt b [
i=1 i=1 i=1

2 3 ® 8 B R
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Exemplo (cont.)

E bem evidente que os dados “quase”se dispoem sobre uma reta, ou seja
que fard sentido ajustar uma fun¢do do tipo

y(r) =a+bx

aos dados em causa, isto é, procurar uma fungdo aproximadora do
espacoZ;. Neste caso, obtém-se o seguinte sistema de equa¢des normais

10 55 a | | 145.6686
55 385 b | | 964.3889 |’

cuja solugcao é a = 3.6861 e b = 1.9783.
Assim, a reta dos minimos quadrados para os dados considerados é

y = 3.6861 + 1.9783x.
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Exemplo
Considerem-se agora os dados da seguinte tabela
T; Yi Ty Yi
1| 2.4739 6 | 30.1293
2 | 4.0784 7 | 49.6735
3| 6.7231 8 | 81.8975
4 |11.0845 9 | 135.0266
5 | 18.2739 10 | 222.6205
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Exemplo (cont.)

Na figura seguinte, apresentam-se os dados tabelados e a respectiva reta
dos minimos quadrados:
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Exemplo (cont.)

A representacdo grafica desses dados, apresentada na figura seguinte,
sugere um crescimento exponencial de y com x, pelo que serd mais
razoavel ajustar uma curva da forma

y = Aeb? (38)

a esses dados. Como poderemos determinar A e B?

V.
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Exemplo (cont.)

Aplicando logaritmos a ambos os lados da express3o (38), obtém-se
Iny=InA+ Bx (39)
pelo que poderemos resolver o problema ajustando uma reta aos valores
(i, Iny;).
Encontrada a solugdo y = a + bz que se ajusta a esses dados, vira, de (39),
a=InA= A=exp(a) e B=b.

Para os dados da tabela, obtém-se a = 0.4056, b = 0.7, donde se segue,
A=1.5002e B=0.7.
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Linearizacao

Na tabela seguinte indicam-se transformac¢des adequadas para linearizar os
dados, para diversas relagbes funcionais entre y e x.

y = Aeb® Iny=InA+ Bx
y=AB* | ny=InA+ (InB)x
y = AzP Iny=InA+ Blnx
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Exemplo (cont.)

A figura seguinte apresenta a curva y = 1.5002¢”-7* e os dados tabelados.

250

200

150

100

50

0-)
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Equacoes Diferenciais Ordinarias



As equacgdes diferenciais sdo usadas para descrever um grande nimero de
fenémenos em ciéncias e tecnologia. Para grande parte das equacoes
diferenciais que aparecem nos problemas n3o é possivel encontrar uma
solugdo por processos analiticos, sendo, assim, indispensavel o recurso a
métodos numéricos para a obtencdo de uma solu¢do (aproximada).

De facto, a necessidade de resolver numericamente equacdes diferenciais
foi uma das grandes motivagcbes para o desenvolvimento dos
computadores. Ainda hoje, grande parte do tempo de “computagdo
cientifica” é gasto na resolucao de problemas de equagdes diferenciais.

Nesta UC, daremos uma breve introdu¢ao ao problema da resolugao
numérica de equacbes diferenciais ordindrias.
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Naturalmente, muitos problemas envolvem equacdes diferenciais de ordem
superior a primeira; note-se, todavia, que tais equacdes podem ser
reformuladas como um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem.
De facto, dada uma equacio diferencial de ordem & da forma

(kfl))

9

y ) = f(z, 9,0,y

se definirmos as fung¢des auxiliares Y1 (z) := y(z), Ya(z) :=y/(2), ...,
Yi(z); =y~ (z), poderemos escrever a equacio dada, de forma
equivalente, como o seguinte sistema de primeira ordem:
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Mais precisamente, vamos considerar apenas equacdes diferenciais
ordindrias de primeira ordem que possam ser escritas na forma

y'(z) = flz,y(z)) (40)

(geralmente, abreviada para ¢’ = f(x,y)), onde f é uma fungdo dada de
duas varidveis (definida e continua num certo aberto D C R?).
Comecamos por recordar o que se entende por uma solucdo da equacio
diferencial (40).

Definicao

Seja f : D — R uma func3o definida e continua num certo aberto D C R?
e seja I um intervalo de R com interior ndo vazio. Uma fungdo u : I — R
diz-se uma solugdo, em I, da equagdo diferencial (40) se e s se

u € CY(I) e u satisfaz essa equacdo em I, i.e. v/(z) = f(z,u(z)) para
todo o x € I; se = for um extremo do intervalo I, a derivada u/(x) deve
ser encarada como a derivada lateral adequada.
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(@) = Yi(a)
Yi(@) = f(@,Yi(2), .., Yi(x))

o qual se costuma escrever, em notacdo vetorizada, como

\

Y =f(z,Y).
Os métodos numéricos que descreveremos para uma equacao de primeira

ordem generalizam-se de maneira simples para sistemas de tais equacoes,
pelo que o caso aqui abordado n3o é tdo restritivo quanto parece.
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Em geral, como sabemos, uma equag3o do tipo (40) admite uma
infinidade de solugdes.

Exemplo

Consideremos a equac3o diferencial y'(z) = y(x), isto é, seja f(x,y) = y.
Facilmente se verifica que a equacdo dada é satisfeita por qualquer funcio
do tipo y(x) = Ce*, C € R.

g
8
7
6
3
4
. /
2
1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

Figura : Vdrias solugdes da equacdo y' = y.

W
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Métodos de variavel discreta

Nao entraremos aqui na discussdo de problemas de existéncia e unicidade
de solucdo de um PVI # e admitiremos tacitamente que os problemas que
vamos considerar admitem uma dnica solu¢do, definida num certo
intervalo I = [a,b] C R, a qual pretendemos aproximar numericamente.

Os métodos numéricos que vamos descrever sao baseados na seguinte
ideia: n3o conseguindo determinar y(x) para todo o z € [a, b], vamos
apenas considerar um conjunto discreto de pontos xj em [a, b] e calcular
aproximagdes y;. para os valores exatos y(zy), i.e. para os valores que y
assume em xy.

Os métodos que determinam aproximacdes para a solucdo do problema
num conjunto discreto de pontos da varidvel independente sio chamados
métodos de varidvel discreta.

*Objeto de estudo de outra UC do seu curso...
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Problema de valor inicial (PVI)

Normalmente, pretende-se apenas encontrar uma solucdo particular da
equagdo (40); o caso mais frequente consiste em procurar (um)a solugdo
que satisfaca uma condic3o adicional do tipo

y(a) =, (41)

para (a,a) € D. A condi¢do anterior é referida como condi¢go inicial e o
problema de resolver

y'(x) = f(x,y),

yla) = 2
é dito um problema de valor inicial (PVI).
Por exemplo, o PVI
Y (x) =y(x), y(0)=1
tem como (Ulnica) solugdo a fungdo y(z) = €”.
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Para simplificar, comegaremos por supor que esses pontos sdo igualmente
espagados em [a, b], com espacamento (ou passo) h, isto é, consideraremos

b
zp=a+(k—-1h; k=1,...,.N+1, h= Na’ (43)

para um determinado inteiro V.
O valor inicial dd-nos

vy =y(r1) =yla) = a.

A ideia é tentar, a partir deste valor, determinar yo como aproximac¢ao
para y(z2); depois, obter y3 como aproximagdo para y(z3), etc.
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Métodos de passo unico

Se a férmula usada para obter y,1 depender apenas de ., mas ndo
(diretamente) de yx_1,Yk—2, - .., diremos que temos um método de passo
Unico. Mais precisamente, temos a seguinte definicdo:

Definicao
Um método de passo tnico (explicito)? para aproximar a solugdo do PVI
(42), correspondente ao uso dos pontos (43), é um método da forma

Yk+1 = Yk T h¢(xk7yk7h)7 k= 17 DR 7Na Y1 = «, (44)

para uma certa func3o iterativa ¢ : [a,b] x R x RT — R.

?0 que definimos aqui é um método de passo tnico explicito ; métodos
implicitos serdo abordados mais a frente.
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Método de Euler

Esta é a base do método de Euler para aproximar a solucdo do PVI (42),
o qual serd, portanto, definido do seguinte modo.

Método d Euler
Yk+1 =Yk + hf(zk,yk); E=1,...,N,

Y1 = o

Note-se que o método de Euler é um método de passo dnico (44), com
funcdo iterativa ¢ dada por

¢(xk7yk7 h) = f(xkayk)
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O mais simples deste tipo de métodos é o chamado método de Euler, que
passamos a descrever.

Nota

Em tudo quanto se segue, admitimos que y admite derivadas continuas em
[a, b], até a ordem indicada.

Se expandirmos y(zx+1) = y(xr + h) em série de Taylor em torno do
ponto xj, até a 22 ordem, vem

2
Y(rinn) = ylos +h) = y(ow) + by () + o/ (Ern)
2
= y(a) + b (aoy(m) + 59" (&), G Elrirenl (45)

Sendo y” limitada em [a, b], se o passo h for “pequeno”, serd natural
ignorar o ultimo termo em (45), tendo-se

Y(wp41) = y(ar) + hf (zr, y(og))-
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Exemplo

Consideremos o PVI
y'(z) = zy(x), y(0)=1,

cuja solucdo exata é y(z) = e’ /2, Suponhamos que se pretende determinar uma
aproximagao no ponto x = 0.4, isto é, que se pretende um valor aproximado para
y(0.4). Comecemos por considerar h = 0.2. Tem-se, 1 = 0,29 = 0.2 e 3 = 0.4,
sendo y3 o valor pretendido. Neste caso, f(z,y) = xy, pelo que, aplicando o
método de Euler, vem

yo=uy1 +hf(xi,y1) =y +heiy1 =14+02x0x1=1
ys =y2 + hf(x2,y2) =y2 + haoys =1+ 0.2 x 0.2 x 1 = 1.04.

Note-se que o valor de y(0.4) (com 3 c.d.) é 1.083, pelo que o erro em z = 0.4 é
dado por
19(0.4) — y3| ~ |1.083 — 1.04] = 0.043.
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Exemplo (cont.)

Se usarmos h = 0.1 e aplicarmos novamente o método de Euler, obtemos
os valores (com 3 c. d.) constantes da seguinte tabela :

Tk yr  y(xg) erro
0.1 1.000 1.005 0.005
0.2 1.010 1.020 0.010
0.3 1.030 1.046 0.016
0.4 1.062 1.083 0.022

T W N3

*

*

005 01 015 02 0% 03 03 04 04 05

Figura : Solu¢3o exata e solugdo aproximada pelo método de Euler
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Erros de discretizacao local e global

Vamos distinguir dois tipos de erros de discretizagdo num dado ponto zy:
o erro local e o erro global, que passamos a definir.

Defini¢do (Erro de discretiza¢do local num ponto)

Dado um método de passo Utnico (44) (correspondente ao conjunto de
pontos (43)) para a solugdo do PVI ¢/ = f(z,y), y(a) = «, chama-se erro
de discretizacao local no ponto xx, kK =2,..., N + 1, e denota-se por

Ly (xr), ao erro produzido apenas pela aplicagdo do passo k — 1 do
método, isto é, ao erro cometido ao passar de yx_1 para yx, admitindo que
Yk—1 ndo tem erro, i.e., supondo que yi_1 = y(zx_1). Por outras
palavras, tem-se

Ln(zx) = y(zr) — W(wk-1) + hd(T-1,y(T8-1), R)] - (46)

v

Nota : Naturalmente, no ponto x; ndo ha erro, ja que y(z1) =y1 = o;
no entanto, se for conveniente, falaremos em L, (x1) (o qual valerd zero).
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Como a tabela e a figura anterior indicam, a solu¢do calculada é afetada
de erro. Uma questdo importante na utilizagdo de um método numérico &,
naturalmente, saber qual o tipo de precisdo das aproximacgdes y; para
y(xg). O erro nas aproximagdes vem de duas fontes:

> erros de arredondamento, devido ao facto de a aritmética de virgula
flutuante ter precisdo finita;

» erro de truncatura (ou discretizagdo), inerente ao préprio método (e
que se manteria, mesmo que a aritmética fosse exata).

O erro de discretizacdo é, em geral, o fator dominante que determina a
qualidade da aproximacao.

Nota importante

No que se segue, vamos concentrar-nos apenas no estudo do erro de
discretizagdo. Assim, nas definicdes e resultados seguintes, os valores
indicados referem-se a valores calculados ignorando os erros de
arredondamento.
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Na pratica, ao calcularmos o valor y;, usaremos y, que é uma aproximagao para
y(xg—1), valor que ja foi calculado usando yi_o, etc. H&, assim, que ter em conta
o efeito acumulado dos erros de discretizacdo locais até se chegar ao valor yy.

Definicdo (Erro de discretiza¢do global)

Dado um método de passo dnico (44) (associado ao conjunto de pontos (43))
para a solugcdo do PVI ¢/ = f(z,y), y(a) = «, chama-se erro de discretizacdo
global no ponto zy, k=2,..., N + 1, denota-se por €, (xx), ao erro acumulado
na aplicagao dos diversos passos até se chegar a y, isto é

en(zr) = y(Tr) — Y- (47)

Ao valor dado por

E = — _ 4
(h) k:2r’1.1‘?f>§,+1|€h(xk)| kZQ’H}?ft’)J%+1|y(xk) Uk (48)

chamamos erro de discretizacdo global do método.

Nota : Uma vez mais, poderd ser conveniente referimo-nos a €, (x1) (o qual,
naturalmente, terd o valor zero).
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No caso do método de Euler, temos ¢(xg, yx, h) = f(zk, yi) € portanto
vem, para o erro de discretizac3o local:

Li(xr) = y(xr) — [y(xp—1) + hf (21, y(2-1))]
= y(er) — [y(er—1) + hy'(xr-1)]
= o) + Wy ) + (60 — i) + by )]
= ;y"(fk), € Elvk—1, zil.
Se y € C2[a,b] e se for M = max |y (x)], ter-se-3

h2

Erro de discetizacao local do método de Euler

Nas condi¢bes anteriores, podemos concluir que o erro de discretizacdo
local do método de Euler é O(h?).
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Assim, temos
h2
len ()| < (L+ hL)|en(zr—1)] + - M

h? h?
S (A +hL)|(L+ L) len(zr-2)| + 5 M| + 5 M

h? h?
= (14 hL)?|en(zp—2)| + (1 + hL)?M +5M
h? h? h?
< (14 hL)? |en(zr_3)| + (1 + hL)Q?M +(1+ hL)?M + 5 M

h? h? h?
< (A4 hL) Vep(z)| +A+ AL 2 =M+ -+ 1+ hL)—M+ —M
— 2 2 2
=0
h2
=M [14+ (1 +hL)+ -+ (1+hL)"2

R [1= (AL

2 1—(1+hL)
hM 4
= 57 [(A+hD) 1]
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Passamos agora a deduzir um majorante para erro de discretizacdo global

do método de Euler.
Suponhamos que y € C?[a, b], sendo M = r§a§b|y”(x)| e que f é diferencidvel
aASTS

em relacdo a segunda varidvel, com derivada parcial 2—5 limitada, i.e., existe
L > 0 tal que ‘%@jy)‘ < L, Yz € [a,b], (x,y) € D. Temos, entdo
len(zr)| = [y(zk) — Yl
2
= ‘y(l‘k—l) +hf(zr—1,y(xr-1)) + 71/"(&) — Y1 — hf(xk—lyyk—l)’
h2
< |y(@p-1) — ye—1] + hlf(@e-1,y(@r-1)) — f(@r-1,y0-1)| + - M
0 h?
= ool 4 B 3 ) (o) = )| + M
h2
<len(@r—1)| +h L [y(zr—1) — ye-1| + 7M
h2
= len(ze-1)| + R L len(zp-1)| + 5 M

h2
= (14 hL)|ep(zr-1)| + ?M
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Como hL >0, tem-se 1 + hL < 'L | ou seja, tem-se
(1+ hL)* 1 < (ehE)k—1 = hk=DL | ogo, da desigualdade anterior, vem

hM (e WM /o, .
en(an)] < S <eh(k DL _ 1) =57 (e< el _ 1) . (49)

Temos, entlo,

hM
EB(h) 25%?13/&1 lenton)l < 2L <e 1) (50)

Erro de discetizacdo global do método de Euler

Nas condi¢Ges anteriores, podemos concluir que o erro de discretizagao
global do método de Euler é O(h). Costumamos dizer que o método de
Euler € um metodo de primeira ordem.

Geralmente, sob condicdes razoaveis, se o erro de discretizacdo local de
um método é O(hP*1), entdo o erro de discretizagdo global é O(hP).
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Estimativa simples para o erro no método de Euler

Se considerarmos o erro num ponto xo511 correspondente ao uso de um niimero
par (igual a 2k) de passadas , tem-se

len(Tak+1)| = [y(@2k+1) — Y2r41| < Ch,

onde C' é uma constante independente de h. Se denotarmos por Y. a
aproximac¢do no mesmo ponto, mas obtida usando apenas metade das passadas,
isto é, usando k passadas, o que corresponde ao uso de um passo igual a 2h,
ter-se-3

ly(z2r+1) = Vis1| < C(2h).

Temos, entdo que

1
[Y(T2r+1) — Yort1] = 5 [Y(T2k41) — Vi | = 5 [Y(Tor+1) — Y2r41 + Y2r41 — YVir1]

<

N = N =

1
Y(Tort1) — Yars1| + 3 [Y2r+1 — Yiral,

de onde se obtém a seguinte estimativa para o erro de discretizagdo no ponto
Zog+1 (correspondente ao uso do passo h)

len(zor+1)] = |y(Tors1) — Yors1| = |yors1 — Y1l
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Métodos de Runge-Kutta

Uma vez que v’ = f(x,y), ao calcular as derivadas de de y ordem superior
3 primeira, serd necessario calcular as derivadas parciais da funcdo f
(como vimos no exemplo anterior), o que pode tornar estes métodos
bastante trabalhosos. Os chamados métodos de Runge-Kutta foram
desenvolvidos com o objectivo de produzir resultados com a mesma ordem
de precisdo dos métodos obtidos pela expans3do em série de Taylor, mas
evitando o célculo das diversas derivadas da fungdo f.

Limitar-nos-emos, aqui, a deduzir a férmula do método de Runge-Kutta de
22 ordem.

A férmula do método de 42 ordem (um dos mais populares) serd
apresentada sem a sua deducdo, a qual, no entanto, poderia fazer-se
seguindo o raciocinio usado na dedug¢do da férmula que apresentamos.
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Métodos baseados na série de Taylor

Recordemos que o método de Euler foi deduzido truncando a expansdo em série
de Taylor de y(zx+1) em torno de z, antes do termo O(h?). Métodos de ordem
superior poderiam ser obtidos de modo andlogo, retendo mais termos da série de
Taylor. Por exemplo, tem-se

Y(xps1) = y(ar) + hy'(xn) + %?J”(Ik:) +O(h?)

= (e + b7 ory(a) + 5 (52 + 507) Gonatan)) + 009

= v+ hf o o) + 5 (5L 4+ 515 (o) + 06 (51)

a que corresponderia 0 método

2
s =+ 1)+ (G4 500 (o),

2
o qual teria ordem de convergéncia local O(h?) e ordem de convergéncia global
O(h?).
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Pretende-se determinar constantes A, B, « e 3 de tal modo que a férmula

y(@rs1) = ylew)+h | Af (o, y(@y)+ B (axah, y(wy)+ 50 (2, y(on)) |
(52)

coincida, quando expandida até termos de O(h?), com a respetiva parte

da expansdo em série de Taylor (51) .

Usando a férmula de Taylor para fung¢bes de duas variaveis, tem-se

f(zg + ah,y(zg) + Bhf(zk, y(zr) = floe, y(zr))
of f

+(an gl 4501 ) ptan)) + 0. (53)
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Substituindo (53) em ( 52) e colecionando os termos das diversas
poténcias de h, obtém-se

Y(@rt1) = y(zp) + (A + B)hf(zk, y(zi))
of of
B2 (o2 a5 3
w50 (a2l 4 5501 (an o)) + 007 (59
Comparando a expansdo anterior com a férmula (51), vemos elas
coincidam até aos termos O(h?) se e s6 se as constantes A, B, a e 3

satisfizerem
A+B=1

Ba=
B =

N0 |—
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O método correspondente serd, entdo, definido pela férmula

1 1
Yk+1 = Uk + h[gf(ﬂ% Yr) + §f(l‘k + hyyk + hf (@r, yi) |

sendo mais frequente apresenta-lo de seguinte modo:

Método de Runge-Kutta de 22 ordem

1
yk+1:yk+§(l€1—|—k2); k=1,...,N,
onde

kl == h‘f(xkayk)a
k? - hf(xk ate h;yk = k1)7

Y1 = a.

Trata-se de um método cuja erro de discretizac3o local é O(h?) e cujo
erro global é O(h?).
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Um solugdo particularmente simples do sistema serd dada por

A=B=
a=p=1.

N | —

Nota: O sistema anterior é um sistema de 3 equagdes em 4 incégnitas, pelo
que temos ainda um grau de liberdade na sua solugdo. Poderiamos usar esse grau
de liberdade para tentar obter concordancia no coeficiente de h3. No entanto,
pode provar-se que tal n3o é possivel (para todas as fun¢des f(z,y)).
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De um modo anilogo, se deduz a férmula do método de Runge-Kutta de
42 ordem.

Método de Runge-Kutta de 4% ordem
1
Yk+1 =yk+6(k1+2k2+2k3+k4); k=1,...,N,

onde

kl - hf(xknyk)a

h k
k? - hf(xk ol =5 Yk 4F _1)7
2 2
h k
k3 = hf(Ik ol §7yk 4F ?2)7
ka = hf(z + h,ye + k3),
Yy = Q.
mjs (dma) an2 2013/2014 196 / 208



Estmativas para o erro nos métodos de Runge-Kutta

Sabendo que a ordem de convergéncia dos métodos de Runge-Kutta é
O(h?) e O(h*) para os métodos de 22 e de 42 ordem, respetivamente,
deixamos ao cuidado dos alunos a deducdo, de forma totalmente andloga
ao que fizemos para o método de Euler, das seguintes estimativas para o
erro destes métodos (num ponto obtido com um nimero par de passadas,
e onde se usa a notag¢do anterior):

» Para o método de 22 ordem,

1
len(ory1)| ~ g‘y2k+1 — Y.

» Para o método de 42 ordem,

1
len(@ars1)| =~ B’ZJ%H — Yl
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Se integramos a equagdo diferencial y/'(z) = f(x,y(z)) entre o ponto zj, e
O ponto xj41, vem

[ e = [ @,

ou seja, vem
Y(Tps1) —y(or) = / o [ (z,y(x)) dz.

Tk

Os chamados métodos de Adams s3o obtidos substituindo a funcao

integranda f(z,y(z)) por um polinémio p escolhido adequadamente,
sendo portanto da forma

Tr+1
Yk+1 = Yk + / p(z)dz. (55)

k

Dependendo da escolha do polindmio p, obtemos diferentes métodos.
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Métodos de Passo Miiltiplo

O método de Euler e os métodos de Runge-Kutta sdo, como dissemos,
exemplos de métodos de passo linico, em que a férmula usada para obter
yr+1 depende apenas (diretamente) do valor aproximado yy, e ndo de
aproximag¢des de y noutros pontos.

Nos chamados métodos de passo miiltiplo, a aproximac¢do da solu¢do num
certo ponto é calculada usando informac3o acerca do valor aproximado de
1 em varios pontos.

Uma classe importante desses métodos é baseada no principio de
integracao numérica.
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Métodos de Adams-Bashforth

No caso dos chamados métodos de Adams-Bashforth (AB), tomamos para
p o polinémio p,, de grau n3o superior a m (m € N), interpolador dos
valores

fi :f(x’ny’b)a i:k%k;*]-v"'vk*ma

onde Yi, Yrk_1,- - -, Yk_m SA0 aproximacoes para y nos pontos

Ty Th—1,- -+, Th—m (k> m+ 1), que admitimos conhecer.

Pode provar-se que o método de Adams-Bashforth correspondente ao uso
do polinémio de grau m tem erro global O(h™*1), isto é, é um método de
ordem m + 1.
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Método de Adams-Bashforth de ordem 2 (m = 1)

Neste caso, tomamos para p o polindmio linear p; que satisfaz
p1(xg—1) = fr—1 € p1(xk) = fx, ou seja, o polinémio dado por

. _1’ — Tk T — Tp—1
pi(z) = P T A [
pelo que o método serad definido por
1 Tk+1
Ykt1 = Yk + h/ [—(z — x) fo—1 + (x — 2p—1) fo] dz, k> 2
Tk

Calculando o integral do lado direito da equagdo anterior, vem, ent3o:

h
Yk+1 = Yk + 5(3fk — fe-1), k=2
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Inicializacao dos métodos de passo miiltiplo

Os métodos de passo miiltiplo tém um problema que ndo encontrdmos para os de
passo tnico. O método de ordem m + 1 sé pode ser usado para calcular yg11
para k > m + 1; veja, por exemplo, férmula do método de Adams-Bashforth de
42 ordem, a qual sé pode ser usada para k > 4, uma vez que envolve o valor de
fr—s = f(xk—3,Yr—3). Isto mostra que os métodos de passo mdltiplo precisam
de ajuda para se iniciar a sua utilizagdo. Como resolver esta questdo?

> A solugdo usual consiste em usar um método de passo lnico até que se
tenham calculado os valores necessarios para a utilizacdo do método de
passo muiltiplo.

» Em alternativa, poderd usar-se um método de passo linico no primeiro
passo, um método de passo duplo no segundo passo, etc.

» E importante que os valores iniciais obtidos desta maneira sejam da mesma
ordem de precisdo daqueles que irdo ser obtidos pelo método final. Se os
métodos iniciais forem de ordem mais baixa do que o método de passo
multiplo que queremos usar, serd necessario utilizad-los com um passo mais
pequeno, gerando resultados intermédios.
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De modo andlogo se deduz o método de Adams-Bashforth de 32
ordem (caso m = 2), dado por:

h
Yk+1 = Yk + 5(23]‘7@ —16fp—1 4+ 5fe—2); k>3,

e o método de Adams-Bashforth de 42 ordem (caso m = 3), dado por:
h
Yk+1 = Yk + ﬂ(55fk —59fp—1 4+ 37fr—2 — 9fr—3); k>4

Nota: O caso m = 0, ou seja, o caso em que p = pg € o polindmio
constante po(z) = fx, conduziria ao método de Euler, o qual, no entanto,
ndo é um método de passo miiltiplo.
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Métods de Adams-Moulton

Os métodos de Adams-Bashforth foram obtidos usando informac3o ja
calculada no ponto z; e em pontos anteriores Tg_1,...,Tg_m. EM
principio, poder-se-3 formar o polinémio interpolador usando informacdo
em Tx41, T2 €tc. No caso mais simples, usar-se-3o os pontos

Th—m,---, Tk (M € Ng) e ;11 e determinar-se-3 o polinémio de grau n3o
superior a m + 1 satisfazendo

Pms1(zi) = fisi=k —m,... kk+ 1.

Este processo gera uma familia de métodos conhecidos por métodos de
Adams-Moulton.
O método de Adams-Moulton para um certo valor de m tem ordem m + 2.
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Método de Adams-Moulton de ordem 2 (m = 0)

Neste caso, p = p1 é o polinémio linear que satisfaz pi(x;) = fx e
P1(Zk+1) = frr1, isto é, é o polinémio dado por

_Jf—ﬂckﬂf T — X

_|_

pi(z) = . k ” Jry1

Ent3o, o método vird definido por

1 [Tr+1
Yk+1 = Yr + h/ [—(x — xpp1) fr + (@ — ) frpa] do

k
h
:yk+§(fk+fk+1)§ k>1.

Note-se que, na férmula anterior, se tem fri1 = f(Zkt1,Yrs1), iSto é, o
método é definido por

h
Ykt = Yo+ 5 <f(~’0k, yk) + f(Trt1, yk+1))

0 que mostra que o valor de yi1 estd definido implicitamente. Ele é, por
isso, chamado um método implicito.
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Métodos Preditores-Corretores

Os métodos de Adams-Moulton tém a grande desvantagem de, para
calcular o valor de yi1, ser necessario resolver uma equagao, a qual,
muitas vezes (dependendo da expressdo de f) é n3o linear. Nesse caso, em
cada passo, serd preciso usar um método iterativo (tipo secante, Newton,
etc) para resolver uma equagdo, o que torna o método muito “caro”.

No entanto, a qualidade da aproximacdo obtida com estes métodos €, em
geral, muito boa.

Na prética, geralmente, os métodos implicitos sdo usados apenas para
corrigir aproximagoes obtidas por férmulas explicitas. Deste modo,
obtém-se métodos conhecidos por métodos preditores-corretores.
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Os outros métodos de Adams-Moulton s3o obtidos de modo andlogo, para
diferentes valores de m. Por exemplo, tem-se 0 método de
Adams-Moulton de 32 ordem, correpondente ao caso m = 1:

h
Ykt1 = Yk + E(5fk+1 +8fk — fi1): k>2

e o método Adams-Moulton de 42 ordem, correpondente ao caso
m = 2:

h
Ykl = Yk + ﬂ(9fk+1 +19f, — 5fk—1 + fr—2); k> 3.

Note-se que todos os métodos de Adams-Moulton sdo métodos implicitos,
contrariamente aos métodos de Adams-Bashforth, que sio métodos
explicitos.
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Método AB4-AM4

Um método preditor-corretor frequentemente utilizado combina os
métodos de Adams-Bashforth e de Adams-Moulton de 42 ordem, do
seguinte modo:

h
vl = v+ 5 (550 — 59fim1 + 37fi2 — 9fi-s)

f/il_?l = f(@k+1, ?/;(fi)l)
h
Yk+1 = Yk + ﬂ(9f;§£21 + 19f% = 5 fr—1+ fr—2)

Note-se que este método é totalmente explicito.

» Primeiro utiliza-se 0 método explicito de Adams-Bashforth para

(») .
k41

> esta aproximacdo é utilizada para obter um valor aproximado de fj11,
f(P) .
k+1r

> esse valor €, entdo, usado na férmula do método de Adams-Moulton

para corrigir o valor de y,(ﬁl e obter yiy1.

predizer uma primeira aproximacao y
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