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Analise Numérica?

Ramo da Matematica que estuda o desenvolvimento e andlise de métodos
que permitem a resolucdo de problemas matematicos utilizando apenas um
nimero finito de operacdes elementares da aritmética, isto é, que estuda
os chamados métodos numéricos, em oposicao aos métodos analiticos,
como a derivagdo, integracdo, etc.

Exemplo

Calcular o valor de exp(0.125).
Temos

0.125\"
exp(0.125) = lim (1 + ) =7
n—soo n

Uma possivel solu¢do numérica pode ser obtida usando os primeiros 8
termos da expansdo de exp(z) em série de McLaurin:

exp(0.125) &~ 1 + 0.125 4 0.125%/2 + - - - + 0.1257 /7! ~ 1.13315 .

Numérico # Analitico == Erro de truncatura (ou de discretizacdo)
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INTRODUCAO

Erro de truncatura

Exemplo

[ rwar~ (252) @+ )

0.5 1 1.5 z

Regra do trapézio

_ (b—a)3 7
-0, ¢ela
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» Muitos dos métodos numéricos estudados sdo muito antigos (por
exemplo, método de Newton para resolucido de equacdes n3o lineares,
férmula de Lagrange para o polinémio interpolador, método de Gausss para
sistemas lineares), mas vieram a assumir grande importancia devido ao
aparecimento e acessibilidade de computadores. !

» Podemos dizer que a Andlise Numérica é o estudo dos métodos de
resolucdo de problemas matematicos usando computadores = Erros
de arredondamento (devidos a capacidade limitada de representacdo
de ndmeros em computador).

» Ferramenta indispensdvel em todas as dreas das Ciéncias Aplicadas e
Engenharia.
Exemplos: dindmica de fluidos, engenharia de estruturas, engenharia
eltrotécnica, meteorologia, astronomia, biologia, medicina,
economia...

1A prépria designacdo Andlise Numérica surge em 1946, no inicio da era do
computador.
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Representacao de reais em ponto flutuante

A representacdo normalizada de um nimero real = # 0 na base b (b
inteiro, > 2) é a representagdo desse niimero na forma

T = i(.d1d2d3 .. ‘)b X be,
onde
> d;e{0,...,b—1},d £0
> ecZ
> (.d1d2d3 .. -)b designa d; b1 + ds b2 + d3b_3 + -

Todo o nimero real admite uma expans3o na forma anterior, sendo esta Unica, se
excluirmos representacdes em que todos os digitos sejam, a partir de determinada
ordem, iguais a b — 1; por exemplo, na base b = 10, excluimos a representagao
1499999 .. .. para o nimero 0.5.

» my = (.didg...), < mantissa de x
» ¢ < expoente de x.

Note-se que m, > (.1), = b~ L.
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ARITMETICA COMPUTACIONAL

Sistema de numeracao de maquina
Num computador, o ndmero de digitos da mantissa é fixo (t) e o expoente
é limitado por um valor minimo (m) e um valor maximo (M).
Assim, um sistema de numeracdo de ponto flutuante ou sistema de
numeracdo de maquina F'(b,t, m, M) é caraterizado por quatro
pardmetros:

» b - base;

» ¢ - nimero de digitos da mantissa;

» m - valor minimo dos exponente;

» M - valor maximo do expoente.

Definicao
Constituem o sistema F'(b,t,m, M), para além do ndmero zero, todos os
nimeros que se puderem exprimir na forma

i(.dldg 000 dt)b X be,

onde dj,dy,...d; €{0,1...,0—1},di #0eec€Z comm<e< M.

vy
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Overflow e underflow

» Os nidmeros acima definidos sdo os chamados nimeros normais ou
normalizados.
Um sistema F'(b,t, m, M) pode ainda admitir os chamados nimeros
desnormalizados ou subnormais, que sdo os nimeros obtidos deixando de impor a
condicdo di # 0 quando o expoente assume o valor minimo m.

» O maior nimero de F'(b,t,m, M) é
Q:=(1-bHoM,

dito nivel de overflow.
» O menor nimero positivo (normalizado), chamado nivel de underflow,
¢é dado por
w=b""t

O menor ndmero positivo de um sistema que admita nimeros desnormalizados é
b’m'7t
Nota: Se nada for dito em contrario, quando nos referirmos a um sistema

F(b,t,m, M), consideramos apenas os nimeros normalizados.
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Arredondamento

Dado = € R, torna-se necessdrio encontrar um nimero de maquina que o
represente. Serd natural pretender que esse nimero, que designaremos por
fl(x), esteja a menor distancia possivel de x, isto é, satisfaca

flz) —a| < lg—al, Vg €

Dizemos, entdo, que fI(z) foi obtido por arredondamento. 2 Caso existam
dois niimeros de maquina a mesma distancia de x, é frequente, nas
maquinas, usar o chamado arredondamento para par, em que o nimero
escolhido para representar x é aquele cujo ultimo digito é par.

Note-se que, se tivermos um sistema de numera¢do F' = F'(b,t, m, M), se
x € Rp tiver um expoente e na notacdo normalizada, ao usarmos
arredondamento, tem-se

fl(z) — 2| < Ly e = Lyrpe
2 2

2Em oposic3o a truncatura, em que simplemente se ignoram os digitos da mantissa
para além do t-ésimo digito.
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Definicao
Ao conjunto
Rp :=[-Q,—w]U{0} U [w, Q]

chamamos conjunto dos niimeros representaveis.

Note-se que F' & Rp. Mais precisamente, os niimeros de maquina
constituem um subconjunto finito do conjunto dos nimeros representdveis.

Exemplo
No sistema F'(10,4,—99,99), tem-se:

Q=(1-10"%) x 10 = 0.9999 x 10%,
w=0.1x10"% =10"%"1 = 1071%
Rp = [-0.9999 x 10%, —10719°T U {0} U 1071 0.9999 x 10%]
Por exemplo, o nimero 7 € Rp, mas w ¢ F(10,4,—-99,99), ja que

m = 3.141592654... ndo pode escrever-se com uma mantissa de apenas
quatro digitos.

v
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Arredondamento para infinito

O arredondamento a que estamos mais habituados, em que, no caso de
empate, arredondamos “para cima”, é chamado arredondamento para
infinito.

Por exemplo, se pretendermos apenas niimeros com 3 digitos,
arredondamos 49.65 para 49.7 e 49.55 para 49.6, se usarmos o
arredondamento para infinito, mas arredondamos ambos os niimeros para
49.6, no caso de arredondamento para par.

Convencao

Neste curso, se nada for dito em contrario, por uma questdo de
simplicidade, usaremos o arredondamento para infinito; no entanto,
devemos ter presente que, no MATLAB, o arredondamento usado é o
arredondamento para par.
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Norma IEEE 754

Com o objectivo de uniformizar as opera¢des nos sistemas de ponto
flutuante foi publicada, em 1985, a norma |IEEE 754. 3 Esta norma
especifica dois formatos bdsicos para representacdo de niimeros em
sistema de ponto flutuante: simples e duplo.

O formato simples corresponde ao sistema F'(2,24, —125,128) e o duplo
corresponde a F(2,53,—1021,1024).

Ambos os sistemas admitem niimeros desnormalizados.

O sistema de numera¢do IEEE admite ainda os “nimeros” especiais +0o e
—o0 (Inf e —Inf, no MATLAB) para representar, por exemplo, o
resultado da divisdao de um nimero por zero, bem como o simbolo especial
NaN (Not a Number), para representar o resultado de operagdes ndo
definidas matematicamente, tais como 0/0, oo — oo, etc.

3|EEE- Institute for Electrical and Electronics Engineers.
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Definicao
Numa maquina com sistema de numercdo F' = F(b,t,m, M), chama-se

epsilon da maquina, e denota-se por ¢, a diferenca entre o niumero de
maquina imediatamente superior a 1 e o nimero 1, isto é,

€:= bt

Definicao
A unidade de erro de arredondamento de um sistema F'(b,t,m, M) é
definida como

1
o= _bl—t
K D) )

ou seja,tem-se pu = %e.

Exemplo
No sistema F'(2,53,—1021,1024), tem-se:

1
e=2"2~22204 %1071, ;= 5 % 2752 = 2753 ~ 1.1102 x 10716

4
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Norma IEEE (cont.)

A norma IEEE 754 especifica também as regras de arredondamento a
utilizar. Por defeito:

» para x € Rp, é uilizado o arredondamento para par;

»sex >, fl(x) =400 eser < -, fl(z)=—o0;

> se2M < p<w (onde m = —125, t = 24, no formato simples, e
m = —1021, t = 53, no formato duplo), fi(x) é o nimero
desnormalizado mais préximo de z;

> sex < 2™t fi(z) =0.

E importante saber que

Por defeito, quando trabalhamos no Matlab, é usado o formato duplo
IEEE 754, ou seja, o sitema de numeragcdo de maquina é o sistema
F(2,53,—1021,1024) e o arredondamento usado é o descrito acima.
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Operacoes de ponto flutuante

Representaremos as operacdes de ponto flutuante ou operacdes de
madquina pelo simbolo usual rodeado por O; por exemplo @, ®.
Admitimos que o resultado de uma operacdo de ponto flutuante
(envolvendo niimeros de maquina) é obtido por arredondamento do
resultado da operagdo exacta, isto é, se x,y € F, c ®y = fl(xz + y),
x®y = fl(z x y), etc. De salientar que as operagdes de ponto flutuante
nao satisfazem todas as propriedades usuais das correspondentes
operacoes em R.
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Erro absoluto e erro relativo
Seja x um dado nimero e £ um valor aproximado para z.
Definicao

A E; := x — Z chamamos erro (absoluto) do valor aproximado Z para x.

y

Definicao

r—T

Sex#0,a Rz :=
para .

chamamos erro relativo do valor aproximado Z

Exemplo
Sejam z = 1/3,y = 1/3000, % = .3333,§ = .0003. Entdo

Ez = E; = 0.00003333..., Rz = 1074, Ry =107,

O erro relativo é mais “relevante” do que o erro absoluto. J
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Erro relativo de arredondamento

Num sistema F'(b,t, m, M), dado um nimero x # 0 (representavel),

tem-se 1ot
[z — fl(z)] _ 307" 1.,
R = < =-b""=p.

O erro relativo cometido ao arredondar um nimero para um ndmero de
mdquina é majorado pela unidade de erro de arredondamento da maquina.

Exemplo

Por exemplo, quando trabalhamos no MATLAB, tem-se

|Rfi()| < 27°% &~ 1.1102 x 10716
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Notas

© Na pratica, é frequente estarmos apenas interessados no valor
absoluto dos erros absoluto e relativo, continuando a designé-los
pelos mesmos nomes, desde que tal seja claro pelo contexto.

@ Como na definicdo de erro relativo o valor de x n3o é conhecido, é
usual considerar-se a estimativa

T =1
Ral = 221

|z

@ E frequente expressar-se o (valor absoluto) do erro relativo em
percentagem; por exemplo, se |Rz| = 0.05 , dizemos que & tem um
erro relativo de 5%.

@ Da definicdo de erro relativo, obtém-se de imediato

Z=uz(1l - R3)
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Propagacao de erros nas operacoes usuais

Sejam 7 e 7 valores aproximados para e y, respetivamente (z,y # 0), e
sejamS=x+4+y, D=x—y, P=xxye@=ux/y. Sejam S, P D e Q
os valores aproximados para S, P, D e (Q obtidos usando os valores T e
em vez de = e y e admitindo que as operacdes sdo efetuadas exatamente.
Designando por Ey e Ry, respectivamente, o erro absoluto e erro relativo
no valor aproximado u para u, podem estabelecer-se os seguintes
resultados:

Es=E: + Ey

Ey=E; — Ej

Es = Ezj + Egz + E; Ej
Ezj — By

Ex=—=
@ g+ Ey)
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Temos, também

__* p Y R
ST a4y " x+y Y
T Y
Rr=—"R;~ Y R
b= gyt

Rﬁ :RQ—I—Rg—RiRg

R: — Ry

R = J
1-R;

Q

Supondo |R;|, |Rj| < 1, obtém-se as seguintes férmulas simplificadas para
o erro relativo do produto e do quociente

Rz~ Rz + R
R@ ~ Rj — Rg
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Exemplo
» x=3.127, 2 =3.123 e =1

lt—%| =04%x1072 < 05x1072=05x10"2x10! = 2cd;3as.
» x = 0.0003127, & = 0.0003123 — ¢ = —3
|lz—%| =0.4x107% < 05x1076=0.5x103x10"3 - 6 c.d.; 3 as.

Nota
Se Z é uma aproximacdo para x com p casas decimais corretas, entdo T
tem precisao de

q=p+te

algarismos significativos.
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Algarismos significativos/casas decimais de precisao

Seja x = +m, x 10° um dado nimero (escrito na notagdo normalizada no
sistema decimal) e seja & uma sua aproximagdo.

Definicao
» Diz-se que T é uma aproximagdo para x com precisao de p casas

decimais (c.d.) ou que Z aproxima x com p casas decimais (corretas),

se
|z — & < 0.5x 1077

> Diz-se que Z é uma aproximacgdo para x comprecisdo de ¢ algarismos
signficativos (a.s) ou que & aproxima x com ¢ algarismos
significativos (corretos), se

|z — % < 0.5 x 1079 x 10°.
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Algarismos significativos/erro relativo

» O ndmero de casas decimais corretas esta ligado ao erro absoluto.
» O ndmero de algarismos significativos corretos esta relacionado com o
erro relativo. Com efeito:
» Se |Rz| <0.5x 1079, entdo & tem ¢ a.s. corretos.

r—T

<0.5%x1077 = |z — %] < 0.5x107|m;10%] < 0.5x1079x10°

xT

» Se T é uma aproximagdo para x com ¢ a.s. corretos, entdo

0.5x 1079 x 10° _ 0.5 x 1077 x 10°
|z = 0.1x10°

r-e — 0.5%x10'¢

|Rz| =

No MATLAB, dado =z € R, tem-se
IRy <275 ~1.1102 x 1076 < 0.5 x 10715

Logo, fl(x) tem (no minimo) precisdo de 15 algarismos significativos.
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Cancelamento subtrativo
Sejam
x = 7.6545424, y = 7.6544199

e consideremos as seguintes aproximacdes (com precisdo de 7 a.s.)
T = 7.6545421, gy = 7.6544200.

Quantos a.s. corretos tem Z = & — § como aproximacdo para z =z — y?
Tem-se

x —y = 0.0001225 = 0.1225 x 1073
F— ¢ =0.0001221 = 0.1221 x 103

Assim, Z é uma aproximacao para z com apenas 3 a.s.corretos.
Isto significa que o erro relativo em Z pode ser 10* = 10000 superior aos
erros relativos em 7 e g.

N
Il

IS3
Il

Cancelamento subtrativo

O efeito da perda de precisdo de a.s. na subtracdo de dois nimeros muito
proximos (e consequente aumento do erro relativo) constitui o chamado

problema do cancelamento subtrativo.
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Condicionamento de um problema
Exemplol

Considere-se o problema da resolu¢do do seguinte sistema de equagdes

1.01z 4+ 0.99y = 2.00
0.992 + 1.01y = 2.00 Sol: z=1;y =1.

Modifiquemos ligeiramente o lado direito...

1.01xz + 0.99y = 2.02
0.992 + 1.01y = 1.98 Sol: x=2;y=0.

1.01x + 0.99y = 1.98
0.992 + 1.01y = 2.02 Sol: x=0;y = 2.

“Pequenas” alteragdes nos dados => “grandes alteracdes” nas solu¢des
— Problema mal condicionado!
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O cancelamento subtrativo deve ser evitado tanto quanto possivel.
Exemplo

Para z grande, tem-se \/x + 1 =~ /z, pelo que haverd problemas de
cancelamento subtrativo no célculo de vz +1 — /x.
Mas, )
Vetl—r=———
VI +1+z
A segunda férmula constitui um processo alternativo de calculo que n3o
sofre de cancelamento subtrativo.
Por exemplo, se z = 12000, entao vz + 1 ~ 109.5491 (7 a.s.) e
vV ~109.5445 (7 a.s.).

Vo +1—+/z~109.5491 — 109.5445 = 0.0046
1 1

~ = (0.004564260
Vae+1++/z  109.5491 + 109.5445

Note-se que v/12001 — /12000 = 0.00456425955... pelo que a primeira
aproximag¢ao tem apenas 2 a.s., enquanto a segunda tem 7 a.s.

4
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Exemplo 2 (Wilkinson)
Considere-se o polinémio

p(z) = (2 — )19 = 210 — 102° 4 452% — 12027 + 21020 — 2522° 4+ 2102*—

—1202% +452% — 10z + 1
p tem um dnico zero, z = 1 (de multiplicidade 10).
Seja
p(2) = 210 = 102% 4+ 452% — 12027 + 2102° — 25225 + 2102* — 12022
+452% =102 4+1-10719 = p(2)—1071Y

() =0 (z-1D)"-10""=0s (z-1)1?=10"1°

2k

2k
Sz=zZ,=1+ 10*1(cos(—ﬂ-) + isen(l—O

10

n ,
:
-
:
:
\\
3

) k=0,1,...,9.

|
T
/

/

T 05 ] Tae
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Temos

2k 2k
|z — Zi| = 10_1(COS(—7T) + i sen( T

—=)|[=10""=10" x 107"
10 i) )

< Problema mal condicionado

Condicionamento de um problema

Um problema diz-se mal condicionado se for muito sensivel a pequenas
alteragdes nos seus dados; caso contrario, diz-se bem condicionado.
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Numero de condicao de uma funcao

Como admitimos que x e & estdo préximos, serd razoavel substituir f(&)
por f'(x), tendo-se, entdo

zf'(x)
f(x)

~

Ry | ~

| Rz

. : zf'(x)
Assim, a quantidade ‘ )

€ uma medida do condicionamento do calculo

do valor de f em z.
Definicao

Chamamos niimero de condi¢do de f em z e denotamos por condf(x) a
quantidade dada por
zf'(x)

f()

condf(x) =
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Nudmero de condicao de uma funcao
Seja & um valor aproximado para z com um erro relativo tal que que

|z — 7
]

Seja f uma fung¢do continuamente diferencidvel numa vizinhanga de z (que
contém Z). Pretendemos saber como o erro em z se “propaga”ao célculo
de f(x). Por outras palavras, sendo y = f(x) e § = f(Z), pretendemos
determinar a razdo entre I?; e Rz. Pelo teorema do valor médio, temos

|Rz| = < 1

y—ig=f)—f(@)=f(-2), &€ minf{z,z} max{z,7}).

Temos, entao

. ’y—y SO _ xf’(&)‘ e _ xf’<£>' -
Y y f(z) f(z) x fl) |
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Exemplo
» flz)=vz  fl(x)= Lf condf(z) = & — funcio bem

2\/x
condicionada para todo o .
> f(x) =¢€" fl(x) =¢€" condf(z) = |x| — fun¢do mal
condicionada para valores de x tais que |x| é “grande”e bem
condicionda para valores de z tais que |z| é “pequeno”.
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Estabilidade/instabilidade de um método

Suponhamos que pretendemos calcular os seguintes integrais

1 :L,n
In::/ de;n=0,1...,10.
o *+10

Método 1:

1 -1 1 1 -1
n 10 — 10 n
In:/ A e )dx:/x"—l—w/ Y i
0 x+10 0 0 $+10

4

I, =1 —-101,,

> Iy = [In(z + 10)]; = In(1L).

» Comecando com uma aproximacio Iy = 0.0953101798 para I (10 c.d.
corretas) e usando a férmula anterior, obtém-se as aproximagdes
apresentadas na coluna 2 da tabela dada a frente.
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| I, 10cd) | Métodol | Meétodo 2 |

3

1 ] 0.0468982020 | 0.0468982020 | 0.046898202
2 | 0.0310179804 | 0.0310179800 | 0.0310179804
3 | 0.0231535290 | 0.023153533 | 0.0231535290
4 | 0.0184647099 | 0.0184646667 | 0.0184647099
5 | 0.0153529009 | 0.0153533333 | 0.0153529009
6 | 0.0131376582 | 0.0131333333 | 0.0131376582
7 | 0.0114805609 | 0.0115238095 | 0.0114805609
8 | 0.0101943908 | 0.0097619054 | 0.0101943908
9 | 0.0091672034 | 0.0134920579 | 0.0091672034
10 | 0.0083279655 | -0.0349205792 | 0.0083279655
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Método 2:
De I,, = % — 101,71 obtém-se a seguinte férmula alternativa

» Note-se que I,, — 0 quando n — oc.

» Podemos, por exemplo, tomar oy &~ Iog = 0.00 (apenas 2 c.d.
corretas!) e usar esta nova férmula para n = 20,19, 18, .. ..
Nesse caso, obtém-se valores aproximados listados na terceira coluna
da tabela.
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Como explicar a diferenca nos resultados ?
Analisemos primeiro o Método 1:

f0:I0+€

I =1—10Ip =1 — 10y —10e = |I; — I;| = 10]¢|
I
1

De modo analogo

|Io — Ip| = 10 x 10 x |¢| = 10%|¢|

|I, — I,| = 10"|e].

A férmula escolhida faz com que o erro inicial |e| se amplifique de cada
vez que é usada. O processo de calculo é dito instavel.
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Quando usamos o Método 2, tem-se

Ing = I +6
- 1 /1 1 /1 J = |6]
Lo=—|=—=—-(I =—|—=—-Iy|——=|l19— 9| = —.
Y710 (20 (20+5)> 10 (20 20) 10 = o= Dol = 7
|
Ig
De modo andlogo se vé que
; 191
Lis — 1| = —
|11 — I1s] 102
; 191
L —Li7|l=— ...
7 = Izl = {3

Assim, o erro inicial ndo tende a aumentar (neste caso, até diminui) a
medida que a férmula é usada. Trata-se de um processo de cilculo estével.

Estabilidade/instabilidade de um método

Dizemos que um método é instavel se os erros se amplificam no decurso
dos célculos, de forma inaceitavel; caso contrario, o método diz-se estavel.
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Métodos diretos e métodos iterativos

Os métodos numéricos para a resolucdo de sistemas sdo, geralmente,
agrupados em duas grandes classes:

» Métodos diretos
» M¢étodos iterativos

Nos métodos diretos, a solucdo é determinada num ndmero finito de
opera¢les aritméticas. Se n3o houvesse de erros de arbrownondamento,
tais métodos produziriam a solucdo exata. Na pratica, os erros de
arbrownondamento s3o inevitaveis, pelo que os métodos conduzem apenas
a solucdes aproximadas.

Nos métodos iterativos, a partir de uma aproximacao inicial para a
solucdo, gera-se uma sequéncia de aproximagoes que, sob certas condigdes,
converge para a solucao do problema. Na pratica, o processo sera
interrompido ao fim de um certo nimero de iteracdes.
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SISTEMAS de EQUACOES LINEARES
Métodos Diretos

Métodos diretos/métodos iterativos
Que tipo de método usar?
N3o ha regras rigidas. A escolha depende

» do problema em causa

» das facilidades computacionais disponiveis (a nivel de hardware e
software)

> da precisdo exigida para os resultados, etc.

Em geral:

> se a matriz do sistema é de dimensao razodvel e ndo ha problemas
com a capacidade de armazenamento de dados, usa-se um método
direto;

> se a matriz é muito grande e esparsa (i.e. se for constituida,
essencialmente, por zeros) poderd ser mais eficiente recorrer a um
método iterativo.

Existem, também, métodos hibridos, os quais conjugam algumas caracteristicas
dos métodos diretos e dos métodos iterativos, mas o seu estudo estad fora do

ambito deste curso.
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Notacoes

Considere-se, entdo, um sistema de n equacdes lineares em n incégnitas
escrito na forma matricial

Az =10
onde
» A = [aj;] é uma matriz n x n (matriz do sistema)

» b= [b;] é um vetor coluna com n componentes (vetor dos termos
independentes)

» = = [x;] é um vetor cujas componentes pretendemos determinar
(vetor das incdgnitas).

Seja ainda [A]b] a matriz ampliada do sistema, isto é, a matriz n X (n+ 1)
formada juntando a A uma dltima coluna com os elementos de b.

No que se segue, suporemos que o sistema em causa admite solu¢ao L'mica.J
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Substituicao direta
A solucdo de tal sistema pode obter-se facilmente pelo processo da
chamada substituicao direta:
| 4 T = E
> 29 = (by — la171) /22

> 3 = (b3 — (631-%1 + 632'%2)) /£33

> Ty = (bn - Z;L;ll Enjxj) /e’rm
Tem-se:

b1
L1y

> Parai=2...,n:

>$1:

i1
= [ b — Z&jx]’ /i
=1
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Sistemas triangulares

Sistema triangular inferior

Suponhamos que a matriz do sistema € triangular inferior, isto é,
A=L=1[lj], l;=0 para j>i

ou seja, que a matriz ampliada do sistema é da forma

{11 0O 0 0 0 b1
loy by O - 0 |bo
[Lb] = | €31 32 £33 -~~~ 0 | b3
Enl £n2 €n3 to gnn bn
Suponhamos, além disso, que ¢;; # 0;¢=1,...,n.
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Sistema triangular inferior
Algoritmo de substitucao direta
fungdo = subDireta(L,b) (1)
% Resolugcdo de um sistema Lz = b, com L triangular inferior
% ENTRADAS: — matriz L, triangular inferior de ordem n
— vetor b dos termos independentes
% SAIDA: — vetor z, solucdo do sistema
z(1) =b(1)/L(1,1) (2)
parai=2:n
o b(i) = L(i,1:i— 1) xa(1:4—1)
= 3
() i Q
fim
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Notas

© No algoritmo anterior, estamos a admitir que o vetor x é inicializado
como um vetor coluna. Assim, na férmula (3), temos:

L(i,1:i—1)«x(1:i—1) = [L(i,1) L(:,2) --- L(i,i—1)]

= L(i,)z(1) + -+ L(i,i — Da(i — 1)

@ Como, para cada 4, b(4) entra apenas no cdlculo de x(4), para ndo aumentar
as necessidades de armazenamento, as incégnitas (i) que vdo sendo
calculadas podem ir sendo sobrepostas aos valores de b(i), i.e. as linhas
(1)=(3) do algoritmo podem ser substituidas por (1')—(3"):

funcdo b = subDireta(L, b) (1)
b(1) =b(1)/L(1,1) (2)
. b(i) — L(4,1:9— 1) xb(1:i —1)
b(i) = 3
(i TG0 3)
Neste caso, a saida, o vetor b contém a solucdo do sistema.
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Sistema triangular superior

Substituicdo inversa
Um algoritmo semelhante ao anterior, no caso em que A = U = [u;;] é triangular

superior, serd o seguinte:

Algoritmo de substitucao inversa

funcao b = sublInversa(U, b)
% Resolucdo de um sistema Uz = b, com U triangular superior

% ENTRADAS: — matriz U, triangular superior de ordem n
— vetor b dos termos independentes

% SAIDA: — vetor b, solugdo do sistema
b(n) = b(n) /U (n, )
parat=n—1:—-1:1
L b)) U@, i+1:n)xb(i+1:n)
b(i) = —
Ui, 1)

fim
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Algoritmo da substituicao direta

Complexidade

Para ter uma ideia da complexidade computacional de um algoritmo, é usual
efetuar-se uma contagem do niimero de operagdes de ponto flutuante (flops)
envolvidas no seu uso. Tradicionalmente, distinguem-se as adi¢cGes/subtracdes das
multiplicacdes/divisdes.

Nuamero de operagdes para o algoritmo de substituicao direta

> Multiplicagbes/divisdes: i para cada i =1,...,n, ou seja

o nn+1) n?4n
7 = =

n

, 2 2
=1
» Adicoes/subtragdes: i — 1 para cada i = 2,...,n, ou seja,
n n—1 2
. . (n=Dm n*-n
So-n- - tgle
=2 =1
O nidmero total de operacdes é Npp = n?. J
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Método de Gauss
Recorde ...

» Operacdes elementares sobre linhas de uma matriz:
> troca de linhas

» multiplicacdo de uma linha por um escalar diferente de zero
» adicdo a uma linha de outra linha multiplicada por um escalar

» Dada a matriz ampliada de um sistema, quaisquer operacoes elem.
sobre as suas linhas transformam-na na matriz de um sistema
equivalente (i.e. com as mesmas solugdes).

Método de Gauss

@ Eliminagdo de Gauss

[A|b] Op'glem' [U|5], U triang. superior

@ Substituicdo inversa
Resolver o sistema de matriz [U|S] por substituicdo inversa.

4
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Método de Gauss

Exemplo
Resolver o sistema de matriz ampliada

4 -9 2|2
[Alp)=| 2 -4 4|3
-1 2 2|1

Passo 1 Anular os coeficientes da incgnita 1 da 22 e 32 linhas (subtraindo
dessas linhas miltiplos adequados da 12 linha).

a

L2 — Lg—mzlLl, mo1 = 22 =0.5
ail
a

L3 “— L3—m31L1, ms31 = il = —0.25
ai1

4 -9 2|2 4 -9 2 2

2 -4 4|13 | —>1]0 0.5 3 2

=1 2 211 0 —0.25 25|15
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Método de Gauss

Consideremos, entdo, a matriz ampliada de um sistema

a1 a2 o+ ai, | b
a1 aze -+ Qg | ba
[Alb] =
an1 An2 e Ann bn
Passo 1 Parai=2,...,n, subtrai-se da linha i a linha 1 multiplicada por
ai; aiz A1n bl ail  ai2 U Q1n bl
b 0 . (1) b(l)
az1 Qa22 A2n 2 Qoo Ao, 2
—
1 1 1
n1l Qp2  **  Gpp | Dy 0 agﬂ) s agm), bgl )
(1) (1)
Q5" = Qij — 1015, b; " =b; —mub
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Exemplo (cont.)

Passo 2 anular o coeficiente da incégnita 22 da 32 linha (subtraindo a essa linha
um miltiplo adequado da 22 linha).

L3 = L3 = m32L2, msz2 — CL32/(122 = —0.25/0.5 = —0.5

4 -9 2 2 4 -9 2 2
0 0.5 3 2|1 =10 05 3 2
0 —-025 25|15 0 0 41|25

Temos a matriz ampliada de um sistema, equivalente ao primeiro, na forma [U|3], com
U triangular superior (= terminou a parte de eliminagdo Gaussiana).

» Este sistema triangular pode, agora, ser resolvido por substituicdo inversa:
4x3 = 2.5 = x3 = 0.625

0.5z2 + 3z3 = 2 = 0.5z2 + 3 X 0.625 = 2 = z2 = (2 — 3 x 0.625)/0.5 = 0.25
4z1 — 9z2 + 223 =2 = 421 — 9 % 0.254+2 % 0.625 =2 = 21 = 0.75
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Método de Gauss (cont.)

Passo 2 Parai=3,...,n, subtrai-se da linha 7 a linha 2 multiplicada por
mip = aly /aSy
ayy @2 a3 - Ay | by ayy a2 a3 - Ay | by
1 1 1 1 1 1 1 1
EEEE LIREEEEE I
0 ag azgy -+ ag, |by — 0 0 agy - as, |bs
0 aSQ) asg) cealy | ey 0 0 a%) e
onde
ol =af) —mpall), 5P = b —mibl!
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Método de Gauss (cont.) Método de Gauss (cont.)

Passo k£ Parai=Fk+1,...,n, subtrai-se da linha 7 a linha k
multiplicada por
. 1 (e o T
No fllnal do passo k — 1 (isto €, antes do inicio do passo k) teremos uma M, = az(k ) a’(ck )
matriz da forma

obtendo-se a matriz

[ a1 a2 - @k Qg1 - Qln by | _ _
0 &V ... o0 0 RN (R ACD) ai a(12) a(uc) a%,l§+1 a(lrs ?1)
22 2% 2,k+1 2n 2 1 1 1 1 1
) ) : : _ : : 0 ay - Gy Aypyy Gy by
(k=1) (k=1 (k=1) | . (k—1) Do e : S :
0 0 - ap T g o Gy | b (k1)  (k—1) (k=1) | , (k—1)
: . : ’: _ : : 0 0 - ay Apk+1 "~ Qg by,
0o 0 .- a(i—l) a(kk_l) oo gD | pl) : : - : . - 3k 1k
L n n,k+1 E i 0 0 . 0 agz,l)c—i-l oo ang b7(1 ) i
Nota: Quando k = 1, tem-se, naturalmente, agg) = ay4. onde
k k—1 k—1 k k—1 k—1
al(»j) = al(-j ) _ mika,gj ), bz( ) — bl(- ) _ mikb; )
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Método de Gauss (cont.) Método de Gauss
Notas

Ao fim de n — 1 passos, a matriz do sistema estard reduzida a forma

triangular superior, isto é, ter-sed a seguinte matriz ampliada k_l)/a(k_l)
kk

@ Os nimeros m;, = agk sao chamados multiplicadores.

k—1) A
ail a(112) a(lﬁ lﬁ) @ Os elementos a,(Ck ) s30 chamados pivos.
0 ay - ay, by © No processo que acabamos de descrever, admitimos implicitamente

. : : que os pivds (que sdo usados como divisores) sdo ndo nulos; tal ndo
0 0 ... a,(ﬁfl) bgln—l) se verifica necessariamente, mesmo sendo o sistema possivel e
determinado, devendo o algoritmo ser modificado caso algum dos
pivs seja zero; veremos também, mais a frente que, se um dos pivos

O sistema correspondente poderd, ent3o, resolver-se pelo método de " " ) . . X
P P P for “pequeno”, podera haver problemas de instabilidade no algoritmo.

substituicdo inversa.
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Notas

Algoritmo do processo de eliminacao de Gauss

@ Como mostram as linhas (2) e (3) do algoritmo, este foi escrito pressupondo
(k)

)

fungdo [A,b] = elimGauss(A4, b) lculados d .
% Redugcdo de um sistema Ax = b a forma triangular calculados durante 0 processo sao

% ENTRADAS: — matriz A de ordem n (matriz simples do sistema) s“obrepos"c,os aos valc:jres anterloresl, Isto €, sdo armazbenados nos
_ vetor b dos termos independentes espagos’ correspondentes aos valores iniciais a;; e b;.

. k
que os sucessivos valores agj) eb

% SAIDAS: — matriz A triangular superior (ver Nota 3) @ Ter em conta que o produto mult x A(k, j) referido na linha (2) do
— vetor b modificado algoritmo corresponde a

parak=1:n—1 % Contagem do passo MEt1,k Mpt1 kQh k1 " Mkt1,kGkn

% Criagdo do vetor mult com os multiplicadores (para as linhas k + 1 a n) _

[akk+1 - akn] = : C

{=k+1:n

mult = A((, k) /A(k, k) (1) Mink Mo kb1 M kQkn

% Modificagdo da submatriz A(k+1:n,k+1:n) ede b(k+1:n)

;74:/ k'+ lsAn ) It o« A(K. i © No algoritmo, n3o tornamos explicitamente iguais a zero os elementos

2”3) :g (£,7) — mult « A(k, j) (2) abaixo da diagonal; assim, a saida, A n3o é, na realidade, uma matriz
) b(f) = b(¢) — mult * b(k) 3) triangular superior; para usar, de seguida, o aloritmo de substituicdo inversa,
fim devemos comecgar por aplicar a funcdo triu a matriz A resultante da
aplicagdo deste algoritmo.
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Notas Complexiade do algorimo de eliminacao de Gauss

Ndamero de flops para o algoritmo de elim. de Gauss aplicado a [A|b)]
» Multiplicacbes/divisdes: (n—k)+ (n—k)(n—k+1)=(n—Fk)(n—k+2)
paracada k=1,...,n—1, ou seja
@ Caso estejamos interessados em guardar os diversos multiplicadores o

usados no processo de reducdo, poderemos aproveitar a “parte Z(n R (n—k+2) = 2n® 4 3n® — 5n
triangular inferior"de A para esse efeito; neste caso, deveremos 6
substituir as linhas (1)—(3) do algoritmo anterior, respetivamente
pelas linhas (1')—(3") seguintes:

k=1

> Adicdes/subtracdes: (n — k)(n—k+1) paracadak=1,...,n—1, ou

Al k) = AL, k) JA(k, k) (1) seja, )

- n®—n
A(L,5) = A(L,5) = AL k) * Ak, ) (2) D (n=k)n—k+1) = —

k=1
b(£) = b(£) — A(¢, k) = b(k) (3)

Podemos, portanto, concluir que o ndmero total de operagdes é
4n3 4+ 3n? — Tn
Nop = . = 0(n%)
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Instabilidade na eliminacao de Gauss
Necessidade de escolha de pivo
Exemplo

Considere-se o problema da resolugdo do seguinte sistema

10_12l'1 +xo =1
Tr1 — Tg = 0

Efetuando eliminacdo exata na matriz ampliada, vird

e N N 1 1
1 -1]0 0 —10"%-1]-10" |’

ou seja, tem-se a seguinte solu¢io

102 1- 29 100
To == ———— xr1 = =
ST ! 10-12 1012 4 1

Note-se que x1 = x5 ~ 1.
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Eliminacao de Gauss/decomposicdo LU

Vejamos como o processo de elimingdo de Gauss aplicado a uma matriz A
pode ser descrito matricialmente pela pré-multiplicacdo de A por matrizes
adequadas.

Exemplo (Eliminagdo de Gauss/decomposi¢do LU)

Seja A a matriz do nosso exemplo inicial da resolucdo de um sistema pelo
método de Gauss:

4 -9 2
A= 2 -4 4
-1 2 2

© Recorde que os multiplicadores usados no 12 passo de reducdo foram

2 —
mo1 = Z = 05, m31 = T = —0.25.

A\
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Exemplo (cont.)

Considere-se a resolucdo do mesmo sistema numa mdquina com sistema

de numeragdo F'(10,12,—-99,99).
Note-se que, nesta maquina, temos

fI(—=10'% — 1) = fI(—(10"2 + 1)) = —10'2.

Assim, neste caso, o processo de eliminacido conduzira a:

2 1 1
0 —10'%| -10"

de onde se obtém a solucdo aproximada

fo=1, 10725 =0=a2,=0"

mjs (dma) anl

Exemplo (Eliminagcdo de Gauss/decomposi¢do LU)

@ (cont.) Seja M; a matriz triangular inferior obtida da

2013/2014

matriz

identidade substituindo os elementos da 12 coluna, abaixo da

diagonal, pelos simétricos dos multiplicadores usados no 12 passo de

reducdo:
1 0 0 1 00
M1 = —mai 1 0 = —05 1 0
—131 0 1 025 0 1

Facilmente se verifica que:

» o produto de M; por A corresponde a efetuar o primeiro passo de

reducdo (apenas sobre a matriz A):

62 / 208

1 0 0 4 -9 2 4 -9 2
MA=|[-05 1 0 2 —4 4] =10 05 3
025 0 1| (-1 2 2 0 —0.25 25
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Exemplo (Elimina¢do de Gauss/decomposi¢do LU)
Q (cont.)

» a matriz M, é invertivel, sendo a sua inversa obtida trocando o sinal
dos elementos abaixo da diagonal, ou seja,

1 0 0 1 0 0
My=|-05 1 0l=M"'=|05 10
025 0 1 —-0.25 0 1
@ O (lnico) multiplicador para o passo 2 é msy = —% = —0.5. Seja

M5 a matriz obtida da identidade substituindo o elemento na posicao
(3,2) pelo simétrico de mga, i.e. seja

1 0 0 1 0 O
My = |0 1 0j]=10 1 O
0 —mgy 1 0 05 1
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Exemplo (Elimina¢do de Gauss/decomposi¢do LU)
Mas,
MyMA=U= A= M;'M;'U
L
onde
1 0 Of |1 0 O 1 0 0
L=M{'M;'=| 05 1 0|0 1 o0|=]|05 1 0
—-025 0 1| ([0 =05 1 —0.25 —-05 1
Note-se que:
» L é triangular inferior com elementos diagonais iguais a 1 (dizemos que tem
diagonal unitéria);
> os elementos de L abaixo da diagonal sdo os multiplicadores usados no
processo de reducdo.
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Exemplo (Eliminagdo de Gauss/decomposi¢do LU)

@ Facilmente se verifica que:

» o segundo passo de redu¢do pode ser descrito pela pré-multiplicagdo da
matriz obtida no final do 12 passo pela matriz Mo, i.e.

1 0 O (4 -9 2 4 -9 2
0 1 0] (0 05 3[=10 05 3
0 05 1| [0 —-0.25 2.5 0 0 4

> a matriz My é invertivel, sendo a sua inversa obtida simplesmente
trocando o sinal ao elemento na posicao mss:

1 0 0
My=[0 1 0|=M"'=
0 05 1

O O =
=)
= O O

© Vemos, entdo, que o processo de reducdo de A a forma triangular
superior (que, neste caso, envolveu apenas dois passos) pode ser
descrito por Mo M1 A = U, onde U é a matriz triangular superior final.
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O que vimos neste exemplo verifica-se em geral:

Eliminagcdo de Gauss/decomposicdo LU

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se for possivel usar eliminacio
Gaussiana, sem escolha de piv0, para converter A numa matriz U
triangular superior @ e formarmos uma matriz triangular inferior L = ({;),
com diagonal unitaria e tendo, na parte estritamente triangular inferior, os
multiplicadores m;; usados no processo de reducdo, colocados nas
posicoes respetivas i.e.

b =my;k=1,....n—1;i=k+1,...,n,

ent3o estas matrizes L e U d3o-nos uma fatorizagdo de A na seguinte
forma
A=LU

“Tal serd o caso se e s6 se no processo de eliminacdo de Gauss n3o surgirem
pivés nulos.

V.
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Definicao
Chama-se decomposicdo LU de uma matriz quadrada A a sua fatorizacdo

no produto de duas matrizes L e U com as carateristicas das matrizes
acima referidas, ou seja, tais que:

» [ é triangular inferior com diagonal unitdria;

» U é triangular superior.

Acabdmos de ver que, se o processo de eliminagdo Gaussiana aplicado a uma
matriz A puder prosseguir até ao fim (i.e. n3o surgirem pivds nulos), entdo A
admitird uma decomposicdo LU. Reciprocamente, pode mostrar-se que, se A for
invertivel e admitir uma decomposicdo A = LU, entdo podemos converter A na
matriz U, por eliminacdo Gaussiana, usando os elementos de L situados abaixo
da diagonal como multiplicadores.

Conclusio:

Eliminagcdo de Gauss/decomposicdo LU

Seja A uma matriz quadrada invertivel. Ent3o, a elimina¢do Gaussiana
sem escolha de pivo aplicada a essa matriz é equivalente a decomposicao
LU dessa matriz.
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@ Mas:
L2_1L1 ¢ triangular inferior

UgUf1 ¢ triangular superior = L2_1L1 é uma matriz diagonal
Ly'Ly = UU !

A diagonal de Ly 'Ly é unitdria = Ly 'Ly = I = Ly = L.

QO L' =UaUY, Ly'Li=1=U0U;'=1=U,="0U.
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Decomposicao LU

Unicidade

Vamos considerar agora a decomposicao LU de uma matriz A em mais
pormenor, de forma independente da elimincdo de Gauss, comecando por

demonstrar um teorema que estabelece a unicidade desta decomposicao,
caso ela exista.

Teorema

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, invertivel. Entdo, se A admite
uma decomposicio LU, essa decomposicdo é tnica.

Dem: Sejam A = LUy e A = LU, duas decomposicdes LU de A.
o
A invertivel = L1, Lo, Uy, Us invertiveis

A=11U;, A= LU= LUy = LoUy = Ly 'Ly = UpU?
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Decomposicao LU
Existéncia

O teorema seguinte estabelece condicbes de existéncia da decomposicido
LU de uma matriz.

Notacao

No que se segue, dada uma matriz M, quadrada de ordem n, denotaremos
por My (1 < k < n) a submatriz de M contida nas suas primeiras k linhas

e k colunas (por vezes designada por submatriz principal liderante de
ordem k.)

Teorema

Seja A = [ai;| uma matriz quadrada de ordem n. Se as submatrizes Ay,
parak =1,...,n— 1, forem invertiveis, entdo A admite uma
decomposicdo LU. Além disso, se A for inverivel, a condicdo anterior é
uma condicdo necessdria para que A tenha uma decomposicdo LU .
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Dem:
e Condicdo suficiente (Por indugio sobre n)

Q@ Cason=1 Seja A= [a11]. Entdo, A pode decompor-se como
A = [1][a11].

@ Suponhamos que o resultado se verifica para qualquer matriz de
ordem k — 1 e vejamos que, entdo, se verifica para uma matriz de
ordem k.

Seja A quadrada de ordem k e consideremo-la particionda em blocos
como se segue

]T

onde b= [aj,...,ak_1%]" e a® = [apy,. .. ,a k—1]. Por hipdtese de

inducdo, a matriz Ax_1 admite uma decomposi¢do LU,
Ap1=Lp 1Up 1.
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(2]
kalu =b
Ju,l, ug, tais que 1"U,_y =aT ?
Mu + wpy, = agy.

Comecemos por notar que Ai_1 = Ly_1U,_1 invertivel
= Lp_1,Ui_1 invertiveis.
» Lj_; invertivel = sistema Li_ju = b tem solu¢3o (dnica) u dada por

-1
u=1L,_",b.
» Us_1 invertivel = 1TU,_; = aT tem solucdo 1T dada por

T _ Tyr—1
1" =a U,

» Calculados 1 e u, ugr vem dado por
Ukl = Akl — lTu.

Assim, por indu¢do, A admite uma decomposi¢do LU.
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@ Sejam

com 1 e u vetores com k — 1 componentes. Entdo,

[ Ly Uy ‘ Li_1u

LU =

11U, . Mu + wyy,

A condi¢3do suficiente do teorema ficard demonstrada se mostrarmos
que é possivel encontrar vetores 1 e u e um escalar uyy, tais que

Lk_lu =b
1T, =a’
1Tu + Uk, = ALk
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e Demonstracao da condicao necessaria
Suponhamos que A, invertivel, admite uma decomposicdo LU. Seja

* %
* % L O U,
Ag k k * %
4 * %
— = X ok
O O * (0]
* %
* % * % *

a decomposicdo LU de A, com a particdo indicada. A matriz Ly é
triangular inferior de diagonal unitaria, a matriz Uy, é triangular superior,
O designa a matriz nula (de ordem apropriada) e os asteriscos indicam
submatrizes (ndo relevantes para a demonstragdo) de ordens apropriadas.
Segue-se, de imediato, que Ay = LpUg. Mas,

A = LU = det A, = det Ly,. det Uy,
= det A, = det Uy, = u11uos . .. Ugk.
Sendo A invertivel, tem-se det A = det A, = u11 ... uny # 0 ou seja,
temos que u;; # 0;4 =1,...,n. Isto garante que det Ay # 0 ou seja,

garante que Ay é invertivel.
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Método de Doolitle

Embora a eliminagcdo Gaussiana e a decomposi¢do LU sejam processos
equivalentes, se considerarmos diretamente a decomposicdo LU de A obtemos um
procedimento computacional diferente para determinar as matrizes L e U.

Seja

1 u11 U1 Uln,
A = LU = Eil e gi’ifl 1 ujj e an
gn,l T Zn,i—l gn,i e 1 Unn
Ent3o, temos:
> Para: <j

aij = Lipurj + ...+ lii1uio1 5+ uij
> Parai>j
aij = linuy + ..+ 4wy + Gjug;
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Exemplo (Algoritmo de Doolitle)

Seja
2 2 -2
A= 1 5 7
-1 1 6

Usemos as férmulas anteriores para obter a decomposicdo LU de A.

» Linha 1 de U:

U] =ap; =2; ujp =ajpg =2; U3 = a3z = —2
» Coluna 1 de L:

oy = agi/a = 33 ls1 = agi/an = —3
» Linha 2 de U:

Upa = Q22 —lo1U12 = 5—% X2 =4; Uz = as3—Lojuiz = 7_% x(—2) =8
> Coluna 2 de L:

U3 = (ag2 — lz1u12)/use = (1 — (—3) x 2) /4 = 1
> Linha 3 de U:

Uusz = asg — l31u13 — laotua3 =6 — (—3) x (=2) — 1 x8=1.

[V

v
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Método de Doolitle

Parai <j
aij = liurj + ..+ b1y + g
Parai>j
aij = bipug + ..+ b joaujor; + Gijugg
Estas equa¢des podem ser usadas para obter as incégnitas u;; (para i < j) e ;;
(para i > j), desde que se ordenem estas incégnitas convenientemente.
Suponhamos que ja determindmos as primeiras i — 1 linhas de U e as primeiras

1 — 1 colunas de L; podemos, entdo, determinar os elementos que formam a linha
1 de U e a coluna ¢ de L, do seguinte modo:

> wij = ay; — Ly — iy — ... — Ligqui—1y, €< g,
> fij = [aij — filulj — &2U2j — .= @i’j,luj,lﬂ-] /Ujj, © > .

Esta forma de determinar a decomposicdo LU de A constitui o chamado
Algoritmo de Doolitle.*

“Existem outras formas de organizar os célculos que fornecem variantes deste
algoritmo.
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Exemplo (cont.)

Assim, tem-se a seguinte decomposicao LU da matriz A:

2 2 -2 1 0 0][2 2 -2
A=|1 5 7|=1]1/2 1 o||o 4 38
-1 1 6 ~1/2 1/2 1|/ [0 0 1
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Resolucao de sistemas usando a decomposicao LU

Suponhamos, agora, que pretendemos resolver um sistema da forma Az =b e
que conhecemos a decomposicdo LU da matriz A desse sistema. Tem-se

Ar=b <<= (LU)x=5b

— L(Uz)=0b
<~
y
Ly=1b
- {Ux:y

Para resolvermos o sistema Ax = b, com A = LU, podemos:
@ resolver o sistema triangular inferior Ly = b (por substituicdo direta)

@ resolver, de seguida, o sistema triangular superior Uz = y (por substituigdo
inversa).

Este processo é particularmente Util quando pretendemos resolver varios sistemas
de equagdes que tenham todos a mesma matriz simples; por exemplo, este serad o
caso quando procurarmos determinar a inversa de uma matriz A.
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Exemplo (cont.)

O segundo passo de reducdo serd entdo:

6 18 —12 6 18 —12 6 18 -—12
0 —2 2 | inha2otinmas |0 8 16— (0 8 16 [,
0 8 16 0o -2 2 0 0 6
—_——
U
sendo o multicador usado: mgs = —% = —%1.

Seja U a matriz triangular superior obtida no final do processo de redugdo e
formemos a matriz L, triangular inferior e de diagonal unitaria, do seguinte modo:

1 0 O 1 0 O
L=|msz 1 0= % 1 0
mo1 M32 1 3 —% 1

De notar que os multiplicadores mo; € mg3; estdo trocados, em relacdo ao modo

“usual”de obter L (< apds o passo 1, procedeu-se a troca das linhas 2 e 3).
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Decomposicdao LU/Escolha de pivo

Ao descrevermos a equivaléncia entre a eliminacdo de Gauss e decomposi¢do LU
de uma matriz A, admitimos n3o haver necessidade de troca de linhas. Como
sabemos, a troca de linhas no algoritmo € indispensavel por questdes de
estabilidade.

Exemplo
Seja
3 17 10
A=12 4 =2
6 18 —12

e efetuemos a eliminacdo de Gauss sobre A, com escolha parcial de pivé. Entao,
o primeiro passo de reducdo poderd ser descrito do seguinte modo:

3 17 10 6 18 —12 6 18 —12
2 4 —2|imeiomas |2 4 2| — |0 -2 2
6 18 -—12 3 17 10 0 &8 16
sendo os multicadores usados: my1 = 2 = £ e mg = § = 1.
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Exemplo (cont.)

Formemos o produto LU:

1 0 0] 6 18 —12 6 18 —12
% 1 olflo 8 16|=13 17 10
5 -7 1|0 0 6 2 4 -2

Que relacdo tem a matriz assim obtida com a matriz inicial

3 17 10
A=12 4 =-2|7
6 18 —12

E imediato concluir que o produto LU resulta de A por troca das suas linhas 1 e
3 seguida da troca das linhas 2 e 3 (< trocas de linhas usadas no processo de
eliminac3o).

mjs (dma) anl 2013/2014 84 / 208



Matrizes de permutcao

Definicao

Uma matriz P é uma matriz de permutacao se for obtida da matriz
identidade I por troca de linhas.

© A pré-multiplicacdo de uma matriz A por uma matriz de permutacio
P, "troca”, em A, as mesmas linhas que foram trocadas para obter P

a partir de 1.
@ Uma matriz de permutacdo P é invertivel, tendo-se P~ = P, i.e.
PP=1.
Exemplo
0 0 1 3 17 10
SejaP=(1 0 0|eA=1|2 4 -2]|.Entio:
0 1 0 6 18 —12
0 0 1 (3 17 10 6 18 —12
PA=1|1 0 0| |2 4 -=-2|=13 17 10
0 1 o (6 18 -—12 2 4 =2
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Exemplo (cont.)

Retomando o exemplo que estdvamos a examinar, vemos que:

a elimina¢do de Gauss, com escolha parcial de pivd, aplicada a matriz A,
forneceu uma decomposi¢cdo LU, n3o da matriz A, mas sim da matriz
PA, onde P é a matriz de permutagdo correspondente as trocas de linhas
efetuadas ao longo da eliminac3o.

O que verificdmos neste exemplo, é valido em geral, ou seja, tem-se o
seguinte resultado (cuja demonstrag¢do pode ser vista, e.g. em G. H. Golub
e C. F. van Loan, Matrix Computations, pp. 113-114).
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Matrizes de permutcao
Armazenamento

Note-se que, num computador, uma matriz de permutacido de ordem n
ndo necessita de ser armazenada explicitamente, havendo apenas que
armazenar um vetor de ordem n, correspondente ao ordenamento das
linhas.

Por exemplo, sendo

0
P=|1
0

_— o O

1
0
0

bastaria armazenar o seguinte vetor de permuta¢do p = [3 1 2].
A matriz produto B = PA seria, entdo, obtida (em MATLAB)
simplesmente do seguinte modo:

B = A(p,:).
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Eliminacdo Gauss com escolha parcial de pivo e decomposicdo LU

Dada uma matriz n3o singular A, a reducdo de A a forma triangular por
eliminacdo de Gauss com escolha parcial de pivé fornece uma
decomposicao

LU = PA

onde

© a matriz U é a matriz triangular superior obtida no final do processo
de redugio;

© a matriz L é a matriz triangular inferior, de diagonal unitéria, e
tendo, na parte estritamente triangular inferior os multiplicadores
usados no processo de redu¢do, havendo o cuidado de, na coluna k,
trocar a ordem de elementos nas posicdes k + 1 a n, sempre que, nos
passos k + 1 a n, houver alguma troca de linhas;

© P é a matriz de permutacdo, obtida da matriz identidade efetuando
as trocas de linhas correspondente as sescolhas dos pivos.
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Sendo A uma matriz invertivel, é sempre possivel converter A na forma triangular
superior por eliminacdo de Gauss com escolha parcial de pivé. Assim, podemos
concluir que, dada uma matriz invertivel A, existe sempre uma decomposi¢do LU
de uma matriz obtida de A com permutacdo adequada das suas linhas, i.e.
existem matrizes L, U e P (com L triangular inferior de diagonal untéria, U
triangular superior e P de permutagdo) tais que

LU = PA.

Suponhamos, ent3o, que se pretende resolver um sistema de equagcbes Az = b e
que dispomos da decomposicdo LU de PA, com P uma matriz de permutacdo
Neste caso, temos

Ar=b & P(Ax)=Pb<s (PA)x=Pb

& (LU)x=Pb< L(Ux)=Pb
-~
y
Ly = Pb
Ur=y

Assim, podemos novamente encontrar a solugdo do sistema Az = b resolvendo
dois sistemas triangulares, devendo, neste caso, comecar por resolver-se o sistema
Ly = Pb.
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Matrizes definidas positivas

Nota: Cada uma das condicdes assinaladas com (*) (propriedades 2 e 5)
constitui condicdo suficiente para que A seja definida positiva.

Teorema

Seja A uma matriz real, simétrica, definida positiva. Entdo, A admite uma
decomposicdo na forma
A=LDL"

onde L é uma matriz triangular inferior de diagonal unitdria e D é uma
matriz diagonal de elementos diagonais positivos.
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Matrizes Definidas Positivas

Definicao

Uma matriz real simétrica diz-se definida positiva se

Ve e R", z #0, zT Az > 0.

Propriedades das matrizes definidas positivas

Seja A = [aj;] uma matriz real, simétrica definida positiva. Ent3o:
a; >0;0=1,...,n.

Os valores préprios de A s3o positivos. (*)

det A > 0.

Qualquer submatriz principal A contida nas primeiras k linhas e k
colunas de A; k =1,...,n, é definida positiva.

©000

©  Qualquer submatriz principal Ay contida nas primeiras k linhas e k
colunas de A tem determinante positivo. (¥*)
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Decomposicao LDL"
Dem:
Q@ Ad.p. = A admite uma Ulnica decomposicdo A = LU onde
» L triangular inferior de diagonal unitaria
» U triangular superior. (PORQUE?)
@ Seja D a matriz diagonal cuja diagonal é a da matriz U, i.e, seja

D = diag(ui1, - .., Unp)-

Recordadndo qual o efeito da pré-multiplicacdo de uma matriz por
uma matriz diagonal, vemos que a matriz U se pode escrever como
U = DV onde V = [v;;] é a matriz cujos elementos sdo dados por

_ Uij 1
U»L] = i’ Oou seja
Ul w12 ...  Uln
U1l Uil Uil
V= U22 u22
Unn
Unn

Note-se que V' é triangular superior (como U) e de diagonal unitaria.
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Temos, entdo, A = LDV com L triangular inferior, U triangular superior
(ambas de diagonal unitdria) e D diagonal.

o

A simétrica = LDV = (LDV)"
= LDV =VvIDTLT
= LDV =VTDLT
= L(DV)=VT(DLY)
>L=VI=LT"=Vv
(Porqué?)

A=LDLT

Resta mostrar que os elementos da diagonal de D s3o positivos.
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Decomposicao de Cholesky

Teorema

Seja A uma matriz real, simétrica, definida positiva. Entdo, A admite uma
decomposicdo na forma
A=R'R

onde R é uma matriz triangular superior de elementos diagonais positivos.

Dem: Seja A= LDLT a decomposicio referida no teorema anterior. Como
D = diag(u11, - .-, Unn) € diagonal com elementos positivos na diagonal,
podemos formar a seguinte matriz diagonal, real de elementos diagonais positivos:

D= diag(\/u11s -« s VUnn),
a qual é tal que DD = D. Ent3o, tem-se
A=LDL" = LDDLY = LDD" L™ = (LD)(LD)".

Sendo R := (LD)T, tem-se que R é: triangular superior, de elementos positivos
na diagonal e tal que A = RTR.
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© Relemebremos que os elementos da diagonal da matriz D s3o os da
diagonal de U (matriz da dec. LU de A), i.e. sdo ui1, ..., Unny.
De modo totalmente andlogo ao que fizemos na demonstragdo da
condicdo necessdria de existéncia da decompois¢do LU (ver slide n°
45), podemos concluir que, para k =1,...,n,

det Ak = det Uk = UuU1UuU22 ... ULkk-

Assim, temos que

u1l = ai
e
det Ak 9
Up, = ———— k=2,...,n.
kk det Ak717 ) ’
A propriedade 5 das matrizes d.p. garante que ugr > 0;k=1,...,n.
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Decomposicao de Cholesky

A decomposicio A = RTR com as carcateristicas referidas no teorema
anterior é Gnica e é chamada decomposicdo de Cholesky da matriz A.

De modo andlogo ao que fizemos para a dec. LU, é possivel obter a
decomposi¢do de Cholesky (de uma matriz simétrica d.p. A) procurando
diretamente os elementos 7;;; j > i da matriz triangular superior R = [r;;]. Seja

11 i - Ty 0 Tin

_ pTp _
A=R R= T14 Tii Tjj Tjn
Tin - Tim Tnn Tnn

Entdo, tem-se Qij =T1715 + -+ Ti—1,i7—1,5 + T4iT455 7 > i, de onde se obtém:

ra= a1l -t ()

Tij = (aij —Truryy — .. — 7”1‘71,i7“i71,j) /Tn‘; Jj>t.
(*) Sendo A definida positiva, tem-se sempre
2 2
Aig =19 — - —Ti_q1,; > 0.
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Algoritmo de Cholesky

fungdo R = decCholesky(A)
% Decomposicdo de Cholesky de uma matriz A (simétrica, definida positiva)

% ENTRADAS: matriz A, de ordem n (simétrica, d.p.)

% SAIDA: matriz R, triangular superior, de elementos
% diagonais positivos e tal que A = RTR

Inicializar R como a matriz nula

parai=1:n
R(i,i) = \/A(i,7) — R(1:i — 1,4)T * R(1:i — 1,4)

R(i,i+1:n) = (A(i,i+1:n) — R(1:i — 1,0)" * R(1: — 1,i + 1:n)) /R(i, )

fim
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SISTEMAS de EQUACOES LINEARES
Métodos lterativos

Notas

Pode mostrar-se que:

» Se A é uma matriz de diagonal estritamente dominante por linhas,
isto é A, é tal que

n

lagi| > Z laijl;i=1,...,n
Jj=1
i

ou se A é de diagonal estritamente dominante por colunas, isto é,

n
laji| > laglij=1,...,n
=1
it
entdo ndo ha necessidade de escolha de pivé no método de eliminacdo
de Gauss (ou na decomposi¢do LU).

» O algoritmo de decomposicdo de Cholesky para matrizes definidas
positivas é estavel, ndo sendo necessaria escolha de pivo.
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Normas vetoriais e matriciais
Norma vetorial
Definicao
Seja X = R"™. Uma aplicagdo ||.|| : X — R diz-se uma norma vetorial se
satisfizer as seguintes propriedades:
NV1IVze X, |z|| >0elz||=0 < z=0.
NV2 Vz € X,Va € R, |az| = |a|l|z].
NV3 Vo,y € X, [z +yll < =] + [yl

Exemplo
Q [[zllr = X iz | (norma 1)
Q |zl ={>", |=Ti|2}1/2 (norma 2 ou norma Euclidiana)

Q [|z|lcoc = maxi<i<p |z;| (norma co ou do maximo)

Nota: Se ||.|| é uma norma vetorial, tem-se

izl =1yl | < llz £yl v,y € X.
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Norma matricial

Definicao
Seja X = R™*™. Uma aplica¢do |.|| : X — R diz-se uma norma
matricial se satisfizer as seguintes propriedades:
NM1 VA e X, ||A||>0e Al =0 <= A =0 (matriz nula).
NM2 VA € X, Va e R, |aAll = |af||A].
NM3 VA, Be X, ||A+ B <| A+ |B]-
NM4 VA, B € X, |AB] < ||A]||B]!.

v

Nota: Também se definem normas para matrizes retangulares e, por vezes, n3o se
exige a condicdo NM4 na definicdo de norma; neste curso, estamos apenas
interessados em normas para matrizes quadradas que satisfacam as quatro
propriedades acima mencionadas. As definicGes de norma vetorial e de norma
matricial estendem-se, de forma natural, para vetores em C™ e matrizes em
crxm,
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Normas matriciais subordinadas

Nota: A norma atrds referida pode ser definida, de forma equivalente, por

IAllar = max [l Ayllv
lylv=1
Pode provar-se que as normas matriciais subordinadas as normas vetoriais
-1l 1 - ll2 e ]l - [loo (e que denotamos pelos mesmos simbolos, sendo claro
pelo contexto se se trata da norma vetorial ou respetiva norma matricial)

sao dadas por
n

Q ||Al1 = max Z |aij| (maximo de soma por colunas)
Isjsn =

n

Q HAHOO = max E \aij| (méximo de soma por Iinhas)
1<i<n 4 1
j=

Q ||Al2 = /p(ATA), onde p(AT A) designa o raio espetral da matriz
B = ATA, i.e. a quantidade definida por
p(B) = max{|A| : X é valor préprio de B}.
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Norma matricial subordinada a uma norma vetorial

Seja || - |[y uma dada norma vetorial. Pode mostrar-se que a fungdo
Il - |ar : R™*™ — R definida por

A
HAHM -— max || :U”V
S el
€ uma norma matricial.
Definicao
Seja || - || uma dada norma vetorial. A norma matricial || - ||as definida por
A
I Allar = max 1221
S el
é chamada norma matricial subordinada & norma vetorial || - ||y ou norma
matricial induzida por | - ||y
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Exemplo
1 -5 2
Seja A= |8 1 —1|. Entdo:
3 -1 1

|All1 = max{1+8+3,5+1+1,2+ 1+ 1} = max{12,7,4} = 12,
lAlloo = max{l+5+2,8+1+ 1,3+ 1+ 1} =max{8,10,5} = 10

e (pode calcular-se, com mais algum trabalho) || Al|2 = 8.6104.

Se ||.|lv designa uma norma vetorial e ||.||as a respetiva norma
subordinada, entdo é imediato concluir que, para qualquer matriz
A € R™ ™ e qualquer vetor € R™ se tem

| [ Az]lv < [ Allallv |

Se uma norma matricial ||.||»s € uma norma vetorial ||.||y satisfizerem a condigdo
anterior, dizemos que a norma matricial é compativel com a norma vetorial.

Vemos, portanto, que qualquer norma subordinada é compativel com a respetiva
norma vetorial.
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Convergéncia de uma sequéncia de vetores
Considere-se uma sequéncia (x(k))zozl de vetores no espaco vetorial R".
Definicao

Dizemos que a sequéncia (a:(k)) converge para o vetor x € R" se, para
uma qualquer norma vetorial ||.||, tivermos

lim [|z®*) —z|| = 0.
k—o0

Notas:

© Se a condicdo anterior se verifica para uma determinada norma
vetorial, entdo verifica-se também para qualquer outra norma vetorial.

@ A sequéncia z(F) converge para z se e s6 se

lim mgk) =z, Vie{1,2,...,n}.

k—o0
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Métodos iterativos

Como ja referimos, a ideia dos métodos iterativos para resolver um sistema
Ax = b, consiste em, a partir de uma aproximac3o inicial para a solucdo,
gerar uma sequéncia de novas aproximacgdes que, sob certas condi¢oes,
converge para a solucao do problema.

» Em teoria, a solugdo sé sera obtida no limite.

» Na pratica, o processo serd interrompido ao fim de um certo ndmero
de iteragdes, quando uma determinada medida do erro for
suficientemente pequena.

Considere-se novamente o problema da resolucdo de um sistema de n
equacdes lineares a n incégnitas Az = b, onde A é ndo singular.
Vamos descrever trés métodos iterativos bdsicos para a resolucido deste
sistema: método de Jacobi, método de Gauss-Seidel e método de
relaxacdo sucessiva, geralmente designado por método SR.
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Convergéncia de uma sequéncia de matrizes

Considere-se uma sequéncia (A(’“)),;“;l de matrizes no espago vetorial
RTLX’I’L.

Definicao

Dizemos que a sequéncia (A(k)) converge para a matriz A se, para uma
qualquer norma matricial ||.||, tivermos

lim |A® — A|| =0
k—o00

Notas:

@ Se a condicdo anterior se verifica para uma determinada norma
matricial, entdo verifica-se também para qualquer outra norma
matricial.

@ A sequéncia A®) converge para A se e s6 se

lim al(]?) =a;, Vi,j €{1,2,...,n}.

k—oo Y
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Métodos iterativos

Por simplicidade, vamos comecar por descrever os métodos para o caso
n =4, i.e., consideramos o sistema

a1171 + a1272 + a1373 + a1ary = by
a2171 + a2272 + a23%3 + a24rq = bo
a31x1 + azT2 + a33r3 + azsrs = b3
a4171 + a4272 + a43%3 + ag474 = by

Se a;; # 0, o sistema pode reescrever-se na forma

x1 = (b1 — a1222 — a13w3 — a1424)/an
Ty = (by — a2121 — G373 — A2474) /a2
x3 = (b3 — az171 — aza®s — azsr4)/ass
1y = (by — @171 — Q4272 — A4373) /44
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Método de Jacobi

O método de Jacobi é definido por:

26+

(b1 alz.Ték) - alBCC;(J,k) - a'14xz(1k))/a11
(k+1 = (by — a1 (k) _ aggmgk) — 24T 51 ))/(122
(k+1) = (b — a31x(k) . agzxék) - a34xik))/a33
(k+1) = (bs — anat? — agrl? — agzal?)aus;
para k=0,1,2,..., com x( méo), O) ¢ m(o) dados.

No caso geral, o método de Jacobi é deflnldo por:
xEO); t=1,...,n, dados.
Para £k =0,1,2,...

TSV NS U IS« S5 P
x; —a—“_ bl—Za”xj i=1,...,n.

J#i
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Método SR(w)

A equacdo que define o método de Gauss-Seidel pode escrever-se como

(k+1) ()+L b, _Za” (k+1) Za”x

Deste modo, a componente i da aproximagdo na iteragdo k + 1, x(k+ ) , aparece
como resultante da adi¢cdo a correspondente componente da iteragio anterior,
xl(.k), de um certo termo de “corre¢do”.

No método de relaxagao sucessiva, o termo de correcao é multiplicado por um
certo fator w, dito pardmetro de relaxacdo. Isto é, o método SR com pardmetro
de relaxa¢do w , SR(w), é definido por:

xgo); i=1,...,n, dados.

Para £=0,1,2,...

i—1 n
(k1) _ (k) , Y o BRGSO GO N
x; =, —|—a—“ b; Z:am:zzj Z_:a”mj i=1,...,n.

mjs (dma) anl 2013/2014 111 / 208

Método de Gauss-Seidel

Neste método, os valores “atualizados”s3o utilizados, mal estejam disponiveis.

Assim, no caso n = 4, o método sera definido por:

2D

= (b — a12$g ) _ a13.1'gk) - a14x )/a11
kH) = (by — azlx( +b a23$§k) - a24zzr4 )/a22
(k+1) = (by — aglx(k-i- ) a32x(2k+ ) —azy x )/a33
(k+1) = (by — a41x(k+1) —a 2mék+ ) — Q43 xé i ))/a44;
parak=0,1,2,..., com xg ,xgo), g e xflo) dados.

No caso geral, o metodo de Gauss-Seidel é definido por:

xgo); i=1,...,n, dados.

Para £=0,1,2,...

j=i+1

mjs (dma) anl

Formulacao matricial dos métodos
Decomponhamos a matriz A =

@ D =diag(ai1,..-,ann)

@ M ¢é a matriz triangular inferior

(k) i=1,.

1 i—1 n
(k+1) _ Z (k+1)
xi = — bz — al-jxj — Z aij:z:]
Q5 =1

coy M.
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[a;;] do sistema na soma A =D + M + N onde

0
as1 O
M= |a az2 0O
Gnpl  Gp2 Gp3 " An,n—1 0
© N ¢é a matriz triangular superior
0 a2 a3 -+ aip-1  aip
0 a3 -+ A2pn—1 a2n
N =
0 Gn—1,n
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Formulacao matricial do método de Jacobi
O sistema Az = b pode, assim, ser escrito como (D + M + N)z = b, ou, de
forma equivalente, como

Dx=—(M+ N)x +b,

ou ainda, como
r=—-D"Y(M+ N)x+ D'
Do mesmo modo, é imediato concluir que o método de Jacobi é definido pela
equac¢ao matricial
2D = —D=Y(M + N)z™ + D7,

ou seja como

2® D) = Bra®) 4 ¢,

onde
By=-D'M+N) e ¢c;=D""

A matriz By é chamada matriz de iteracdo de Jacobi e o vetor c; vetor de
iteracdo de Jacobi.

Nota: Estamos a supor que a;; # 0, 0 que garante que D~ existe.
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Formulacao matricial do método SR(w)
Finalmente, tem-se, para o método SR(w):

k) = 20 4 yp~t (—Mx(k“) — (D +N)z® + b) ,
ou seja, tem-se

Da®+D) = pp® 4 (—Mx<k+1> — (D +N)z®™ + b) ,
ou ainda,

(D 4+ wM)z®*+D = (1 —w)D — wN) 2™ + wb.
O método pode, assim, ser descrito pela seguinte equacdo matricial
D) = BSR(w)a:(k) + CSR(w)
onde
Bsgw) = (D +wM) " (1 -w)D —wN), cspw) = w(D+wM) b

A matriz Bgp(.) é chamada matriz de iteracdo do método SR(w) e cgpr() € 0
respetivo vetor de iteracdo.
Nota: Tem-se BSR(I) = Bgs e CSR(l) = c@gs-
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Formulacao matricial do método de Gauss-Seidel
O método de Gauss-Seidel pode ser descrito pela equagdo matricial
¢+ = DMz D — Ng®) 4 p),
ou, de forma equivalente, por
Dz = —_prgp(D) - Np®) 4 p,
ou ainda, por
(D + M)z*+1) = —Ng®) 4 p,

ou, finalmente, por

2" = Baga®™ + cas

onde
Bgs = —(D + M)ilN e cgs = (D + M)ilb.

A matriz Bgg é dita matriz de iteracdo de Gauss-Seidel e o vetor cgg é chamado
vetor de iteracdo de Gauss-Seidel.
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Consisténcia dos métodos

Os trés métodos acima referidos s3o, como vimos, da forma
2D = Bx®) 4 ¢

parak=0,1,2,..., com z(9) dado, e onde B e ¢ s3o os respetivos matriz e vetor
de iteracdo. Para cada uma dos métodos considerados, facilmente se constata
(verifique!) que o sistema dado Az = b pode ser reescrito como

r=Bzr+c

Defini¢do (Consisténcia)

Um método iterativo da forma z(**1) = Bz(¥) 4 ¢ diz-se consistente com um
sistema Ax = b, se este sistema puder ser reescrito, de forma equivalente, como
r = Bz +c.

Os métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SR(w) sdo, por isso, métodos consistentes
para a resolucdo de um sistema Az = b.
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Convergéncia dos métodos

Sejam dados um sistema Az = b (que supomos possivel e determinado) e um
método iterativo da forma z(¥*1) = Bx(¥) 4+ ¢ consistente com o sistema.

Defini¢do (Erro na iteragdo k)

A diferenca entre a solucdo exata do sistema e o vetor obtido na iteracdo k do
método chamamos erro na iteracdo k, o qual denotamos por e® e,

e®) — p — 2R

Definicdo (Convergéncia)

Dizemos que o método iterativo é convergente, se, seja qual for a aproximagdo
inicial 2(©, a sucess3o dos erros (e(’“)) convergir para o vetor nulo 0, ou seja, se

lim |[e® || =0
k—o0

para qualquer norma vetorial (ou, de modo equivalente, se egk) — 0, para todo o
i=1,2,...,n).

4
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Convergéncia de uma sequéncia de poténcias de
matrizes

O teorema seguinte dd-nos uma condi¢3o necesséria e suficiente para que
a sequéncia das poténcias de uma dada matriz convirja para a matriz nula;
a demonstracdo pode ser vista em e.g. D. M. Young, Iterative Solutions of
Large Linear Systems, Ac. Press, 1971; veja também o Exercicio 7 da
folha de exercicios sobre normas matriciais.

Teorema
Dada uma matriz quadrada A, tem-se

lim A* =0 < p(A) <1,

k—o0

onde p(A) designa o raio espetral de A.
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Convergéncia dos métodos iterativos

Teorema (Convergéncia dos métodos consistentes)

Seja dado um método iterativo x(*tY) = Bx(¥) 4 ¢ consistente com o sistema
Az = b. Entdo, o método serd convergente se e so se

lim B* =o.

k—o0

Dem: Sendo o método consistente, ter-sed x = Bx + ¢. Vemos, ent3o que
e® = z—2® = Bete— (B VY1) = Bla—z* V) = BetY: k=1,2,...
ou seja, tem-se

) = Belk=1) — B2o(k=2) _ ... _ pe(0)

onde e(® = z — 2(9) & o erro na aproximac3o inicial. E imediato concluir que
e®) — 0 para qualquer aproximac3o inicial (%), ou seja, para qualquer erro
inicial €(©), se e s6 se a sequéncia de matrizes B¥ convergir para a matriz nula.
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Como consequéncia imediata dos dois teorema anteriores, tem-se o
seguinte resultado:

Corolario (Condi¢do necessaria e suficiente de convergéncia)

Seja dado um método iterativo z 1) = Bx¥) 1 ¢ consistente com um
sistema Ax = b. Entdo, o método serd convergente se e s6 se

p(B) < 1.

Em particular, podemos concluir que:

Convergéncia dos métodos de Jacobi, Gauss-Seidel e SR(w)

E condicdo necessdria e suficiente de convergéncia de qualquer dos trés
métodos atras referidos — Jacobi, Gauss-Seidel e SR(w) — que a respetiva
matriz de iteracao tenha raio espetral inferior a 1.
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Teorema sobre convergéncia

O teorema seguinte estabelece uma condicdo suficiente de convergéncia
dos métodos iterativos e fornece também majorantes para o erro na
ieracdo k.

Teorema

Seja dado um método iterativo x*1t1) = Bz(¥) 4 ¢ consistente com um
sistema Az = b. Se ||B|| < 1, entdo:

@ O método converge;

(2] He(k) | < 1!l||3£|| H:L’(k) — g(k=1) H (Estimativa a posteriori para o erro)
(3 ) ||e(k) I < 1”_B”|J|;” ||33(1) — 2 I (Estimativa a priori para o erro)

Nota: As normas usadas s3o quaisquer normas vetorial e matricial
compativeis.
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Dem (cont.): Segue-se, portanto que
(L= 1BIDeW] < |IB][l2* — z+=1|
ou seja (uma vez que 1 — || B|| > 0), que

B _
le®) < MBI jpm _ pony,

1—1B]]

0 que estabelece 2.
Finalmente, o resultado 3. ficard demonstrado desde que mostremos que

l2®) — 2®=D ] < | B)F |2 — 2O,

o que deixamos ao cuidado dos alunos.
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Demosnstracao do teorema
Como vimos anteriormente, sendo o método consistente, tem-se

ek) = BFe(0),
Ent3o, para quaisquer normas matricial e vetorial compativeis, vem
le® ] = |BX || < | B¥[[||e”] < || B|*[e].

E, entdo, imediato concluir que, se || B|| < 1, se tem ¢(*) — 0, ou seja, o
método converge, o que estabelece 1..
Para estabelecer 2., notemos que

1e®| = ||z — 2®)|| = | Bz + ¢ — (B2* D + ¢)|| = | B(x — 2%V
< ||Bll[lz — 2*=V| = || B|[lz—z® + 2® — z*=D)|

<|IB|l | |z = 2®| +[|2® — z*-1)

llet®) |
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Teorema

Se a matriz A do sistema Ax = b for de diagonal estritamente dominante (por
linhas), entdo ambos os métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel convergem.

Dem: Fazemos a demonstracio apenas para o caso do método de Jacobi. Para o caso

do método de Gauss-Seidel, veja, e.g. K. Atkinson, An Introduction to Numerical

Analysis, 2* Ed., John Wiley, 1989, pp. 548-549.

De acordo com o teorema anterior, bastard mostrar que ||Bs|| < 1 para uma

qualquer norma compativel. Relembremos que A é de diagonal estritamente

dominante (por linhas) se e sé se vrificar |a;;| > Z?;; la;;);¢=1,...,n. Como a
i

matriz de iteracao de Jacobi B; = —D~!(M + N) tem diagonal nula e elmentos
fora da diagonal da forma fZ—J é imediato reconhecer que

y 2=t fagj]
1Bl = max | D2 1991 | = max (220 ) <
7 =1 |a”| 1 |a”|
J#i

Nota: E também possivel mostrar que os métodos convergem se A for de
diagonal estritamente dominante por colunas.
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Condicado necessaria de convergéncia do método SR(w)

Teorema (de Kahan)

E condicdo necessdria de convergéncia do método SR(w) que o pardmetro
de relaxagdo w satisfaga 0 < w < 2.

Dem: Sejam A;;i=1,...,n, os valores préprios da matriz B = Bgp,,) de
iteragdo do método SR(w). Como sabemos, o determinante de uma matriz
¢ igual ao produto dos seus valores préprios, pelo que teremos

ﬁ)\i = det B = det [(D~|—(,‘)M)_1 ((1 =w)D — wN)

i=1
1 n n
= —— [ —wai =[[Q-w) = (1 -w)".
[Tz it 325 i=1
Assim, tem-se |[];"; Ai| =[] [Nl = |1 — w]|", de onde se conclui de

imediato que

(p(B))" = (max|Ai])" = H il = 1= wl"
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Critérios de paragem

Ao implementar qualquer um dos método iterativos referidos, ha
necessidade de decidir quando interromper o processo ierativo.
Tipicamente, tal serd feito quando se verificar uma (ou por vezes mais do
que uma em simultaneo) das condigdes seguintes:

@ [o® — 2V <
@ [+® — V| < 652 ¥|

O ||r®|| < e3, onde r*) denota o chamado vetor residual definido por
rk) = Az®) —p

© 1] < culpl
@ [Ir®| < e5 (|A[l[lz™)] + 18])).

onde a norma utilizada e os valores das tolerdncias ¢; sdo escolhidos pelo
utilizador.
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Condicado necessaria de convergéncia do método SR(w)

Dem (cont.):
Vimos, assim, que
p(B) > |1 —uwl.

Ent3o, tem-se
B <l=1-uwl<]l <= -1<l-w<l <= 0<w<2.

Assim, a condi¢3do referida é necessdria para que se verifique a condi¢cdo

p(B) < 1, a qual, como sabemos, é necessaria para a convergéncia do método.
Pode também provar-se (Teorema de Ostrowski-Reich) que, se A for definida
positiva, a condicdo 0 < w < 2 serd também suficiente para a convergéncia do
método SR(w). Em particular, tem-se que o método de Gauss-Seidel (= SR(1))
converge quando a matriz do sistema é definida positiva.
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Critérios de paragem
Notas:

@ O facto de termos [|z(®) — z(*=1|| < ¢; n3o garante que
le®)|| = ||z — 2™ || < ¢1. No entanto, se || B|| < 1, podemos obter
facilmente um majorante para |le(*)|| usando o resultado

1B

e <
18]

&) — =D,

(Note-se que, se ||B|| < %, entdo Jﬁgu <1 eovalor [|® — 2" Y| dard uma

estimativa “pessimista” para o erro ||e(®) )

@ Uma discussdo mais aprofundada sobre critérios de paragem, em particular uma
justificacdo de alguns dos critérios referidos, pode ser vista em R. Barrett et al.,
Templates for the Solution of Linear Systems: Building Blocks for Iterative
Methods, SIAM, Philadelphia (1994).

© Tendo em atenc3o que o processo pode divergir ou convergir de forma muito lenta,
deverd sempre incluir-se um critério de paragem do tipo:

Parar quando k > kmaz, onde kmax é o niimero maximo de itera¢des que o utilizador
pretende que sejam efetuadas. J
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Algumas notas sobre os métodos estudados

Q A rapidez de convergéncia dos métodos é determinada pelo tamanho
do raio espetral da respetiva matriz de iteracao B, sendo tanto mais
rapida quanto menor for esse valor, tendo-se

le®| = p(B) "1

@ Quando o método de Jacobi converge, entdo quase sempre, o método
de Gausss-Seidel também converge e sua convergéncia é mais rapida;
por exemplo, para matrizes de diagonal estritamente dominante o
método de Gauss-Seidel nunca converge mais lentamente do que o
método de Jacobi.

@ O método de Gauss-Seidel tem menores necessidades de

armazenamento do que o método de Jacobi, uma vez que a
(k+1)

componente ; pode ser sempre sobreposta a componente da

. ~ . k ~ - ~
iteracdo anterior mg ) que nao volta a ser utilizada; por estas razées, o
método de Gauss-Seidel é utilizado com maior frequéncia do que o
método de Jacobi.
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Condicionamento de sistemas lineares

Perturbacao no lado direito do sistema

Como sabemos, um problema diz-se mal condicionado se os valores calculados
forem muito sensiveis a pequenas alteracdes nos dados e, consequentemente,
muito sensiveis aos inevitaveis erros de arredondamento introduzidos durante o
processo de célculo. Vamos agora debrucar-nos um pouco sobre o problema do
condicionamento de um sistema de equagdes lineares.

Consideremos novamente um sistema
Ax =b

e suponhamos que b # 0 e que A é n3o singular.

Comecemos por estudar o efeito que uma perturbagdo no lado direito do sistema,
definida por um vetor b, pode produzir na solugdo.
Seja z + dx a solugdo do sistema perturbado, isto é, suponhamos que

A(x + dz) = b+ 6b.

Nota: No que se segue, admitimos que a norma matricial e vetorial usadas sdo
compativeis.
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Algumas notas sobre os métodos estudados

© No entanto, o método de Jacobi é mais apropriado para ser utilizado
(k+1)

numa maquina com arquitetura paralela (o calculo de z; nao

. [ k+1)  (k+1
ncessita de esperar pelo calculo de q:g:{ )7371(7; ), ...) do que o

método de Gauss-Seidel.

@ A determinagdo do pardmetro de relaxagdo 6timo (isto é, do valor de
w para o qual a convergéncia do método SR(w) é o mais rapida
possivel) é um problema de dificil solugdo, a ndo ser para certas
classes de matrizes.

@ Existem muitos outros métodos iterativos, mais eficientes do que os
métodos que estuddmos, mas o seu estudo estd fora do ambito deste
curso.
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Condicionamento de sistemas lineares

Temos

Az 4+ 0x) =b+ b <— Az + Adx =b+ b < Adx = b

(Az =)
s 61 = A7'6b = ||5z]| = [|A~8b)|
— 5] < A7 115b]. (1)
Como [18]] = [[Az]| < [|A] ], segue-se que
LAy
— <2 2
el < ol )

(Note-se que, como b # 0, também x # 0).
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Condicionamento de sistemas lineares

De (1) e (2), obtém-se, ento,

16z _
[Ed

A expressdo anterior estabelece um majorante para o erro relativo na
solu¢cdo do sistema, ||0x||/||x||, produzido por uma perturbagdo em b com
erro relativo ||6b||/||b]|. O fator || A|| ||A~|| mede, assim, a sensibilidade da
solucdo a uma perturbacdo no lado direito do sistema.

|0b]|

|
< [l AT
2]

Definicao
Seja A uma matriz quadrada invertivel. Chamamos nimero de condicdo
de A e denotamos por cond(A) o nimero dado por

cond(4) := | A] |A7].
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Temos

[9z]| _  cond(A) (IIMII n H5bll>'

2l = 1~ cond() B \ A1 0]

Se tivermos

1A 18] < 1,
entdo
1— cond(A)M =1—||A7Y 64| =1
1Al
e, portanto, o majorante para o erro relativo ”” ”H dado por (3) podera ser

aproximado por

wa (1941 1ol
° d(A)<||AH * HbH)'

Costumamos escrever, com esse significado:

16z <||5A|| \5b||>
Scond(A) | ——— + — | .
] Al ol
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Perturbacao de A e b

0 seguinte teorema (cuja demonstracao pode ser vista em, e.g. K.E. Atkinson, An
Introduction to Numerical Analysis, 2% ed., John Wiley, 1989, p. 535) estabelece um
resultado sobre a sensibilidade de um sistema Ax = b a altera¢Ges na
matriz A e no lado direito b do sistema.

Teorema

Sejam A e 0A matrizes em R"*" e b, §b, © e dz vetores de R™ (b #0)
tais que Ax =b e (A+ 0A)(x + dx) = b+ 6b. Suponhamos, além disso,
que A € invertivel e que, para uma certa norma subordinada se tem

AT HIsAl < 1.

Entao, € valido o seguinte resultado

[6z]] _ _ cond(A) (HMH H5bH>

< a4
2 = 1= cond(4) AL \ A1 0]

vy
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Notas sobre o nimero de condicao de uma matriz

@ O ndmero de condicdo depende, naturalmente da norma utilizada.
@ Sendo ||.|| uma norma compativel com uma norma vetorial, entdo,
como sabemos, ||I|| > 1. Entdo, temos

cond(4) = [[A]l [A]| > [AATH| = [|7]| = 1,

ou seja, o nimero de condicdo é sempre maior ou igual a 1.

© Um ndmero de condigdo cond(A) pequeno é garantia de que o
sistema Ax = b é bem condicionado e um niimero de condigdo grande
é indicador de que o sistema podera ser (e geralmente, é) mal
condicionado.

@ A determinacio do nimero de condicdo de uma matriz A requer o
célculo de A~! e envolve, portanto, grande esforco computacional.
Além disso, se A é mal condicionada, o célculo de A~! serd um
problema de dificil solu¢do e portanto, o calculo do niimero de
condicdo também. No entanto, é possivel encontrar boas estimativas
para o nimero de condicdo (relativamente, por exemplo, a || - ||1) com
relativo pouco esforco computacional.
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Vetor residual e vetor solucao

Seja x a solucdo extata de um sistema Ax = b, com A ndo singular, e
suponhamos que o sistema foi resolvido numericamente e que 7 é a
solucdo aproximada efetivamente calculada. Seja r o vetor residual, isto é,

r==5b-— AZ.

Poderiamos ser levados a pensar que um vetor residual de componentes
“pequenas’ (i.e. com norma pequena) seria garantia de que a aproximagdo
numérica  fosse uma boa aproximacdo para z. No entanto, temos

r=b-Af=Ax - A=Az — %) =>x—F=A"'r.
Assim, podemos apenas garantir que
lz — 2| < A7l

Isto mostra que o facto de termos um residuo pequeno n3o garante que a
solucdo aproximada seja muito préxima da solu¢do exata. Em particular,
se cond(A) for muito grande (n3o sendo || A|| muito grande), o residuo

pode ser pequeno e a solucdo diferir muito da solucdo exata.
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Exemplo (cont.)

(0] que acontece, neste caso, é que

1 6.00001 —6
—1_ 4 5
A = 5 x 10 [ 9 9 ]

tem elementos cuja ordem de grandeza é de 10°.
Note-se que (relativamente a norma || ||o) temos

cond(A) = || Alloo || A" Yoo ~ 4.8 x 106.

Assim, se pedissemos uma estimativa para o niimero de condi¢do da
matriz A, ser-nos-ia indicado um ndmero muito grande e, de imediato,
deveriamos “desconfiar’da nossa solu¢do aproximada.
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Exemplo

Considere-se o sistema

2.’171 S 6!132 =38
221 + 6.00001z = 8.00001 ’

cuja solucdo exata é r1 = xo = 1.

Suponhamos que, numa maquina, o sistema efetivamente resolvido foi

2x1 + 69 = 8
2x1 + 5.99999x5 = 8.00002 '’

o qual forneceu a “solugdo aproximada”: Z; = 10 e T = —2. Temos

- 8 2 6
r=b-Ar= {8.00001] - [2 6.00001] {

[ 8 1.7 8 1.7 o
= [8.00001] ~ |7.99998| ~ |3 x 107°

- []- (93]
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EQUACOES NAO LINEARES



Introducao

O problema sobre o qual nos debrugcaremos agora é o da determinagdo de
raizes de equagdes ndo lineares (numa varidvel).Dada uma funcio real de
variavel real f, n3o linear, procuramos r € R para o qual se tenha

fr) =o.
Tal valor r é dito uma raiz da equagdo f(x) = 0 ou um zero da funcdo f.
Exemplo

Q z — exp(—z) = 0 (uma dnica raiz: r ~ 0.5671)

Q 23— 422+ 12— 6 =0 (trés raizes: 1 = —1,75 = 2,73 = 3)

@ senx — 1 = 0 (uma infinidade de raizes: 7, = 5 + 2k, k € Z)
Q exp(z) + 1 = 0 (nenhuma raiz)
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Ordem de convergéncia

Defini¢do (ordem de convergéncia)

Seja () uma sequéncia de aproximagdes obtidas por um determinado método
iterativo e suponhamos que limy_, ., zr = r. Seja e := r — x. Se existir um
nimero p > 1 e uma constante C' > 0 tais que

o lewal ok =]
k—oo |eg|P k—oo |z — 7P

dizemos que o método converge com ordem de convergéncia p (em r). Se p =1,
a convergéncia diz-se linear, dizendo-se quadratica se p = 2, clbica se p = 3, etc;
se 1 < p < 2, a convergéncia é dita, superlinear. A constante C' é chamada
constante de convergéncia assintética.

lept1l
lex [P

E usual escrever a expressdo limy ;oo = C de forma assintética, como
p
|eny1] ~ Clex|”,

a qual nos indica como o erro se comporta quando k é suficientemente grande.
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Métodos iterativos

Os métodos que iremos estudar sdo, todos eles, métodos iterativos: sdo dadas
m + 1 aproximagdes iniciais xo, . .., Z,;, para uma raiz r da equa¢do f(z) =0e
determina-se, entdo, uma nova aproximacdo x,,+1, repetindo-se sucessivamente
este processo. Mais precisamente, é gerada uma sequéncia () de aproximagdes
para r através do uso de férmulas do tipo

Tk+1 :g(kymk7mk—17"'7mk—m>;k =m,m+1,...

Se a fungdo g ndo depender de k, isto é, se a forma da funcdo iterativa se
mantiver de iteracdo para iteragdo, o método diz-se estacionario.

Definicao

Seja e := 1 — ) 0 erro na aproximagdo x para . O método diz-se convergente
se

lim xp =1
k— oo
ou, equivalentemente,
lim e = 0.
k— o0
v
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Notas

@ Dados a sucessdo (zi) e r € R, se ex := r — xy, satisfaz

fim 101l _
k—o0 |6k‘p

entao:

» Se p=1e C > 1, ndo poderd haver convergéncia de xj, para r.
» Sep>1lousep=1eC <1, had garantia de convergéncia de xj, para
r (desde que x( seja escolhido suficientemente préximo de r).

@ Por vezes, n3o é possivel mostrar que limg_. oo ‘ellé;i—lll = (C < 1, sendo, no

entanto possivel possivel estabelecer uma relacao do tipo

lex| < KCF, C < 1.

Neste caso, dizemos ainda que o método converge® linearmente (com razio
de convergéncia C).

>Tem-se, naturalmente, limg_, o ex = 0, ou seja, o método converge, efetivamente.
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Notas

© Quanto maior for a ordem de convergéncia de um método iterativo e
menor a respetiva constante de convergéncia, maior serd a sua
rapidez de convergéncia, i.e., menor serd o nimero de iteracdes
necessarias para se obter uma aproximacdo razodvel para a raiz ; isto
n3o significa que o método seja necessariamente mais eficiente, pois a
eficiéncia dependerd, também, do esforco computacional exigido em
cada iteragao.
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Seja m o ponto médio do intervalo [a, b], isto é, seja

a+b
2

e calculemos o valor de f nesse ponto. Ent3o:

> Se f(m) =0, m é uma raiz da equagio f(z) = 0;

> Se f(m) # 0, o sinal de f(m) indica-nos em qual dos dos dois subintervalos
(a,m) ou (m,b) se encontra uma raiz. Mais precisamente:

» Se f(a)f(m) <0, hd uma raiz no intervalo (a, m);

» Se f(a)f(m) > 0, hd uma raiz no intervalo (m,b).
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Método da Bissecao

O primeiro método que descrevemos para determinar uma raiz de uma equacgio
nao-linear é um processo muito simples e baseia-se exclusivamente no uso
sucessivo do Teorema do Valor Intermédio, o qual recordamos:

Teorema (do Valor Intermédio)

Seja f € Cla,b]. Se K é tal que f(a) < K < f(b) ou f(b) < K < f(a), entéo,
existe £ € (a,b) tal que f(§) = K, em particular, se f(a)f(b) <0, entdo existe
pelo menos uma raiz da equagdo f(x) = 0 no interior do intervalo [a, b].

Consideremos, entdo, uma equacio
f(@)=0

e suponhamos que encontramos valores a,b € R, com a < b, e tais que
f(a)f(b) < 0 (por outras palavras, suponhamos que em a e b a fungdo f tem
sinais contrdrios) e que, além disso, f é continua no intervalo I = [a, b]. Ent3o,
por aplicagdo do Teorema do Valor Intermédio, podemos concluir que a equacio
dada tem (pelo menos) uma raiz no interior do intervalo I = [a, b].
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Método da Bissecao

A amplitude do novo intervalo contendo uma raiz é, assim, metade da do
intervalo inicial, podendo tomar-se como aproximag3do para a raiz o ponto
médio desse subintervalo; o processo, pode, entdo, repetir-se até se
encontrar um intervalo, de amplitude suficientemente pequena, onde se
localize uma raiz.

Este processo constitui o chamado método da bissecao para a
determinacdo de uma raiz de uma equagdo n3o linear f(x) = 0.

Note-se que o processo anterior, ou termina num nimero finito de passos,
ou determina uma sequéncia encaixada de intervalos

[a,b]:IODleIQD...,

existindo, além disso, r € I;; k=0,1,2..., tal que f(r) = 0.
Sendo x; o ponto médio do intervalo I;_; tem-se

b—a
2k

lex| = |r — zx| <
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Método da Bissecao
Convergéncia

» A férmula

b—a 1\"
el = Ir =l < 5 = 0= ) (5

mostra-nos (ver Nota 2 da p.5) que o método converge linearmente, com
razao de convergéncia % Isto significa que este método converge
lentamente, o que constitui uma das suas principais desvantagens.

> A férmula anterior permite-nos também determinar, “a priori”, qual o
numero de iteragdes necessdrias para garantir que xj aproxime r com uma
determinada precisdo. Mais precisamente, supondo que pretendemos ter
|r — x| < 0, deverd ser

(b—a) 1k<<5<=>2’“>b_7a
“\z) = =75

ou seja, k deverd ser escolhido como o menor um inteiro satisfazendo

k > log, <b6a>'
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Algoritmo do método da bissecao

func¢do r = metBissec(f, a, b, tol)
% Determina uma raiz de uma equacio n3o linear pelo método da bissecio
% ENTRADAS:  f funcdo de uma variavel

% a,b reais, a < b (t.q. f(a)f(b) <0)
% tol real positivo (tolerdncia para o erro)
% SAIDA: r aproximagdo para uma raiz de f(z) =0

fa=f(a); fo=f(b)

% Determinar nimero de iteracdes nec. para que erro< tol.

n = ceil((log(b — a) — log(tol))/ log(2))
parak=1:n

r=a+(b—a)/2;, fr=f(r)
se fax fr <0

b=r,; fb=fr
de outro modo se fax fr >0
a=r;, fa=fr

de outro modo
sair do ciclo para (c/mensagem de que a raiz foi encontrada)
fim
fim
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Método da Bissecao
Convergéncia global

A principal vantagem do método da bissecdo reside no facto de ele ter
convergéncia garantida, seja qual for a amplitude do intervalo inicial [a, b]
(supondo, naturalmente,que estdo satisfeitas as condi¢des f € Cla,b] e
F(a)f(b) < 0).

Assim sendo, ndo é necessario comegar a iterar “suficientemente” proximo
da raiz para haver garantia de convergéncia, o que acontece (como
veremos) com outros métodos.

Por essa razdo, dizemos que o método da bissecdo é um método de
convergéncia global.
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Notas

© Embora, teoricamente, o método da bissecao convirja, sendo,
portanto possivel, iterando um ndmero suficiente de vezes, obter uma
aproximagao para uma raiz com a precisao desejada, do ponto de
vista computacional haverd limitacdes, dependentes da precisao da
maquina utilizada.
Por exemplo, devido a erros de arredondamento, podera acontecer
que, para um determinado valor de k, ao calcular-se f(xy), o seu
sinal ndo seja determinado corretamente. Nesse caso, ter-sed sempre
|zp, —r| > |z — 7|, para qualquer p > k.
(Seré pouco provavel, no entanto, que esta situagdo ocorra, a ndo ser que
f(zk) = 0 e o grafico de f seja, na vizinhan¢a de r, “quase’ paralelo ao eixo dos
© Na pratica, geralmente, o algoritmo da bisseccao é utilizado apenas
para fornecer uma aproximac¢do ‘“razodvel” para uma raiz, a qual
servird de aproximac3o inicial para outros métodos mais eficientes.
Assim, apenas um pequeno nimero de iteracdes é, geralmente,
efetuado.
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Exemplo
Seja f(z) = 3 — 2z — 5.
» f(2)=-1<0, f(3)=16>0
» feC2,3
k ag bi. Sinal de Tht1 Sinal de | Maj. erro
f(ay) f(@k11)
0 | 2.000000 | 3.000000 — 2.500000 + 5.00e-001
1 | 2.000000 | 2.500000 — 2.250000 + 2.50e-001
2 | 2.000000 | 2.250000 — 2.125000 + 1.25e-001
3 | 2.000000 | 2.125000 — 2.062500 — 6.25e-002
4 | 2.062500 | 2.125000 — 2.093750 — 3.13e-002
5 | 2.093750 | 2.125000 — 2.109375 + 1.56e-002
6 | 2.093750 | 2.109375 — 2.101563 + 7.81e-003
7 | 2.093750 | 2.101563 — 2.097656 + 3.91e-003
8 | 2.093750 | 2.097656 — 2.095703 < 1.95e-003
9 | 2.093750 | 2.095703 — 2.094727 aF 9.77e-004
10 | 2.093750 | 2.094727 — 2.094238 n.c. 4.88e-004
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Teorema do ponto fixo

Teorema (do ponto fixo de Banach num intervalo fechado de R)

Seja I um intervalo fechado de R e seja g : I — I uma aplicagdo de I em si

mesmo, contrativa, com constante de Lipschitz L. Entdo:

© Para qualquer valor inicial xo € I, a sequéncia de iteracbes (x) definida por

Tpr1 = g(zx); £=0,1,2,...

é convergente para um ponto o € I.

@ O limite « da sequéncia (z1) € um ponto fixo de g, sendo, além disso, o

tnico ponto fixo da fungdo g em I.

@ O erro e, := o — xy, satisfaz:

» Estimativa a posteriori: |a — x| < %kﬁk — Tg_q]

» Estimativa a priori:

Lk

la — x| < 72|21 — 20

L
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Funcoes contrativas e pontos fixos

Vamos, de seguida, introduzir o chamado Teorema do Ponto Fixo de
Banach, o qual que nos servira de base ao estudo de dois métodos
seguintes. Comecamos com a seguintes defini¢oes.

Definicdo (Fungdo contrativa)

Seja ) # D C R eseja g: D — R uma certa funcdo. Dizemos que g é
contrativa em D), se existe uma constante 0 < L < 1, tal que

l9(z) — 9(y)| < L|z — y|, Vz,y € D.

A constante L é chamada constante de Lipschitz.

Nota: Sendo g contrativa em D, entdo g é continua em D (provel!).
Defini¢do (ponto fixo)

Seja) # D CR esejag: D — R uma certa funcio. Diz-se que a € D é
um ponto fixo de g se

g(a) = a.
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Demonstracao
1. Temos
gI)c I
xg €1 = x} € I,para todo o k

xp=g(rg—1);k=0,1,2...
Além disso, temos
|Ze41 — x| = |9(xk) — g(xp—1)| < L2k — 261
de onde se deduz facilmente que

|zp1 — x| < LF|2y — 20], £=0,1,2,... (4)
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Dem. (cont.)

Assim, para p > k, tem-se
|wp — k] < |7p — Tp—1| + [Tp—1 — Tp—2| + - + [Thg1 — 71
(des. triang.)

< (LP‘1+LP‘2+~-+L’“) |1 — o]
(usando (4))

—* <1+L+---+Lp_1_k) 21 — o)
2l T s P
1 — & xr1 — X
1- L 1 O(L21 1- 7 1 0

e L* — 0 (quando k — o) = (x) de Cauchy = () convergente.
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Dem (cont.)

Resta-nos, apenas, estabelecer as estimativas para o erro na iteracdo k.
Tem-se

loo — zg| = |g(a) — g(zg—1)| < Ll — 21|
< L(|a — :ck| + ’.’L‘k — xk—l’)

Segue-se, assim, que
(1 - L)|a—zk| < Llzg — -1

ou seja, uma vez que (1 — L) > 0, que

oo — x| < |z — Tp—1]-

1-L

A demosntracdo da estimativa a priori é deixada ao cuidado dos alunos.
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Dem (cont.)

Seja o := lim (zy).

k—o0
Como xy € I para todo o k e I é fechado, podemos concluir que o € I.
2. Vejamos que « é ponto fixo de g. Tem-se

g(a) = g(li}gnack) 3 li}gn(g(xk)) = lilgn Tht1 2 !

@ Porque g é continua

@ Porque (zr+1) é uma subsucessio de (xy).

Mostremos, agora, que s6 hd um ponto fixo de g em I. Suponhamos que «, 8 sdo
ambos pontos fixos de g em I. Entdo, tem-se

la = B = lg(e) = g(B)| < Ll = |

= (1-Da=pl<0 = ja-fl=0=a=4
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Notas

@ A condicdo
lg(z) —g(W)| < |z —yl, Vo,y €1, z#y
(que é uma condi¢do mais fraca do que a contratividade) n3o ¢ suficiente

para garantir a existéncia de um ponto fixo em I. Por exemplo, a fun¢do
g :1]0,00) — [0,00) dada por

g(@) =+

14z

satisfaz a condi¢do acima (verifique!), mas ndo tem nenhum ponto fixo em
I =10,00), uma vez que
1

— >0, Vx> 0.
14z

@ No entanto, se, para além de fechado, o intervalo I for também limitado
(i.e. se I = [a,b] com a,b € R) entdo a condi¢do anterior é suficiente para a
exiséncia de um ponto fixo de g em I (o qual pode ser procurado gerando a
sequéncia zy+1 = g(xg), o € I).
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Método das iteracdes sucessivas (ou do ponto fixo)
Retomemos o problema da determina¢do de raizes de uma equag¢ao nao linear

f(x) =0. (5)

Suponhamos que, a partir desta equacdo, obtemos uma equacido equivalente, da
forma

9(x) =, (6)
transformando, assim, o problema da determinacdo de raizes da equagdo (5) no
da determinag3o de pontos fixos da fun¢do g.

Exemplo

P—r-2=0s12-2=2x
——r

g1 (x)
?—z-2=0o22=24+zsz=+z+2, (paraz>-2).
——

g2(x)

2
P’ —zr-2=02’=z+2ez=1+=, (paraz#0).
i

——
q T
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Método das iteracdes sucessivas (ou do ponto fixo)
Interpretacao geométrica

Método do ponto fixo

Xo &z Xq
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Método das iteracdes sucessivas (ou do ponto fixo)

Se encontrarmos um intervalo fechado I tal que
> g(I)C1I
> ¢ seja contractiva em [

entdo, tendo em conta o Teorema do Ponto Fixo de Banach, poder-sead procurar
a (dnico ponto fixo de g em I, ou seja, tnico zero de f em I), usando a férmula
iterativa

Tpr1 =g(zk); k=0,1,...,

com xg escolhido arbitrariamente em I. A este método chamamos método do
ponto fixo ou método das iteracoes sucessivas.
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A verificagdo de que uma fung¢do g é contrativa num intervalo I = [a, b]
poderd tornar-se mais simples recorrendo ao seguinte teorema.

Teorema

Seja I = [a,b], com a,b € R e seja g: I — R uma fungdo de classe C* em
I e tal que
L = max|¢'(z)] < 1.
zel

Entdo g € contrativa em I, com constante de Lipschitz L.

Dem: Pelo Teorema do valor médio de Lagrange, dados quaisquer
x,y € I, sabemos que existe sempre £ entre = e y tal que

9(x) — g(y) = ¢'(§)(z — y). Assim, tem-se

l9(z) — g(y)| = lg'(E)llz — y| < Llz —y|
e como, por hipdtese, L < 1, g é contrativa em 1.
Nota:A conclusio do teorema continua vilida se I for um intervalo n3o limitado
(i.e.,se I for da forma I = [a,+0o0), I = (—00,b] ou mesmo I = R), se f for apenas
continua em I e com derivada no interior de I, desde que substituamos a condi¢do
L = maxger |¢'(z)] < 1 por L = SUD, cint(1) lg'(z)] < 1.
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Exemplo (Método do ponto fixo)

Considere-se o problema da determinag3o de raizes da equagdo f(x) =0,
com f(z) =3 —z — 1.
Tem-se

B—z-1=0e2®=c+1loc=Vr+l.

Seja ent3o g(x) = v/x + 1. Considere-se o intervalo I = [1,1.5] (esta
escolha é sugerida por ser facil de verificar que f tem uma raiz nesse
intervalo) e vejamos que g satisfaz as condi¢Bes de aplicagdo do Teorema
do Ponto Fixo nesse intervalo. Tem-se

Entao:

o g(1) ~1.2599 € I
o g(1.5) ~ 1.3572 € I = g(I) C I.
e ¢'(x) >0,Vz € I = g é crescente em [

y
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Exemplo (cont.)

Na tabela seguinte registam-se algumas iteragdes obtidas usando o Método do
Ponto Fixo, com aproximacgdo inicial o = 1.25, usando a fun¢3o iterativa g, i.e.,

usando a férmula
Tpr1 = Vo +1;6=0,1,2,...

1.3103707
1.3219871
1.3241990
1.3246194
1.3246992
1.3247144
1.3247173
1.3247178

CO O U i W N+

Note-se que a (nica raiz real da equagdo 2® —x — 1 = 0 é (com precisdo de 8
c.d) r = 1.3247180.
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Exemplo (cont.)

E facil de verificar que g é de classe C! em I = [1,1.5] e que

L= max |¢ ()] ~0.22 <1.

1 1
= max =
z€[1,1.5] ve[1,15133/(x +1)2  3V4

Ent3o, g é contrativa em I (com constante de Lipschitz L ~ 0.22).

Como ¢g(I) C I e g é contrativa em I, podemos, entdo, aplicar o Teorema
do Ponto Fixo para procurar o (dnico) ponto fixo de g em I; esse ponto
fixo de g é, naturalmente, a dnica raiz da equagdo f(z) =0em [.
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Convergeéncia local do método do ponto fixo

Teorema
Seja o um ponto fixo de uma fungdo g e suponhamos que g é
continuamente diferencidvel num certo intervalo centrado em « e que,
além disso,

lg'(a)] < 1.

Ent3o, o método do ponto fixo definido por xj 1 = g(xy) converge
localmente para «, i.e., existe um intervalo I = [« — 0, + ] tal que, se
tomarmos a aproximacgdo inicial xq em I, as iteracoes sucessivas
convergem para o.

Dem: Vamos mostrar que existe um intervalo I = [a — J, o + J] tal que
» L =maxger|¢'(z)] <1
» g(I) C I

Se assim for, ter-se-3 que g transforma I em si mesmo e é contrativa em

I, pelo que estardo satisfeitas as condi¢des do Teorema do Ponto Fixo de

Banach, e o resultado do teorema seguir-sed de imediato.
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Demonstracao (cont.) Demonstracao (cont.)

> Seja e := %’@0\; como |¢'(av)] < 1, segue-se que € > 0. Mas, sendo

¢’ continua em «, existird entdo § > 0 tal que > Mostremos agora que g(I) C I.
1_ |g/(a)| (Podemos, naturalmente, a.ssumir q.ue ¢ foi escolhido suficientemen/te .
| —a] <6 = \g'(x) - g'(a)| <e=_——1 pequeno de forma a garantir que o intervalo I = [o — J, & + ] estd contido
2 no intervalo onde g é continuamente diferencidvel.)
Seja, entdo, Seja x € I, isto é, seja x tal que |x — a] < §. Pretendemos mostrar que
I:=[a—6a+4d g(x) € I, ou seja que |g(z) — al < 4.
Mas,
e mostremos, primeiramente, que |¢'(z)| < 1, para todo o x € I.
Se x €1, isto é, se |x — | < 6, entdo vira: lg(x) — a| = |g(z) — g(a)] = |¢g"(€)|]lr —a| (£ entre a e x)
<l|z-—al <4,

9" ()] = 1g'(z) = g'(a) + g'(a)] < |g'(x) = g' ()] + |9 ()]

_1-1d() 1+ [/ ()
- 2 2

como queriamos provar.

+1g' ()] = <L
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Notas Método do ponto fixo
_ Divergéncia — ilustracao grafica
© O teorema anterior mostra que, se « for um ponto fixo de g e
|¢'(«)] < 1 (sendo g continua numa vizinhanga de o), entdo podemos
aplicar o método das iteracOes sucessivas para aproximar «, desde que

xo seja escolhido “suficientemente” préximo de . BB 11 RGNS LS [ VS Rk

@ Suponhamos, agora, que |¢'(a)| > 1. Tem-se

o = zpp1| = |g(@) — g(ap)] = 1g'(&r)llex — |-

Mas, para xj “préximo”de «, serd & “proximo”de «, pelo que

|g'(&k)] > 1 (relembre-se que g’ é, por hipétese, continua numa vizinhanca
de «). Isto significa que |ex41| > |ex|, pelo que, neste caso, o método
das iteracdes sucessivas nido poderd convergir®; ver exemplo na figura \
seguinte.

@ Se |¢(a)] =1, ndo podemos, a partida, tirar qualquer conclusdo
sobre a convergéncia/n3o convergéncia do método.

®Excepto, se para algum k, se tiver 2z = a.
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Método do ponto fixo
Ordem de convergéncia (caso 0 < |¢'(o)| < 1)

Teorema

Seja oo um ponto fixo de uma funcdo g e suponhamos que g é continuamente
diferenciavel num certo intervalo centrado em o e que, além disso,

0< g () <1.

Seja I o intervalo (que sabemos existir) para o qual se verificam as condi¢cdes do
teorema do ponto fixo, e suponhamos que xo € I e que xp+1 = g(Tk);
k=0,1,.... Designando por ey, o erro na iteracdo k, isto €, sendo ey := a — zy,
(e admitindo que ey, # 0, para todo o k), tem-se,

. |ek+1| ’
lim —— = .
ki>oo |6k| Ig (CY)|

Por outras palavras, nestas condicées o método converge linearmente, com
constante de convergéncia assintética C = |g'(a)|.
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Método do ponto fixo
Ordem de convergéncia (caso g(*) (o) =0;k =0,1,...,p — 1;gP (a) = 0)

Teorema

Seja o um ponto fixo de uma fungdo g e suponhamos que g € p (p > 2)
vezes continuamente diferenciavel num certo intervalo centrado em « e
que, além disso, g'(a) = ¢"(a) = --- P~ (a) = 0 e que gV (a) # 0.
Seja (x1) a sequéncia de iteragbes obtida por aplicagdo do método do
ponto fixo, com xg escolhido suficientemente préximo de . Entdo, se
er = a — x # 0 para todo o k, tem-se

1
I lewra| _ 1 ®)(q)|.
k—o0 |€k|p p!

Por outras palavras, nestas condi¢es, a ordem de convergéncia do método
é p e a constante de convergéncia assintética é C' = I%| g®)(a)].

Dem: Ao cuidado dos alunos.
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Demonstracao

Tem-se

ler+1] = |a — zpq1| = |9(a) — g(xk)]
=g’ (&)lla — x| = ¢’ (&k)ller], & entre ae xy.

Como zj, — «, também &, — o e, uma vez que ¢’ é continua em q,
ter-sed | |
. €L+1 .
lim = lim [g'(&)] = |g'(a)],

k—ro0 |ek‘ k—ro0

O teorema anterior mostra que a convergéncia do método do ponto fixo
serd tanto mais rdpida quanto menor for o valor de C' = |¢’(«)|. Pode
acontecer que ¢'(a) = 0. Nesse caso, serd de esperar que a convergéncia

seja “melhor” que linear. De facto, tem-se o resultado mais geral, contido
no teorema seguinte.
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Convergéncia do método do ponto fixo (resumo)

Seja a um ponto fixo de uma fung¢do g e suponhamos que g é p > 1 vezes
continuamente diferencidvel num certo intervalo centrado em «. Entdo,
» se |¢/(a)] < 1, existe um intervalo I centrado em «, tal que, com
xo € I, o método do ponto fixo com fungdo iterativa g converge para
«; além disso, sendo e}, = zj — «, tem-se (admitindo que ex # 0, paar
todo o k)
» se ¢'() # 0, entdo

lim ernal _ |g' ()| — conv. linear
k—o0 |6k|
»seg'(a)=---=gP V(a)=0eg®(a)#0 (p>2), entdo
(p)
lim [ex1] = 9% (@) — ordem de conv. p
k—o0 |€k|p p!

> se |¢g'(a)] > 1, o método do ponto fixo com fungio iterativa g ndo converge para
a por mais préxima de « que esteja a aproximagdo inicial zo (exceto se, para
algum k, for z = ).
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Método de Newton

Se a funcdo f cuja raiz procuramos for continuamente diferencidvel e se a
derivada de f puder ser calculada sem grande esforco computacional,
poderemos procurar a raiz usando o chamado método de Newton.

Em 1669, Newton desenvolveu este método para calcular uma raiz de uma
equagdo polinomial de 32 grau e em 1690, Joseph Raphson formulou as ideias de
Newton para o caso de um polinémio, numa forma mais semelhante a que hoje se
utiliza. Por esta raz3o, este método é também conhecido como método de
Newton-Raphson.

Seja xp uma aproximagdo inicial (razodvel) para um zero r de f.
Consideremos a reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa xg.
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Método de Newton

Vejamos qual a expressdo analitica de ;. A equagdo da referida tangente é

y = f(xo) + f'(20)(x — x0).

Fazendo y = 0 e x = =1 na equacgdo anterior, e resolvendo em ordem a z1,
obtém-se

2 = 2y — 4 0)
f'(@o)
O processo anterior pode ser repetido, obtendo-se uma sequéncia (z) definida
por
fzg)
Tpa1 =T — 3 k=0,1,2,...
" f'(@k)

O método iterativo dado pela férmula anterior constitui, precisamente, o método
de Newton.

Nota: O esquema iterativo anterior pressupde que, para todo o k, f'(zx) # 0, ou seja,

que a tangente ao grafico de f no ponto (zx, f(zx)) ndo é paralela ao eixo das abcissas.
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Método de Newton

Na vizinhanga de x, esta reta deverd “aproximar razoavelmente”o gréfico
de f, pelo que a abcissa do ponto de intersecdo desta tangente com o eixo
das abcissas devera estar proxima da raiz r. Essa abcissa sera, entdo,
tomada como uma nova aproximac¢ao, i, para r.
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Método de Newton como método de ponto fixo

Para estudar a convergéncia do método de Newton, comegamos por notar
que ele pode ser interpretado como um método de ponto fixo. Com efeito,
para x tal que f'(z) # 0 tem-se tem-se

fl@)=0<«<= e — g(x) ,
onde ¢ é a func3do definida por
R AC)

Por outro lado, a férmula iterativa do método de Newton pode
escrever-se, usando a funcdo g definida acima, como

Ty = g(xp).

Em conclusdo: o método de Newton n3o é mais do que é o método das
iteragGes sucessivas com fung¢do iterativa g dada pela férmula (7).
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Método de Newton - Convergéncia

Teorema (convergéncia do método de Newton para raizes simples)

Seja r uma raiz da equacio f(x) = 0 e suponhamos que f € trés vezes
continuamente diferencidvel num certo intervalo centrado em 12 e que f'(r) # 0,
ou seja, que r é um zero simples de f. Entdo, existe um intervalo

I ={[r—4,r+ ] tal que, para qualquer aproximagdo inicial zo € I, o método de
Newton converge para r, com convergéncia (pelo menos) quadratica; no caso de
convergéncia quadratica a constante de convergéncia assintdtica é dada por

o-3/58

?Exigimos aqui que f seja trés vezes continuamente diferencidvel para
podermos invocar os resultados de convergéncia do método do ponto fixo; no
entanto, pode mostrar-se que os resultados do teorema se mantém, se f for
apenas duas vezes continuamente diferencidavel numa vizinhanga de r.
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Demonstracao (cont.)

Tendo em conta os resultados sobre a convergéncia do método do ponto fixo
(teorema da p. 34), podemos concluir que, desde que x¢ seja suficientemente
préximo de r (i.e. para oy num determinado intervalo I = [r — §,r 4+ ¢]), o
método converge para r (pelo menos) quadraticamente; além disso, se a
convergéncia for quadrdatica, a constante de convergéncia assintética serd dada por

1 ’(f’(r))Qf”(T) _1 ‘f”(r)
21 (/) f'(r)

1
Sl ()l =

)

como queriamos demonstrar.
Notas:

@ A convergéncia serd quadratica se f”(r) # 0, sendo superior a 2 se
1(r) = 0.

@ Se r for uma raiz multipla, entdo pode provar-se que convergéncia do
método de Newton para essa raiz sera apenas linear.
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Demonstracao

Como f/(r) # 0 e f' é continua num intervalo centrado em r, é possivel
encontrar um intervalo centrado em r no qual f’ nunca se anula. Ent3o, nesse
intervalo, o método de Newton pode ser visto como um método do ponto fixo,

com fungdo iterativa g(z) = f(( )) Além disso, tem-se

) =1 = F@)—S@@) [ )

(f"(x))? C(fr(@)?
we oy @)1 (@) f" (@) + f@) f" ()] - 2f (@) f'(2)(f" (2))?
o= (/@)1
_ (f1@)?f" (@) + f2) f' (@) f" () = 2f (2)(f" ())*
(f"(x))? '
Logo, g é duas vezes continuamente diferencidvel num intervalo centrado em r e
, flr)f7(r)
="~ =0.
7= TPy
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Método de Newton
Exemplo

Retomemos o exemplo da equacgao
flx)=23—2—-1=0,

a qual, como vimos, tem uma (tnica) raiz real no intervalo I = [1,1.5].
Aplicando o método de Newton, com aproximacao inicial zg = 1.25,
obtém-se os resultados constantes da tabela seguinte.

T
1| 1.3305085
2 | 1.3247490
3 | 1.3247180
4 | 13247180

Recorde-se que a raiz real da equagdo 23 — x — 1 = 0 é (com precisdo de 8
c.d) r = 1.3247180.

y
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Método de Newton

O teorema seguinte estabelece condigdes suficientes de convergéncia do método
de Newton, para qualquer aproximac3o inicial num intervalo I = [a, b], que s&o,
por vezes, faceis de verificar na prética.

Teorema

Seja f uma funcio definida num certo intervalo [a,b] de R, que verifique as
seguintes condicoes:

Q f e C?%a,b;

Q f(a)f(b) <0;

Q f'(z)#0,Vx € [a,b];

Q f"(x) >0, Yz € [a,b] ou f'(x) <0, Va € [a,b];

o
f@l £ ()]

1/7(a)] RN TO]

Ento, a equagio f(x) = 0 tem uma dnica raiz em [a,b] e o método de Newton
converge para essa raiz, seja qual for a aproximagio inicial zq € [a, b].

<b-—a.
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Demonstracao (cont.)

Recorde-se que temos ¢'(z) = f((;)(f;;g@) pelo que teremos a situacdo

descrita na tabela seguinte:

a

o+
f// +
hY

S O+ + o

Nt e

» Comecemos por considerar o caso em que xg € [r,b].

Neste caso, serd x1 = zp — f,((g;‘;)) < xo, ja que f(zg) > 0e f'(xg) > 0.

Além disso, como g é crescente em [r, b], teremos g(xz) > g(r), ou seja,
teremos 1 > r.

mjs (dma) anl 2013/2014 187 / 208

Demonstracao

Como f é continua em [a,b] e f(a)f(b) <0, o Teorema do Valor Intermédio
garante que f tem um zero em [a, b]; como f’ é continua e nunca se anula em
[a,b], f é estritamente mondtona em [a, b], pelo que esse zero é dnico;
denotemo-o por r. Naturalmente 7 é o dnico ponto fixo em [a, b] da fun¢do
iterativa do método de Newton, g(z) = = — %

Vamos demonstrar apenas o caso (ilustrado na figura seguinte) em que

fla) <0 e f'(x) >0, Vz € [a,b],

podendo a demonstracdo dos restantes casos ser feita de modo andlogo. Note-se,
que neste caso, terd de ser f'(z) > 0,Vx € [a,b].

P - -

0 05 1 15 2 25 3
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Demonstracao (cont.)
O raciocinio repete-se, entdo, para as iteracdes sucessivas, isto é, tem-se

To2>2x1 2T 2232 ...2T.

A sucessdo (xy) é, portanto, uma sucessdo monétona decrescente e limitada
inferiormente, pelo que admite limite. A continuidade de g garante que o limite
dessa sucessdo € o (linico) ponto fixo de g em [a, b], ou seja, é a raiz r da
equagdo f(x) =0 em [a,b].

» Consideremos, agora, o caso em que xg € [a, r].

0 05 1 15 2
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Demonstracao (cont.)
Como g é decrescente em [a, 7], teremos
x1 = g(x0) > g(r) =1

Se mostrarmos que 21 < b cairemos de novo no caso anterior (a partir de z1,
naturalmente) e nada mais haverd a demonstrar.
Invocando novamente o facto de g ser decrescente em [a, 7], concluimos que

f(a)
= < = - .
T g(.’Eo) = g(a) a f’(a)
Mas, usando a condi¢do 5., podemos garantir que |f,((’2))| = —Jf,(&)) < b—a, pelo

que vird
z1<a+(b—a)=0",

como pretendiamos verificar.

Nota

Se f for duas vezes continuamente diferencidvel em R, tiver um zero em R
e as condicdes 3. e 4. do teorema se verificarem para qualquer x € R,
entdo o método de Newton converge para r para qualquer aproximacdo
inicial zg € R.
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Método da secante
Interpretacao geométrica

Método da Secante

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
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Método da secante

O método de Newton exige cdlculo de um valor da funcdo e de um valor
da sua derivada, por iteracdo = caro!

Um método alternativo é o chamado método da secante, em que a
tangente ao grafico de f no ponto de abcissa x; € substituida pela recta
“secante” que une os pontos (xg_1, f(zk—1)) e (zk, f(zk)). Isto é, dadas
duas aproximacdes x;_1 e xj para r, a nova aproximac3do é dada por

I i €0 N
bl = 2k ™ Flap—f@s_1)
Tp—Tk—1
Tl — Ll—
=z — f(xg) Rkl

fler) = f(@p-1)
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Método da secante — convergéncia

Contrariamente ao método de Newton, o método da secante n3o pode ser visto
como um método do ponto fixo, pelo que a andlise da sua convergéncia ndo pode
basear-se nos teoremas estudados para esse método. No entanto, pode provar-se
que as condi¢coes de convergéncia do método de Newton s3o também condi¢Ges
de convergéncia do método da secante. Mais precisamente, tem-se o seguinte
teorema, “andlogo” ao teorema sobre a convergéncia do método de Newton.

Teorema

Seja r uma raiz da equagdo f(x) = 0 e suponhamos que f é duas vezes
continuamente diferencidvel num intervalo centrado em r e que f'(r) # 0 (ou
seja , que r é um zero simples de f). Entdo, existe um intervalo I = [r — 6,7 + 4]
tal que, para quaisquer aproximagdes iniciais xg,r1 € I, o método da secante

converge para r, com ordem de convergéncia p = ”2‘/3 e constante de
ot e ) |17
convergéncia assimptdtica dada por C' = ‘T(r)

Dem: Veja, e.g. Atkinson, K.E., An Introduction to Numerical Analysis, John Wiley,
1988.
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Exemplo

Retomemos novamente o exmplo da equagdo
flx)=23—z—1=0.

Aplicando o método da secante, com aproximgdes iniciais xg = 1 e
x1 = 1.5, obtém-se os resultados constantes da tabela seguinte.

E
1.2666667
1.3159617
1.3252141
1.3247139
1.3247180
1.3247180

O U i W N |

Recorde-se que a raiz real da equagdo é (com precisdo de 8 c.d)
r = 1.3247180.

4

mjs (dma) anl 2013/2014 193 / 208

Breve comparacao dos métodos

» Meétodo da bisseccdo
1 Convergéncia global
1 Convergéncia lenta (linear, razio 1/2)
1 Apenas um célculo do valor de f num ponto, por iterac3o.

» Meétodo do ponto fixo

J Convergéncia local
1 Em geral, convergéncia ndo muito rapida (linear)
1 Apenas um célculo do valor de g num ponto, por iteragdo.

» Método de Newton

J Convergéncia local
1 Convergéncia muito ripida (quadratica)
1 Célculo do valor de f e de f/ num ponto, por iteracdo.

» Método da secante

J Convergéncia local

<> Convergéncia répida (superlinear)

1 Célculo do valor de f num ponto, por iteragdo (a excepgdo
da primeira).
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Critérios de paragem

Tal como para o caso dos métodos iterativos para a resolucdo de sistemas
lineares, quando se usa qualquer um dos métodos referidos neste capitulo,
também ha necessidade de definir critérios de paragem. Neste caso, s3o,
geralmente, usados critérios da seguinte forma:

Q |rp1 —mil < e

Q |ziy1 — zi| < €2]|Trt1]

Q [f(zk)| <es

Uma vez mais, tendo em atencdo que o processo pode divergir ou convergir de
forma muito lenta, deverda também ser incluido um critério de paragem do tipo:

@ parar quando k > kmax, onde kmax é um inteiro escolhido pelo utilizador,

correspondente ao nimero maximo de iteragdes a efetuar.
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Métodos hibridos
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» Métodos de convergéncia rapida, tais como o de Newton ou secante,
tém convergéncia local, i.e. podem n3o convergir se a aproximagao

inicial n3o for suficientemente préxima da raiz.

» Métodos seguros, como o da bissecgdo, sao lentos.

» Métodos hibridos tentam combinar caracteristicas dos dois tipos de

métodos, de forma a conseguir-se rapidez e seguranca.

> ldeia: usar um método de convergéncia rapida, mas manter sempre

um encaixe para a raiz

> se a proxima iteragdo do método rapido sair fora de um intervalo que
encaixa a raiz, executar um passo de um método seguro (e.g.bisseccio);

> tentar executar o método rapido no novo subintervalo.

» Fun¢do fzero do MATLAB implementa um método hibrido (método

Dekker-Brent, baseado em bisseccdo, secante e interpolacao
quadratica inversa).
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Sistemas nao lineraes

O caso da resolucdo de um sistema de equagdes n3o lineares é bastante
mais complexo do que o caso escalar:

» Existe uma muito maior variedade de comportamentos, pelo que
saber se existe ou n3o solucdo do sistema e, em caso afirmativo, saber
quantas solucles existem ¢ dificil;

» determinar uma “boa” aproximacio inicial é dificil;

> nao existe um resultado tipo do valor intermédio que garanta
“intervalo” contendo a raiz;

» esforco computacional dos métodos cresce rapidamente com tamanho
do sistema.
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Sistemas nao lineares

O caso da resolucdo de um sistema de equacdes n3o lineares é bastante
mais complexo do que o caso escalar:

» Existe uma muito maior variedade de comportamentos, pelo que
saber se existe ou n3o solucdo do sistema e, em caso afirmativo, saber
quantas solucles existem ¢ dificil;

» determinar uma “boa" aproximac3o inicial é, geralmente, dificil;

» ndo existe um resultado do tipo do Teorema do Valor Intermédio que
garanta uma regido contendo a raiz;

» o esforco computacional dos métodos cresce rapidamente com
tamanho do sistema.
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Método de Newton para sistemas

Vamos descrever de uma forma muito sucinta como aplicar o método de
Newton para sisetmas de equagdes ndo lineares. Considere-se um sistema
de n equagdes n3o lineraes em n incégintas:
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Método de Newton para sistemas nao lineares

Vamos descrever, de uma forma muito sucinta, como aplicar o método de
Newton para sistemas de equacdes n3do lineares. Considere-se um sistema
de n equagdes n3o lineares em n incégintas

fi(x1,xe, ... xy) =0
0

fo(xy, 20, .., 20) =
fn(xlax% cee 7$n) =0
ou, usando notag3o vetorial,
f(x) =0,
x1 f1
T2 Jo
ondex=| | ef=/|"
Ln fn
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Método de Newton para sistemas

O método de Newton para o sistema anterior é definido por

-1
x(bH1) = x (k) _ (J(x(k))) f(x*) k=0,1,2...;

x(©) € R" dado,

onde J(x) designa a matriz Jacobiana da fungdo f calculada em x, i.e.

ro 0 0 T
) e o g
0 0 0
Lx) fEx) - PR

J(x) = . .
Ofn Ofn Ofn
(9 (x) Yr(x) oo Ole(x)
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Exemplo

Considere-se o sistema

2 +9y2—-4=0
zy—1=0

L L L L L h
-3 -2 -1 0 1 2 3

Uma das suas solugdes, r, é o ponto assinalado na figura; vamos
determinar essa solucdo, usando o método de Newton com aproximacdo

inicial x(©) = [ﬂ .
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Método de Newton para sistemas (cont.)

Temos .

(k+1) — (k) _ ( J(X(m)) T E(x®).

s(k)

Na pratica, n3o invertemos explicitamente a matriz Jacobiana J(x(k)),
mas, em vez disso:

> resolvemos o sistema

para determinar o incremento s(k);

> calculamos a préxima iteracdo, usando

B+ (B | (k)
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Exemplo (cont.)

Facamos x1 = x, x9 = y; temos

fo [:c%—i—w%—ﬂ

$1$2—-1
2$1 2x2
J(x) = [m JCJ

Vejamos, entao, como usar o método no Matlab.
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Exemplo (cont.)

>>
>>
>>
>>
x1

>>
X2

>>
x3

f=0(x) [x(1)"2+x(2)°2-4; x(1)*x(2)-11;
J=@(x) [2*x(1), 2*x(2); x(2), x(1)];
x0=[0;1];

s0=-J(x0) \f (x0) ; x1=x0+s0

1.0000
2.5000
s1=-J(x1)\f(x1); x2=x1+s1
0.5952
2.0119
s2=-J(x2)\f (x2); x3=x2+s2

0.5200
1.9342

v
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Exemplo (cont.)

>>
>>

ans
2.3144e-006

Temos |[s™ oo = [|[x©) — x| oo = 2.3144 x 105, pelo que
[x6) — r|| ~ 2.3144 x 1075, ou seja [

solugdo r cujas componentes tém (em principio) 5 casas decimais corretas.

format short
norm(s4,inf)

0.51764
1.93185

] é uma aproximag¢ao para a
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Exemplo (cont.)

>> 53=-J(x3)\f(x3); x4=x3+s3
x4 =
0.5176
1.9319
>> s4=-J(x4)\f (x4) ; x5=x4+s4
x5 =
0.5176
1.9319
>> format long
>> x5
x5 =
0.517638090207228
1.931851652580324
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> Se r for uma raiz de f(x) = 0, se as fun¢des f; tiverem derivads parciais
(relativamente a cada uma ads varidveis x;) de primeira e segunda ordem
continuas para todos os pontos numa certa vizinhanga de r e se a matriz
Jacobiana J'(r) for invertivel, entdo o método de Newton converge
(localmente) para r, com convergénca quadrética; em geral, é necessdria
uma boa aproximagao inicial xo para garantir a convergéncia.

» O custo do método de Newton para sistemas de ordem n é muito elevado,

ja que, em cada iteracao, ha que:

» calcular a matriz Jacobiana J(x(*)) (= n? calculos de valores de

funcgdes);

» resolver um sistema (= O(n

3) operagdes).

Os chamados métodos de atualizacdo da secante (exemplo: Método de Broyden):

» usam valores da fun¢do f em iteracGes sucessivas para obter uma
aproximacgao para a matriz Jacobiana;

» em cada iteragdo, ndo calculam uma nova fatorizagcdo dessa matriz
(necessdria para resolver o sistema), mas simplesmente efetuam uma
atualizacdo da fatorizag3o da iteragdo anterior.

mjs (dma)
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