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1. Os valores proprios da soma de matrizes hermiticas

Dados dois espectros reais o« € 8, quais sao 0S possiveis espectros

~v de somas A + B, onde A e B sao matrizes hermiticas nxn com

espectros o e 3, respectivamente?
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Notacao: F(a,B3) = {v possiveis}



Trivial: E(a,B3) esta contido no hiperplano definido pela condicdao

do traco, que abreviamos para >v =2 a4+ 20.

Trivial: E(a,3) € compacto e conexo

(imagem de Uy pela fungdo continua U +— A(Dq + UDgU™))

Menos trivial: E(«,3) € um politopo convexo (Dooley+Repka+
Wildberger, 1993)

(propriedades de convexidade da aplicacao momento da geometria

simpléctica)



Exemplos de relacdes validas:

N+ F+m=o1+---+ant+p1+ -+ 06n

Y6 < ap + O5

Yo +v4 < a1 +agq+ B1 + 63

3+ 75 + 79 < ao+ a3+ a7+ B2+ B4+ Bs



Demonstracdo de g < as + 85

A hermitica n x n com vectores proprios ortonormados ei,...,en

associados aos valores proprios a1 > --- > ap, respectivamente.

oy = min ¥ Ax = max x*Ax , 1=1,...,n
xGEmeH:l er,_



A com vectores proprios eq,...,en
B com vectores proprios f1,..., fn

C' = A+ B com vectores proprios g1,...,9n

dimE, {NF, _,NGg > 1

Para x nessa intersecc¢do, ||xz|| = 1, tem-se
6 < z"(A+ B)x
= z*Ax 4 2" Bx

< ap+ Os



R. Thompson 4+ L. Freede (1971):

redl,...,n}
1<ig<--<ir<n
1§j1<"‘<jr§’n,

ir‘l‘jr—rgn

Entao

Vig+j1—1 F Vigtjo—2 + - F Viptjor Saip +o- o + 85+ + 8,



Conjectura (A. Horn, 1962):

FE(«, 3) € descrito completamente por uma familia de desigualdades

do tipo
’Yk1+""|"7krSai1‘|‘“‘+air‘|‘5j1+"'+5jr
ondere{l,..,ntei1<...<ip, j1<...<Jjr, k1<...<kyp.
Abreviadamente,
Sk < Tap 4+ 8y
onde I = (i1,...,%r),J = (J1,...,79r), K = (k1,...,kr).

Uma consequéncia disto seria que E(«a,(3) € um politopo convexo.



A questdo esta em identificar os trios correctos (I, J, K). Horn faz

uma conjectura complicada sobre isto.

Para I = (i1,...,4r), com 1<i1<...<ir<n, ponhamos

10(]>: (i’f‘_ra°°'7i2_27il_1)

Exemplos:

p(1) =i—1

p(2,3) = (1,1)

p(3,5,11) = (8,3,2)



Entao a conjectura de Horn é:

v € E(a,B)

)

/

2y =2a+ 20,

N\

2 v < 2 a5 + 235 sempre que

p(K) € E[p(I),p(J)] (para todososr, 1<r<mn)

A conjectura esta hoje provada (Klyachko, 1998; Knutson + Tao,
1999).



As desigualdades ‘“essenciais’:

Belkale (2000), Knutson+4Tao+Woodward (2001)

(relacdo com multiplicidades de Littlewood-Richardson)

Para n < 5 nao ha desigualdades redundantes.



Exemplo: a=1(6,4,2), 3=(7,4,1)

E(a,8) = {(71,72,73) 171 > 72 > 73,
Y1 + 72 + 73 = 24,

v1 < 13,79 < 10,73 < 7,

v1+ 72 < 21,71 +7v3 < 18,70 +v3 < 15}






Como se explica o Teorema de Horn?

Vic---CVp < C* com dim(V;) = i.

Fixemos r € {1,...,n}.

1<iy <---<ip <minteiros. I = (i1,...,ir)

Q(V)={L < C": dim(L) = r, dim(LNV;,) > d}

(variedade de Schubert associada a V e I)



A hermitica, valores proprios aq, ..., an, Vectores proprios o-neq,...,en

E;= (e1,...,eq) , E;z—d—i-l = (eg, ---, €n)

E=(FE,..,.Ey)) , El=(E,.. E})

I'=n—-ir+1,...,n—i1+1)

J. Hersch 4+ B. Zwahlen (1962):

. .= min tr(4;;)= max tr(A
@iy ot LeQ(E) (lL) LeQ2(E) (|L)

onde tr(A|L) = x]Az{ + -+ x;Ax,. € O traco de Rayleigh de A

relativamente a L. (dim L=, x1,...,2r base o-n de L)



Aplicacao a obtencao de desigualdades

E,E', F,F', G,G" sequéncias de subespacos construidos com

0s vectores proprios de A, B e A+ B.

I=(i1,...50r), 1<ii<---<ir<nm
']:(jla"'ajr)a 1§]1<<3T§n
K=((F1,....kr), 1<ki<---<k<n

Se Qr(G) N QI/(E/) M QJ/(F/) *=

entao 2 Vi < ZO&I—I-ZﬁJ



Os resultados fundamentais
Recorde-se que p(I) = (ir —1r,...,0i0 — 2,91 — 1)
Entao
Qi (G) N QI/(E/) M QJ/(F/) *=
T
~ Dp(J
Vykx) ocorreem V, @V, 5y = @Nf( oDy,

)

p(K) € Elp(1),p(J)]



Como Klyachko também provou que todas as desigualdades validas

provém de interseccoes de variedades de Schubert, segue-se

O Teorema de Horn.
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2. Os valores singulares do produto de matrizes complexas

(S.p.g., s6 matrizes quadradas e nao-singulares)

Valores singulares de A = valores proprios de vV A*A (hermitica d.p.)

Dados o e B (> 0), quais sao os possiveis “espectros singulares” -~
de produtos AB, onde A e B sao matrizes complexas com espectros

singulares o e 3, respectivamente?

Notacao: S(a,3)



Exemplos de relacdes validas:

Y6 < anfs

Vova < a1 3183

V37579 < anazar 328405



Relacao com o problema anterior?

Os valores singulares de AB sao as raizes quadradas dos valores
proprios de (AB)*AB = B*A*AB ~ BB*. A*A = M N, digamos.

M e N tém valores préprios a? e 32, respectivamente.

M=l , N = et , com H e K hermiticas.

Estamos interessados nos valores proprios de ekt

Mas... eHell £ HTEK



A. Klyachko, 2000:

S(oz,ﬁ) — eE(Iog a,log 3)

(a relacdo que se obteria se effefl = HTK)

(nao trivial!)
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3. O problema inverso nao-negativo dos valores proprios

Dada uma lista de numeros complexos

0 = ()‘17)‘27"'7>\n)

quando € que ela € o espectro de uma matriz real nao-negativa?

S.p.g., consideramos sO matrizes irredutiveis, isto €, matrizes que
g _ C D ,
Nnao sao da forma 0 E | nem mesmo apos uma semelhanca

permutacional.

Notacdo: p(A) é o raio espectral de A.



Seja A nao-negativa e irredutivel, com espectro o. Trivialmente,
a lista o é fechada para a conjugacao. Pelo Teorema de Perron-

Frobenius:

e 0o(A) pertence a o.

e o(A) é um valor préprio simples de A.
Qutras condicdoes necessarias:

n
® 5. = ZA,’fZO para k=1,2, ...
i=1

o s <nMmlg,  para k,m=1,2,.. (Johnson, Loewy-+London)



S3o conhecidas muitas condicdes necessarias,

e muitas condicoes suficientes.

Para n > 5, nao é conhecida nenhuma condicao necessaria e sufi-

ciente.



Solucoes para n=2,3,4

Suponhamos que ¢ = & e que sao verificadas as condicdes do

Teorema de Perron-Frobenius.

n=2:

As condicoes s, > 0 sao necessarias e suficientes.

n=—=3:

As condic¢les s, > 0 e s;* < n™ 1ls;. s3o necessdrias e suficientes.

n—=24:

(um teorema com uma pagina e meia - Meehan, 1998)



Um resultado espectacular

Seja (A1, Ao, ..., A\n) uma lista de nimeros complexos. Se

n
sp= > MN'>0, k=1,2,..,
=1

1=

entao existe um natural N > n e uma matriz N x N nao-negativa A

tal que o espectrode A é (A{,M\o,...,A,0,0,...,0).

(Boyle 4+ Handelman, 1991. Uso de dinamica simbdlica.)



Limitacao no numero de zeros?

Exemplo: o = (V/2,i,—i,e) com 0 <e < V2.

Pelo Teorema de Boyle-Handelman, o- € a parte nao nula do espec-
tro de uma matriz n3o-negativa. Seja n(e) o tamanho minimo de

uma tal matriz nao-negativa.

Aplicando a condicao de Johnson, Loewy+London com kK = 1 e

m = 2, obtemos

2
nie) > —.
(&) > 5

Logo, n(e) — oo quando ¢ — O.
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4. Compressoes diagonais de matrizes normais

Matrices complexas

Anxn, B n—-—k)x((n-—k)

B é uma compressao de A se existir uma matriz V nx (n—k) com

colunas ortonormadas tal que V*AV = B.

Equivalentemente, B € uma compressao de A se B for uma sub-

matriz principal de U*AU para alguma U n X n unitaria.



Questao recente:

Dada A n x n, descrever o conjunto

Ny_(A) ={ A e C: Al,,_; € uma compressao de A}

(Choi+Kribs+Zyczkowski, 2006. Motivacao: correccao de erros em

computacao quantica.)

Sabe-se ainda muito pouco.

Aqui falaremos de tipos especiais de matrizes, mas admitiremos

compressoes diagonais quaisquer, nao necessariamente escalares.



Se A for hermitica, entao qualgquer compressao B de A é também

hermitica, e podemos supoO-la diagonal.

a1 > -+ > ap 0S valores proprios de A

B1 >+ > B,_ OS valores proprios de B

Nesse caso temos um resultado classico (entrelacamento):

Teorema. B é uma compressao de A se e sO se

Oéj Z ﬁj 2 aj+k , j=1,...,n—k.



E se A for normal (isto &, unitariamente diagonalizavel)?

Ent3ao a existéncia de uma compressao diagonal de A é equivalente
a existéncia de uma submatriz principal B normal de U*AU para

alguma U n X n unitaria.

Em que condicdes pode isso acontecer?



No caso k=1, a resposta é que isso acontece essencialmente sO no

caso hermitico:

Teorema. (Fan+Pall, 1957) A n x n normal com valores proprios

ai,...,an. B(n—1)x(n—1) normal com valores préprios 81,...,08,_1.
Renumeramos o0s valores proprios de forma que a; = Bj_l,
j=q+1,...,n € ai,...,aq sejam distintos de 51,...,08;-1-

Entao B € uma compressao de A se e sO se 0s 2g — 1 pontos

O‘].)"')O{Cbﬁla"'aﬁq—l

forem colineares e 0s o/s e 0os 3's se entrelacarem nessa recta.



Portanto, com uma rotacao e uma translacao, estamos de novo no

caso hermitico.

A suficiéncia é trivial (por causa do teorema sobre matrizes hermiticas).

O verdadeiro conteudo do resultado € a necessidade.



Para matrizes hermiticas, basta o caso n—1 para provar a suficiéncia
NO caso geral n — k: inserem-se sequéncias intermédias de valores

proprios.

No caso normal isso nao funciona. Exemplo (em Fan4Pall):



Apenas um outro resultado conhecido:

Teorema. (Carlson+Sa, 1984) A nxn normal com valores proprios
(ndao nulos) a1, ..., an, satisfazendo v+ > argaq > --- > argapn > v
para algum ~ > 0.

B (n—k) x (n—k) uma submatriz principal normal de A com valores
proprios (1,...,08,_. ENtao os valores proprios de B podem ser

ordenados de forma que v+ m >argpB1 > --->argfB,_ >y €

argay > argp; > argajp, j=1,...,n—k.



Uma ideia: tentar copiar o caso hermitico.

Problema: a ordenacao dos numeros



A ordem lexicografica em C

Caracterizada pelo cone positivo H={a+ib : a>0 ou, se a=0, b>0}
Compativel com a adicao: H+ HCH

Compativel com a multiplicacao por reais positivos: A\HC H for A>0
Order total: HuU—H = C\ {0}.

Notacao: <
Para 0 real, <, € a ordem total com cone positivo el [

a <, B < e Wa < e 03






A numeracao de elementos em sequéncias decrescentes

depende da direccao



a1 29 8% 29 a3



a1 29 8% 29 a3



Min-max para matrizes normais

6 € R arbitrario

A nXxXn normal

a1,...,0n 0S valores proprios of A, ordenados de forma que
Q{]_ 29 o« o o 29 Oén
Sejam vq,...,vn vectores proprios o-n de A correspondentes

Para y=1,...,n,

E; = (v1,...,vj) , E! = (Vjy ... Un)



Teorema. Para 3 =1,...,n tem-se

oy = min ¥ Ar = max x*Ax .
ve By, |lz]=1 ve s, |z]|=1

Além disso, tem-se

aj = max min Az = min max z*Ax.
dim E=j z€E, |z|=1 dim E=n—j+1 z€E, ||lz|=1

(Agui max e min sdo usados no sentido da ordem <, .)



O resultado principal

Teorema. Seja 0 arbitrario. Seja A uma matriz normal n x n com

valores proprios a1 >, ... >, ap. Se B for uma submatriz principal
normal (n—k) x (n—k) de A com valores proprios 81 >, ... >, Bn_k,
tem-se

Oéj 29 ﬁj 29 aj—l—k , ]: 1,...,n—k.

Demonstracao. — ao caso hermitico, usando min-max.



Corolario 1. O Teorema de Fan+Pall.

Corolario 2. O Teorema de Carlson+Sa.

(Em ambos os casos, demonstracdes quase instantaneas.)



Duas questoes em aberto:

Que restricoes é que o teorema impdoe as configuracdoes dos valores

proprios? (Recorde-se o0 caso k= 1.)

Que condicOes adicionais sera preciso acrescentar para obter a re-
sposta completa ao problema da compressao no caso geral (n e k

quaisquer)?

Fazemos algumas observacdes sobre a primeira pergunta no caso
k=2.



Que restricoes impoe o teorema?

n=3: o 29 51 29 a3

e esta é a resposta completa para o problema da compressao.



Para n > 3, poe-se a questao da independéncia convexa.

Teorema. Se os o/s (a vermelho) forem independentes, entdo em

qualqgquer triangulo vermelho ha um g.

(Isto falha no caso nao independente.)



a1

a2

1
>y B
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2

2
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n = 4, caso independente

(recorde-se o exemplo de Fan+Pall)



n = 4, caso nao independente




n = 5, caso independente



n = 6, Caso independente
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