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3. O problema inverso não-negativo dos valores próprios
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1. Os valores próprios da soma de matrizes herḿıticas

Dados dois espectros reais α e β , quais são os posśıveis espectros

γ de somas A + B, onde A e B são matrizes herḿıticas n×n com

espectros α e β, respectivamente?

α = (α1, . . . , αn) , α1 ≥ · · · ≥ αn

β = (β1, . . . , βn) , β1 ≥ · · · ≥ βn

γ = (γ1, . . . , γn) , γ1 ≥ · · · ≥ γn

Notação: E(α, β) = {γ posśıveis}



Trivial: E(α, β) está contido no hiperplano definido pela condição

do traço, que abreviamos para Σγ = Σα + Σβ.

Trivial: E(α, β) é compacto e conexo

(imagem de Un pela função cont́ınua U 7→ λ(Dα + UDβU∗) )

Menos trivial: E(α, β) é um politopo convexo (Dooley+Repka+

Wildberger, 1993)

(propriedades de convexidade da aplicação momento da geometria

simpléctica)



Exemplos de relações válidas:

γ1 + · · ·+ γn = α1 + · · ·+ αn + β1 + · · ·+ βn

γ6 ≤ α2 + β5

γ2 + γ4 ≤ α1 + α4 + β1 + β3

γ3 + γ5 + γ9 ≤ α2 + α3 + α7 + β2 + β4 + β5



Demonstração de γ6 ≤ α2 + β5

A herḿıtica n × n com vectores próprios ortonormados e1, . . . , en

associados aos valores próprios α1 ≥ · · · ≥ αn, respectivamente.

Ed = 〈e1, ..., ed〉 , E′
n−d+1 = 〈ed, ..., en〉 , d = 1, ..., n

αi = min
x∈Ei,‖x‖=1

x∗Ax = max
x∈E′

n−i+1,‖x‖=1
x∗Ax , i = 1, ..., n



A com vectores próprios e1, . . . , en

B com vectores próprios f1, . . . , fn

C = A + B com vectores próprios g1, . . . , gn

dim E′
n−1 ∩ F ′

n−4 ∩G6 ≥ 1

Para x nessa intersecção, ‖x‖ = 1, tem-se

γ6 ≤ x∗(A + B)x

= x∗Ax + x∗Bx

≤ α2 + β5



R. Thompson + L. Freede (1971):

r ∈ {1, ..., n}

1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n

1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ n

ir + jr − r ≤ n

Então

γi1+j1−1 + γi2+j2−2 + · · ·+ γir+jr−r ≤ αi1 + · · ·+ αir + βj1 + · · ·+ βjr



Conjectura (A. Horn, 1962):

E(α, β) é descrito completamente por uma faḿılia de desigualdades

do tipo

γk1
+ · · ·+ γkr ≤ αi1 + · · ·+ αir + βj1 + · · ·+ βjr

onde r ∈ {1, ..., n} e i1<. . .<ir, j1<. . .<jr, k1<. . .<kr.

Abreviadamente,

Σ γK ≤ ΣαI + ΣβJ

onde I = (i1, . . . , ir), J = (j1, . . . , jr), K = (k1, . . . , kr).

Uma consequência disto seria que E(α, β) é um politopo convexo.



A questão está em identificar os trios correctos (I, J, K). Horn faz

uma conjectura complicada sobre isto.

Para I = (i1, . . . , ir), com 1≤ i1<. . .<ir≤n, ponhamos

ρ(I) = (ir − r, . . . , i2 − 2, i1 − 1)

Exemplos:

ρ(i) = i−1

ρ(2,3) = (1,1)

ρ(3,5,11) = (8,3,2)



Então a conjectura de Horn é:

γ ∈ E(α, β)

m



Σ γ = Σα + Σβ ,

Σ γK ≤ ΣαI + ΣβJ sempre que

ρ(K) ∈ E[ρ(I), ρ(J)] (para todos os r, 1 ≤r< n)

A conjectura está hoje provada (Klyachko, 1998; Knutson + Tao,

1999).



As desigualdades “essenciais”:

Belkale (2000), Knutson+Tao+Woodward (2001)

(relação com multiplicidades de Littlewood-Richardson)

Para n ≤ 5 não há desigualdades redundantes.



Exemplo: α = (6,4,2) , β = (7,4,1)

E(α, β) = {(γ1, γ2, γ3) : γ1 ≥ γ2 ≥ γ3,

γ1 + γ2 + γ3 = 24,

γ1 ≤ 13, γ2 ≤ 10, γ3 ≤ 7,

γ1 + γ2 ≤ 21, γ1 + γ3 ≤ 18, γ2 + γ3 ≤ 15}





Como se explica o Teorema de Horn?

V1 ⊂ · · · ⊂ Vn C Cn com dim(Vi) = i.

V = (V1, ..., Vn)

Fixemos r ∈ {1, . . . , n}.

1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n inteiros. I = (i1, . . . , ir)

ΩI(V ) = {L C Cn : dim(L) = r, dim(L ∩ Vid) ≥ d}

(variedade de Schubert associada a V e I)



A herḿıtica, valores próprios α1, . . . , αn, vectores próprios o-n e1, . . . , en

Ed = 〈e1, ..., ed〉 , E′
n−d+1 = 〈ed, ..., en〉

E = (E1, ..., En) , E′ = (E′
n, ..., E′

1)

I ′ = (n− ir + 1, ..., n− i1 + 1)

J. Hersch + B. Zwahlen (1962):

αi1 + · · ·+ αir = min
L∈ΩI(E)

tr(A|L)= max
L∈ΩI′(E

′)
tr(A|L)

onde tr(A|L) = x∗1Ax1 + · · · + x∗rAxr é o traço de Rayleigh de A

relativamente a L (dim L = r, x1, ..., xr base o-n de L)



Aplicação à obtenção de desigualdades

E, E′, F, F ′, G, G′ sequências de subespaços constrúıdos com

os vectores próprios de A, B e A + B.

I = (i1, . . . , ir) , 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ n

J = (j1, . . . , jr) , 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ n

K = (k1, . . . , kr) , 1 ≤ k1 < · · · < kr ≤ n

Se ΩK(G) ∩ ΩI ′(E
′) ∩ ΩJ ′(F

′) 6= ∅

então Σ γK ≤ ΣαI + ΣβJ



Os resultados fundamentais

Recorde-se que ρ(I) = (ir − r, . . . , i2 − 2, i1 − 1)

Então

ΩK(G) ∩ ΩI ′(E
′) ∩ ΩJ ′(F

′) 6= ∅

m

Vρ(K) ocorre em Vρ(I) ⊗ Vρ(J)
∼=

⊕
λ

N
ρ(I)ρ(J)
λ Vλ

m

ρ(K) ∈ E[ρ(I), ρ(J)]



Como Klyachko também provou que todas as desigualdades válidas

provêm de intersecções de variedades de Schubert, segue-se

o Teorema de Horn.
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2. Os valores singulares do produto de matrizes complexas

(S.p.g., só matrizes quadradas e não-singulares)

Valores singulares de A = valores próprios de
√

A∗A (herḿıtica d.p.)

Dados α e β (> 0), quais são os posśıveis “espectros singulares” γ

de produtos AB, onde A e B são matrizes complexas com espectros

singulares α e β, respectivamente?

Notação: S(α, β)



Exemplos de relações válidas:

γ1 · · · γn = α1 · · ·αnβ1 · · ·βn

γ6 ≤ α2β5

γ2γ4 ≤ α1α4β1β3

γ3γ5γ9 ≤ α2α3α7β2β4β5



Relação com o problema anterior?

Os valores singulares de AB são as ráızes quadradas dos valores

próprios de (AB)∗AB = B∗A∗AB ∼ BB∗.A∗A = MN , digamos.

M e N têm valores próprios α2 e β2, respectivamente.

M = eH , N = eK , com H e K herḿıticas.

Estamos interessados nos valores próprios de eHeK.

Mas... eHeK 6= eH+K



A. Klyachko, 2000:

S(α, β) = eE(logα,logβ)

(a relação que se obteria se eHeK = eH+K)

(não trivial!)
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3. O problema inverso não-negativo dos valores próprios

Dada uma lista de números complexos

σ = (λ1, λ2, . . . , λn)

quando é que ela é o espectro de uma matriz real não-negativa?

S.p.g., consideramos só matrizes irredut́ıveis, isto é, matrizes que

não são da forma

[
C D
0 E

]
, nem mesmo após uma semelhança

permutacional.

Notação: %(A) é o raio espectral de A.



Seja A não-negativa e irredut́ıvel, com espectro σ. Trivialmente,

a lista σ é fechada para a conjugação. Pelo Teorema de Perron-

Frobenius:

• %(A) pertence a σ.

• %(A) é um valor próprio simples de A.

Outras condições necessárias:

• sk =
n∑

i=1

λk
i ≥ 0 para k = 1,2, ...

• sm
k ≤ nm−1skm para k, m = 1,2, ... (Johnson, Loewy+London)



São conhecidas muitas condições necessárias,

e muitas condições suficientes.

Para n ≥ 5, não é conhecida nenhuma condição necessária e sufi-

ciente.



Soluções para n = 2,3,4

Suponhamos que σ = σ e que são verificadas as condições do

Teorema de Perron-Frobenius.

n = 2 :

As condições sk ≥ 0 são necessárias e suficientes.

n = 3 :

As condições sk ≥ 0 e sm
k ≤ nm−1skm são necessárias e suficientes.

n = 4 :

(um teorema com uma página e meia - Meehan, 1998)



Um resultado espectacular

Seja (λ1, λ2, . . . , λn) uma lista de números complexos. Se

sk =
n∑

i=1

λk
i ≥ 0 , k = 1,2, ... ,

então existe um natural N ≥ n e uma matriz N ×N não-negativa A

tal que o espectro de A é (λ1, λ2, . . . , λn,0,0, . . . ,0).

(Boyle + Handelman, 1991. Uso de dinâmica simbólica.)



Limitação no número de zeros?

Exemplo: σε = (
√

2, i,−i, ε) com 0 < ε <
√

2.

Pelo Teorema de Boyle-Handelman, σε é a parte não nula do espec-

tro de uma matriz não-negativa. Seja n(ε) o tamanho ḿınimo de

uma tal matriz não-negativa.

Aplicando a condição de Johnson, Loewy+London com k = 1 e

m = 2, obtemos

n(ε) >
2

ε2
.

Logo, n(ε) →∞ quando ε → 0.
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4. Compressões diagonais de matrizes normais

Matrices complexas

A n× n, B (n− k)× (n− k)

B é uma compressão de A se existir uma matriz V n× (n− k) com

colunas ortonormadas tal que V ∗AV = B.

Equivalentemente, B é uma compressão de A se B for uma sub-

matriz principal de U∗AU para alguma U n× n unitária.



Questão recente:

Dada A n× n, descrever o conjunto

Λn−k(A) = {λ ∈ C : λIn−k é uma compressão de A}

(Choi+Kribs+Zyczkowski, 2006. Motivação: correcção de erros em

computação quântica.)

Sabe-se ainda muito pouco.

Aqui falaremos de tipos especiais de matrizes, mas admitiremos

compressões diagonais quaisquer, não necessariamente escalares.



Se A for herḿıtica, então qualquer compressão B de A é também

herḿıtica, e podemos supô-la diagonal.

α1 ≥ · · · ≥ αn os valores próprios de A

β1 ≥ · · · ≥ βn−k os valores próprios de B

Nesse caso temos um resultado clássico (entrelaçamento):

Teorema. B é uma compressão de A se e só se

αj ≥ βj ≥ αj+k , j = 1, . . . , n− k .



E se A for normal (isto é, unitariamente diagonalizável)?

Então a existência de uma compressão diagonal de A é equivalente

à existência de uma submatriz principal B normal de U∗AU para

alguma U n× n unitária.

Em que condições pode isso acontecer?



No caso k=1, a resposta é que isso acontece essencialmente só no

caso herḿıtico:

Teorema. (Fan+Pall, 1957) A n × n normal com valores próprios

α1, . . . , αn. B (n−1)×(n−1) normal com valores próprios β1, . . . , βn−1.

Renumeramos os valores próprios de forma que αj = βj−1 ,

j = q + 1, . . . , n e α1, . . . , αq sejam distintos de β1, . . . , βq−1.

Então B é uma compressão de A se e só se os 2q − 1 pontos

α1, . . . , αq, β1, . . . , βq−1

forem colineares e os α′s e os β′s se entrelaçarem nessa recta.



Portanto, com uma rotação e uma translação, estamos de novo no

caso herḿıtico.

A suficiência é trivial (por causa do teorema sobre matrizes herḿıticas).

O verdadeiro conteúdo do resultado é a necessidade.



Para matrizes herḿıticas, basta o caso n−1 para provar a suficiência

no caso geral n − k: inserem-se sequências intermédias de valores

próprios.

No caso normal isso não funciona. Exemplo (em Fan+Pall):

w

w

w

w
w

w



Apenas um outro resultado conhecido:

Teorema. (Carlson+Sá, 1984) A n×n normal com valores próprios

(não nulos) α1, . . . , αn, satisfazendo γ+π > argα1 ≥ · · · ≥ argαn ≥ γ

para algum γ ≥ 0.

B (n−k)×(n−k) uma submatriz principal normal de A com valores

próprios β1, . . . , βn−k. Então os valores próprios de B podem ser

ordenados de forma que γ + π > argβ1 ≥ · · · ≥ argβn−k ≥ γ e

argαj ≥ argβj ≥ argαj+k , j = 1, . . . , n− k .



Uma ideia: tentar copiar o caso herḿıtico.

Problema: a ordenação dos números



A ordem lexicográfica em C

Caracterizada pelo cone positivo H ={a+ib : a>0 ou, se a=0, b>0}

Compat́ıvel com a adição: H + H ⊆ H

Compat́ıvel com a multiplicação por reais positivos: λH⊆H for λ>0

Order total: H ∪ −H = C \ {0}.

Notação: ≤

Para θ real, ≤θ é a ordem total com cone positivo eiθH

α ≤θ β ⇐⇒ e−iθα ≤ e−iθβ



α ≥θ β
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A numeração de elementos em sequências decrescentes

depende da direcção



wα1

wα2

wα3

A
A
A
A
AU

α1 ≥θ α2 ≥θ α3



wα3

wα1

wα2
��

����

α1 ≥θ α2 ≥θ α3



Min-max para matrizes normais

θ ∈ R arbitrário

A n× n normal

α1, . . . , αn os valores próprios of A, ordenados de forma que

α1 ≥θ . . . ≥θ αn

Sejam v1, . . . , vn vectores próprios o-n de A correspondentes

Para j = 1, . . . , n,

Ej = 〈v1, . . . , vj〉 , E′
j = 〈vj, . . . , vn〉



Teorema. Para j = 1, . . . , n tem-se

αj = min
x∈Ej, ‖x‖=1

x∗Ax = max
x∈E′

j, ‖x‖=1
x∗Ax .

Além disso, tem-se

αj = max
dim E=j

min
x∈E, ‖x‖=1

x∗Ax = min
dim E=n−j+1

max
x∈E, ‖x‖=1

x∗Ax .

(Aqui max e min são usados no sentido da ordem ≤θ .)



O resultado principal

Teorema. Seja θ arbitrário. Seja A uma matriz normal n× n com

valores próprios α1 ≥θ . . . ≥θ αn. Se B for uma submatriz principal

normal (n−k)×(n−k) de A com valores próprios β1 ≥θ . . . ≥θ βn−k,

tem-se

αj ≥θ βj ≥θ αj+k , j = 1, . . . , n− k .

Demonstração. = ao caso herḿıtico, usando min-max.



Corolário 1. O Teorema de Fan+Pall.

Corolário 2. O Teorema de Carlson+Sá.

(Em ambos os casos, demonstrações quase instantâneas.)



Duas questões em aberto:

Que restrições é que o teorema impõe às configurações dos valores

próprios? (Recorde-se o caso k = 1.)

Que condições adicionais será preciso acrescentar para obter a re-

sposta completa ao problema da compressão no caso geral (n e k

quaisquer)?

Fazemos algumas observações sobre a primeira pergunta no caso

k = 2.



Que restrições impõe o teorema?

n = 3 : α1 ≥θ β1 ≥θ α3
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e esta é a resposta completa para o problema da compressão.



Para n > 3, põe-se a questão da independência convexa.

Teorema. Se os α′s (a vermelho) forem independentes, então em

qualquer triângulo vermelho há um β.

(Isto falha no caso não independente.)



n = 4

α1 ≥θ β1 ≥θ α3

α2 ≥θ β2 ≥θ α4



n = 4, caso independente
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(recorde-se o exemplo de Fan+Pall)



n = 4, caso não independente
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n = 5, caso independente
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n = 6, caso independente
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