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Fundamentos e metodologia bayesiana

Estatistica Classica versus Estatistica Bayesiana

Dados: concretizagdo de um vaa. X, z € X /
x=(z1,...,2,), X CR"

Modelo estatistico: Especificagdo com base em natureza do
fenémeno, tratamento prévio de fenémenos analogos, evidéncia
experimental, objetivos do estudo, requisitos de parcimoénia e
interpretabilidade.

F={f(x]0), ze X:0c 0O},

mas sem conhecimento do valor do indice 6 que produziu os dados;
e.g., © € R*, f(x]0) =[], f(z;|) — modelo amostral.




Fundamentos e metodologia bayesiana
Paradigma classico

Principio da amostragem repetida: avaliador dos procedimentos
inferenciais através da analise do seu comportamento num nimero
indefinido de hipotéticas repeticoes em condigoes essencialmente
idénticas do esquema aleatério originador da amostra (pressuposto).

— medicao da incerteza baseada no conceito frequencista de
probabilidade.

Via inferencial: Variaveis aleatorias observaveis (total ou
parcialmente) e suas distribui¢ées por amostragem associadas a F,
com base nas quais se avaliam as propriedades das inferéncias
pré-experimentalmente.

= Estimacao (estimadores pontuais, regides de confianca).
m Predicdo (pontual e regional).

m Testes de hipoteses (comparagao de modelos).

Fundamentos e metodologia bayesiana
Paradigma bayesiano

conceito subjetivista de probabilidade — Grau de crenga pessoal na
ocorréncia do evento/ veracidade da proposi¢do, na base da evidéncia
disponivel.

= distribuicao a posterior: (final):

h(0)f(=]6) _ _ h(6)f(x]6)
plx) fo f(x|0)n(6)do

em que p(x),Vz traduz a distribuigao marginal dos dados
observaveis X.

h(0|z) = heo,

= Precisao das inferéncias: pos-experimental (final)
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Paradigma bayesiano

Teorema de Bayes: Instrumento inferencial fundamental
Ingredientes: Dados amostrais do modelo {f(z|0): 6 € ©} +

informagdo aprioristica (anterior ou externa a tal amostra) sobre o
que é desconhecido quantificada em distribui¢do a priori (inicial):
h(0): 6 €\,

na base do argumento crucial:

Tudo o que é desconhecido é incerto e toda a incerteza é suscetivel de
ser quantificada probabilisticamente!

= parametros dos modelos amostrais encarados como aleatoérios,
numa base tipicamente subjetiva:
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Paradigma bayesiano

Exemplo I: Ensaio clinico a uma amostra de n pacientes visando
inferir a probabilidade 6 de controlo da respetiva doenca por uma
nova, droga.

Dados (z1,...,2,) «— (X1,...,X,) tal que
X, i=1,...,n ;vdBer(@)

Distribuigao a priori: 0 ~ Be(a,b),

E(0) =0,40; Var(d) = 0,10 = 0 ~ Be(9,2;13,8).

Nota: 6 ~ Be(a,b) < h(6]a,b) = gm0 (1= )"~ I0,1)(0)

= E(0) = ;5 Var(0) = W?Z%——bﬂ)'
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Paradigma bayesiano

= h(f|xy, ..., 2p) o BTZi BT — g)btn—2izi=1 g € (0,1)
c0lzy, ...,z ~Be(A,B), A=a+) ,x;; B=b+n—-3
Supondo os dados x resumidos em n = 100, }, z; = 30,
0|z1,...,z, ~ Be(A,B), A=39,2; B=283,8

= E(6)z) = 0,319; o(6|z) = 0,04; P[0 € (0,238;0,401)|z] = 0, 95.
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Metodologia bayesiana

Carateristicas da metodologia bayesiana:

m h(f]x), 0 € O & a descrigdo completa do conhecimento corrente
sobre 6, obtido da quantificacao da informacao a priori (em h(6))
e da informac@o amostral (em f(z|6)).

m A parte relevante de f(z|f) para propositos inferenciais é o fator
que involve . Tomando-o como a funcao de verosimilhanca
L(0|z), esta é encarada como o veiculo de toda a informacao
amostral.

= Funcoes de verosimilhanga proporcionais conduzem & mesma
distribuicao a posteriori, que é o fulcro de todas as inferéncias
sobre o parametro.

= Satisfaz principios (suficiéncia, condicionalidade e verosimilhanca)
que supostamente toda a Inferéncia Estatistica deve respeitar.
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Paradigma bayesiano

0.0 oz 0.4 oe os 1.0

Distribuigdes a priori Beta(9.2,13.8) e a posteriori Beta(39.2,83.8) W
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Metodologia bayesiana

m A operagdo bayesiana de atualizagdo do conhecimento tem uma
natureza sequencial: X = (X, X5), X3 L X5 |6

h(0)z1) f (2]0)

ML) = T @ler)  (aa10)0”

p(z1) >0

h(f|x) é a atualiza¢do de h(6|z1) como distribui¢io a priori
pela verosimilhanca f(x2|6).

= Dada a concretizac¢do de n X; independentes, h(6|z1,...,z,)
pode ser vista como resultante da atualizacao sucessiva, ap6s
observagao de cada X;, de h(0|zq,...,2i—1),i=1,...,n
(h(Blzo) = R(0)).

= Simplicidade conceptual e uniformidade na eliminacgao de
parametros perturbadores,f = (v, ¢) € I' x ®, v parametro de
interesse.
= Calculo de h(vy|z) = [ h(v, dlz)do
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Fundamentos e metodologia bayesiana
Estimac3o pontual

Este problema consiste na determinacao de um ponto tipico da
distribuicao a posteriori. Escolhas possiveis:

= Moda a posteriori

6: h(blz) = max h(f|z) = max [h(8) f (]6)]

m Média a posteriori

6=FE[0)z] : E[01«|x]:/@0ih(0|m)d07

para toda a componente 6; de 6.

m Vetor das medianas a posteriori

AW P[6;>6;, |2]>1/2
b=0): { P[6; <6y, |z] >1/2, Vi
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Estimac3o por regides

Um resumo de h(f]z) mais informativo do que qualquer estimativa
pontual é obtido de uma regido de © que contenha uma parte
substancial da massa probabilistica a posteriori — o paralelo
bayesiano da regido de confianca:

Definigao: R(z) é uma regiao de credibilidade «y para 6 se

P9 € R(@)|d] = / h(O|z)do > .
R(z)
Observagoes:

= Toda a regido de credibilidade é definida numericamente (i.e., ndo
é aleatoéria) e admite uma interpretagdo probabilistica direta e
inequivoca — contraste-se com a regiao de confianca classica.

= Dada a infinidade de R.C. com a mesma credibilidade +, interessa
obviamente selecionar aquela que englobe todos os valores de 6
mais crediveis a posteriori, ou seja aquela que satisfaz a condi¢ao

h(01|z) > h(02|z), V01 € R(x), 02 & R(z).
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Estimacdo pontual

Exemplo I (revisitado-1): Modelo bayesiano Bernoulli A Beta

Tomando A=a+ > ,2,=39,2e B=b+n—),z;, = 83,8,
0|{x;} ~ Be(A, B)

Moda a posteriori: 0,,, = % = 0,316

Média a posteriori: 0,. = ﬁ =0,319

Mediana a posteriori: 0, = F5'

Bocaz)(1/2) = 0,318 (]

Como escolher entre estes e/ou V outro ponto tipico de h(6|x)?

Num quadro estritamente inferencial ndo ha uma resposta inequivoca.
A escolha podera basear-se na relevancia de cada quantidade para o
problema em mao e/ou na facilidade do seu céalculo. Uma justificagao
cabal para uma dada opg¢ao exige a incorporagao na anélise de uma
informagéao adicional sobre as consequéncias (custos) de cada
alternativa = estimadores Bayes (Teoria da Decisao Estatistica).
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Estimacdo por regides

Critério HPD (ou de volume minimo): R(z) é a regiao de
credibilidade v com densidade (probabilidade) a posteriori maxima se

R(z) ={0: h(0]z) = ¢y},
com ¢ > 0 a maior constante tal que P [§ € R(x)|z] > ~.

= As RC HPD nao sdo invariantes face a transformagoes
paramétricas nao lineares.

m A determinacdo das RC HPD na pratica exige frequentemente o
recurso a métodos numéricos, a nao ser que para 6 € R h(6|z)
seja uma fungdo simétrica. Para distribuigdes a posteriori
continuas em R, o calculo numérico da RC HPD
R(z|c) = {0 : h(f]z) > c} exige:

- uma primeira sub-rotina que encontre as solucoes das equagoes
h(0|z) = ¢ para ¢ > 0 variavel, definidoras de R(z|c);
- uma segunda sub-rotina que avalie as probabilidades
P[0 € R(z|c)|x].
Uma vez encontrado c tal que P [0 € R(x|c)|z] =, a regido
R(zlc) sera HPD com credibilidade ~.

16
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Estimac3o por regides
Exemplo I (revisitado-2): Modelo bayesiano Bernoulli A Beta

= 0|z ~ Be(39,2;83,8)

IC HPD a 95%: (0,238; 0,401) - determinéavel pelo software FIRST
BAYES (http://tonyohagan.co.uk/1b/)

IC central a 95%: (0,240; 0,403) - determinavel pelo MS OFFICE
EXCEL (fungdo BETAINV) |
Exemplo II: Modelo bayesiano Normal (d.p. conh.) A “Uniforme”

{X;} iid. de {N(p,0?),
Est. pontual de u: i = 7;
R(x —{:v:I: o~ 142

a? conh.} e h(pu) = k = plz ~ N(Z,02%/n).
; Reg. credib. v HPD:
)} u
Nota: P[u € R(z)|z] =~ (medida de precisio final)

Plp e R(X)|p] =+ (medida de precisio inicial)

Plu € R(@)|p] = Ir@) (1)

Fundamentos e metodologia bayesiana
Testes de hipoteses

Uma situagdo em que B(z) >> 1 ou B(z) << 1 reflete uma tendéncia

bastante forte nos dados a favor de uma hipétese contra a outra,
entendida no sentido de que uma hipdtese é muito mais ou muito
menos provavel a posteriori do que era a priori. A correspondente
desigualdade entre as chances a posteriori e a priori conduz a que a
hipotese favorecida tenha uma probabilidade a posteriori superior a
da sua alternativa, a ndo ser que se verifique uma relagdo fortemente
contraria entre as probabilidades a priori.

Na pratica inferencial costuma-se usar regras orientadoras sobre a
interpretacao da evidéncia contida nos dados, como por exemplo estas
B(z) In B(z) Evidéncia
<1 <0 pro-Hi
1-3 0—2 fraca pr6-Hy
3—-20 2—-6 pro-Hy
20—-150 6—10 forte pro-Hy
> 150 > 10 muito forte pro-Hy

Fundamentos e metodologia bayesiana
Testes de hipé6teses

O problema de testar Hy : 6 € O contra H, : 0 € ©1 =0 — Qg é
também conceptualmente mais simples do que num contexto classico.
Atendendo a interpretagao probabilistica direta das hipdteses em
confronto, ndo se tem mais do que calcular as respetivas
probabilidades a posteriori e optar por uma delas em funcio de algum
critério assente na sua grandeza relativa.

= Calculo das chances a posteriori pré-Hy:
O(Hy, Hy|z) = M
; P[H,|x]

Com o objetivo de medir a influéncia dos dados x na alteracdo da
credibilidade relativa de Hy e H;, opta-se por contrapor as chances a
posteriori a favor de H as respetivas chances a priori, através do
Fator de Bayes pré-H:

P Hola] /P [Hyl] _ Jo, /(@10)ho(8)d8

B0 = "plH) [PIH] ~ Jo, [l @)

onde h;(0) é a f.(d.)p. a priori condicionada em H;, 1 =0, 1.
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Testes de hipoteses

Exemplo I (revisitado-3): Modelo Bernoulli A Beta

com 6 ~ Be(9,2;13,8) e n =100, >, z; =30 =
8|z ~ Be(39,2: 83, 8).

Problema: 6 > 35% versus 0 < 35%

0,679 0,225
200 9115;  O(Hy, Hylz) = =
0.301 2115 O(Ho, H|z) 0,775

O(Hy, Hy) = =0,29

= B(z)=0,137=1/B(z) = 7,3

‘. A chance a posteriori pr6-H; é mais de 7 vezes a respetiva chance
a priori, implicando que H; é ainda mais provével (mas apenas cerca
de 3 vezes) que Hy como consequéncia de a priori Hy ser menos

provavel que Hy. |
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Fundamentos e metodologia bayesiana
Testes de hipoteses

Observagoes (I):

= A forma dos testes bayesianos elimina a necessidade de uma
distin¢ao formal entre o que é a hip6tese nula e o que é a hipotese
alternativa e a natureza assimétrica do teste classico.

= Um critério formal de rejeicdo de Hy s6 encontra plena
justificagdo num quadro decisional (= testes Bayes).

= O valor-P de testes unilaterais pode ter justificagdo bayesiana
como uma probabilidade a posteriori da hipotese nula, ainda que
este resultado nao possa ser generalizado — em outras situagoes,
as duas quantidades podem ser semelhantes (mas nao iguais) ou
radicalmente diferentes.

21
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Testes de hipoteses

Ezxplicitagao dos testes bayesianos:

O célculo das chances a posteriori (ou do fator de Bayes quando h()
¢ uma distribui¢do de probabilidades propria) ndo constitui problema
quando as hipéteses em confronto sdo ou ambas simples ou ambas
compostas.

Em problemas onde uma hipétese é simples, e.g., Hy : 6 = 0y, contra
Hy : 0 # 0y, e 6 tem uma gama nao numerével de valores,
P [Hp|z] = 0 se for adotada uma distribui¢do continua para 6.

Vias propostas:

m Método da regidao de credibilidade
= Método de Jeffreys

23
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Testes de hipé6teses

Observagoes (11):

m Ainda que P [Hy|z] e o nivel critico coincidam, as conclusoes do
teste bayesiano e classico podem ser contrarias.

= As probabilidades de erro de tipo I (cujo valor méaximo é fixado)
e de erro de tipo IT ndo tém usualmente correspondéncia com as
probabilidades a posteriori das hipoteses.

= Dada a forma essencial dos testes bayesianos, o problema de
testar hipoteses multiplas (duas ou mais) ndo acarreta
dificuldades acrescidas relativamente ao problema usual de
confronto de duas hipoteses.

22
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Testes de hipoteses

METODO DA REGIAO DE CREDIBILIDADE

A. Pressuposto: A formulagdo de Hy ndo encerra a ideia de
conhecimento a priori sobre y particularmente diferenciado daquele
sobre os restantes valores de 6.

Construgao da menor RC HPD que contém 6, definida por

Ro(z) = {0 € © : h(0|z) > h(bp|z)}, e célculo de P = P(0 ¢ Ro(z)|x).
Valores grandes (pequenos) de P refletem evidéncia a favor de
(contra) Hy = P é um nivel de plausibilidade relativa a
posteriori de H.

Exemplo I (revisitado-4): Problema Hy : 8 = 35% vs Hp : 6 # 35%
Menor IC HPD contendo 6 = 35%: (0,283;0,350) = P = 0,425

Dada a relativa proximidade entre o valor hipotetizado e a moda
a posteriori (31,6%), ndo ha evidéncia contra 6 = 35%. [ |
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Fundamentos e metodologia bayesiana
Testes de hipoteses

METODO DE JEFFREYS

B. Pressuposto: A formulagdo de Hy tem implicito que 6y tem a
priori uma ordem de importancia diferente da que é atribuida aos
restantes valores de 6.

Adocgao de uma distribuicdo a priori mista para 6, que atribua uma
probabilidade a priori hg a Hy e distribua a probabilidade restante
(1 — ho) continuamente em {6 # 6y} com uma densidade hy(6).

Desta forma,

ho f(x]60)/p(z) , 0=10y
(1= ho)h1(0)f(x|0)/p(z) , 6 # 6o

com p(x) = hof(zlfo) + (1~ ho)p* (&), p*(2) = [0, P (0)f(al6)db.

h(0|z) = {

25

Fundamentos e metodologia bayesiana
Predicdo

Frequentemente as inferéncias sobre os parametros do modelo

postulado ndo sdo um fim em si, mas antes, um meio visando predizer
dados amostrais futuros.

Isto é, com base em observacoes x de um vetor aleatorio X ~ f(z|0)
(e eventualmente em todo o conhecimento acumulado sobre 6),
pretende-se predizer Y com distribuicdo amostral dependente de 6.

Este problema, que nado é resolvido de uma forma uniforme e
incontroversa na abordagem cléssica, tem também, na 6tica
bayesiana, uma solugdo conceptualmente (pelo menos) simples:
célculo da distribuigao preditiva a posteriori

pylz) = /@ F(ylz, 0)h(8])db.

Uma vez obtida esta, podem determinar-se medidas que a sumariam,
como predicoes pontuais (moda, predi¢do média, etc.) e regionais
(regides de predigdo com a mais alta densidade preditiva) de Y.

27

Fundamentos e metodologia bayesiana
Testes de hipé6teses

Como consequéncia,

h(bolz) _ ho  f(=]f0)
1—h(bolz)  1—hy p*(a)

O(H07H1|£C) = EO(Ho,Hl)B(IJ),

aplicando-se entdo o procedimento usual de confronto das hipoteses

em causa. Note-se ainda que, como p*(z) < g(x) = supg_, f(z]0),

f(x[6o)
g(z)

entao
B(z) >

Observacao adicional: A aplicacdo do método de Jeffreys mostra que
o conflito entre as respostas bayesiana e classica ao problema de testar
hipoteses bilaterais pode ser enorme.
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Predicdo

Exemplo II (revisitado-1): Modelo Normal (d.p. conh.) A
“Uniforme”

F el o (%%Q)Wexp{—%(w—uf} A i) =k

= h(p|lz) = f.d.p. de N(z,0%/n)

Predicdo da média Y de m observacoes i.i.d. futuras da distribuicio
N(u,0?) e independentes de X dado u, Y|z, u ~ N(u,a%/m):

_ 1 1
Y|z~ N (.TI,O'Z (— +—)>
m n

= Predicdo pontual de Y: z

= Intervalo de predicio HPD a 95% para Y: (;Tc + 1.960 % + %) |
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Representacao da informacao a priori

Eliciacao de uma distribuicdo que represente as crencas a priori de
alguém: tarefa em geral particularmente dificil e rodeada de uma série
de contingéncias.

Situagoes especiais:

= Estado de conhecimento a priori escasso (“vago”, “difuso”)

= Distribui¢oes nao informativas

= Adocao de uma forma funcional adequada e especificagdo dos
hiperparametros (através da sua relacdo com quantis e/ou
momentos a priori) de acordo com as crengas aprioristicas
eliciadas

= Distribuigoes conjugadas naturais
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Distribuicées ndo informativas

Objetivos do uso de distribui¢des a priori nao informativas:

= Descricdo de situagoes onde o conhecimento a priori é pouco ou
nada significativo relativamente & informagao amostral;

= Desempenho de um papel de referéncia, ainda que se disponha de
fortes crengas a priori, como forma de:

m deduzir as crengas a posteriori para quem parte de um
conhecimento escasso,i.e., quando a amostra fornece o grosso da
informacao sobre o parametro;

= permitir a comparagao com os resultados da inferéncia classica
que “s6” usa a informagao amostral (no todo ou em parte);

m averiguar a influéncia nas inferéncias da distribui¢ao a priori que
descreve a informagao realmente existente, quando confrontada
com as que resultam do uso da distribui¢ao a priori de referéncia.

30
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Representacao da informacao a priori
Distribuicées a priori nao informativas

Distribuicées a priori nao informativas

Argumentos geradores de distribui¢des nao informativas:

= Principio da razao insuficiente de Bayes-Laplace
O finito = 6 ~ Uniforme discreta

ideia considerada pacifica

© infinito ndo numeravel = 6 ~ Uniforme continua

saida criticavel (natureza impropria se © é nao limitado;
falta de invariancia face a transformagoes nao lineares)

31

= Invariancia face a transformagées apropriadas (Regra de
Jeffreys)

m 0 é um parametro de localizacdo (© € R)
Invariancia face a translagoes: para cada a, os intervalos
(60,60 + a), Vb € R devem ter a mesma probabilidade.

= h(f)=c, 6€0O (‘uniforme continua”)

m 0 & parametro de escala (© = RT)
Invariancia face a transformagoes de escala: para cada b > 0, os
intervalos (6o, b0), V8p € RT devem ter a mesma probabilidade
= como In# é parametro de localizacao da transformacgao
logaritmica dos dados

h*(Inf)=c = h) x6* 6>0
= h(0)x ()", >0, VYa€Z
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Representacao da informacao a priori

Distribuicdes a priori ndo informativas

m 0 é um parametro escalar genérico
Invariancia que garanta a identidade das inferéncias resultantes
do uso de qualquer transformacao biunivoca — satisfeita com o
uso da medida de informagao de Fisher, I(6)

= h(o) o« [1(0))' »
= W) =no)|#]x [16)(#)] =trwr

= 0 é um parametro vetorial genérico

Mesma justificacio =  h(6) o« [|1(6)[]"/2

Nota: Sendo razoavel admitir a independéncia a priori, (como
pode acontecer em parametros de tipo distinto), a distribuicao a
priori deve verificar esta condi¢do com as distribuiges marginais
definidas por aplicagdo da regra anterior.
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Distribuicdes a priori ndo informativas

Exemplo IIIL: 6 = (1, 02) do modelo {N(u,0?)}

1= (5 o )

Regra de Jeffreys multiparamétrica

=  h(p,0?)xc1/03, (u,0%) € R xRt

Regra de Jeffreys uniparamétrica + independéncia a priori

= h(p,0?)x1/0?, (u,0%) € R xRt ]

.. Argumento sujeito a criticas (natureza frequentemente impropria;
dependéncia do modelo amostral) e contracriticas.
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Representacao da informacao a priori

Distribuicdes conjugadas naturais

O sucesso da forma distribucional escolhida na quantificagao das
crencas a priori e no desencadeamento das inferéncias esté
naturalmente associado a:

m versatilidade da familia;
m simplicidade da derivagao analitica da distribuicao a posteriori;

» facilidade de interpretacdo da operagao bayesiana na conjugacao
das informacoes a priori e amostral.

Exemplo I (revisitado-5): Modelo bayesiano Bernoulli A Beta

flxz]f) = 0XT = (1 — )" Xi% 0<h<1
= nacleo de uma Be(Xz; + 1,n — Xz; + 1)
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Distribuicdes conjugadas naturais

Se h(8) = m@‘“l(l —6)>"1p,1y(#) (membro da familia Beta)

= 0l ~ Be(a+ Xz, b+n—3x;), a,b>0
Ora

m Familia Beta bastante versatil.

= A atualizagdo de h(6) faz-se dentro da familia.

= Como Be(a,b) é uma distribuigdo a posteriori baseada numa
amostra ficticia com a sucessos e b insucessos e na distribuicao a
priori impropria “Be(0,0)”, a informagdo acumulada em h(f|z) é
traduzivel na soma dos sucessos e dos insucessos da amostra real
com os da amostra ficticia.

36




Representacao da informacao a priori

Distribuicées conjugadas naturais

Os trés requisitos mencionados para a forma distribucional a priori
sdo partilhados pela denominada familia das distribui¢es conjugadas
naturais a seguir definida:

Definigao: A familia ‘H diz-se conjugada natural do modelo
F ={f(x]|0) : 0 € ©} se h(f|z) € H sempre que a correspondente
h(0) € H.

A familia conjugada natural de F é a familia fechada em relagao
a multiplicacao para a qual existe um membro que é proporcional a
L(0|z) < f(z|0), Vx € X.

= Pelo exposto no exemplo anterior, a familia Beta é conjugada
natural de uma amostragem aleatoria do modelo {Ber(6)}.

Nota: A existéncia de H é assegurada quando existem estatisticas
suficientes de dimensionalidade fixa para F.
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Aplicacées basicas da metodologia bayesiana
Comparacdo de duas populacées Normais

Modelo bayesiano

Dados: z; = (zj;, i1 =1,...,n;), j = 1,2 concretizacdes de duas
amostras aleatorias independentes de populacoes N (15, 032).

Distr. a priori de Jeffreys para os 4 parametros:
h(p, o, 03, 03) o (0202) ™" no respetivo espaco paramétrico

conjunto.
Comparacao de médias no caso heterocedastico

Distribuicdo a posteriori: (u1,0%) e (u2,03) sdo a posteriori também
independentes com as distribui¢oes marginais univariadas

K —Tj
53/

gl ~ ) (Z5, 85 /n;) & v; = |25 ~ tky)

kj kjsjz)
27 2
em que kj =n; — le kjs? = Zgl(m], e .7_3]')2.

o3|z ~ Gal(
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Comparacado de duas Normais

Uma alternativa ao uso da aproximagao de Patil consiste na geragao
de uma amostra da distribuigdo a posteriori de T através de simulagao
a partir das distribuicoes a posteriori t-Student de v; e v5, com base
na qual se podem calcular empiricamente estimativas pontuais e
intervalares e testar hipoteses pontuais sobre a diferenca de médias.

Comparacgao de variancias

2
Tomando como parametro de interesse ¢ = %%, conclui-se das
2

distribuicGes a posteriori Gama independentes de {1/07} que

2

4 53
Ylr1, 22 = —5 Fig k),

53

0 que permite realizar facilmente inferéncias basicas sobre .
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Comparacado de duas Normais

Comparacao de médias no caso homocedastico

Contexto: 0?7 = 02 = 02 e h(uy, pio,02) < 072, uy,pue €R, 02 > 0.

Tendo em conta

A= = p2lo®, 21,20 ~ N(Z1 — T,0° (5 + 15);

k k),

a?|zy, xo ~ Gal(5,%5));

onde k =ny +ng —2es* =k7" 3, (n; — 1)s7 € a variancia empirica
combinada, obtém-se
I 1 1 A—(z1— T

X = pa—palT, T2 ~ t) (I1—962752(—+—)) & Mhhm ~ t(k),

ni na s 1 1

ny ng

que ¢ o resultado basico para o tracado das inferéncias de interesse
sobre a comparacao das duas populacoes Normais.
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Aplicacées basicas da metodologia bayesiana

Comparacdo de duas populacées Binomiais

Modelo bayesiano

Dados: t;, j = 1,2 contagens observadas de
T;, j =1,2|6; ~ Bi(mj,0;), com {m;} conhecidos
m

Distr. a priori : 0;, j = 1,2 ~ Be(aj, bj).
wm
= Distr. a posteriori resultantes:
Oiltj, j = 1,2 ~ Be(4;, B)), Aj = a; +1;, Bj =bj +m; —t;
m

& (Bj/Aj) 12|t § = 1,2 ~ Faa, 28))
& [1/2W(B;/A;) + (/2 25| [, 5= 1,2 ~ Zaa, 2,)-
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Avaliacdao de modelos
Critica e adequacdo

MEIOS DE DIAGNOSTICO DO MODELO

Medidas de discrepéancia entre o observado (z) e observével de acordo
com o modelo (y) assentes em

» Variaveis V(z, ), como e.g. In f(x]0) ou
Yilzi — B(Xi|0))/Var(X;|6) e;

» Dados simulados {(y),00)), 5 =1,...,m)} da distribuicio
conjunta de (y,#) condicional em z.

m Diagrama de dispersao de
{(V(y(j),9(1)),V(w,0(j))) ,k=1,....,m} ou histograma dos
valores {V (y¥),00)) — V(z,00)), j =1,...,m};

= Valores-P bayesianos (preditivos a posteriori)

4 {(yu)’gu)) V(YW 09)) > V(m,g(j))}

Pg=P[V(Y,0) > V(z,0)|z] ~ -

a3

Comparacdo de duas Binomiais

Testes de homogeneidade das Binomiais Hy : §; = 05 vs.

Hy: 0, # 0,
Comng:7r=0(:>lnA:0usando7r:91—92eAz%,o
recurso a simulagdo a partir das distribui¢ées a posteriori Be(A;, Bj)
de amostras de m ou de A (ou In A) permite obter boas aproximagoes
empiricas do nivel de plausibilidade relativa a posteriori de Hy ou de
intervalos HPD.

Esta via é também aplicavel a hipdteses unilaterais por meio do
calculo de apropriadas propor¢oes com base nas simulagoes.

No caso de grandes valores observados de sucessos e insucessos, a
utilizagdo de aproximacoes assintoticas & distribuicdo Z de Fisher
possibilita recorrer a distribuicdo a posteriori aproximada

aprox (Al — 1/2)/(31 e 1/2)

n Altt, ™ v |1 , ATl_,_Bn
nAlty, b A~ 1/2)/(B2 - 1/2) ];a( s

para a construcao de testes bayesianos unilaterais ou bilaterais das

hipoteses em confronto.
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Avaliacdao de modelos
Critica e adequacdo

m Residuos bayesianos em validacao cruzada

Dados decompostos em amostra de treino x e amostra de
validacdo y = {y,}

. ” ; .. — Yi—BElr) -
Residuos preditivos padronizados: d; = ool j=1,...,1

Critério: Quanto menor 22:1 |d;|, tanto mais adequado o
modelo.

Validacao cruzada com um de fora: Para cadai=1,...,n
amostra de treino x(_;) = (24, j # i); amostra de validagdo x;
Residuos de eliminagao padronizados:
d/- _ zifE(Yi\z(,i))

K2

i=1,...,n
Vvar(Yilz—))’ ’ ’

calculados das distribui¢des preditivas condicionais p(y;|z(—)),
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Avaliacdo de modelos
Critica e adequacdo

/ Fil6,2—s)) (Blz(_sy) db

P(yi\m(—z‘))

1

= ;
= F@l6mn), {60} h(Olz )
=1

1

T - , {09} « h(b]z).
m £=j=1 f(yi|e_;),00))

u Ordenadas preditivas condicionais (CPO): Vi, p(y;|x(—;)) com
Yi = T
Critério: Quanto maior Y1 | InCPO; = In[[;", p(xilz—y))
tanto mais adequado o modelo.

m Fator pseudo-Bayes: PBF(My/Ms) =[], %

para comparagao dos modelos M; e Ms.
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Avaliacdao de modelos
Selecdo e comparacdo

m Critério de informagao pela desviancia (DIC)
DIC = D(0) + pp = Egiz [D®)] + D) - D@)],
com D(0) = —2In[f(x|0)/g(z)] e § = E(0|x).

Na generalidade dos casos, os valores esperados em pp (namero

efetivo de parametros) sao calculados por Monte Carlo a partir
de uma amostra simulada de h(0|x).

Uma proposta alternativa para o termo de complexidade do
modelo garantindo a sua positividade é p}, = 2Var [In f(z|0)|z] .

m Critério de informacao amplamente aplicavel [de Watanabe]
(WAIC)
WAIC = =237 In By, [f(2:]0)] + 2pw,
com duas propostas para a “dimensao efetiva do modelo”, pyy:

» analoga de algum modo a pp usado no DIC

pwy, = =2 {Eop, [0 f(2i6)] - In By, [f(il6)]}

i=1

a7
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Selecdo e comparacio
Medidas de desempenho preditivo

Ideia: Refletir a acuracia preditiva extra-amostra com corre¢do do
duplo uso da amostra de modo a que quanto menor for o seu valor
tanto melhor serd o desempenho do modelo.

m Critério de informacdo de Akaike (AIC)
AIC = —21n f(x]6) + 2p
onde 0 - EMV; p = dim®©.

= Critério de informagao de Schwarz/Bayes (SIC/BIC)
BIC = —21n f(z|0) + plnn
Variantes:
» Carlin-Louis (2000): BIC¢y, = —2E [In f(z|0)|z] + plnn
» Raftery et al. (2007): BICg = —2(I+ s?) +plnn
onde [ and 512 sdo a média e variancia empiricas dos valores
simulados de [ = In f(x|0), {{) = In f(x|0))}; § é igual a p se
este for conhecido ou estimado por 2512, de outro modo.
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Selecdo e comparacdo

wy = =2 {Egp [0 f(2il6)] — In Egp, [f(2i]6)]} (1)

i=1

m

:—2;{%21](4 2:]09)) — %Z 2:]09)) } )
= j=

» parecida de algum modo com p}, usado alternativamente no DIC

Z Varg), [In f(xi|0)] (3)
~ i{ i [1(1) ) — 1 m’)r}’ (4)

em que [ (2;) = In f(2;]09) e I(2;) = % Z;’;l 19) (x4).
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Avaliacdo de modelos
Selecdo e comparacio

Analise por pares via fator Bayes
Bu(a) — P _ pOia)/p(02)
p(z|M;) p(My)/p

em que para cada modelo

p(z|M;) = /fr(mwr)hT(gr)de

p(Mylz) = P(My)p(@|My)

p(z)

Opgoes de cdlculo sem nenhuma impropriedade distribucional:

m Método Monte Carlo simples (geralmente ineficiente)

Simulacdo de h,(6,) — (69,5 =1,...,m)

m

p(z|M,) Z fr(2]69))

a9

Computacao bayesiana
Introducdo

Se se tiver dados = (1, ...,z,) obtido a partir de um modelo

indexado pelo parametro 6 = (6y,...,0;) € © C R¥, pode-se obter a
distribuigao a posteriori conjunta, dada por

f(x|0>h(9>
J F(«|0)h(9)d

tendo-se usualmente dificuldades em

h(f]x) = ()

= Obter explicitamente as suas distribui¢coes marginais e
condicionais da distribuicao a posteriori.

= Encontrar as quantidades sumaérias sobre 6, tais como momentos,
quantis e graus de credibilidade de regices HPD.
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Selecdo e comparacio

m Método de Newton-Raftery (geralmente instavel)
Simulacdo de h,(0,]z) — (69,5 =1,...,m)

-1

o) = [ o] = 5 ]

Jj=1
m Método de Gelfand-Dey

Seja g (6,) uma boa aproximacao da h,(6,.|z). Com os valores
simulados da verdadeira distribui¢ao a posteriort,

p(z|M,) = {/f 35|9 ho (0,|)d0,.

l (9(])) B
m;mxwr NP
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Inferéncias sumarias sobre 6 podem usualmente ser expressas em

termos do valor esperado a posteriori de apropriadas funcdes de 0, i.e.,

E(g(0)|z) = / 9(0) h(0|) db. (6)

= Momentos a posteriori: Uma estimativa pontual para 6;, e.g., é
obtida fazendo g(¢) = 6.

= Probabilidades a posteriori:

P(6 € Blo) = /13(0) h(0lz) do
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= Se y for uma observacdo futura de um modelo indexado pelo 6,
inferéncias preditivas sobre y sdo baseadas em

plylz) = / £ (ulz, 6)h(6z)de, ()

onde f(y|z,0) é a distribuicdo de y sob o modelo paramétrico
considerado, dependente ou nao estocasticamente de x. Note-se
que a distribuicdo preditiva a priori é p(z) = [ f(x|0)h(0)d6.

= Novamente, predi¢des sumarias podem ser obtidas na forma de
esperancas preditivas,

Elg(y)l] = / o) p(ylz) dy. ®)
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Métodos de Monte Carlo

I. Método de Monte Carlo simples

Considere-se entao o problema de aproximar um integral da forma

/ 9(0)h(0]z)do = Elg(8)]a), (9)

onde 0 e xz podem ser vetores, cuja existéncia se admite. Muitas
quantidades a posteriori de interesse sdo expressaveis por (9) para
algum tipo de fungdo g(0) integravel. Por exemplo, covariancias a
posteriori de componentes de 6, em que g(f) é representada por
[0; — E(0; | )] [0; — E(0; | x)] para cada i e j.
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Contudo, raramente é possivel obter expressoes explicitas para os
integrais envolvidos.

Varias estratégias foram sugeridas para ultrapassar os problemas
técnicos de calculo dos integrais necessarios. Nomeadamente,

= Aproximacao & distribuicdo Normal multivariada,

m Método classico de Laplace,

m Métodos de quadratura numérica,

= Métodos de Monte Carlo classicos,

Métodos de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC).
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Se se puder simular uma amostra aleatoria (6(1y, .. ,0um)) da
densidade a posteriori h(6 | ), o método de Monte Carlo simples
aproxima o integral (9) pela média empirica

R 1 &
Elg) | 2] = — > 906 (10)

=1

a qual, pela Lei Forte dos Grandes Numeros, converge quase
certamente para E [g(f) | z]. A precisdo deste estimador pode ser
medida pelo erro padrio (estimado) de Monte Carlo dado por

1/2
m m 2 /

ﬁ ) 9(9@))—%29(0(,-)) : (11)

i=1 =1

quando a quantidade E{[g(#)]?|z} & finita.
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Os estimadores Monte Carlo associados com as diversas
representagoes apresentam precisoes variaveis, com implicagdes no
esfor¢o computacional requerido para obtencao de estimativas fiaveis.

Isto sugere a op¢ao por vias de maior eficiéncia de modo a obter
estimadores altamente precisos com um numero relativamente baixo
de valores simulados.

Para conhecimento de técnicas de redugdo de varidncia na estimacgao
por Monte Carlo veja-se, e.g., Rubinstein (1981) e Robert e Casella
(2004).

Para ultrapassar dificuldades em gerar uma amostra diretamente a
partir de uma distribuicao (5), usam-se geralmente os métodos de
Monte Carlo em cadeias de Markov MCMC.
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Nogoes e resultados basicos sobre cadeias de Markov:

Um processo estocastico é qualquer colegao de varidveis aleatorias
definidas sobre o mesmo espago de probabilidade, {U(t),t € T}, onde
T é um subconjunto de R que, por comodidade, é entendido como
uma classe de instantes de tempo.

Quando esta classe é o conjunto discreto de inteiros positivos

T =1{0,1,2,...}, o processo estocastico dito a tempo discreto é
usualmente denotado por {U,,n > 0}, sendo esta a situagdo tipica no
contexto de um esquema de simulacdo estocastica. O conjunto U de
valores das varidveis é denominado espago de estados.
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Métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov

II. Métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov

Os métodos de Monte Carlo em cadeias de Markov MCMC sao usados
de acordo com o seguinte procedimento:

Construcao de uma cadeia de Markov com espago de estados O,
que seja simples de simular e cuja distribui¢ao estaciondria seja a
distribuigdo a posteriori h(0|x);

Simulagao desta cadeia por um longo periodo, usando os valores
simulados da cadeia para tragar inferéncias sobre as quantidades
a posteriori (6) através do método de integracao Monte Carlo,

Blg@)a) ~ > o),
=1

onde 67 é o j-ésimo valor para  numa cadeia com m iteracdes.

58

Computacao bayesiana

O processo {U,,n > 0} satisfazendo a propriedade de Markov de
independéncia condicional é denominado cadeia de Markov, podendo
ser definido através de

P(Up41 € AlUy = ug, ..., Uy, =u) = P(Up41 € AU, = u) = P,(u, 4),

para todo o acontecimento A e n > 0, onde o simbolo P, (u, A) denota
a chamada funcao de transicao (em um passo) quando parte do
instante n.

Quando a func¢ao de transicao é invariavel com n, sendo entao
denotada por P(u, A), a cadeia de Markov diz-se homogénea.
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O estudo do comportamento assintotico (n — oo) das cadeias é
fundamental para os métodos MCMC e nele desempenha um papel
crucial o seguinte conceito. Diz-se que uma distribui¢ao de
probabilidade 7(u),u € U é estacionaria se

Em particular, a distribuigdo inicial P(Uy = u) = m(u) é estacionaria
sse a distribuig¢do de U, é invariante com n, i.e.
P(U, =u)=m(u),Yn > 0.

A convergéncia para a distribuicio estacionaria = depende de a cadeia
possuir algumas propriedades de estabilidade conhecidas como
irredutibilidade e recorréncia e mais amplamente ser ergddica,
envolvendo a lei forte dos grandes nimeros (vide Paulino et al., 2018).
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O algoritmo de Gibbs apresenta o seguinte esquema markoviano

dindmico para a amostragem das distribuigdes condicionais (12):

Escolhe-se um conjunto de valores iniciais para 6,
0
8 = (9, ...,8N7;

Geram-se as componentes de 6 a partir de (12), considerando o
procedimento iterativo abaixo para a [-ésima iteragao
0 de  h(6687Y, ... 007V @),
09 de  h(62]600,6570 .08V ),
0" de  n(6s]6",05",6{7V,...,007 " z),

eélzl de h(ap—l | 05”7 AR} 0;?2701(}71)727)7

0;” de h(0p|9§l),..,,0;lll,x) >
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Amostrador de Gibbs

Entre varias formas de construcdo das cadeias de Markov nos métodos
MCMC, destaca-se o método de amostragem Gibbs (Gibbs sampling)

introduzido por Geman and Geman (1984) para simular distribuigoes
multivariadas em modelos de processamento de imagens.

O algoritmo de Gibbs baseia-se no facto de que uma distribuicao a
posteriori conjunta /(0|x) com 0 = (61, ...,0,)T pode ser em
condicoes gerais determinada unicamente pelas p distribuicoes a
posteriori condicionais completas

h(0g|0-g,2), q=1,...,p, (12)

onde §_, é o vetor f sem a componente 0.
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A etapa anterior é repetida s vezes até a geragdo de m amostras
independentes de 0. Note-se que cada elemento da sucessao 01,
...,0®) ¢ uma realizacdo de uma cadeia de Markov com
espaco de estados © e probabilidades de transicdo dadas por

p
s s s s s+1
p(0), 00 = [ a@§+V1012,65" ).
q=1

Quando s — oo no procedimento acima, () = (055), .. .,0,(,3))T tende
em distribuigdo para um vetor aleatorio com f.d.p. h(6|z) (Tanner,
1996). Veja-se também Casella e George (1992) e Gelfand e Smith

(1990).
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Em particular, a ¢g-ésima distribuicao a posteriori marginal pode ser
obtida usando a sua distribui¢cdo empirica com as m amostras i.e.

m

1
hOulo) ~ — 3" h(6,]6%, ). (13)

=1

onde h(6, | 991,3:) é a distribuicdo (12) com os 04, ¢' #q=1,...,p,

substituidos pelos seus respectivos valores na iteracao [, [ =1,...,m.
Observe-se que as s —m iteragoes, m < s, do procedimento em causa
sao ignoradas na estimacgao das quantidades de interesse, visto que
elas fazem parte do periodo de aquecimento (burn-in) da cadeia, onde

se acredita haver uma maior correlacio entre os vetores 6(5),
s=1,2,....
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Gelfand (1996) sugere, para estimar p(z;|z(_;)), a utilizagdo da média
harmoénica de {f(zs|z(_;),0;)),j = 1,...,m}. Considerando que

p(@)h(B|z) = h(0)f(x]0) = h(O)f (wilx(~s), 0) f (x(-]0),

tem-se
p() 1
p(ziley) = = e
T(_; z(—|0) h(8) h(0]z)
Paco) ey 9
_ 1
= - ,
f flzilz(—4),0) h(0|x) 9
e portanto, se {6(;);j = 1,...,m} é uma amostra de h(f|z) tem-se
A 1
p(IIZi|£L‘(_i)) = Lzm il . (15)
m L=j=1 f(zilz—),00))
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Distribuic¢ao preditiva

Os métodos MCMC sao também usados na predicdo de uma
observacao futura y de um modelo indexado pelo parametro 6 em
causa. Por exemplo, a distribui¢dao preditiva

plylz) = / £(ul6, ) h(6]z)de, (14)

onde f(yl|f,z) é a distribui¢ao de y sob esse modelo paramétrico, pode
ser estimada por

m

Pl) = 3 f5160,2),

=1

onde ), I =1,...,m, sdo os valores obtidos para # nas m amostras
referidas acima.
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Exemplo IV: Seja (Y, X) um par aleatorio em que Y condicional a

X = z segue uma distribui¢do de Poisson com valor médio A(z) = 6*
e X apresenta uma distribuicdo Normal com valor médio u e precisao
7 =1/0%. A verosimilhanga relativa a dados constituidos por n

observagoes i.i.d. deste par aleatorio, D = {(y1,21),..., (Yn,Zn)}, €
n B B
B [67)¥ _sei [ T 11/2 = 5
faal) = [I == 7] exp { -5 - w?)

onde 0 = (4, u, 7) para §,7 > 0 e —oo < p < +00. Se se considerar
uma distribui¢do a priori ndo informativa h(d, u, 7) o (67)71, a
fun¢ao densidade de probabilidade a posteriori para 6 é:

R(OID) o TP/2TieXimvimlexp {37, 6%} x
X exp{—% [Zl(acI —z)2+n(u— i’)ﬂ }7
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sendo as correspondentes distribui¢coes condicionais completas
identificadas facilmente por

R(S|D, p,T) o §2iTVi~lexp{— 3. 6%}, §>0;
h(ulD,8,7) = N (Z,(tn)™"), —oo< p < +oo; (16)
hr|D,6,p) = Ga(%,4), 7>0,

onde A=Y",(z; — )% + n(p — 2)%

As distribuigOes respeitantes a pu e 7 sdo familiares, processando-se a
amostragem nos correspondentes passos Gibbs através de conhecidos e
eficientes algoritmos de simulagdo. A situacdo relativa a § ja nao é
trivial requerendo o uso de outros métodos como o de rejeigao (e.g.
método de rejei¢do adaptativa proposto por Wild & Gilks, 1993). W
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Mp, ()
A

S e

Vv

Figura: Representagao esquematica do algoritmo basico de rejei¢ao em que
v =uMpu(y), r = rejeitado e a = aceite.
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Meétodos de rejeicao

Seja m(x) = en*(z) uma funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.),
onde ¢ é a constante de normalizacdo. Suponha-se que ¢é dificil
amostrar diretamente de 7, mas que no entanto ha um modo de
simular de uma f.d.p. p,(z) com base na qual se cria uma fungio que
delimita superiormente 7 (conhecida como envelope), ou seja, tal que
para qualquer = no suporte de 7 se tem 7(x) < Mpy(x), onde M > 1
é uma constante especificada.

O método basico de rejeicao que devolve um valor z de uma
distribuigdo X ~ w(z) explicita-se no seguinte algoritmo que se ilustra
esquematicamente na Figura 1.
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Algoritmo de rejeigao basico

Gera-se y da f.d.p. py-

Gera-se u de uma distribuicdo Uniforme em (0, 1).

Se u < M tome-se x = y; se nao, volta-se a 1.
Mpu(y)
Com efeito, tomando X como a varidvel Y quando esta é aceite,
tem-se Vv
(Y) v Fo v
™ Pu(y
PlY <v,U < ——— =/ puy/ dudy:Mfl/ w(y)dy,
Mpu(y):|) —00 ( ) 0 —0o0 ( )
donde

) [

P(X <v)=P(Y <o|U <
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Exemplo V: Um método simples de rejei¢do para amostrar da
densidade a posteriori h,(0) (basta conhecer o seu nucleo h%(6) pelo
resultado acima) quando a densidade a priori é propria é tomar esta
como funcao envelope e M igual & verosimilhanca méxima, ja que

h(0) = h(0)f(x]0) < Mh(0).

Assim, gerando 6y ~ h(-) e ug ~ Unif(0,1), tem-se Oy ~ h%(-) se
uo < £61), .

A aplicacao deste método exige que se ache uma densidade
instrumental p, que se adapte bem a m, devendo ter caudas mais
pesadas do que esta, e um gerador simples para ela. Além disso, a
constante M deve ser escolhida de modo a ser o mais pequena
possivel para que o algoritmo seja eficiente.
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I T2 T3 T4 T

Figura: Involucros lineares, superior e inferior, por trogos para delimitar a
fungao L(z) = Inm(x) no método de rejeigao adaptativa.
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Algoritmo de rejeigao adaptativo

Gilks e Wild (1992) sugerem um método automético de geragao de
funcdes delimitantes para amostragem de densidades-alvo m(z) (ou do
seu fator relevante 7*(x)) logaritmicamente concavas, isto €, cujo
logaritmo é uma fun¢do concava.

Sabe-se que qualquer fun¢ido concava pode ser limitada superiormente
e inferiormente por invélucros formados por trogos lineares.

Para os construir consideram-se pontos sobre o gréfico da funcéo e
fazem-se passar por e entre esses pontos, respetivamente, tangentes e
cordas ao grafico - veja-se a Figura 2.
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Seja entao 7(z) x exp(L(z)) uma fun¢ao densidade de probabilidade

univariada log-concava com suporte D C Re Ty, = {z;,i =1,...,k}
um conjunto de k pontos ordenados, 1 <z < ... < xk, para os
quais se calcula L(z) e L'(z) = dL(z)/dz, se 7 for continua e
diferencidvel em D.

Defina-se a funcao envelope em T}, para 7(z) como explug(z)] onde
ug(z) é o involucro superior, linear por trocos, de L(z)

up(@) = L(z;) + (z — z;)L'(z;),
para ¢ € [zj_1,%;)ej=1,...,k—1com

L(zj1) — L(z;) — 2ja L (wjqa) + @, L' (x5)
L'(x;) — L' (zj41)

Zj =
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o ponto de intersecdo das tangentes & curva [(z) em z; e x;41. Os
pontos zp e 2z sdo tomados, respetivamente, como o limite inferior de
D (ou —oo se D nao for limitado inferiormente) e superior de D (ou
+00 se D néo for limitado superiormente).

Defina-se ainda a funcdo de enquadramento inferior em T}, de m(x)
como exp[li(x)] onde Ij(z) é o involucro inferior, linear por trogos, de

L(z)
() = (zj1 = 2)L(z;) + (& — ;) L(j41)
Tj+1 = T;
para x € [zj,xj41]ej=1,...,k—1. Parax < z1 ou & > x,
lg(z) = —oc.

Como se admite que L(z) é concava tem-se que lx(z) < L(z) < ug(z)
para todo o x em D.
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Métodos de diagnéstico da convergéncia

Sao varios os instrumentos e métodos disponiveis para monitoriza¢ao
e diagnostico dos dois tipos de convergeéncia, alguns dos quais estao
automaticamente incluidos em software mais especifico ou mais geral
de anélise bayesiana.

O instrumento mais conhecido para monitoriza¢do da convergéncia
para a distribuicao estacionaria é a representacdo gréfica para cada
quantidade escalar dos valores simulados da cadeia ao longo das
sucessivas iteracoes, ligados por uma linha continua.

A Figura 3 retrata aspetos tipicos do grafico de tragos em zonas
iniciais (esquerda) e finais (direita) da sequéncia de valores simulados.
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Algoritmo de rejei¢do adaptativa (uma amostra de n pontos de

()

Obtém-se = do envelope normalizado
Sk(x) = explug(x)]/ [}, explur(y)ldy.
Obtém-se u de uma distribui¢do Uniforme em (0,1) e
= se u < exp{lp(z) — ur(x)}, aceita-se z sem fazer qualquer calculo
da fungao L(z) nesse ponto; caso contrario, calcula-se L(z) e
faz-se o teste de rejeigao seguinte;
m se u < exp{L(x) — ur(z)}, aceita-se z; caso contrario rejeita-se x;
= retome-se os passos anteriores até se aceitar o candidato gerado.
Uma vez findo o ciclo anterior com aceitacdo do valor candidato,
atualizam-se os invélucros superiores e inferiores juntando x a Ty,
e aumentando k de uma unidade.

B Volta-se a 1.

Termina-se quando se atingir o nimero de pontos que se decidiu
inicialmente amostrar.
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Iteragéo Iteragao
Figura: Graficos dos tragos relativos a um mesmo parametro de 2 cadeias

ao longo das primeiras 1000 iteragdes (esquerda) e 1 cadeia nas tltimas
9000 iteragoes (direita).
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Software

O software R possui uma variedade de pacotes que podem ser
utilizados para fazer inferéncia bayesiana. Aconselha-se a consulta da
pagina http://cran.r-project.org/web/views/Bayesian.html,
Nt ARl LG B G s e G (e e et onde se po‘de enc01.1trar, e.g., 0 pzicote DPpa‘c.ka‘gc que contém fungoes
para fazer inferéncia bayesiana ndo paramétrica, o pacote bayesSurv
s Método de Gelman e Rubin. especifico para fazer inferéncia bayesiana em modelos de

sobrevivéncia, etc.
= Método de Geweke. ’

= Método de Raftery e Lewis. Do software que implementa métodos baseados em simulagao

Método de Heidelberg e Welch estocéstica, podem ser utilizados através de ligacao ao R
nomeadamente o OpenBUGS (Thomas et al., 2006), JAGS (Plummer,
2003), INLA (Rue et al., 2009), BayesX (Belitz et al., 2013) e Stan
(Carpenter et al., 2017).

A monitorizagdo da convergéncia das cadeias pode ser feita com
recurso ao software CODA e BOA, ambos pacotes do R.
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Modelo hierarquico Poisson-Gama Modelo hierarquico Poisson-Gama

Seja Y; o total observavel da ocorréncia de um evento de interesse

(sucesso) em n; individuos (independentes) em risco da populagao na A razdo entre os valores observaveis e os valores esperados da doenca
regido i, i=1,...,7. Se §; é probabilidade de sucesso para qualquer (ou morte) na regido i é conhecida por taxa de mortalidade
individuo da regiao i, pode-se adotar o modelo probabilistico padronizada (Standardized Mortality Ratio/SMR), i.e.,
Binomial, i.e.,

Y; ~ Binomial (n;, 6;). SMR,; = Y )

E;

Usando o método de estimagdo da méxima verossimilhanca (MV), a
chance de sucesso (odds), definida por l;fg, tem estimador de MV Um modelo hierarquico simples para estes tipos de dados (regices
dado por WLY independentes) com distribuigdo Poisson é obtido com o uso de uma

e _ . e distribuicao a priori Gama para os riscos relativos 7, i.e.,
Satisfeitas algumas condigdes, pode-se aproximar a distribuicao

Binomial pela distribui¢do Poisson (e.g. doengas raras). Portanto, Y;i|n: ~ Poisson (E; ;)

Y; ~ Poisson (E; n;),

e n; ~ Gama(c,d),

onde ¢ (parametro de forma) e d (parametro de escala) sdo

onde F; é o total esperado da populagao em risco e n; é conhecido quantidades conhecidas.
como o risco relativo da regiao i, i=1,...,r (reparametrizagao:
ni, 0 = E; ;).

83 84



http://cran.r-project.org/web/views/Bayesian.html

Aplicacoes
Modelo hierarquico Poisson-Gama

Assim, a distribui¢do a posteriori do modelo Poisson/Gama é
proporcional a

T
L(nly)p(n) o [[e " (Bin)¥ ne e ™,

i=1

onde L(-]y) e p(-) denotam a funcdo de verossimilhanca e a
distribuigdo a priori, respectivamente. Ou seja, n;|y tem distribui¢do
Gama (y; + ¢, E; + d) e portanto a média a posteriori de n; é

Yi +¢

vi=Enly) = B rd wiSMR; + (1 — w;)p,
onde SMR; é a taxa padronizada, w; = EE—_;_d talque 0 <w; <1le
p=E(n;)=95,i=1,...,r. Esta estimativa ¢ uma média ponderada

da propor¢ao SM R; da regido i e a média a priori p. Quando w; — 1,
v; = SMR;, revelando que os dados sdo altamente informativos
quando FE; é grande, enquanto w; — 0, v; — u, mostrando como a
distribuicdo a priori altamente informativa no caso de E; pequeno.
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Modelos Lineares Generalizados

Os Modelos Lineares Generalizados (MLG), introduzidos por Nelder
and Wedderburn (1972), apresentam uma estrutura de regressao
linear e tém em comum o facto da variavel resposta pertencer a
familia de distribuigoes exponencial. Casos particulares de MLG:

m Modelo de regressao linear normal;

= Modelo de andlise de variancia;

Modelo de regressao logistica;

= Modelos log-lineares para tabelas de contingéncia.

Notagao: Os dados D = {(y;,2;),i=1,...,n} sdo realizagbes da
variavel resposta (v.a.) Y e um vetor de covariaveis z = (z1,..., z,)’

em n individuos, sendo as componentes Y; do vetor aleatorio
Y = (Y3,...,Y,) independentes (Amaral-Turkman e Silva, 2000).
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Regressio Binomial

Um dos objectivos de muitos estudos estatisticos é avaliar a relagao
entre as variaveis observadas num conjunto de dados, i.e., estudar a
influéncia que uma ou mais variaveis explicativas (covariaveis) tém
sobre uma variavel de interesse (resposta).

O modelo de regressao relaciona a variével resposta com as
covaridveis.

O modelo de regressao linear normal, introduzido por Legendre e
Gauss em 1805-1809, dominou a modelacao estatistica até meados do
século XX, mesmo havendo modelos mais adequados para certas
situagoes: log-log complementar para ensaios de dilui¢do (Fisher,
1922), probit (Bliss, 1935) para proporgoes, log-linear para dados de
contagens (Birch, 1963), etc.
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Modelos Lineares Generalizados

Os MLG sao caracterizados por:

Componente aleatoria: Dadas as covaridveis z;, as varidveis Y; sao
(condicionalmente) independentes com distribuicdo pertencente a
familia exponencial, com E(Y;|z;) = u; e, possivelmente, um
parametro de dispersao ¢ nao dependente de i, i=1,...,n.

Componente estrutural ou sistematica: O valor esperado p; esta
relacionado com o preditor linear n; = z,3 através da relacdo

wi = h(n;) = h(z;8), ni = g(pi),

onde h é uma funcdo monétona e diferencidvel, g = h~1 é a
fungao de ligacao, 3 é um vetor de parametros e

— i
z; = (1,21,...,2ip-1), PO Vvezes.
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Modelos Logistico, Probit and Log-log complementar

Consideram-se n v.a. independentes Y; ~ Bin(1,7;), i=1,...,n, com
respectivo vetor de covariaveis z;. Note-se que E(Y;) =m; e

0; = In(7=) (fungdo de ligagdo canonia logit), pelo que o MLG

1—m;
resultante é o modelo de regressao logistica

m; = exp(z;3)/(1 + exp(z;3)). (17)

Analogamente, se a relagdo entre m; e z; é da forma

™ = ®(n;) = ®(zB), (18)
onde ®(-) é a fungdo de distribuigdo de uma v.a. N(0,1), obtém-se o
modelo probit. Se a funcao inversa da funcao de ligacao é a fungao de
distribuicdo de Gumbel, tem-se o modelo log-log complementar,

7 = 1 — exp(— exp(z,8). (19)
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Codigo do JAGS

= Modelo:
model {
for(iinl: N) {

¥[i] ~ dbin(plil.n[i])
logit(p[i]) <- alpha.star + beta*(x[i]-mean(x[]))
# alternative link functions:
# pli] <- phi(alpha.star 4+ beta*(x[i]-mean(x[])))
# pli] <- 1 - exp(-exp(alpha.star + beta*(x[i]-mean(x[]))))
y-hat[i] <- n[i] * pl[i]

alpha <- alpha.star - beta * mean(x[])
beta ~ dnorm(0,0.001)
alpha.star ~ dnorm(0,0.001)

}
m Dados:

list( n = c(59, 60, 62, 56, 63, 59, 62, 60), y — c(6, 13, 18, 28, 52, 53, 61, 60),
x = ¢(1.6907, 1.7242, 1.7552, 1.7842, 1.8113, 1.8369, 1.8610, 1.8839), N = 8 )

= Valores iniciais:
list( alpha.star=0, beta=0 )
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Dados 1: Mortalidade de besouros

Bliss (1935) estudou o comportamento de besouros adultos a
exposi¢io ao gas dissulfureto de carbono (C'Sz) durante cinco horas
observando 481 besouros divididos em 8 grupos.

Tabela 4: Mortalidade de besouros (Bliss, 1935).
1.6907 59 6 1.8113 63 52
1.7242 60 13 1.8369 59 52
1.7552 62 18 1.8610 62 61
1.7842 56 28 1.8839 60 60

B W N e

o N O Ot

Varidveis: n (ntimero de besouros expostos), y (nimero de besouros
mortos) e z (dosagem de log;, CSa2(mg/litro)).

Objectivo: Estimar a curva de dose-resposta quanto & mortalidade de
besouros a partir de diferentes dosagens.
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Resultados — Besouros

Equagoes de regressao estimadas (DIC') para os modelos:
m Logistico: In[7(z)/(1-7(x))] = —60.87 + 34.36 z.
m Probit: ®='(7(z)) = —35.04 + 19.79 z.
m Log-log complementar: In(~In(1-7(z))) = —39.73 + 22.13 x.

Tabela 5: Proporcoes estimadas de besouros mortos (Bliss, 1935).

dosagem x  observada logistico probit clog-log
DIC=41.39 DIC=40.31 DIC=33.60

1.6907 0.1017 0.0605 0.0585 0.0956
1.7242 0.2167 0.1658 0.1798 0.1884
1.7552 0.2903 0.3629 0.3794 0.3376
1.7842 0.5000 0.6054 0.6045 0.5416
1.8113 0.8254 0.7945 0.7878 0.7578
1.8369 0.8983 0.9021 0.9032 0.9165
1.8610 0.9839 0.9540 0.9614 0.9842
1.8839 1.0000 0.9781 0.9863 0.9986
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1.0

0.8

— logit
= probit
~  clog-log
""" observado

Percentagem de besouros mortos

0.2
!

0.0
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dosagem de gas carbono

Figura: Grafico das proporgoes ajustados com base nos 3 modelos
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Analise de Sobrevivéncia

= O estudo da anélise de sobrevivéncia centra-se num conjunto de

unidades que sao observadas até a ocorréncia de algum evento de
interesse, e.g., a falha das unidades (morte). Frequentemente esse
evento nao chega a ocorrer para algumas dessas unidades durante
o periodo de observagao (censura).

= Os dados de sobrevivéncia podem ser univariados, se o evento de
interesse ocorre quando muito uma vez para cada individuo
(unidade), ou multivariados quando o individuo pode
experimenté-lo mais do que uma vez (eventos multiplos) ou os
individuos estdo agrupados em blocos (familias).

m Para maiores detalhes, veja-se. e.g., Rocha e Silva (2008).
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Dose Letal

Os modelos de dose-resposta visam nao s6 a predicao da
probabilidade de sucesso para uma dosagem especifica

(@) =g"'m)=F(n), n=PH+hzx,

mas também a determinagdo da dosagem necessaria para se atingir
uma probabilidade de sucesso P. Essa dosagem é chamada de dose
letal. Seja DL1gpp a notacdo para uma dose letal de 100P% de
sucesso, tal que P = F(Bo + f1DLigop), 0 < P < 1. Note-se que a
dosagem de gas carbono que mata 100P% de besouros no modelo
logistico é estimada por: DLigop = (34.36)~1[In(P/(1 — P)) + 60.87].

Tabela 6: Estimativas de trés doses letais (Bliss, 1935).
dose letal logistico  probit clog-log

DLso 1.771 L7710 1779
DLgy 1.907 1.889  1.865
DL, 1.637 1.652  1.587
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Analise de Sobrevivéncia

m Se T representa o tempo de sobrevivéncia de um individuo, a

fun¢ao de sobrevivéncia no instante ¢ é dada por
S(t) = P(T >1).
= A funcao risco ¢ a taxa de ocorréncia do evento no instante t,

Pt<T<t+dt|T >t
M) = lim DUST<t+dT21)
dt—0+ dt

= Sem perda de generalidade, pode-se mostrar que a funcao de
verosimilhanca de 8 dado o conjunto D é expressa por

n

L(OID) = [] f(t:16)S(t:l@)' . (20)

=1

onde t; é o valor observado do tempo de sobrevivéncia T; com
f.d.p. f(*) e y; é a funcdo indicadora de ndo censura da unidade 1.
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Regressdo Weibull

Os modelos de sobrevivéncia paramétricos sao construidos a partir de
familias de distribui¢oes de probabilidade especificas. Por exemplo, a
distribuicdo de Weibull com f.d.p, funcio de sobrevivéncia e funcao
risco dadas, respectivamente, por

f(t) = dvt"Lexp[—6t¥], S(t) = exp[—dt’], A(t) =ovt""t. (21)
Perante populagoes heterogéneas, o modelo Weibull (21) com
covaridveis z é definido pela seguinte fungao risco condicional

Ntlz) = vt""y(z), t=0, (22)

onde ¥(z) = exp[z’B] e B € o vetor de coeficientes desconhecidos
associado ao vetor de covariaveis z. Note-se que \(t|z1)/\(t|z2) ndo
depende de ¢ (fungoes risco proporcionais).

97

Aplicacoes

Tabela 7: Dados de sobrevivéncia de pacientes com cancro de laringe (Kardaun, 1983).
Estadio  Tempos de vida em anos (* censurado), Idade, Ano do diagnostico

1 0.6,77,76 1.3,53,71 2.4,45,71 2.5%,57,78 3.2,58,74 3.2% 51,77
3.3,76,74  3.3*63,77  3.5,43,71 3.5,60,73  4.0,52,71 4.0,63,76
4.3,86,74 4.5% 48,76  4.5% 68,76 5.3,81,72 5.5%,70,75  5.9% 58,75
5.9%,47,75 6.0,75,73 6.1%.77,75 6.2%,64,75 6.4,77,72 6.5,67,70
6.5%,79,74  6.7*,61,74 7.0%,66,74 7.4,68,71 7.4%,73,73 8.1%,56,73
8.1%73,73  9.6*58,71  10.7*,68,70

2 0.2,86,74  1.8,64,77  2.0,63,75 2.2%71,78  2.6%,67,78  3.3%,51,77
3.6,70,77  3.6%,72,77  4.0,81,71 4.3%47,76  4.3%,64,76  5.0%,66,76
6.2,74,72  7.0,62,73  7.5%,50,73  7.6%,53,73  9.3*,61,71

3 0.3,49,72  0.3,71,76  0.5,57,74 0.7,79,77  0.8,82,74  1.0,49,76
1.3,60,76  1.6,64,72  1.8,74,71 1.9,72,74  1.9,53,74  3.2,54,75
3.5,81,74  3.7%,52,77 4.5%,66,76  4.8%54,76  4.8%,63,76  5.0,59,73
5.0,49,76  5.1%,69,76  6.3,70,72 6.4,65,72  6.5%,65,74  7.8,68,72
8.0%,78,73  9.3%,69,71  10.1*,51,71

4 0.1,65,72  0.3,71,76  0.4,76,77 0.8,65,76  0.8,78,77  1.0,41,77
1.5,68,73  2.0,69,76  2.3,62,71 2.9%7478  3.6,71,75  3.8,84,74

4.3% 48,76
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Dados 2 — Cancro da laringe

= Num hospital holandés 90 pacientes do sexo masculino com
cancro de laringe foram diagnosticados e tratados durante o
periodo de 1970 a 1978 (Kardaun, 1983).

= Os tempos de sobrevivéncia observados neste estudo foram os
tempos decorridos entre o primeiro tratamento de cada paciente e
a sua morte ou o fim do estudo (1/3/81).

m Para cada paciente, observaram-se também a idade no momento
do diagnéstico, o ano do diagnéstico e o estddio da doenga.

= Esses estadios estao ordenados do menos grave (estadio 1) ao
mais grave (estadio 4).
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Codigo JAGS

model {
for(i in 1:N) {
t[i] ~ dweib(r,mulil) I(t.cen[il,)
log(mul[il) <- betalestadio[il]

# se o paciente i morre
# modelo de risco relativo
}
for(j in 1:M) {
betal[j]l ~ dnorm(0.0, 0.0001) # distribuig8o a priori
mediana[j] <- pow(log(2) *exp(-beta[jl),1/r) # tempo mediano
}
r ~ dgamma(1.0,0.0001)
alpha ~ dnorm(0.0, 0.0001)
contra[1] <- beta[2]-beta[1]
contra[2] <- beta[3]-beta[1]
contra[3] <- beta[4]-betal[1]

# decrescimento lento
# distribuigdo a priori
# reparameterizagdo
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Comentarios

= O parametro de escala da distribui¢do dos tempos de vida
(Weibull) é p; = exp(—5;,), i=1,...,90, j=1,...,4;

= Os tempos de morte dos pacientes censurados sao substituidos
por NA, enquanto os tempos de vida censurados para os
pacientes mortos sao iguais a 0.

= Como a distribuicdo dos tempos de vida censurados ¢ a
distribuicao Weibull truncada nesses tempos, deve-se introduzir
uma variavel indicadora, I(a,b), para garantir que t; € (a, b);

m Os parametros de forma da Weibull (r) e de regressao (3;) tém
valores iniciais iguais a 1 e zero, respectivamente;

= A distribuicdo a priori ndo informativa para r pode ser a
distribuicao gama com parametro de forma 1 e de escala 0.0001,
visto que esta decresce lentamente em R¥.

A analise destes dados via OpenBugs encontra-se tutorialmente em

box plot: contra

3.0

[2

10 8]

Figura: Box plot dos contrastes 2 — 1, 83 — (1 € Ba — P1.

Aplicacdes

Resultados

model is syntactically correct

Node statistics

node mean sd MC error 2.5% median 97.5% start
contra[1] -0.109 0.4988 0.005026 -1.148 -0.088 0.823 5001
contra[2] 0.689 0.3500 0.003546 0.0025 0.6891 1.377 5001
contra[3] 1.798 0.4183 0.004474 0.9595 1.8030 2.611 5001
mediana[1] 8.137 1.9890 0.020630 5.2000 7.8200 12.95 5001
medianal[2] 9.425 4.1660 0.043550 4.5550 8.4440 20.01 5001
mediana[3] 4.447 0.9656 0.008804 2.9090 4.3240 6.716 5001
mediana[4] 1.740 0.5052 0.004979 0.9867 1.6640 2.933 5001
1 0 0 0 1

r .165 0.1397 0.001811 0.9029 1.1590 1.454 5001

dic.stats()

DIC

Dbar = post.mean of -2logL; Dhat = -2LogL at post.mean of
Dbar Dhat pD DIC

t 288.318 283.414 4.903  293.221

total 288.318 283.414 4.903 293.221

clear(mediana)

coda(*,laringe-boa)
save (laringe-log.txt)

sample
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000

stochastic nodes

Aplicacoes

Resultados: CODA output

HIGHEST PROBABILITY DENSITY INTERVALS:

Alpha level = 0.05
Chain: laringe-boa
Lower Bound Upper Bound

contral[1] -1.10000 0.8529
contral[2] 0.01479 1.3840
contral[3] 1.01300 2.6500
r 0.89500 1.4430

RAFTERY AND LEWIS CONVERGENCE DIAGNOSTIC:

Quantile = 0.025
Accuracy = +/- 0.005
Probability = 0.95
Chain: laringe-boa
Thin Burn-in Total Lower Bound Dependence Factor

contral[1] 1 2 3874 3746 1.0341698
contral[2] 1 2 3650 3746 0.9743727
contral3] 1 2 3710 3746 0.9903897
r 2 4 7448 3746 1.9882541
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