4.4. RN E SEUS SUBESPACOS (VECTORIAIS) 89

4.4.1 Brincando com a caracteristica

Nesta seccao vamos apresentar alguns resultados importantes que se podem deduzir facilmente
a custa de car(A) + nul(A) = n, onde A é uma matriz m x n. Pressupde-se que B é uma
matriz tal que AB existe.

1. car(AB) < car(A).
Como vimos na secgao anterior, CS(AB) C C'S(A), pelo que dimCS(AB) < dim CS(A).

2. Se B é invertivel entao car(A) = car(AB).

3. N(B) C N(AB).
Se b € N(B) entao Bb = 0. Multiplicando ambos os lados, & esquerda, por A obtemos
ABb =0, pelo que b € N(AB).

4. nul(B) < nul(AB).

5. N(ATA) = N(A).
Resta mostrar que N(ATA) C N(A). Se x € N(AT A) entdo AT Az = 0. Multiplicando
ambos os lados, & esquerda, por z7 obtemos 7 AT Az = 0, pelo (Az)T Az = 0. Seja
(Y1,---,yn) =y = Ax. De yTy = 0 obtemos y? +y3 +...y2 = 0. A soma de reais nio
negativos é zero se e s6 se cada parcela é nula, pelo que cada yf = 0, e portanto y; = 0.
Ou seja, y = 0, donde segue que Az = 0, ou seja, que x € N(A).

6. nul(AT A) = nul(A).

7. car(AT A) = car(A) = car(AAT).
De car(A) + nul(A) = n = car(ATA) 4+ nul(ATA) e nul(ATA) = nul(A) segue que
car(AT A) = car(A). Damesma forma, car(AT) = car(AAT). Como car(A) = car(AT),
obtemos car(A) = car(AAT).

8. Se car(A) = n entdo AT A é invertivel.
AT A é uma matriz nxn com caracteristica igual a n, pelo que é uma matriz nao-singular,
logo invertivel.

4.4.2 Aplicacao a sistemas impossiveis

Como motivagao, suponha que se quer encontrar (caso exista) a recta r de R? que incide
nos pontos (—2,—5),(0,—1),(1,1). Sendo a recta nao vertical, terd uma equacao da forma
y = mx + ¢, com m,c € R. Como r incide nos pontos indicados, entao necessariamente

—5=m-(-2)4+¢,—1=m-0+¢,1=m-1+c.

A formulagao matricial deste sistema de equagoes lineares (nas incégnitas m e c¢) é

2 1 5
0 1 [m]= 1
C
11 1



90 CAPITULO 4. ESPACOS VECTORIAIS

O sistema é possivel determinado, pelo que a existéncia da recta e a sua unicidade estd
garantida. A tnica solugao é (m,c) = (2,1) e portanto a recta tem equagao y = 2z — 1.

No entanto, se considerarmos como dados os pontos (—2, —5), (0,0), (1,1), facilmente che-
garfamos a conclusdo que nao existe uma recta incidente nos trés pontos. Para tal, basta
mostrar que o sistema de equagoes dado pelo problema (tal como fizemos no caso anterior) é
impossivel. Obtemos a relagao

b¢ CS(A),
-2 1 —5
onde A = 0 1 ]|eb= 0 |. Suponha que os pontos dados correspondem a leituras
1 1 1

de uma certa experiéncia, pontos esses que, teoricamente, deveriam ser colineares. Ou seja,
em algum momento houve um desvio da leitura em relacao ao que se esperaria. Desconhece-se
qual ou quais os pontos que sofreram incorreccoes. Uma solucao seria a de negligenciar um
dos pontos e considerar os outros dois como correctos. E imediato concluir que este raciocinio
pode levar a conclusoes erréneas. Por exemplo, vamos pressupor que é o primeiro dado que
estd incorrecto (o ponto (—2,—5)). A rectas que passa pelos pontos (0,0),(1,1) tem como
equagdo y = x. Ora se o erro esteve efectivamente na leitura do ponto (0,0) (que deveria
ser (0,—1)) entao o resultado correcto esta bastante distante do que obtivémos. O utilizador
desconhece qual (ou quais, podendo haver leituras incorrectas em todos os pontos) dos dados
sofreu erros. Geometricamente, a primeira estratégia corresponde a eliminar um dos pontos
e tracar a recta que incide nos outros dois. Uma outra que, intuitivamente, parece a mais
indicada, serd a de, de alguma forma e com mais ou menos engenho, tracar uma recta que se
tente aproximar o mais possivel de todos os pontos, ainda que nao incida em nenhum deles!

3 T T T T T L T
2+ // .
1F /% 4
0 x / 4
> J

2k / ]
3+ K -
4+ / 4
sl y/ ]
_6 1 g 1 1 1 1 1 1

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Vamos, de seguida, usar todo o engenho que dispomos para encontrar a recta que se



4.4. RN E SEUS SUBESPACOS (VECTORIAIS) 91

aproxima o mais possivel dos pontos (-2, —5), (0,0), (1, 1).

Sabendo que b ¢ CS(A), precisamos de encontrar ¥ € C'S(A) por forma a que b seja
o ponto de C'S(A) mais préximo de b. Ou seja, pretendemos encontrar b’ € CS(A) tal que
d(b,V') = mingecg(a) d(c,b), onde d(u,v) = [[u —v|. O ponto b’ é o de C'S(A) que minimiza
a distancia a b. Este ponto b’ é unico e é tal que b — b’ é ortogonal a todos os elementos de
CS(A). AV chamamos projeccao ortogonal de b sobre (ou ao longo) de C'S(A), e denota-se

por projcs(a)b.

CS(A) —
b X
projeccaodeb ©

Apresentamos, de seguida, uma forma facil de célculo dessa projeccao, quando as colunas
de A sao linearmente independentes. Neste caso, AT A é invertivel e a projeccdo de b sobre
CS(A) é dada por

v = AATA)~1ATD.

Octave

Aconselhamos que experimente o cddigo seguinte no octave e que manipule o grafico por forma
a clarificar que b ¢ C'S(A):

x=[-2;0;1]1; y=[-5; 0; 1]1;b=y;
A=[x [1;1;1]]
alfa=-6:0.5:6;beta=alfa;
[AL,BE]=meshgrid (alfa,beta);
Z=0.5%(-AL+3%*BE) ;
mesh(AL,BE,Z)

hold on
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plot3([-51,[0], [1],’x’)

projb=Axinv(A’*A)*A’*Db;

plot3([projb(1,1)], [projb(2,1)1, [projb(3,1)1,%0?)
axis ([-6, 6,-6 , 6, -6,6], "square")
legend(’CS(A)’,’b’, ’projeccao de b’ );

xlabel (’x’);ylabel (’y’);zlabel (’°z’);

Calculou-se projb a projec¢do de b sobre C'S(A).

Pretendemos agora encontrar x por forma a que Az = b/, ou seja, x por forma a que
a distancia de Ax a b seja a menor possivel. Repare que se Ax = b é impossivel, entao
essa distancia serd, seguramente, nao nula. A equacao Ax = b’ é sempre possivel, ji que
v = A(ATA)~1ATb € CS(A); ou seja, b escreve-se como Aw, para algum w (bastando tomar
w = (ATA)_lATb). No entanto, o sistema pode ser indeterminado, e nesse caso poders
interessar, de entre todas as solugbes possiveis, a que tem norma minima. O que acabamos
por expor, de uma forma leve e ingénua, denomina-se o método dos minimos quadrados, e
a x solucao de Ar = b’ de norma minimal, denomina-se a solucao no sentido dos minimos
quadrados de norma minimal.

Octave
Vamos agora mostrar como encontramos a recta que melhor se ajustava aos 3 pontos apresentados

no inicio desta seccdo.

x=[-2;0;1]; y=[-5; 0; 1];b=y;

A=[x [1;1;1]1]

xx=-6:0.5:6; solming=inv(A’*A)*A’*b
yy=solming(1,1)*xx+solminqg(2,1);
plot(x,y,’x’,xx,yy); xlabel (’°x’);ylabel (’y’);

Para mudar as escalas basta fazer set(gca,"XLim", [-4 4]); set(gca,"YLim",[-6 6]), ou
em alternativa axis ([-4, 4,-6 , 3], "square");. Para facilitar a leitura dos pontos, digite
grid on.

Uma forma alternativa de encontrar x solugdo de Az = projcg(a)b seria solming=A\b em
vez de solming=inv (A’ *A)*A’ *D.

Ao invés de procurarmos a recta que melhor se adequa aos dados disponiveis, podemos
procurar o polinémio de segundo, terceiro, etc, graus. Se os dados apresentados forem pontos
de R3, podemos procurar o plano que minimiza as somas das distancias dos pontos a esse
plano. E assim por diante, desde que as funcbes que definem a curva ou superficie sejam
lineares nos parametros. Por exemplo, az? + bz 4+ ¢ = 0 ndo é uma equacio linear em x mas
é-oem a e b.
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No enderego http://www.nd.edu/ "powers/ame.332/leastsquare/leastsquare. pdf pode
encontrar informagoes adicionais sobre o método dos minimos quadrados e algumas aplicagoes.

Em enacitl.epfl.ch/cours_matlab/graphiques.html pode encontrar alguma des-
cricao das capacidades graficas do Gnu-octave recorrendo ao GnuPlot.

Exemplo 4.4.6. O exemplo que de seguida apresentamos baseia-se no descrito em [3, pag.58]
Suponha que se estd a estudar a cinética de uma reaccao enzimatica que converte um
substrato S num produto P, e que essa reaccao segue a equacao de Michaelis-Menten,

_ ka[E]olS]
" R[S

onde

1. [E]p indica concentracao enzimética original adicionada para iniciar a reacgao, em gra-
mas de F por litro,

2. r é o nimero de gramas de S convertido por litro por minuto (ou seja, a velocidade da

reacgao),
3. ko é o nuimero de gramas de S convertido por minuto por grama de E.

Depois de se efectuar uma série de experiéncias, obtiveram-se os dados apresentados na
tabela seguinte, referentes a taxa de conversao de gramas de S por litro por minuto:

[5] g /1 | [E]o = 0.005 gg/1 | [E]o = 0.01 gg/1
1.0 0.055 0.108
2.0 0.099 0.196
5.0 0.193 0.383
7.5 0.244 0.488
10.0 0.280 0.569
15.0 0.333 0.665
20.0 0.365 0.733
30.0 0.407 0.815

Re-escrevendo a equacao de Michaelis-Menten como

Elg Kn1 1

r ke [S] kg
obtemos um modelo linear
Yy = bll’ + b(]
com
[E]o i 1 K,

Y 7’,3: [5]70 k271 kg
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Denotemos os dados = e y por z; e y;, com ¢ = 1,...,8. Este sistema de equacoes lineares
tem a representacao matricial

n
b1 Y2
A = =
bo ] Y
Ys
1 1
T2 , . ~ T bl . . ~ .
com A = ~_|. A nica solucao de A* A b = y indica-nos a solucao no sentido dos
Do 0
T8 1

minimos quadrados da equagao matricial, e daqui obtemos os valores de ks e de K,,.

Octave

Vamos definir S, r1 e r2 como os vectores correspondentes as colunas da tabela:

> 8=[1;2;5;7.5;10;15;20;30];

> r1=[0.055;0.099;0.193;0.244;0.280;0.333;0.365;0.407] ;
> r2=[0.108;0.196;0.383;0.488;0.569;0.665;0.733;0.815] ;
> x=1./S;

> y1=0.005./r1;

> y2=0.01./r2;

Definimos também os quocientes respeitantes a y. A notacdo a./b indica que se faz a divisdo
elemento a elemento do vector b. Finalmente, definimos a matriz do sistema. Usou-se ones(8)
para se obter a matriz 8 x 8 com 1’s nas entradas, e depois seleccionou-se uma das colunas.

> A=[x ones(8)(:,1)]

A=
1.000000 1.000000
0.500000 1.000000
0.200000 1.000000
0.133333 1.000000
0.100000  1.000000
0.066667  1.000000
0.050000 1.000000
0.033333 1.000000

> solucaol=inv(A’*A)*A’*yl
solucaol =

0.0813480
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0.0096492

> solucao2=inv (A’*A)*A’ *y2
solucao2 =

0.0831512
0.0094384

95

Recorde que se poderia ter usado solucaol=A\y1l. Daqui obtemos valores para ko, K,, para

cada uma das experiéncias. Vamos denota-los, respectivamente, por k21 Kml k22 Km2.

> k21=1./solucaol1(2,1)
k21 = 103.64
> k22=1./solucao2(2,1)
k22 = 105.95
> Kml=solucaol(1l,1)*k21
Kml = 8.4306
> Km2=solucao2(1,1)*k22
Km2 = 8.8098
> s=0:0.1:35;
R1=(k21.*0.005%s) ./ (Kmi+s);
R2=(k22.*0.01%*s) ./ (Km2+s) ;

vV V V V

plot(s,R1,S8,r1,’0’,s,R2,S,r2,%0")
grid on; legend(’E0=0.005’,’’ ,’E0=0.01,7’ );
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